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1. 

Wanneer men langs wiskundige ,~eg vraagstukken uit de praktijk 

wenst op te lossen, is het noodzakelijk dat men eerst voor de 

situaties waarop deze vraagstukken betrekking hebben, een model for

muleert dat toegankelijk is voor wiskundige analyse. Alle factoren 

die bij een vraagstuk een enigszins belangrijke rol spelen, moeten 

een plaats binnen het model v~nden. Wanneer er echter veel factoren 

zijn waarmee men rekening moet houden 3 kan het model gemakkelijk te 

gecompliceerd warden voor ee~ exacte matte~atische behandeling. 

Vereenvoudiging van het Qodel is dan dikwijls niet goed mogelijk, 

omdat daardoor de invloed van een of meer belangrijke factoren ver

waarloosd moet warden. 

Deze moeilijkheden doen zich ooas voor bij allerlei technische 
problemen. Bij de vliegtuigbouw is het niet meer mogelijk langs wis

ndige weg de grootheden te berekenen 3 die de verschillende eigen

schappen van bet vliegtuig bepalen. De wiskundige analyse wordt 

hier dan geheel of gedeeltelijk vervangen doordat men een fysisch 

model opstelt en met behulp van dit model de gewPnste grootheden 

meet. Een model va.n bet vJ .. iegtuig wordt hiervoor in e~3n wind tunnel 
geplaatst en de o□s·tandigheden waarin het vliegtuig i~ werkelijkheid 

zal komen te verkeren, worden daarin zo goed mogelijk nagebootst. 
Bovendien kan men, omdat me~ de invloed var-. verschillende fac

toren be he erst, proces ser1 'uf3S ·:~ud.e:::en die in de f)rc.1-~-~~i jk pas na lange 

tijd zullen opti,.,eden. Men ve·rkrijgt dus in het 11eden reeds informa

tie over in de toe1comst pl.a.3.-'cs te ,JrirJ.de·l1 gebeurte11issen. 

We zullen n11 nagaan of eer1 soortgelijke methode geschikt is 

voor het bestuderen van de nrocessen die ons hier interesseren. -

Sommige van deze p~ocessen warden gekenmerkt dcor het optreden van 

gebeurtenissen., waarva.n l:1et ·ci jds tip va.n op t:.:::.~t,de n en hei: directe ge

volg van het optreden van een geb€urtenis stochastisch zijn. In het 

mathematisch ~ode] corres~Jonderen deze tijdstippen en gevolgen met 

waarden die stochastiscl1e "'"JD.J~i3bele·n oa~n-2mer1. B:l.j een 11achttijd

probleem kunnen dit de tijdstippen van binnenkomst van de klanten 

en de bedieningstijden van deze klanten zijn. Door bepaalde regel~ 
die het proces behee~r:sen_., Z<)~1J_3 11.et aantal lcketten., prioriteits 

re gels e .d., ontstaan n·u. nieu .-je 

bepaalde len~·te voor c~n loket, 

,-i -: ~-' . ;;i +: 7 CJ s r-:>' 0 ,... .,L Q r,:r .a 0 11. t-1- 1· J0 

-~ Cl n V ,::i r 
1:-, · • • , , • -· ~ 0. • 1-., 'IV , -.J .I. U '-"• ,, ._ CJ . 

• _,J -·· ... ..~ • ..,- ,; - -

wel~e in het ~:)del corresponder 
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met functies van de stochastische variabelen en de parameters uit 

de regels die het proces bepalen. Gevraagd wordt nu meestal naar 

frequentieverdelingen van situaties van een bepaald type. 

Is nu het model te ingewikkeld voor een wiskundige behandeling, 

dan kan men uitgaande van het model het gehele proces nabootsen. 

Wanneer men de beschikking heeft over processen waarvan de bijbeho

rende kansverdelingen der uitkomsten overeenstemmen met de verde

lingen van de stochastische variabelen van het model 3 dan kan men 
' . 

deze uitkomsten beschouwen als mogelijke gebeurtenissen in het ~a 

te bootsen proces. In ons voorbeeld zou men zich kunnen voorstellen 

dat de tijdslengten tussen de aankomsttijdstippen en oak de bedie

ningstijden kunnen worden nagebootst door deze hulpprocessen. Met 

de uitkomsten van deze hulpprocessen, geinterpreteerd dus als 

mogelijke gebeurtenissen van het proces~ gaat men nu na met welke 

frequenties meer samengestelde gebeurtenissen plaatsvinden. Door 

dit precede lang genoeg voort te zetten, verkrijgt men een beeld 

van de bijbehorende frequentieverdeling en op grand hiervan is het 

mogelijk schattingen te verkrijgen van grootheden die langs analy

tische weg niet te berekenen bleken. Wenst men bijv. het verschil in 

invloed tussen twee beleidsregels te kennen 3 dan kan men het proces 

nabootsen voor beide beleidsregels met dezel~de mogelijke gebeurte

nissen, dus met dezelfde llitkorsten van de hulpprocessen. Het ver

schil in ~requentie van de meer samengestelde gebeurtenissen beho

rende bij verschillende beleidsregels, vormt dan de grondslag waarop 

men de beleidsregels kan beoordelen. 

Deze methode van nabootsing van het model heet Monte-Carlo

methode, welke benaming erop duj_dt~ dat het eindresultaat evenals 

bij een gokspel stochastisch isj doordat het afhangt van een steek

proef uit een of meer verdelingen. 

Met deze methode kan men dus modellen onderzoeken die te inge

wikkeld zijn voor wiskundige analyse. Een belangrijk nadeel van de 

Monte-Carlo-methode is echter de onmogelijkheid de invloed van de 

verschillende parameters die het model bepalen, te onderscheiden. 

Bij een wiskundige analyse verkrijgt men voor de grootheden die men 

wenst te berekenenj formules waarmee de invloed van de verschillende 

parameters op die grootheden is na te gaan. Bij een nabootsing zijn 

de uitkomsten echter numeriek, zodat men slechts een model kan onder

zoeken waarin de parameters numeriek gespecificeerd zijn. 
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Een tweede nadeel van de Monte-Carlo methode is de onnauwkeu-
• 

righeid van de berekeningsmethodeo Bij een wiskundige analyse zijn 

de resultaten, afgezien van de onvolkomenheden van het model, exact. 

Bij een nabootsing van het model voeren we een steekproefexperiment 

op het model uito De resultaten van dit steekproefexperiment zijn 

dus stochastisch en bezitten dus een variantie welke aanzienlijk 

kan zijn. Een van de moeilijkste problemen van de Monte-Carlo

methode is dan ook het nabootsingsproces zo uit te voeren 3 dat de 

variantie van de schattingen der verschillende grootheden binnen 

redelijke grenzen blijft. 

Met een eenvoudig voorbeeld zullen we nu laten zien dat niet 

alle Monte-Carlo-schattingen van een bepaalde grootheid dezelfde 

variantie bezitten. Als x een homogene verdeling bezit op het 

interval 

waarbij 

geldt: 

0,1 , en men wenst de verwachting te berekenen van g x ~ 

we eenvoudigheidshalve g x begrensd veronderstellen, dan 

1 
• 

I g x dx • 1.1 

0 
Irnmers de homogene verdeling op 0,1 wordt gedefinieerd als: 

PX <x 

X 

0 

1 

O,<x~1 

x<O 
X :::,-1 • 

1.2 

Indien we niet in staat zijn om deze integraal rechtstreeks te 

bepalen, maar als we wel de beschikking hebben over een proces 3 

waarvan de uitkomsten een homogene verdeling bezitten, dan kan de 

volgende Monte-Carlo-schatting van deze integraal worden gegeven. 

schatting van 1o1 wordt dan gegeven door: 

1 

1 
N 

N 

0 

r-. 

g x ~dx - 2 
• 

1.3 

1.4 

Een tweede schatting van 1.1 verkrijgt men als verondersteld 

wordt, dat voor Q<x ::1 geldt O --=g x ...:::1. Indien de functie y=g x 
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niet aan deze voorwaarde voldoet) kan men dj_t bereiken door een 

translatie zoda11ig da.t g x :: O voor O < x <: 1 J en een contra ctie 

zodanig da)c O < g x < '1 voor O < x < 1 o 

Zijn nu Xo} en Y~ 
l l 

interpreteren 

uitkomsten van bet hulp-

we een paar XoJY~) als een schot in het 
l l 

proces, dan 

punt x, i y .. 
l l 

van het vierkant met hoekpunten 0 2 0 J 1,0 J 1,1 en 

0,1 in het cartesisch coordinatenstelsel. Een treffer wordt nu 

gedefinieerd als een schot onder de kromme y=g x. De kans op een 

treffer is dan wagens de homogene verdeling van x en y gelijk 

aan de oppervlakte onder deze kromme binnen bet eenheidsvierkant 

en deze kans wordt dus gegeven door 1.1 . Het frequentiequotient 

van het 

De 

aontal treffers onder deze N schoten is dan een schatting 

1. 1 . 

variantie frequentie

quoti~nt behorende bij een binomiale verdeling met p=I en n=N, en 

dus ge lj_ jk aan 

2 1 1 • 2 T 1-T dx [ 1. 5 c-I g -.r g X I A -N N 0 

2 
Vergelijken 104 1.5 vie nu me ·- dan zien we , 

0 2 > o-2 1.6 

omdat 1 

g x dx ;::..,- L ~ g x 1. 7 
0 0 

wegens 

0 <.: g X -< 1 VO O 1--7 0 =S X ....... 1 . 

Est gelijkteken in 

alle en de wa ard.e O o fl '1 

/I 7 p. ·1. I o . ., L 
I 

1.6) geldt slechts dan als g x 

aa1111.eem·c in het interva.l O < x ·< 1. 

De eerste methcd~ leidt dus bij dezelfde steekproefomvang tot 

een kleinere ,,arian tic:· dan de i~wcede methode 2 of anders gezegd een 

bepaalde na.l1~1:ceu:-::j_gheid kan 1net de eerste methode 1net een kleinere 

steekproefomvang bereikt warden. 

• 

Het vcrschil in variantie tussen 1.4 en 1.5 is gemakkelijk 

te verklaren. Bij de eerste metho~e wordt bij een x~ g x berekend, 

terwijl bij de twc8de n1ethode slechts gekeken wordt of y < g x , 

waarbij x en y uitkomsten zijn van het hulpproceso Doordat we dus 

bij de eerstc schat·tingsmethode van meer informatie over de funct~e 

g x gebruik maakten, ve~kregan ~!e dus een kleinere variantieo 
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Vele problemen die met Monte-Carlo-methoden worden opgelost, 

zijn eigenlijk integraties, meestal meervoudige, waarbij men soms 

de integrand niet expliciet kent. In paragraaf 3 zullen enige alge

mede methoden besproken warden over variantiereductie bij schattin

gen van integraleno 

In de eerste twee paragraren zullen we methoden bespreken om 

reeksen getallen voort te brengen die beschouwd kunnen worden als 

een representatieve steekproef uit een gegeven verdeling. Dit pro

bleem wordt in twee fasen opgelostD 

1eo Men brengt een reeks getallen voort die als steekproef uit een 

homogene verdeling op het interval 0 3 ~ beschouwd kan worden. 

2e. De transformatie van een steekproef uit de homogene verdeling 

tot een steekproef uit een gegeven verdelingc 

In de volgende paragraaf zullen we nu het voortbrengen van een 

steekproef uit de homogene verdeling besprekeno 

• 

2. De voortbrenging van aselecte getallen 

Wanneer een proces uitkomsten oplevert, welke onderling onaf

hanke li jk warden verkregen en die beschouwd kun11en warden als trek

kingen uit een homogene verdeling op het interval 0,1, dan noemt 

men die uitkomsten aselecte getallen. De homogene verdeling is reeds 

gede~inieerd in 1.2. Uit 1.2 volgt nu voor een homogeen ver

deelde stochastische variabele x 

P x<x <x +.Lix D x voor O ~ x < x + .6. x < 1 2.'1 

waarin ~x de lengte va.n eer1 deeli11.terval van 0 31 is o Schrijft 

men de aselecte getallen in een decimale vorm, dan is voor elke 

decimaal van een aselect getal de kansJ dat deze een van de 

s y mb o 1 e n O , 1 , 2 .9 • o o ) 9 z a. l ~ ~ 

de eerste drie decimalen gegeven warden door 4 5 8, dan is de kans 

dat het vierde cijfer een 3 is wegens 2o1 gelijk aan: 

2.2 

Aa.ngezien x ee1'1 con•t:inu verdeelde variabele is; bestaat een 
aselect getal volgens deze definitie uit ee11 one1ndige rij cijfers, 

• 

Men kan een ase lee t ge·t al dus beschouwe11 als een ri j aselecte 
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cijfers random digits o Het voortbrengen van aselecte getal

len is dus aequivalent met het voortbrengen van aselecte cij

fers. In de praktijk is men uiteraard genoodzaakt een rij 

aselecte cijfers tot een eindig aantal n te beperken. De keu

ze van n wordt dan bepaald door de nauwkeurigheid3 die voor 

het uit te voeren steekproefe:~periment vereist is. De aldus 

verkregen aselecte getallen van n decimalen zijn dan dus trek

kingen uit een discrete in plaats van uit een continue ver-

deling 031 getal-

len tussen Oen 1 me~J n decimalen o Voortaan zullen we een 

getal van n cijfers ook een aselect getal noemen, wanneer we 

bedoelen dat dat getal gedeeld door 

het intBrval 0,1 iso 

Wanneer men zou beschikken over een lotingsmechanisme, 

dat tien verschillende uitkomsten met gelijke kans kan op

leveren, terwijl een bepaalde uitkomst onafhankelijk van de 

voorcien waargenomen uitkomsten tot stand komt, dan zou men 

met dit lotingsmechanisme willekeurig veel aselecte cijfers 

kunnen voortbrengeno A priori kan men van geen enkel lotings

mechanisme echter onderstellen dat aan deze eis is voldaan. 

Alleen achterar kan men door de uitkomsten statistisch te 

toetsen, nagaan of bepaalde vormen van afhankelijkheid niet 

voorkomen, of althans geen merkbare invloed hebben gehado 

Tabellen met aselecte cijfers, verkregen met dergelijke 

lotingsmechanismen, zijn cepubliceerd door MoG. ~ENDALL 

en B. BABINGTON SMITH ~939 en door de RAND CORPORATION 

1955. Deze aselecte cijfers zijn uitvoerig getoetst. 

Oolc de tienzijdige dobhelsteen van H.C. Hamaker 1948 is 

een lotingsmechanisme, dat reQelij!ce resultaten oplevert. 

Deze tabellen zijn zeer 6 oed bruikbaar voor Monte

Carlo-berekeningen met pe~ en papier, maar voor grate 

steekproefexperimenten, die □et behulp van een automatische 

rekenmachine warden verrj_cht, zijn ze minder geschikt, om

dat het programmeren van ecn gch~le tabel aselecte cijfers 
' 

relatief veel tijd vergto Bovendien wordt hierdoor beslag 

gelegd op een aanzienlijk deel van de geheugencapaciteit. 
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Bij berekeningen met een automatische rekenmachine is 

het daarom gewenst, dat de machine zelf de voor het steek

proefexperiment benodigde aselecte getallen berekent. Aan

gezien een rekenautomaat alleen vaste voorschriften kan op

volgen~ zal het proces dat aselecte getallen voortbrengt 

deterministisch zijno De voortgebrachte getallen zullen dus 

in feite niet aselect zijn, maar een zekere regelmaat ver

tonen~ afhankelijlc van het toegepaste proces. In plaats 

van aselecte getallen spreekt men daarom van pseudo-aselec

te getallen pseudo rnndom numbers . Men heeft nu wel het 

voordeel, dat men ter controJ.e van uitgevoerde berekenin

gen dezelfde pseudo-aselecte getallen opnieuw kan voort

brengen. Er blijken verschillende methoden te bestaan om 

r.ijcn pseudo-aselecte getallen te bereke~en, welke naar een 

aactal zinvolle criteria nauwelijks van representatieve 

steekproeven uit de homogene verdeling onderscheiden kunnen 

warden. Voor de t1eeste toepassingen zijn deze pseudo-aselec

te getallen dan oo1c ~~eer r-;oed bruikbaaro 

Verschillende van deze methoden warden 

KoD. TOCHER 1951t :; Oo TAUSSKY en J. TODD 

besproken 

1956. 

door 

Een van de gebruilcelijkste methoden om pseudo-aselecte 

getallen te makenJ is de multiplicatieve congruentiemethode, 

welke door D.H. LEHMER 1951 is ge!ntroduceerd. We laten 

hieraan de betekc~is van enige termen voorafgaan. Twee 

positieve gehele getalJ_en heten relatief priem onderling 

ondeelbaar , als h1;.r1 f_;1~ootste ge:11ej_--ie deler gelijk 1 is j 

bijv. 25 en 2 1~. Als vcrder c, den m > O gehele getallen 

zijn, d_an b2tel~e:1t d=c :·noduJ_o rn of d:::_:C (mod m : c-d is 

deelbaar door ~n; bijvo 23=33 (~od 5)o Als behalve d=c 

mod r.:1 oolc geJ.·c=, 1c O ~ d < m., dan is d ·de rest bij deling 

van C door r?'lo 

en m gehel.e po-·i tieve getallcn 7.ij11.., met a < m en b < m en 

de rij u. 
l 

• /i 2 
l= I .!) _9 O O O 

au mod m n 
• 

gcdefitieerd wordt door: 

n+ n=O., 1., 2., ••• 
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d k d . . r -1 
an an e r1J m u. 

1 
als a en m niet te klein zijn in vele 

gevallen als een rij aselecte getallen beschouwd wordeno De 

in 2.3 

n+ n 
deze deling snel te kunnen uitvoeren, wordt bij een machine, 

stelsel, voor m 
s 

of 10 +1 gekozen, en voor een machine met tweetallig getallen-

Voo11::ieeld 1. 
' 

Nemen we b=5, a=27, m=32~ dan verkrijgen we de volgende 

rij: 

31 

We zien duP 0ocr rechtstreekse 

de rij zich dus herhalen en de gehele rij bevat 

dus slechts 8 verschillende elementen. Het kleinste getal 

J > O, waarvoor bij een willekeurige n ~ O geldt: 

.. , 
• 

• 

noemen we de 

8. Omdat 

periode van de 

bij del 1ing van 

• • r1J 

een geheel getal door m de rest 

slechts 0,19••· of m-1 kan zijn, heeft de rij u. steeds 
l 

hoogstens m-1 verschillende elementen en dus altijd een 
' 

periode J~ m-1 . Het is duidelijk dat de periode noodzake-

als aselecte getallenG 

Over de periode van een rij pseudo-aselecte getallen 

volgens LEHMER zullen we in de Appendix enige stellingen 

geven. We vermelden hier slechtsi dat bij de meest gebrui

van de rij u. nooit groter 
1 

an z1Jn an . 

Sedert 1960 wordt ook een iets gewijzigde methode om 

pseudo-aselecte getallen voort te brengen veel toegepast, 

namelijk de gemenede congruentie methode. 

' 
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De voortgebrachte rij wordt hierbij gedefinieerd door 

f 

n+ 
n=O., 1 ., 2 • o • , 2.5 

waarin A, en gehele positieve getallen zijn3 alle kleiner 

dan m, en en m relatief priem zijn. Bij geschikte keuze 

aselecte getallen. Do rij heeft de maximale periode m, indien 

=1 mod 4, onafhankelijk van de start

waarde o Voor een be;,1i js hiervan zij verwezen naar de Appen

dix. Voorµ=O gaat de n1ethode over in de multiplicatieve · 

congruentie methode van LEHMER. 

De rij heeft dus bij geschikte keuze van de para-

meters A en een langere periode da~ de rij u. , als men 
l 

in beide gevallen 

elke startwaarde tot ecn rij v. ,,an 
l 

Het voornaa~ste ~,oordeel van de rij v. 
1. 

maximale periodeo 

is echter, dat men 

de seri~le correlatie in de hand heeft. De seri~le correla-

tie van een rij v. ~et maximale pericde m wordt gedefi-
1 

nieerd c .. oor 

_vn'-vn+1 
C OV '·' ,f ··~·n , _,...., -l-1 

L.., ' -· ----· 
var Yn 

., 

• 

waarin v een aselecte trekkir1g uit de rij v. i=0,1, .. om n l 
voorstelt. De seri.~J_e correlatie is dus een maat voor deaf-

hankelijkheid van o~eenvolgend vooi~tgebrachte getallen. Door 

R.R. CQVEYOlT 1960 e11 ~'10 GRRE1'1BERGER --1961 is ::>ewezen, dat 

b -1 i j verwaarlo::. i1:e-; ,ran "ce1 1:nen ... van clc 01,..,de m of kleiner 

1 6,~ 
~- ...... ..... 1: If ~ -

\ \n1 n1 

en 

1 + 'ii 
2 aJ.s < 
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• 

Een grote waarde van leidt dus tot een kleine seri~le corre

latie. Anderzijds dient men er echter zorg voor te dragen dat 

klein blijven zie 2o9 • Het is ook mogelijk de seriele 

correlatie te beinvloeden door geschikte kBuze van p~, maar 

dit is iets lastiger. 

Herhaald toepassen van 2.5 geeft 

V 
n+k 

mod m. 2 .10 

Deze formule is van dezelfde gedaante als 2.5, doch met iets 

andere parameterso Als de rij 2.5 maximale periode m heeft, 

n+ l 
eveneens periode m, zo-

dat men de seriele correlatie met verschuiving k, 

in 
vn,vn+k' 

plaats van 

te substitueren. 

De betekenis van een kleine seriele correlatie, hoe 

belangrijk ook, die:1t men niet te overschatteno De rijen 

en v. 
l 

hebben ook vele andere eigenschappen die men bij 

practische problemen graag zou willen beinvloeden door de 

keuze van ~eschikte parameter waarden. In het algemeen is 

hier echter nog weinig over bekend. 

u. 
l 

Een eenvoudige toepassing van het gebruik van aselecte 

getallen geeft 

'\Toorbeeld 2 

Gevraagd wordt een schatting van 

I 2.11 

Aan de lezer wordt overgelaten, bijv. uit de ''Tabl!cs of random 

sampling numbers'' van MoG. KENDALL en Bq BABINGTON SMITH 10 

2 decimalen zijn al· 

voldoende en als schatting voor 2.5 te berekene~ 

., 
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l 
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Men vergelijke deze uitkomst met de werkelijke waarde van I, 

zoals analytisch door integratie in 2.5 

gemakkelijk is te vinden. 

De variantie van de schatting 2.6 bedraagt 

1 
10 - 0 

3 
12x 1-x 

2 
dx -

} 2 
·5 

~ 0 ,.02. 

Om een hep2alde keuze van a in 2.3 te rechtvaardigen, 

moet men nagaan of een rij psetido aselecte getallen beschouwd 

kan worden als een representatieve steekproef uit de homegene 

verdeling. Om dit na te gaan brengt m0n een aantal rijen 

pseudo aselecte getallen voortJ door voor elke rij een andere 

niet te grate gro~pen gesplitst bijv. 1000 getallen per 

groep, en deze groeJen warden aan verschillende statistische 

toetsen onderv1orpen o Me:1. l{an de pseudo aselecte getallen nu 

op twee verschillende wijzen toetsen: . 

1. Men kan de pseudo aselecte getallen beschouwen als een rij 

aselecte cijfers e~ deze aselecte cijfers aan de toetsen 

van Mo G. l(ENDALL en Do B.:'\BilJGTON SMITH 1938 onderwerpen. 

Di t zi jn cJ_e ,1"olge~de t ootse11: 

a o De :frequent ietoe·ts o r:leJc deze toets wo1~den de frequen

t ies van alle cijfers O t m 9 vergeleken met de ver-

b. De kettingtcets seriaJ. test o Men vergelijkt met deze 

toets de frequenties van de paren 00, 01·t m 99 met de 

ver~·7"J.Ci.1te waa2."d.en. Als de ,·1aa1~den die opeenvolgende cij

fers nannemen afhankelj_jk zijn, kan men dat met de k~t

ti!'J.[?~':cets n.a,g.:?.an. Deze toets kan uitgebreid warden van,· 

tweetaller1 tot meertallen opeenvolgende cijferso In het 

bijzonder is de frequentietoets een speciale ketting

toetso Een ve11betering van de kettingtoets is door 
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IoJ. GOOD 1953 gegeveno 

00 De gatentoets gap test o Hiermee wordt de verdeling van 

het aantal getallen tussen opvolgende gelijke cijfers, 

bijv. nullen, vurgeleken met de theoretische verdeling. 

2. Men kan de aselecte getallen in hun geheel beschouwen als 

trekkingen uit de homogene verdelingo Binnen elke gro~p kan 

men dan de frequentie van een bepaald patroon vergelijken 

met de bijbehorende verwachting of de theoretische verdeling 

Dergelijke patronen zijn bijvo het aantal runs opvolgende 

getallen onder en boven het gemiddelde, het aantal runs 

• 

van oplope~2e getallen enzo Dit soort toetsen is in het 
bijzonder bclangrijk voor ~onte-Carlo-berekeningen omdat 

daar meestaJ. verscheidene aselecte getallen warden gebruikt 

voor een steekproefpu~t. V!orden dan pseudo aselecte getal

len gebruikt die regelmatigheden van dit type vertonen, 

dan kan dit tot onj11iste Monte-Carlo-schattingen leiden . 

Een overzicht van de hier aangest•ipte toetsen vindt men bij 

Oo TAUSS:CY eI1 J. TODD 1956 . Deze auteurs vermelden ook 

verschillende n1...1mer::_elce resultaten van de door hen uitge
voerde berekenin8eno 

3 o As8lecte trekl(ingen ui t een gegeven verdeling ·-~ . .,,,---._ """---·-....----.. ---· _.........._ ____________ _____ 

Wanneer aan de verzameling van mogelijke uitkomsten van 

een e:;:pe:--iimcn.t ee1:1 verd8l_i_n~sfu11ctie F x kan warden toege

voegd: dan noemen we een waargenomen uitkomst x een aselecte 

trekking uit die verdeJ.ingo Voor de uitkomst x van het experi

ment geldt d1-,1s: 

"""! 

p X <. X 

Omd2t F Jc ean monotoon niet dalende functie van x 1s, 

geldt: 
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1 
3.2 

Uit 3.2 volgt dat ~ F x op het interval 0 1 1 homo-

geen verdeeld is. Bij een aselecte trekking y1 uit de homogene 

verdeling aselect getal vindt men dus een aselecte trekking 

x uit de gG,geven verdeling door de vergelijking 

naar op te lessen. 

paald te zijn, als F x monotoon stijgend is in x 1 . 

; . 
F X ... ' 

• X 

fig._ 1 
I 

gra

be-

Bij een aselect getal y zoekt men in de grafiek de bijbehorende 

waarde x op. Wanneer F x een exp9r~menteel bepaalde verdelings

functie is, komt de grafische oplossing van 3.3 in het bij

zonder in aanmerking. F x is dan een trapfunctie en als ase

lecte trekkingen treden dan alleen de sprongpunten van deze 

1 De afleiding van is aldus: P. F x 
• -

P X ~ X + P x > x en F x . De eerste term in het 

rechterlid is F x, de tweede term is 0, want als g 
--· sup F 

lim P _x < x < 
.g 

-
, dan is P x ~ x en F x 

lim F o. 
1'g -
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trapfunctie op, dus alleen de waargenomen waarden. 

Bestaat de collectie elementen waaruit men trekkingen 

doet, uit getallen van n cijfers, dan kan een aselect getal 

voor de door y = F x aan y toegevoegde variabele x. Dus ook 

voor een continue verdelingsfunctie F x is x dan een aselecte 

trekking uit een discrete verdeling met verdelingsfunctie G x, 

welke de vorm heeft van een trapfunctie en in de punten 

X 
, . .,c .. -'(, 
,J.. . 

n 
0,1.,2., 0 •• ,10 

sprang maakt die gelijk is aan 

wordt bedoeld: x zodanig dat F x 
-n 

k .10 . 

Alleen die = een sprang maakt., 

kunnen als aselecte trekkingen voorkomen. Voor de intervallen 

xk,xk+1 waarin geen aselecte trekkingen voorkomen., geldt: 

X ·k+1 
~ x dx; is de verdelingsdicht-1 -n 0 · .. F X 

k+1 

heid f x groat in 

In dat geval is het verschil tussen aselecte trekkingen uit 

F x en G x te verwaarlozen. Is daarentegen f x klein, dus 

heeft de verdelingsfunctie F x) een vlak verloop, dan is de 

lang interval getrokken, dan verdient het aanbeveling niet dit 

trekking te aanvaarden. Men trekt in dat geval een nieuw 

aselect getal yen bepaalt hiermee als aselecte trekking 

de lengte van het betreffende interval 

Rechtstreekse oplossing van 3.3 komt neer op het be

palen van de inverse van de verdelingsfunctie F x. 
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Voor de meeste verdelingen leidt dit tot lastige berekeningeno 

Men maakt daarom vaak gebruik van special~ eigenschappen van 

een verdeling voor het verkrijgen van asel,ecte trekkingen uit 

die verdelingo Het voordeel van directe inversie van de ver

delingsfunctie F x is echter, dat vele eigenschappen van de 

rij trekkingen uit 

gebruikt om aselecte trekkingen uit de verdeling F x te ver

krijgen, behouden blijven bij inversie 9 daar dit een monotone 

transformatie iso Beschikt men over een rij pseudo-aselecte 

getallen, die uttvoerig getoetst. is, dan zullen de meeste 

toetsingsresultaten dus ook van toepassing zijn op de pseudo

aselecte rij trekkingen uit de verdeling F x die ontstaat 

door het proces van directe inversie. Het is dan gewoonlijk 

niet meer nodig de pseudo-aselecte trekkingen uit F x op 

''aselectheid '' te toetseno Past men echter andere methoden toe, 

dan is het geenszins zeker dat de ontstane trekkingen uit F x 

voldoen aan redelijke eisen van aselectheid, ook al voldoet 

de rij pseudo-aselecte getallen waar men vanuit gaat daar wel 
aano 

Voor de belangrijkste verdelingen volgt nu een overzicht 

van de methoden om aselecte trekkingen te verkrijgeno 

1. Bi~?mia;t;~ ... v,e;t1d<$li;ng,, met_ p,a~?,-,IT}~~ers p ~n ... :t:J: 
0 

n 
3.6 

j=O 

De kans dat men uit de homogene verdeling op 0,1 een 

as elect get al < p trelct, is p. 3. 6 geeft dus de kans dat 

bij trekken van N aselecte getallen uit 0,1 , er n kleiner 

zijn dan p. Het aantal aselecte getallen ~ponder N aselec

te getallen is dus een aselecte trekking uit 3.6 . Een twee

de methode wordt beschreven in K.D. TOCHER 1954 . 

In dit geval verdient directe inversie van de verdelings-
' 

func~ie F x echter de voorkeur, daar dit zonder veel moeite 
• 

geschieden kan. 
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2. ~xl?one!J..~?-ele ,:1erdeling 
C i 

- \x 1-e >- 0. 

a Rechtstreekse methode. Aangezien met~ ook 1-~ homogeen ver

deeld is op 0,1 , kan men in plaats van 3o3 ook 

y 1-F X 

naar x oplossen. Substitutie van 3o7 in 3.8 geeft: 

y 

dus: 

X 

' 

- Ax 
e 

ln y 0 

Aangezien het berekenen van een logarithme met een elec-

tronische rekenmachine relatief ttjdrovend isJ verdient deze 

methode niet altijd aanbeveling. We behandelen daarom onder 

b een andere methode, die bij een eerste lezing zonder 

bezwaar kan warden overgeslagen. Het is echter geenszins 

zeker dat de onder b uiteengezette methode sneller is dan 

de rechtstreekse methode, zoals in de literatuur soms wordt 

aangegeven. Bovendien is de methode b geen monotone trans

formatie. Deze methode wordt tegenwoordig dan ook zelden 

meer toegepast, al is ze ongetwijfeld ingenieuso 

b Methode van Jo VON NEUMANN 1951 . 
Achtereenvolgens trekken we uit 0,1 de aselecte getallen: 

-
xo,!o~'oo•JYoi'··· 

en vormen de sommen: 

• 

Zodra een van deze sommen grater wordt dan 1, bijv.: 

> 1 



t 

• 

en 

be~indigen we de reeks sommaties. is, aan-

vaarden we 

deling met parameter ~=1 de reden hiervoor zal straks duide-
., , 

even is, herhalen we het precede. 

We trekken dan uit 0,1 de aselecte getallen 

en vormen weer de sommen: 

Bij de eerste som die grater wordt dan 1 houden we weer op, 

bijv. als 

3.12a 

en 

3 .12b 

aselecte 

trekking uit de exponentiele verdeling met A=1 men zie het 

e hebben, de t+1 maal een oneven 

en 

en 
• it oneven. 

op dezelfde wijze voort 

j=0,1, ..• ,t-1 gevonden te 

3.13a 

3.13b 

De is uit de 

exponentie-le verdeling met parameter A =1. 

in het 

bovenstaande schema kunnen we opvatten als waarden~ aangeno-

die alle de homogene verdeling op het interval 

• 



' 

• • •' 

• 

zitten. Door 3.11, 3.12 en 3.13 warden dan de stochasti-

bepaalde waarde is van de ·stochastische .grootheid 
• 

het voorgaande.wordt t gedefinieerd·door· 

.. .. .vI e 

• 

oneven. 

defini~ren .. voorts de stochastische grootheid s: 

ender de voorwaarde 

weer een 

t. Vo.lgens 

3.15 

D11s ..... .: duidelijk 

• 

• •• 
• • 

s .is e--c·hter· o·nafhankelijk ·v-an t; weliswaar zett-en· -we---de. _ ... 
• 

reeks·· sommat.ies · voort · op ··~grand ~ van -de resultater-1 van .. vr,oraf

.ande•·•S.ommat ie-s-:, · maar- de resultat-en· bij een nieuwe---so·mmatie 

zi jn onafhanke.li jk van de voorg·a?nde -- .. s·omma ties.. Om _aeze..lf.de · 
• 

red·en-.zijn·· de>··-s -chastise.he v 

11 ···onaf·hanke.lijk. 

- ··We· zul.len ·nu bewijzen 

-x F x = 1-e 

be.zit . 
• .. . ~·' - - . - . -~ ~. . . .. . 

' . 

~ew~_js_; . _ _ , 

• 

dat x=t+s de verdelingst'unctie · 
•• • 

3.16 
• 

x is··· r---definit.ie --het ·groo-t-1,te- -ge·he.le. __ getal ... ~-x ...... Omd.a-t 

t .slechts ... gehele waarden 0,1,2.,. ..• aanneem·t.~_ .. geldt: .. 
.. -

[x] [x] 
• 

P X f: X . - = . -P t-+s·. ~ .X. . ~== · -P t =k_., s. _L x--k· · ··=·· L P 
k=O- ... 

t =k. ~-P s ~ x----k· -- ' . 
k=O 

·[x]-1 
+ p t,' l)c] • P s ,..c, x- [x] 

• 
want P s. L1 

k=O 
• 

• 

Met behulp van 3.14 en 3.15 volgt hieruit: • • 

[x] -1 
PX ~X 

• • 

k=O 
pi,.... • _1 even . ., ~ oneven_ + 

• 

oneven •. p X - _!6:- x- X on-

even. 3.18 

• 

• 

- 1r .• _.,. 

• 

•• 



• 
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zelfde verdelingsfunctie bezitten en verder de verdeling van 

x 011afha.nkelijk is van de index x , kunnen we voor 3 .18 -x 
schrijven: 

X -1 
• 

p X Lx Pi oneven o Pi even 
k=O 

P 'i + even • P i oneven . P u ~x- [x] i oneven 3.19 
• 

waarin i dezelfde verdeling heeft als 

deeld is op 0,1 0 Het ve~band tussen u en i wordt den gegeven 

door: 
• 

We defini~ren nu pa door: 
1. 

=U 

0 

Door volledige inductie bewijzen we nu: 

1 -
" ' 0 l. 

• 

pi 

Voor 1=1 

1-1. Uit 

is 3.23 triviaal; stel nu dat 

3 o 22 volgt 

p. =•• 1 -
l 

1 -
0 

u 
' 

l.l · l -1 ... ,,, L 
\ . -• • 

........... ---·- ~"'!"-• -1 I l -· I 0 

• 
l 

dy u /11 -
" t 
l " 

waarmee (3~23) bcwezen is. 

q. 
l 

I 

: Yof'.:0 
'\ •• ,o ..... 

Hieruit volgt: 
• 

- P Y 1 + .•• +y .. ~ ·u., 
1..,.;.-·- -l 

3.22. Dus: 

• 

y " + 0 0 0 +y _.. ~ < u 
' l ---l - I 

Y J.. +~T ~ U -1l•(IO Vi-1 • 

3.23 

< 1 u=u 

3.20 

3.21 

.. 3. 22 ·~ 

3.23 

bewezen is voor 

3.24 

3.25 

-

• 



qi -- pi -pi-1 · 

Volgens 3o24 en 3.26 is dus 

i-1 u q .. 
l i-1 ~ 

en P i oneven u=u ... 

- 0 f lo 

P i=2j+1 u=u 
j=O - ~ j--0 
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3 .26 

3.27 

-u e 

3.28 

Omdat u homog~en verdeeld is op 0~1 3 volgt uit 3.28 : 

P 1 oneven, 'l:t ~ u 

u --v e dv 
0 

dus 

p • 
l oneven 

en p 0 

l even --~ 
L 

en uit 3 0 29) en 

e 

u 

0 

-u 1-e 

1 

P i oneve11 u--v dP u ~v 
., • 1111 .. 

-v e dv 1-e -1 

0 
-1 

( 3 ~ 30) : 

P u Lu;i oneven 
p oneven 

1-e-u 
'-1· . 

1-e 

Uit 3.19 J 

Pi oneven 

3q30) 3.31 en 3.32 volgt tenslotte: 

-1 1--e 
X -1 

'> • 

k--O 

-k -1 - X e + '1-e e 
- X- X 1-e 

-1 1-e 

3.29 

3 .30 

3.31 

3. 32 

Is x t+x 1-; een o.:{elect;e trekking uit de exponentiele ver·-
..., 

de 1 i r:.g rr12 t param~1ter A--1, dan uit 
i, 

de expone11ti2fle \7 8::ci~ling ma·t par~a.mcter )'-. Immers: 

3 . r o i s s on -v P. :t"1 d. e 1 j_ n.:; ., 
• • 

-\c 
€ 

-AX '1-e • 3.33 

In hoofdst1.11: XV, pag Q 9-10 ( stelling nr 2) is bev,iezen, dat 

als het aental klanten (bijv. voor ec~ loket) dat in een tijds

interval van lengte t aa~l~omt, een Poic~on-vcrdeling heeft met 
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parameter at, de lengten van de tijdsintervallen tussen opvol

gende aankomsten onderling onafhankelijk en exponentieel ver

deeld zijn met dezelfde parameter a. Als a=1, dan is 3.34 de 

verdelingsfunctie van het aantal klanten, aankomende in een 

tijdsinterval van lengte te We vinden dus een aselecte trek-

king n uit 3.34 door n zo te bepalen dat 

n 
L 3.35 

k=1 

aselecte trekkingen uit de exponentiele ver

deling met parameter 1 zijn de verdeling der tijden tussen op

volgende aankomsten. 

In de meeste gevallen zal men ook· hier liever tot recht

streekse inversie van de verdelingsfunctie F n overgaan, te 

meer waar de boven beschreven methode betrekkelijk tijdrovend 

is, immers men dient voor elke trekkinG uit F n een aantal 

trekkingen uit de exponentiele verdeling te bepalen volgens 

2. a of b . 

4. verdelin~ met r geheel positief Erlang-verdeling. r ·~·· . 

X 

0 

In hoofdstuk xv~ pag. 10-11 hulpstelling nr 5 is bewezen: 

wanneer de tijdsinter:~:allen tussen opvolgende aankomsten aan 

een loket exponentieel verdeeld zijn met parameter A, dan heeft 

het van aankomst van de 3.36. 
De som van r aselecte trekkingen uit de exponentiele verdeling 

met parameter · is dus een aselecte trekking uit 3o36 . 

5o Normale verdelingo 
.~.,..- ...--••• --,-...-, a,. ,·.....,. 

1 - 2 
------ e 

2 x- ,t.L,) -
cr-2 

0 3.37 

De verwachting en de variantie van een homogeen op het 

interval 0,1 verdeelde stochastische variabele y worden resp. 

-



gegeven door: 

1 

0 

en 

-

ydy 

1 

0 

1 
2 

1 
12 
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De som van n homogecn op O, "l verdeelde stochastische 

variabelen zal bij bcn2deri~~-· normaal verdeeld zijn met ge-

hsto IV pago 14; stelling 3;2 o Is t de som van n aselecte 

getallen uit 0~1 ~ dan zal dus 

X = f'~ + 

n 
- 11·~11 

n 
12 

2 

bij bensd~ring volgens 3o37 verdeeld zijn. De waarde van n 

die gekozen wordt~ is afhankelijk van de vereiste nauwkeurig

heido In sommige gevallen is een waarde van r1 tussen 6 en 10 

reed.s volcloende nauwkeurj_g o In de beide staarten van de ver

del ing is de henadering echter slecht, en deze wordt met toe

neme11de n sJ.ecl1ts langzaam bet er o Beschouw bv. het geval 

=0, c.r- =1 

Dan is P 

Teneinde de staa~ten te verbeterenJ is deze 

methode door TEICHP .. O~i:1.11! '1953 2;ewijzigd C, Deze gevrijzigde 

methode is., bij r..=-~'12, binnen 4cr - g11 enzen om ;.,i zeer na1..1w-
-

keurig., maar 1·rordt toch weini.g toegepast C, 

DooJ~ I30:c en l:-1ULL~R ·1958 is een 8envoudige exacte 

methode aangegeven o~ normaal ,,erdeelde grootheden voort te 

-2 loo-....::::i 

en ,------· 

twee onderlin.g onafhanl~clij!~s st~na~a.rd-normaa.l verdeelde 



- 23 -

grootheden. Deze methode is wel~swaar ook in de staarten 

exact, doch is vrij tijdrovend en bovendien geen monotone 

transformatie. 

Een snelle en nauwkeurige methode is ontwikkeld door 

MULLER 1958. Dit is een inversie-methode, waarbij de inverse 

normale verdelingsfunctie wordt benaderd door een groot aantal 

staarten een afzonderlijke techniek wordt toegepast. Het 

bezwaar van deze methode is echter, dat een zeer groot aan

tal coefficienten in het geheugen v.an de computer moet warden 

opgeslagen. 

Een eenvoudiger inversie-methode verkrijgt men door de 

inverse normale verdelingsfunctie te benaderen met een functie 

afkomstig van HASTINGS 1955 . Als y een aselect getal is, dan 

is 

2 
• 

I -
-

u 

2 

- ·11 + 

met 1 log 2 
x.. 

1 
als O < y ~ 2 

log 

als 1 
2 ~ y < 1 

1 

bij goede benadering standaard-normaal verdeeld. De coeffi

cienten hebben de waarden: 

1.,432788 
o., -189269 

b = 0!)001308 

Bi j dezelfde o,rerschri j din~s!cans is het verschil tussen de 

waarde van u en de st2·,daard-normaal verdeelde grootheid nooit 

grater dan 0,0006; behoudens in een gebied in de staarten met 
-8 een kans kleiner dan 5o10 o 
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Aselecte trekkingen uit normale verdelingen zijn ver

eist voor vele soorten steekproefexperimenten. Tabellen van 

aselecte trekkingen uit de standaard-normale verdeling zijn 

dan ook beschikbaar, bijv. H. WOLD 1948. 

n 

n 
2 

1 

2 

n 
2 

X 
- 1 

X > 0 o 

De som van de kwadraten van n N 0,1 verdeelde varia-

belen heeft een 

aselecte trekking 
trekkingen uit de 

te tellen. 

Uit 3.43 

n 3.43 . Men verkrijgt dus een 

uit 3.43 door de kwadraten van n aselecte 

normale verdeling met )1, =0 en ~ --1 op 

exponentiele verdeling met parameter A =1 bezit. 

2 
2 

Dit 

een 

geeft 

dus een nieuwe methode om aselecte trekkingen uit de expo

nentiele verdeling te krijgen. 
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• 

4. Variantiereductie van Monte Carlo-schattingen 

Zoals reeds in paragraaf ~ werd opgemerkt, zijn de uitkornsten 

van de I,Ionte Cn::1 :i.0-metl:,ode stochastische grootheden 3 omdat ze ver

kregen warden uit steekproeven uit de verdelingen die in het model 

voorkomen. Deze uitkomsten schattingen voor bepaalde in het model 

optredende grootheden hebben een variantie die een maat is voor 

hun onnauwkeurigheid, en die des te kleiner is naarmate de oor

spronkelijke steekproefomvang groter is. Om de variantie beneden 

een vast gekozen grens te houden, moet men de variantie als 

functie van de steekproefgrootte kennen. Daar men echter juist de 

nabootsing van het model uitvoert als een analytische behandeling 

moeilijk is, zal men in het algemeen de gezochte variantie niet 

kunnen berekeneno Men kan dan de gevonden steekproefvariantie 

nemen als schatting van de werkelijke variantie en achteraf aan

geven of de steekproefomvang groot genoeg is geweest. 

De steekproefvariantie kan echter een zeer slechte schatting 

van de werkelijke variantie zijn en men moet dus voorzichtig zijn 

om uit de steekproefvariantie conclusies te trekken over de nauw

keurigheid van de gebruikte schattingsmethode. 

Voorbeeld 1. 

Als voorbeeld. van een slechte schattingsmethode geven we een 

schatting van een exponentiele verdeling met gemiddel-

de 1: 

-· 9., 25 
0 

Doet men nu aselecte 

verdeling, dan is 

1 n 

n i =1 

cO 

- 9 25 -x x ' e d:.'<: 

een schatting van 4.1 0 De steekproefvari.antie is: 

1 n 

n-1 i=1 

4.1 

4.2 

4.3 

Bij een berekening met n -100 werden op de volgende wijze 

aselecte 
1
' table of rand.om sampling numbers'': van het 

• 
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van de voorste groep van 8 cijfers de eerste 5 cijfers als aselect 

getal gebruikt. Dit levert 25 aselecte getallen. Vervolgens werd 

hetzelfde precede gevolgd voor de tweedeJ derde en vierde groep 

van 8 cijfers. De absolute waarden van de logarithmen van deze 

aselecte getallen 3ijn de aselecte trekkingen x. , verwerkt in 
l 

4.2. 
Deze schatting geeft dan: 

9364 

met steekproefvariantie: 
• 

De werkelijke waarden voor 

en 

1 
100 

9,25 

. ) 

1 
100 

19,5 -

10,25 

00 

0 

10,25 

2 
0 

639.233 

2 

m-,25 

4.4 

4.5 

zijn echter: 

4.6 

2 
• 4.7 

De verkregen schattingen zijn dus bijzonder slecht, zoals te be

grijpen is~ aangezien de waarvan hier het gemid 

delde bepaald wordt 3 buitengewoon scheef verdeeld is. Immers: 

-
p 0,0145 . 4.8 

We zullen straks een betere schattingsmethode voor 

aangeven. 
9,25 

Een middel om de variantie te verminderen, is vergroting van 

de steekproefomvang. Evenals in voorbeeld 1 verkrijgt men in vele 
gevallen echter een aanmerkelijke variantiereductie slechts bij 

een enorm veel grotere steekproefomvang. Om de variantie te ver

minderen heeft men daarom andere methoden ontwikkeld, die alle 

neerkomen op wijziging van het steekproefschema, d.w.z. geschikte 

wijziging van de verdeling waaruit een steekproef gedaan wordt. 

Bij een praktisch probleem wordt dikwijls de grootste varian

tiereductie bereikt door een zo effici~nt mogelijk gebruik van de 

speciale gegevens van het probleem. We zullen echter slechts enige 

algemenere methoden bespreken. Deze zijn geen standaardtechnieken, 
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maar aanwijzingen om bij een gegeven probleem een weg te vinden om 

de variantie te reduceren$ We zullen de betreffende ideeen dan ook 

slechts aan elementaire voorbeelden illustreren. Een overzicht van 

verscheidene van deze metr1oden vindt men bij H. KAirn 1956 . 

We kiezen als voorbeeld het schatten van 

een bepaalde integraal 
co 

I 
-00 

waarin g x een bekende functie en f x een bekende verdelings

dichtheid is. De meest voor de hand liggende schatting van 4.g is 

n 1 7 g X~ 
n i=1 l 

4 .10 

waarin Xo aselecte trekkingen uit de verdeling met verdelings-
1 

dichtheid f x zijn4 

We kunnen echter 4.9 oak anders schrijven: 
co 

I X f X 
h X 

waarin I de verwachting 

verdelingsdichtheid h x 

eveneens kunnen nemen: 

n 
..-
L 

n i=1 

1 

h x dx 

~ gJX f X 
lS "tJan h X 

. Hieruit volgt 

4.11 

ten opzichte van een bekende 

dat weals schatting van I 

4.12 

dicl'1theid h 

aseJ_<:::;c·ce trekl{ingen zijn uit de verdeling met verdelings -

x . We willen nu h x) zodanig kiezen, dat de variantie 

van miniri:aal 
.. 7 C1 • 
-- 1:.., , dus n1oet 

1 
co 

f 
2 

X X dx 4o13 .,, ' ..... - .,\ h~ JC) n t 

-CO 

minimaal zijn, m2t bijvoorwaarden 
co 

h x ~ 0 -co< x < co en h(x dx 1 . 4.14 

Dit is een proble2m ui•c a.e variantierekening dat kan worden opge

lost met de multiplicatormethode van LAGRANGE men zie bijv. 

R. COURANT J Diff Cl and integral caJ_c. II_; Cha.pter VII, 1948 . De 

gezochte h x wordt verkregen door de integrand van 

• 

• 
. , 



• 
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2 cO 2 
dx + 

- <:I()· -CO 

4 .15 
te differenti~ren naar h x als onafhankelijke variabele, en de 

afgeleide gelijk nul te stelleno Dit geeft: 

2 
• 

- 0 

of 
• • 

0 

Uit 4.14 volgt dan: 
• 

h X • 

g X f X dx 
.-00 

Door substitutie va.n 4 .18 in 4 .13 krijgen we de minimum-

variantie: 
• 

2 min cr 1 
n 

2 gx fxdx - • 

4 .16 

4 .17 

4 .18 

4 .19 

Als g x ~o voor-co<x<oo., dan is 4.19 gelijk nul en_.=I 

wegens 4.12 en 4.18 . Uit 4.18 blijkt dan echter oak, dat we 
• 

langs deze weg de optimale h x niet kunnen bepalen, omdat we 

daarvoor juist de oorspronkelijke integraal 4.9 zouden moeten 

kennen. We kunnen echter opmerken., dat voor de optimale h x de 

functie 

X f X 
~ --

h _.,. 
..A. 

4.20 
• 

waarvan het gemiddelds bepaald wordt t.oov. de verdelingsdichtheid 

h x ~ een constante (nl. I iso In het algemeen wordt de variantie 

van 4.12 dus verminderd., a.ls rr1e11 h x zo kiest dat de functie

waarden van 4.20 e~n geringere variatie hebben dan de oorspronke-

... 

lijke functie g x) 

Het bovenstaande kan 
• • 

pa.ragraaf 2. ~·:e schrijven I 
• 

0 

toegepast warden in voorbeeld 2 van 
,.I 

0 
1 

10 

1-x dx 

10 
4.1 

0 
x . 12x 1 -x dx en 

_x,,, waarbi j 
1 l 



trekkingen zijn uit de B 3,2 -verdeling met verdelingsdichtheid 

m.b.v. de vergelijking 3.4 uit paragraaf 3 en KARL PEARSON's 

''Ta.bles of the i11complete beta.-function 11
• De variantie 

• 

variantie van de eerste 

Nog veel duidelijker is het belang van bovenstaande methode 

echter in de volgende toepassing. 

Voorbeeld 2o 

We geven een tweede 
verdeling. We schrijven 

co 

9~ 
0 

Hierbij wordt 

schatting va.11 

4o1 nu als 

x9e-x 
qr dx " 
✓ • 

4.21 

behorend bij 
' 

de -verdeling met 10 vrijheidsgradeno Voor een Monte Carlo-
schatting van 4.21 wordt gebruilc gemaakt van dezelfde aselecte 

trekkingen uit de exponenti~le verdeling als in voorbeeld 1. Vol

gens paragraaf 3 kan de som van 10 opvolgende van deze trekkingen 

gebruikt worden als aselecte trekking uit de -verdeling. De 100 

aselecte trekkingen 

ren dus 10 aselecte 

hierbij geldt 
10 

i='1 

Als schatting voor 

9~ ·-· 10 

4.21 wordt nu verkregen: 

De s teekproz fvariant ie bedra.agt n--1 O : 

2 
s 

n 0 
• --

-verdeling, en 

4.22 

4-.23 

0 4.24 

De werkelijke variantie van 

met 10 vrijheidsgraden: 

bedraagt voor een -verdeling 

. ) 

10,5 - ( 

0 

O., 5 y 

10, 25 

.. ,..,_ 
I '\ r .... 

' . 
• 

dy -
2 
9., 25 

, 

2 4.25 



dus de variantie van 4.23 • lS 

10 
2 16.204 . 

• 
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4. 26 

Vergeli jkt men 4. 26 met 4. 7 da.n bli jk·i: door importance sampling 

de variantie te zijn verminderd met ee11 factor 

2 
• 4.27 

Bij bet toepassen van importance sampling is de grootste moei

lijkheid het vinden van een goede verdelingsdichtheid h x . Voor 
het geval dat de keuze van 11 x beperkt wordt tot een bepaalde 

klasse verdelingsdichtheden h x,G, die zich onderscheiden door 

verschillende waarden van de parameter Q, is door A.W. MARSHALL 

1956 een methode a.angegeven om de optimale h x.9 te benaderen. 

Een andere methode om schattingen te verkrijgen van gemiddelden 

van grootheden die een bepaalde verdeling bezitten, door middel van 

steekproeven uit andere verdelingen, is de Conditional Monte Carlo. 

Deze methode is echter alleen geschikt voor steekproefexperimenten 

die met typisch statistische problemen samenhangen. Voor literatuur 

hierover zie men: I{ oF. TROTTER en JO VJ G TUKEY 1956 en 

J.Mo HAivIMERS~~Y 1956 . 

• 
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4.2. Gecorreleerde steekproeven. We keren terug tot het schatten 

van de integraal 4.g . We veronderstellen dat we de integraal 
co 

4.28 
-CO 

kennen, waarin de functie w y en de verdelingsdichtheid v y op 
een bepa.alde wijze samenhanger1 met de functie g x en de verdelings-

dichtheid f x . Is deze samenhang nauw, dan kunnen schattingen van 

I en I' sterk positief gecorreleerd zijn a.ls zij warden uitgevoerd 

met dezelfde a.selecte getallen O Deze eigenschap kunnen we gebruiken 

om de variantie van de schatting van I te verminderen. 

Als nieuwe scl1attir1g voeren vJe • in: 

n 1 g x .. -ex., w y. 
n i=1 l 1 

4.29 

Xo en y. zijn aselecte trekkingen uit de verdelingen met 
l 

dichtheid f x resp. v y ~ gebaseerd op dezelfde aselecte getallen. 
De constants a in 4.29 moet nag nader bepaald warden. 

Men ziet gemakkelijk in dat 4.29 een zuivere schatting is 

van I: 

met variantie: 
• 

waarin cp x_.,y 

Uitwerking van 

met: 
' 

I 

n g X -I - a, w y -I' 

de simul tane ,,erdelingsdichtheid 

1~ 031 gee ft: 

n 

• 

- 2aoa \ 1 
+ CL2 0-2 

2 

co 

-CO 

x,y dxdy 

4 .30 

4.31 

van x en y voorstelt. 

4 .32 

4.33 

4.34 

4.35 

De beste waarde voor a in 4 0 29 is die waa.rvoor 4 .32 . " mini-

gelijk nul te stel-
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len; vinden we voor de beste a..: 
• 

• 4.36 

Substitutie van 
,, 
in geeft nu de minimumvariantie: 

2 min 0 

De variantiereductiefactor too.Vo 

is ; deze bedraagt in dit geval 

4.37 

4 .10 

is zeer 

groat als ~,__,1. Voor kleinere 0 wordt de betekenis van deze 

factor snel kleiner. Bij vele problemen komt de besproken methode 

echter in aanmerking om toegepast te warden. 

In de praktijk kan men de optimale ex niet bepalen, omdat men 

dan verse hilt CJ-.J .... 1 niet veel va.n de beste ex.. en wordt een aa.nzien

lijke variantiereductie verkregen. 

Het is echter ook mogelijk de beste cx.,door een steekproef-
• 

experiment te schatten. Men kan daartoe de verkregen steekproer 
• 

J 

schat.:, wat een scha.tting geeft voor de beste a in 4.36 • De a, 

verkregen ui t het eer ste dee 1, 1,1or·d t nu i11. 4. 29 gebrui kt met de 
c.1· ,:.i c: .. :-·.1 7 tw e e 

, .• .A. ""' ,.....,, .. ! .. ) 

--. 
waarden I~ ver·kregen, waarvan het gemiddelde nag een zuivere schat-
ting van · is. 

Voorbeeld 3o ·-We geve11 een schatt1ng van 

ling in de veronderstelling dat 

co 
9 25 -x x J e d:c . 

0 

de exponentiele verde-

6390233 kennen: 

4.38 

We gebruiken hierbij dezelfde aselacte trekkingen uit de ~-verde

ling als in voorbeeld 2 en maken gebruik van de daar gegeven schat
to 

Analoog aan de schatting 4.23 van in voorbeeld 2 
9.?25 
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schatten we 4038 door: 

De· werkelijke waarde van 
• 

9., 26 -

De variantie van de schatting 4.39 bedraagt: 

2 
0-

1 
10 

1 9 t 
10 . ... 

10,52 -

() 

4.39 

4.40 

10. 26 ., 

4.41 

Een schatting overee11komstig 4 .29 met ex =1:; gebruikmakend 

van ~ 2, levert: 

wat 

9~ 
10 

10 .,to I A 

.L .. , 

i=1 

goed overeenstemt 

metQ-1, n 

4.25 en: 

- ' 

met 4040 o 

de schatting 

.y ui t 

4.42 

4.41 

....,,, ~ 10 51 - 1 0 25 . 1 0 26 
;_.___,_; -- ;.,__ __ ..; 

0-1 0-2 

653.492 

vindt men volgens 
2 

en o 2= o ·l.. 

·-~ O ~ 999860. 

Voor de variantie van 4o42 vindt men tenslotte: 

1 
10 

2 0 -200-1 \ 1 

r 

1069 c. • 

4.42 

4. 32 
uit 

4.43 

Vergelijking van 4.41) en 4044 leert dat de variantie bij 

deze methode verminderd is met een factor: 

• ' ••• 7 a 

1009 
260 . 

CJ1 
Een schatting uitgevoerd met de optimale waarde van ex.=-. a: 

1,064 geeft als schatting voor 
van deze schatting bedraagt volgens 4.37: 288 o Hierdoor wordt 

de variantie dus nog verminderd met een factor 

1069 
I 288 

2 
4.46 



want de to.}cale verrn:i.nd.2ring is 

17 0 236 2 
---

10~9 

? 

170236 
288 . 

0 
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2 

In het bovenstaande werd ecn integraal geschat waarbij men de 

waarde van een hicrmee in verband staande integraal nauwkeurig kent. 

Als men echter beide integralen moet schatten en behalve in de 

waarde var1 ellz2 integra&l afzonderlj_jk, ook getnteresseerd is in 

hun ve1'?sch:i 1~ da.11 VG:i~d_j_ent het aanbeveling om beide schattingen te 

baser'en op d3zclfde aselecte getallen. Doet men dit niet, dan zal 

de variantie van het verschil de som zijn van da varianties der 

beide schattingen afzonderlijk, terwijl bij gebruikmaking van 

dezelfde aselecte getallen men de varianti2 volgens 4o32 vindt 

met ex.,= 1 2 2 en is 

wegens ~· > 0 kleincr dGn d2 eerste, die n 

l: .. 3. A·r.;::::7.111etic variates O Deze methode is aflcomstig va.n J.M. HAMMERSLEY .... --a .. --.------- - --r•••-
en KoWo MORTON (1956) o We geven een schets van een toepassing bij 

het schatten van de intcgraal 

I g ( X C1.X o 

0 

1 n 
-· • •. 

4 .48 T I g . ,. 
I -- j 

- - ✓--1 ..t,..., .., I 
-- l r1 -- -l ,. 

1 l 

J X <. 
l. :i.~ 

::-1 ~ t e- -,· ,::) (, +- e 
~ .._, •. '-' _, V g e ·t.; a. 11 f➔ n ~ j. j n .. 1~ e 11. a. n c:i e re s c ha. t t i ng i s 

11 

t : . 2_ 3 .. 1 - cl -i ·- '1 - ~ --- ' 

. " . " ., 
l -- . 

-- 1 

.._ l- ! • l ., - I 
- l .J... , -..... ' 

w a. arj_ 11. :J. ✓• < o t, , < a -· ~ e 11 r x ~ o 11. a f1 1-1 an l--c e 1 i j l--c v er l-<:r e g e n a s e 1 e c t e , m . i 
get a 11 en z j_ j n o ( l~ o 1:. 9 :, i ;3 e c n z 11. iv e :i: e s chat t ~i. rig v a n I : 

...... 
. ~-

(., v ==- I o ---

Als de ,-
_). a ., 
l. l 

ge~Jchilct g2kozsn 1r1orden.) zal de variantie van 

4.49 in het alg2mccn klciner zijn dan die van 1~.48. 
We neman leggen 

een zodanig verb and tuss8n, dat ale somrr1ige tcr1 r.1en in 1t 049 
tief ~roo+ zi ·n ~~~~e~a t 0 ~m1Qn relat~ef kle1_0 n ZiJ"n- Hierdoor L> V ::...I J ;) <.,), L - J. ••4 V ,,_. ~ • .~ • • • J.. V 

de va.riantie vcrde1., ge:72du.cee11 d ,.,1ordcn) terwijl de schatting 

er 

rela
ka.n 

t zuiver 
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blijft. 

Voor n=2 gaa.t over " in: 

t ag ax 1 + 0 4.51 

Op grand van het verloop van g x in het interval 0,1, bijv. 
monotoon of met een extreem in 0,1 3 kunnen we nu het verband 

te 

heeft. Voor n··-4 ~ 8, 0 0 Cl kan di t pro cede te lkens herhaald worden. Op 

de uitwerking hiervan gaan we niet ino 

Het is mogelijk gebleken om met de methode van de antithetic 

variates op grond van een globale indruk van het verloop van 
functies aanzienlijke variantiereductie te bereiken voor zeer inge

wikkelde schattingsproblemeno 

5. Voorbeeld 

We stellen ans voor d,.1t we een voorraad massagoederen moeten 

beheren, waaruit door klanten op onregelmatige tijdstippen volgens 

hun behoeften zekere hoeveelheden worden betrokken. We veronder
stellen dat het aantal klanten dat in een bepaald tijdsinterval 

een bestelling doet, een Poisson-verdeling bezit. Dit betekent dat 

er behoudens een kans nul slechts ~~n klant tegelijk aankomt en dat 

de intervallen tussen twee opeenvolgende aankomsttijdstippen onder

ling onafhankelijk exponenti~el verdeeld zijn. Oak nemen we aan dat 

de grootten der bestellingen onderling onafhankelijk identiek en 
continu verdeeld zijn dus niet noodzakelijk veelvouden van een of 

andere eenheid zijn o 

... 

Wanneer onze voorraad te zeer is verminderd of uitgeput, vullen 

we deze aan door een order te plaatsen bij een buitenlandse leveran
ciero Er is overeengekomen dat deze ons elke keer een constante 

hoeveelheid toezendt~ bijvo met een schipo De schepen kunnen aan 

vertraging onderhevig zijn, maar halen elkaar niet in. Hun reisduur 

is dus stochastisch. 
Als een klant meer bestelt dan onze voorraad bedraagt~ verkopen 

we alvast wat we eventueel 1--iog hebben en wach·ten dan aanvullingen 

uit het buitenland af, waaruit het ontbrekende geleverd wordt. We 

zijn contractueel verplicht om aan de klant een 
betalen voor elke dag dat we te laat afleveren. Verder zijn de op-

ton per dag. 
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Als we nu verder 011der 1'voorraad1
' verstaan de hoeveelheid 

goederen in de opslagruimte; vermeerderd met de orders die eventu

eel al uit het buitenland naar ans onderweg zijn, dan stellen we 

nu de vraag tot hoever we deze voorraad steeds zullen laten dalen, 

alvorens een nieuwe order in het buitenland te plaatsen. Het 

criterium is dat bij deze grenswaarde van de voorraad de gemiddelde 

kosten, bestaande uit opslagkosten en boetes, op de lange duur 

minimaal zijn o Daar de in- E;11 de verl-{oopsprj_ja va.11 de goederen tevoren 

va.ststaan., is h#iermee bij een bepaalde verwachte vraag een constant 

bedrag gemoeid, dat we verder buiten beschouwing laten. 
t 

Uit statistische gegevens blijken er per maand gemiddeld 8 
klanten te komeno De kans op n klanten in een periode van T maanden 

is dus: 

AT n 
n~ 

-AT e 

met =8. 
Verder werd voor de levertijd uit het buitenland een -

verdeling met~ vrijheidsgraden gevonden. De gemiddelde levertijd 

bedroeg 1 maand. De verdelingsfunctie van de levertijd Tin maanden 

is dus: 
T 

t 5.2 

0 
met ex..= =4 o 

De verdeling van de vraag ~er klant sloot goed aan bij een 

1-verdeling met 2 vrijheidsgraden en gemiddelde 200 ton. Voor 

deze verdeli11g vinden we dus: 

0 

X . 

v-1 t 5.3 

met v ·2, =1. De grootte der bestellingen wordt dus uitgedrukt 

eenheden van 100 ton. 
De grootte van elke order bij de buitenlandse leverancier be 

droeg q=500 to11.. 
We gaan nu de optimale grootte X van de voorraad bepalen. 

Zadra de voorraad beneden de grens X komt; wordt een nieuwe order 

ter grootte q geplaatst. 
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vorens een nieuwe order te plaatseno Op grand van de tijdens zo'n 

proces te betalen opslagkosten en boetes kan men door onderlinge 

vergelijking de optimale X benadereno Deze methode is echter zeer 

maakte kosten bepalen en deze vergelijkeno Bovendien vindt men bij 

Daarom kan men het probleem beter eerst analytisch aanpakken 

en pas daar waar men met analytische methodes niet verder komt, 

een steekproefexperiment uitvoereno 

Uit formule 5.22 van hoofdstuk XI Voorraadproblemen van 

deze Leerga.ng volgt dat de optimale X bepa.ald 1-can warden uit 
X+q 

q 
X 

verdelingsfunctie is van de vraag 

bestelling q in het buitenland . 

betekenis hebben en F s 
tijdens een levertijd 

5.4 

de 
van een 

Om X uit 5.4 op te lossen moeten we eerst F s berekenen. 

Het aantal klanten in een vaste levertijd T heeft volgens 5.1 de 

verdelingsfunctie 
• n AT l °\.T -p T e n ,., •= 

.. 1 0 
• l • • 0 J_ 

Als verdelingsfunctie van het aantal klanten tijdens een stochas

tische levertijd krijgen we wegens 5.2 

n 
L 

i=O 
r1 

n 
-- > 

1--0 

- AT e dI.J T 

0 
co 0 

l CL~L 

• I r I • 

i+ U-1 
J_t-1 

i 

e 

P n is dus een negatief binomiale verdeling. 

• 

/ , 
De verdelingsfunctie van de vraag van een klant wordt gegeven 

door 5.3 . De verdelingsfunctie van de vraag va.n n klanten, komende 

in een levertijd, is de verdelingsfunctie vans 

da s5 onderling onafhankelijk en alle volgens 5.3 verdeeld zijn. 
-1 

~egens een bekende eigenschap van de -verdeling heeft dan seen 
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r-verdeling met nv vrijheidsgradeni aan te geven door H s . n 
We vinden dus voor de verdelingsfunctie van de vraag in een 

stochastische levertijd: 
• 

p S CS 
..... 

i+ ~-1 A ' 
+ ]_ CL H .. Q 

s ..L. 
-1 A+cx.. A+a ~+Cl 

I 
• 1 1 l s 0 

lV i+ -1 )v ~ 

iv-1 t ]_ ex., -+ dt. 5.7 t e -1 X+cx A+ ex. r 
~ 

1V ., 
1 1.' 

0 

Met deze uitdrukking voor F s is in 5.4 niets te beginnen. 

Hoewel het mogelijk is een ee11.voudiger vorm van F s af te leiden, 

zullen we nu eerst de Monte Carlo-methode toepasseno We doen een 

groot aantal trekkingen uit de verdeling F s zie de volgende 

alinea en berekenen hiervoor de cumulatieve frequentieverdeling 

Gs J d.i. de fractie der steekproefuitkomsten Ls. Substitueren 

we Gs voor F s in 5.4, dan voldoet aan 5.4 een eenduidig 

bepaalde X~ daar Gs een monotoon niet-dalende trapfunctie is. De 

gevonden Xis als resultaat van een steekproef stochastisch; notatie: 

Xo Om de nauwkeurigheid van de uitkomst te bepalen, moeten we dan 

nog de variantie van X kennen. 

Een aselecte trekking uit de verdeling F s kan men opvatten 

als de totale vraag tijdens een stochastische levertijd. Door een 

trekking uit de negatief binomiale verdeling 5~6 wordt eerst het 

aantal klanten bepaald dat in een levertijd komt. Dit geschiedt 

doordat men c1e negatieil bJ.nomiale verdeling als volgt kan voort

brengen: heeft men een al 

is het a·antal wansuccessen voorafgaande aan het 

deeld volgens (5 06 • Hier is a.JI --4 en Cl (A+~)== 4 12 = 1 3 0 

Met de methode va.n LEHIVIER werden pseudo-aselecte getallen 

verkregen met 

• 

n 

Het alternatief, te gebruiken in de verdeling 5.6, is het trekken 

wordt als een succes beschouwd. Is dus n het aantal aselecte getal-
1 e 1 dan is n een 
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aselecte trekking uit 5.6 en geeft het aantal klanten dat in een 
levertijd een bestelling doeto Als n=O, is de vraag tijdens een 

levertijd , en dus de aselecte trekking uit F s, gelijk nul. Als 

n~1, is voor een aselecte trekking uit F s nog een trekking uit 

de verdeling H s nodig) dus uit een ~-verdeling met nv=2n vrij-n 
heidsgraden en parameter ~=1; dbiO volgens paragraaf 3 de som van 

2n trekkingen ui t een exponentiele verdeling met parameter --1, dus 

de absolute waarde van de logarithme van 2n aselecte getallen. 

Op deze wijze 1t1erden 10 .ooo a.selecte trek · gen 11j_t F s bere

kend. Als speciale toets voor de aselecte getallen 5.8 werd na-

gegaar1, hoeveel van de aselecte getallen die gebruikt werden voor 

het doen van aselecte trekkingen uit de negatief binomiale verdeling, 

wareno Er werd gevonden: 

aselecte 

l I t t 

• • 

1 . 
• • 

Dit resultaat komt zeer goed overeen met de verwachte aantallen bij 
de homogene verdeling op het interval Oj1 

De variantie van de stochastische variabele X kan men in 

principe als volgt bepalen. 

delingsfunctie. Immers M X 

van X, M -q -0, en 

De functie M X in 5.4 • is een ver-

is een monotoon niet dalende functie 

lim M X 
X }-CO 

1 . 5.9 

Door middel van een steekproefexperiment 
C2 

\venst men 11.u het 

kan bewijzen dat 

quantie 1 

de in het 
1 2 

voorgaande uit de steekproef gevonden X asymptotisch normaal is met 

gemiddelde X en te berekenen spreidingD 

Langs analytische weg kan uit 5.7 

voor F s warden afgeleid. Substitueren 

we hieruit X direct bepalen bij gegeven 

een eenvoudiger uitdrukking 
we deze in kunnen 

1 2 , 
niet uitvoereH, maar vermelden slechts als resultaat bij enige 

2 de X uit de steekproef, de werkelijke X en de 

epreiding van X o 



X 
uit steekproef 

OJ 75 19,5 
0 80 , 21,7 

0385 24,5 

0,90 28,3 

X 
theoretisch 

19,4 

21 5 55 
24, 2 

27,9 

- 46 -

a 

0,2 

0,2 

0,2 

0,3 

Uit deze tabel volgt, dat onze Monte Carlo-schatting van X zeer 

nauwkeurig is. 
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A1 

A ppe __ nsl i?C. 

Als a., b en m gehele positieve getallen zijn., a < mj b < m en 

ab relatief priem met mj dan kan volgens paragraaf 2 de methode van 

LEH:MER gebruikt warden om ee11 rij pseudo-aselecte getallen u.. te 
l 

construeren: 

Voorbeeld 1o 

b 

au mod 1n n 

Met a=27, b=5, m=32 l{rijgen we de rij 

die al in paragraaf 2 besproken werdo 

Over 

n=O 1 1 J 2) D " • 

A.1 

enige stellingen. Daar deze behoren tot het terrein der getallen-

theorie, laten we van sommige het 

hiervoor naar: G .. H. I·IARDY en EoM. 

C • G • LE T ......... RKER.KER en v,~ • PERE MANS 

bewijs 

VffiIGHT 

1952 

achterwege en verwijzen 

1945 en HoJ,A. DUPARC, 

en 1953 . Laatstgenoemden 

behandelen oak de periode van een ander type rijen. Verdere litera

tuur over de periodiciteitseigenschappen van de hier behandelde 

rijen gevcn E. en V eJ o BOFINGER 1958 J J. CERTAINE 1958 en 

J. MOSHMAN 1954 o 

S.t~ ),.lirig ~ .. o 

Stel a;) b en 111 gehele posltieve e;etaller1 met a <m; b < m en ab 

relatief priem met mo Hieruit volgt data met m, en ook b met m 

relatief priem is. gedefinieerd wordt volgens 

Ao 1 en a.le~ voor ecn bepaa lde n?; 0 geldt: 

dan is 

d a. 

u n 

1 ( mod m 

en aa11 re la tie A. 2 is volda.an voor a.lle n ~ 0. 

Uit A.1 

volgens 

voJ_gt: 

Ao1 : -

n-1 u ,.,,-ba. n-, 

A.2 

A.3 

mod m, dan is 
' 



• 

u n au mod m n-1 
n-

n ba mod m 

A2 

• A.4 

Hiermee is (A.4 bev:ezen voor alle gehele natuurlijke getallen n. 

Uit A.4) volgt verder: 

n+d ba mod m) 
• 

en uit A.4 en Ao5 : 

ban-u d.w.z. 
n m 

en 
m deelbaar op 

m a -un-t-d o 

Uit A.2 en Ao6 : 

n ba -u n 

A.5 

A.6 

m n d 
ba a-~ . A.7 

Omdat men 

A • 7 : 
abJ dus ook men anb relatief priem zijn 3 volgt uit 

d m a -1 

dus 

Omgekeerd kan uit A.8 de relatie A.2 afgeleid worden: 

m 

voor 

d 1 \ 1 n 
.-... - ..,l t ) a 
ct . ' ' U. + j-ll n r n 

a.J_le n~o, qoc .. d .. 

mod m wegens 
L 

Uit d2 definitie van de periode 
\ 

a 0 
=:.:: '1 mod 111 

A o4 , c1us 

volgt nu: 
• 

m . a . 1·-1 o do r c:: ~-": j_ o do o ~- c on a f ha n ke J_ i j 1{ v a n b . 

A.2 geldt 

(A.9 

van u 0 =b.., 

De vo0,,·;•1·r2.2.rC.c d:=:tt ab en n1 i,,':J_at 4_ef prj_em zijn, zullen we in 

het vervolg handhaven, 

StelJ. j_r._g 2 <> 

maar niet meer exDliciet vermelden. .. 

met d > 0 clar1 en slecl1·ts dc:1n als d een veelvoud is van 

Stel d=g · +11..1 met g e11 h geheel ~ 0 en O L. h < 

Ulot r t Aa9 vols: 

( 
8. 

• 

0 



dus 

1+km g 1 mod m) o 

Hieruit en uit mod m volgt: 

m 
h a -1 o 

Daar a en m relatief priem zijn, is dus 

• 
h a · 1 mod m 

Aangezien 

volgt uit 

het kleinste gehele getal > O is waarvoor 

A.11 dat h=O en d=g , q.eod. 

A3 

.A.10 

A.11 

A. 8 geld t, 

Met het oog op cnige volgende stellingen voeren we nu de 

functie van Euler cp m ino <.p m wordt gedefinieerd als het aan

tal gehe le posi tieve ge tallen < m en relatief priem met m. In het 

bijzonder geldt als peen priemgetal is: 

q> p .-- p-1 . 

Voor de functie ~ m gelden nu de volgende stellingen, waarvan we 

de eerste twee niet zullen bewijzeno 

Stelling.?.• 

Als a en m relatief p~iem zijn, dan is 

a tp m -- 1 mod m 

Uit stelling 2 volgt dan dat 

Stc1lling 4. ---· - ---""··~ ·_,. __ _ 

een deler is van 

Al ,.._i m rn m - . 1 .. :-; ... . 2 reJ_atief priem zijn~ dan geldt 

cp m1 rn2 0 

Stell_in_~_.5. - - - .. 

Wanneer 1n dG or1t") ind.ins in urien1fac toren -
r ·1 r1: 

m --· p 1 . . . . pk 

bezit, dan geld"'c 

Be1rJi ;js : -
• 

1 -- m( 1-
. P1 

r., ge he e 1 ~::1, i =1, o •• , k 
l __. 

• • 0 1-

Uit de definitie van de functie cp m volgt da.t 

A .13 

m • 

A.14 

A .15 

A .16 



- p 1 

r -1 1 

A4 

A .17 

q "e d. 

ling 3 o Nu volgt uit stelling 5 dat als m weinig; maar hoge priem

factoren bezit; ~ m groat zal zijno Daar we volgens paragraaf 2 

een rij · u.. rr'=t g!7ote p8rj~ode willen hebben~ zal dan de g11nstigste 
l 

keuze van a, indien ~ogalijk, zodanig zijn dat = m. In dat geval 

heet a oen primitiGvc wortel n!od m. Men kan bewijzen dater alleen 

primitieve ~;ortels mod m bestaan als m een va11 de vormen 2; 
s 

2p s geh2cl ~1 r:eeft; \'7aarin p een priomgetal >· 2 is. Bovendien 

is er in dat geval geen 1.,egeJ. bekend die in staat stelt om een 

primitieve wortel te berekenenQ 

v,Je duiden de bij ~1 8n rn behorende periode · verder 

8 . ., m en geven enige stellingen waarmee 

de maximale periode kan ber·ekeneno 

Stelling_ 6 o 
,, ·-

s men voor m=2 

aan met 
s en m=10 

Als p een prj_em~etal > 2 is e11 a relatief priem met p, dan is 
_, 

a,p 
P a 

declbaar 

..-1 J ..t- 11 " - , vo .gens Sv8 ~ing 
6 a,p r1 -. 01:) 8. -

1o Is nu r de hoogste macht van p, 

8n. s geheel ~1!) dan wordt s a,p bepaald 

a,p als s > r 

A.18 

I 
., . c(a,.n~ ~-ll.s s ~re . .. - . 

VoorbeeJ.c 2. 
~ ... .. . . ' - ...... 

B ij a=lJ. 
( / I -. 
r) '~ 7 I ::--·=3 V \ . ., ;- " Nu is 21, wa.nt 49 

OD 
• 

St 7 1.. r-:, e __ 7_ D. g ( " -
Als a or~2vc11 van 2 deelba2r op hetzij a+1, 

hetzij a-1, dan vinden we u. i .J.,_ C 
.. - .... V • 

Q .J.-
0 - L, 

>t 2 -TOO~,., s \ • I ..... 

\ 0 '1 :<:= t t 
a+"1 s voor <s en 2 L A .. 19 ( .. , a;2 -

,_,.oor 1 <s ..I. t en a-1 - .... --·-

"f.,.7 0 0 l1 

Omds.t hetzij a-'i, t1etzij a+': zel<:0::7 c1C'-:lbaa~ is door 4, is t > 23 dus 

~· 
• 



s -t ..c:. s-2., dus 

Voorbeeld 0 

A5 

s-2 
2 • 

t!e keren terug naar voorbeeld 1 en schrijven de daar gevonden 

rij u. 
l 

UO 

U3 
u6 

-··-

dus 

in binaire vorm: 

0 0 1 0 1 ., u1 
0 1 1 1 1., U4 
0 1 1 0 1J u7 

bijvo 1.12 + 

0 0 1 1 1, u2 1 1 1 0 1, 

1 0 1 0 1, u5 1 0 1 1 1, 

1 1 1 1 .9 1 0 1, 

+ 29 0 

tcvens de maximale periode, behorend 

is steeds 1 en heeft dus de periode 1; ce periode van het groepje 

der laatste 2~3,4,5 cijferE van rechts geteld is respectievelijk 

2,2,4,8. Dit volgt ook uit stellir1g 7, want het komt erop neer dat 

men bij a--27 respectieveJ.ijk n8emt s--1,2,J,4,5. 

zelf heeft dus de periode 

laat men van links naar rechts telkens een cijfer 

s

van de binaire 

vorm der uo weg, dan ontstaa~ binair geschreven getallen waarvan de 
7 -

periode telkens met eBn factcr 2 2fneemt, totdat het aantal cijfers 
,, ~ 

in een groep tot t gedaald iso Het is dus bij dit precede aan te 

bevelen om zoal niet de u .. zelf, 
l 

dan toch een der cijfergroepen met 
grote 

korte 

.. -, perioue te g3bruiken, en de min~er significante groepjes met 

te lateno periode bui ten beschou1A1ing 

Stelling St; ~-----·-
het K.G.Vo 

van en 

Bewi,js: ui-'c 
UJ I I ;;141 

I 

111 a a m 
- 1 • A.20 

volgt 

a a A.21 

Volgens stelling 2 is a,m) dus een gemeen veelvoud van 
en nu v ee11. 1J.1iJ lc1~e,.1rig gemeen veelvoud va.n 



en 

van vJ 

volgt hieruit: 

s a., 2 , 

V 

priem. Dus 

s 
8.;, 5 • 

Als r de hoogste macht van 5 deelbaar op a 

A6 

a.,m is een 

A.22 

t de 

hoogste mac ht van 2, deelbaar op a+1 is J terwijl bovendien s > r, t 
dan volgt uit de stellingen 6 en 7 en A.22: 

a, 108 

Uit stelling 3 volgt dat 
len we dus: 

• 

a.,5 i 

• 

• A.23 

a,5 deler is van . Stel-

0.31.,2 

dan volgt uit A.23 en A.24 voor s > r: 

De periode behorend 

a., 5 =4 J d us i ;:::::::2 • 

Volgens A.25 

s -1 s -2 5 .2 

22 

5 s-r 

' 

• 

A.25 
als s-t <i • 

zal dus maximaal zijn als r=1, t=2 en 

vinden we dan voor deze maximale periode: 

100 

20 

4 

als s > 4 

als s = 3 
als s == 2 

a.ls s = 1 . 

A. 26 

Men ziet gemakkelijk inJ dat a=3 aan de bovengenoemde voorwaarden 

voldoet. In decimale 

uit s cijfers, als m= A.26 

cijfer de periode 4 hebben, de laatste twee cijfers tezamen de 

periode 20; enz. Immers de laatste k cijfers vormen de rest bij 

15 
signi-

ficante cijfergroepjes met korte periode geen gebruik maken en is 

men alleen ge interesseerd in waa.rde11 s ~ 4;) dan is het niet nodig a 

zo te kiezen dat ~ a,5 =4o Bijvo a=11 voldoet eveneens aan de voor

waarden r=1 en t=2 en komt dus ook in aanmerking. 



A7 

un < a:i un < un+1 < ••. < un+k-1 < m. In de rij 
regelmatigheid op metals gevolg dat de rij 

Ue treedt dan een 
1 -1 

m u. dan niet meer 
l 

als een rij aselecte getallen beschouwd kan warden. Opdat 

regelmatigheid niet zal vertonen, moet a dus groat gekozen worden. 

Bij het zoeken naar geschikte grate waarden van a kan de volgende 

stelling gebruikt warden. 

~~elli,,ng 9. 

Als de GoGoDo van a,1n en n gelijk is aan g, dan is 

n a .. m .:; 

a; m - .,_ 

g 0 

Bewijs: 
0 

Uit A.9 en stelling 2 volgt: 

dus n 
a. ., m 

Verder is 

n 
a. , m n. 

a 

Hieruit volgt: 
• 

a.,m --- -g 
n 
g 

• 

• 

1 mod m , dus 
n 

a , m 

n a ;m . 
• 

a,m n. 

A.27 

A.28 

n 
a , m • 

A. 29 

a., m - - en 

dus 
g 

n geheel en bevatten geen gemeenschappelijke fac-

toren._ ., 

g 
a. 5 m n 

a J m 0 A .30 

Uit A.28 en A.30 volgt dan het gestelde in A.27. 

kleine ate vinden waarbij de maximale periode behoort. Stelling 9 

kan ons dan een grote a met deze maximale periode geven. 

we zagen wordt voortgebracht door a=3o Volgens stelling 9 brengt 

ook deze maximumperiode voort. 

In een periode zal een element van de rij eenmaal voor-



A8 

komeno We gaan nu na water gebeurt als men in de decimale vorm 

l 

en de 
. k+j-2 k "' de periode 5.10 =10 0 o 0 

Nu zijn er in het decimale stelsel verschillende getal

Elk 
l 

een dezer getallen, gevolgd door een staartgroepje van j cijfers. 
k-1 

Laten we omgekeerd elk getal uit 031, .•. ,10 volgen door elk 
., 

van de verschillende in u. bevatte staartgroepjes van j 
l 

cijferso Dit moeten juist alle u. zijn 3 daar anders het aan-

i 

periode van de rij u. 
l 

van 

0 

In paragraaf 2 werd 

pseudo-aselecte getallen 

ook een andere methode besproken om 

voort te brengen, namelijk de gemengde 

congruentie methode. We zullen deze appendix besluiten met een 

stelling over de periode van de mot behulp van deze methode voort 

Stelling '10. 

< 2 8 en s > 1 

gedefinieerd door -

• 
lS !J dan is de periode van 1 0 rij . V• 

l 

V n+'1 n 

dan en slechts dan gelijk aan 

mod 4 • 

Bewijs. 

, n 0, 1 J 2, 0 I> 0 

als oneven is en A =1 

• 

Het is eenvoudig in te zien dat A. en~ beide oneven moeten zijn, 

daar anders alle v. i=1, 2, . . . of oneven ~1· even zijn (> 

l 

Herhaald toepassen van (Ao31 geeft 

vn+k 
A l{v 

n + 2
s 

mod - Ao32) 



Zij J de periode 

lijk getal d dat 

0 

Daar 

0 

Zij 

voldoet aan v n 

A -1 v + fL n 

zijn, is 

s 
mod 2 • 

, di t •,is het kleinste 

n+ 

s mod 2 

equivalent met 

treedt b ~ 1 , dan is Ao34 ook te schrijven als 

1 mod • 

A9 

natuur

A 032 

Daar A en relatief priem zijn, volgt uit stelling 3 dat 

kleinste d die aan Ao35 
Uit stelling 5 volgt dat 

zodat 

• 

van A.35 is, terwijl , dit is de 

A.36 

A.37 

V 
We kunnen d dus schrijven als 2 met v ~ s+b-1. 

b 
Stel A =l<:+1, dan is¼= c2 met c oneven. A.35 is nu te 

schrijven als 

1 · - 1 + 
d 

j=~ 

d 
• 
J 

d 2 s+b 
mo , 

• • ' zodat c:) moet voldoen aan 
v 

2 2 v -1 
• 

2}) ., 2J b-1 • 
J J 0 

-..::· 

2- . ) 2 C • j+1" • 1 J - 0 J J J 

mod • A .. 38 

Beschouw de uitdrukking 
V 

2 -1 
• 
J j+ 0 

j =0 ., 1 J O O "' • 



We zullen bewijzen, dat 

viaal is f O =1 en f 1 

getal, zodat ook 

"+..... t J I o 

Schrijf 

schrijfwijze 0 

f j geheel is voor 

v' ii 
2 -1 000 2 -j 0 

Dan v:lgt uit Ao40, dat 

q 
)J 

2 - ·:) e,_ 0 •• 

V 
2 -j 0 

Aangezien voor j ~ 2 het product 

A10 

Tri-
2y 

A.40 

dit is een eenduidige 

A.41 

2 ~ . 
• 0 • - J minstens 

een faktor 2 bevat, is het voldoende 

is, of equivalent p ~ j+1. 

aan te tonen, dat 

lVIen 

X 

·+1..., ·+1 -·+1 D 

p= ....... _ + .... +,.... ....,-... + ••• , waarin 

het grootste gehele getal ~ x voor:tel~o Hieruit volgt: 

- 0 0 0 

waarmec t,--·,-::ezen is dat f j geheel is. 

van de in het rechterlid van A.38 optredende som alle even zijn 

met uitzondering van de eerste term met j=O, die 1 is. Dan is 

de som zelf dus oneven, en we kunnen A.38 schrijven als 

0 moa mi ts b ~ 2 . 

Hieruit volc~t. direct, dat v --s. De voorW'aarde b ~ 2 is 

met A =1 mod 4-)J zodat we bewezen hebben dat de rij 

mod 4 iso 

A.4-2 

equivalent 

v. inder
l 

\ =1 

We zullcn nog a.antonen, dat als b=1, dow.z. \ 3 mod 4, de 

b=1 en o =2 8
• Dan 

Uit A.35 volgt 

dan, dat A e2n primi ieve wore mo is., zie pag. . i is 

ec er on~oge lJ , aar geen pr1m1 1eve wares ezi, zoa s 

we al eerder opmerkten mits s > 1. Een tegenspraak is dus be

reikt, zodat J < 2 8 moet zijn, q.e.d. 


