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1. Het opfimaliseren van verwachtingen

Bij zeer veel besliskundige problemen is het gebruikelil jk om
dat alternatiefl te kiezen., waarvoor de verwachting van de opbreng-
sten maximaal is, respectievell jk de verwachting ven de verliezen
minimaal. Wij pasten deze methode eveneens toe, bijvoorbeeld in de
voorbeelden van hoofdstulk VIII en in hoofdstuk XI, terwijl ook de
in de hoofdstukken XII t/m XIV behandelde methoden er in veel ge-
vallen op neerkomen dat een verwachting wordt gedptimaliseerd.

In werkeli jkheid wil men meestal de opbrengst zelf maximall-
seren als functie van één of meer grootheden die men in de hand
heeft. De relatie tussen de opbrengst en de manipuleerbsre factoren
is echter in veel gevallen niet definiet vastgelegd; wel is dan
vaak bekend dat de opbrengst een kansverdeling volgt waarin de
variabelen die de bewuste factoren voorstellen als parameters voor-

komen. Een dergeliljke relatie i1is echter op zichzelf genomen niet
ceschikt om de keuze te doen en daarom leidt men ult de kansverde-
ling een andere grootheid af, meestal de verwachting, waarmee de
keuze wel gedaan kan worden.

Het kiezen van de verwachting als criterium om te optimalil-
seren kan gebaseerd worden op limietstelllingen. Eén ter zake die-

nende stelling werd reeds behandeld in hoofdstuk IV, nl. stelling
1.1, die wij hier herhalen.

Stelling 1.7

Angﬁﬂmé_ﬁ.,y onderling onafhankell jk verdeelde stochastische

grootheden zijn, dle alle dezelfde verwachting }L en varliantie CI2

pezitten, dan convergeert het gemiddelde

— 1 L ( )

X = — /2_X, 1.7
stochastisch naar M d.w.z. dat voor iedere & > O geldt

lim P“éﬂ'm FLi>éi;::() ; (1,2)

l—> OO .

Een andere stelling van dit type 1luidt:
Stelling 1.2

Alsa§43§2ﬁ.., onderling onafhankeli jk verdeelde stochastische
grootheden zijn met verwachitingen Vﬂgjyzé,aq en varianties
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<743C725n., en de reeks
n
5 = ¥ o°f
n j=q 3
n
convergent 1s, dan convergecert :Zl(§i~k¢i) stochastisch naar nul,
1="1
d.w.z. dat voor i1édere >0 geldt
. n n
lim P X, - :Z;}ii>v€~] = 0 . (1.3)
[l— O 1= 1 =" | -

Er bestaan nog tal van andere dergeli jke stellingen, waarvan
de inhoud ruw geformuleerd hierop neerkomt, dat onder bepaalde vooil -
waarden de som van e€en aantal stochastische grootheden een grote

Kans hzeft dicht Te liggen bij de som van de verwachtingen van deze
Il

variabelen. Wanneer men nu eensom;iaxi voor grote n wil maximall-
1="1""
seren, dan komt dit in deze gevallen dus op hetzelfde neer als het

maxlimaliseren von de som van de verwachtingen en wanneer de variabe-

len X alle afhangen van verschillende parameters, dan is het laat-
ste weer hetzelide als het maximaliseren van alle verwachtingen af-
zonderlijk. Dit resultaat ken ook als volgt geformuleerd worden:

als men een groot aantal beslissingen moet nemen en men baseert

zich hierbi] steeds op de verwachting, dan kan bij iedere beslis-
sing afzonderlijk de verwachting sanzienlijk afwijken van het uitein-
deli jke resultaat, doch voor alle beslissingen tezamen zal de eind-
uitkomst weinig van de verwachting verschillen; de blj de stellingen
genoemde voorwaarden inplicerer dat er voldoend vele verwachtTingen
van vergell jiittre grootte dienen te zijn.

De hier gegeven fundering om verwachtingen te optimalilseren 18
dus een fundering hetzij orn de lange duur, hetzij voor een groot
aantal beslissingen die tegelijkertijd genomen moeten worden. Hoewel
men, zoals gezegd, veelal op deze wijze te werk gaat, dient men toch
voorzlichtig te zijn. Wij zullen een aantal bezwaren noemen en aan -

geven op welke wljze men dezce wel Tracht te ondervangen.

In sommige gevallen leidt het maximallseren van de winstver-
wachting tot uiterst merkwaardige resultaten. Een even oud als bekend

voorbeeld hiervan is de zogenaamde Petersburgse Paradox, welke af-
komstig 1s van J. BERNOULLI.
In een gokspel zijn verschillende uitkomsten mogelljk met be-

kende kansen van optreden. Er zijn twee spelers en er is een bepaalde



regel die voorschrift wie aan wie wat moet betalen, wanneer een
bepaalde uitkomst 1s opgetreden. Het spel is eerli jk, wanneer beide
spelers dezelfde winstverwachting hebben. Stel nu dat een zuivere

munt wordt opgegooid totdat er voor de eerste keer munt bovenkomt.
de

opeler I ontvangt oH van speler 11, wanneer dit gebeurt in de n
worp. I'ijdens het spel krijgt II nooit 1ets van I terug, maar hier
staat tegenover dat I vooraf een som zal betalen aan 1I. De vraag
1s nu, hoeveel I aan II moet geven, opdat het spel eerlijk is, dus
de winstverwachtingen gelijk z1ijn.

De kans dat in de nde worp voor het eerst munt boven komt 1s
(é)n (vgl. voorbeeld 5.9 uit hoofdstuk I) en de winstverwachting

van 1 is dus

- n ~n
L
> (=) .27
n="
netgeen oneindig groot is. Wanneer men zich dus op de winstverwach-

ting 1in geld baseert, dan zou I bereid moeten zijn om een willekeu-

rig grote som aan I1 te geven, teneinde het spel met II te kunnen
spelent
Ter oplossing van deze paradox stelde BERNOULLI dat niet geke-
kKen moest worden naar de winstverwachting in geld, maar naar de ver-
wachting van de waarde die men aan deze geldsbedragen toekent. Het
ligT voor de hand aan te nemen dat men aan geld minder waarde hecht
4 11

naarmate men er meer van heeft; "het nut'" van geld neemt niet even-
redig met de hoeveelheild geld toe. Een functie die dit verband kan

aangeven 1s de logaritme en BERNOULLI stelde dan ook het nut van
X gulden gelijk aan log x. De verwachting van het te verwerven nut
blij bovenstaand spel is dan

o
Z (3_5_)1’1 log 21’1 3
n="1

welke reeks wel convergeert naar een eindige waarde,

Behalve de logaritme zijn er cok tal van andere functies die
voor Toenemende waarde van het argument steeds langzamer toenemen,
zodat het vrij willekeurig 1s om de logaritme te nemen. Er zijn dan
ook Tal van theoretische en enkele experimentele studies verricht
om de gedaante van deze krommen, zogenaamde "utility functions' te
vinden. Op een bepaalde wijze van benaderen zullen wil]j verderop nog
terugkomen. Nutfuncties, waardoor het menselijk handelen in alle
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opzichten bevredigend verklaard kan worden, zijn tol nu toe niet
gevonden, terwijl ook hot probleem over het maximaliseren van VE€r-
wachtingen er niet mee wordt opgelost, getuige het volgende van
D. VAN DANTZIG afkomstige Vooﬂoee1(51.%./13

Temand kan een spel spelen wasrin hij met kans g=1-p twee wint
en met kans pag-verliest; winst en verlies zijn ulitgedrukt in ver-

schillen aan nut voor en na het spel. De verwachting van het nut
is dus

|

1.4
5 q . ( )

Wij onderstellen dat de speler p vrij mag kiezen mits hiJ van te

4 (p) = p(-=)+ q.2

voren het bedrag deponeert dat hij moet betalen als hij verliest.
Wanneer zijn kapitaal F bedraagt kan hij dus de nutverwachting

maximaliseren onder de wvoorwaardgde

d <
pr : (1.5)

ﬂ q 3 1
De "optimale' wsarde van p is dan p% = w1 en als de speler ver-

liest is hij geruineerd. Wordt dit spel op deze wijze een aantal

keren achter elkear gespeeld en is het kapiteal na n keer spelen
de

F _», dan 1s zowel dit kepitaal als de optimale kansgi‘bij het n

spel stochastisch. Blj cen beginkapltaal FO is de kans om vanaf het

begin n keer te winnen gell gk aan

n g]
: i

Il
TT (1-p75) = TT (1= =——) = T (1=~ —a—2), (1.6)
=" S k=" Fleoq ™ k=" I rek-T

welke kans voor n— e naar nul convergeert. Als de speler één keer
verliest, is hij voor goed verloren, omdat vanaf dat ogenblilk

Sl

eldt F_=0, 1S Q7 c“ e Wii zien dus dat net optimaliseren
gel " duss qn—%-’l iy o= =0, WiJ z1 cu € hne pTi

van de verwachting leidt tot een spelwijze, waarbij men met kans
één op de duur failliet gaa’s. Maximaliseert men daarentegen niet de
verwachting, doch kiest men voor P cen andere waarde dan de "opti-
male" , bijvoorbeeld

d
b = 7/ ; (/l°7)

n n
14-2 F A

dan verliest méen in n spelen hoogstens

T T R avam yepm TN g Y

1) D. VAN DANTZIG Sur quelques questions de la théorie mathématique
du choix pondere Rapport SP 69 van het Mathematisch Centrum

(1959) .
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. —= = 2_ P Fo (1.8)
k=1 "k k="1

hetgeen kleiner 1s dan K zodat men in een eindig aantal spelen

Oﬁ
nooit ffallliet kan gaan. Bovendien is de winstverwachting

—]
n 2 % F

e s ’
A

F n
m“km po FO };__ = (,l “9)
k=1 142 FO k=" O

welke waarde altijd positief is en voor kleine F

5
a,
k=1 K

o ongeveer FO be -

draagt. br zijn dus wel bruikbare strategiecén, maar door de ver-

wachting te maximaliseren worden ze niet gevonden.

Hoewel het hier gegeven voorbeeld zZeer extreem is, kan een

oo

dergeli jke situatie zich ook in andere gevallen voordoen. Het =zijn

sSituaties, waarin mcn teneinde de winstverwachting te maximali-
seren gedwongen wordt zeer grote risico's te nemen. Men kan zich
hiertegen beschermen door te eisen dat bepsoalde risico's niet of

slechts met zeer kleine kans kunnen voorkomen. Dit is onder andere
gedaan in voorbeeld 1.4 van hoofdstulk VII.

Len tweede bezwaar tegen het optimaliseren van winstverwach-

tingen betreft situcties, wasarin de in het begin van deze paragraatf
genoemde limietstellingen geen betekenis hebben. Hoofdzakeliik is
dit het geval, wanncer slechts één of een beperkt aantal besllssin-
gen genomen moeten worden, omdat dan in het geheel niet behoeft te

gelden dat bijvoorbeeld x_+x.+x, met grote kans dicht bij de ver-

wachtingswaarde (x._ + X+ (X, zal liggen. Men kan dan trachten een

o3

andere fundering te geven, hetgeen onder andere gedaan is door
VON NEUMANN en MORGENSTERNq) en door LUCE en RAIFFAZ)

Bij deze funderingen wordt ultgegaan van een bhepaslde consis-

tentie in de voorkeuren van diegene die moet kiezen. De formulering
van deze consistentie geschiedt door middel van axXlomastelsels, die

b1j verschillende auteurs in details ulteenlopen, doch waarvan de

belangrijkste axioma's vrijwel overeenkomen. De axioma's beschri j-

ven het gedrag van de mensen b1j de keuze tussen alternatieven. Hier-

Pl MRme ypme weid WR G TREE NN

1) J. VON NEUMANN en O. MORGENSTERN, Theory of Games and Economilc

Behaviourj Princeton University Iress, Frinceton, “1ste druk 1944;
2de druk 1947,

2) R.D. LUCE en H. RAIFFA, Games anc Decisions, John Wiley and Sons ,
New York, 1957.
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bij kan een alternatief zign een bepaalde opbrengst, doch ook een
zogenaamde loterij, dat i1s een kansmechanisme dat verschillende op-
brengsten met gegeven kansen kan aanwijzen. Bijvoorbeeld kan men
moeten kKiezen tTussen alternatiel ~A: £ 100.- ontvangen,en alterna-
Eief B: een loteri] die met kans~%zf 200 .- opbrengt en met kans
g*f’5og-ﬁ De loterijen behoeven zich niet te beperken tot twee
mogell jke uitkomsten, terwiljl deze uitkomsten ook weer nieuwe lote-

rijen mogen zijgn. De uiteindell jke alternatieven waaruit de lote-
rijen bestaan, noemt men de basisalternatieven.
De belangrijkste axioma's luiden nu (ruwweg geformuleerd):

I 1k tweetal alternatieven is vergelijkbaar, d.w.z. als twee
alternatieven A en D gegeven zijn, kan medegedeeld worden,

we lke de voorkeur heeft of dat ze geli jkwaardig zijn.

Ak

1L De voorkeurrelaties zijn transitief, d.w.z. als A de voorkeur
heeft boven B en B de voorkeur boven C, dan heeft ook A de

voorkeur boven C.
LLI Wanneer twee loterijen beide dezelfde twee uitkomsten kunnen
geven, dan neef't de loterij die aan de ulitkomst met de grootste

voorkeur de grootste kans toekent, zelf ook de voorkeur boven

de andere loterij.
LV Wanneer A de voorkeur heeft boven B en B boven C, dan bestaat

er een loterij, waarin de ultkomsten A en C zulke kansen bezit-

ten, dat deze loterij zelijkwaardig is met B.

UltTgaande van deze vier axioma's en nog enkele andere kan men
voor de basisalternatieven, waartussen gekozen kan worden, een

nutiunctie opstellen met de cigenschap dat het maximaliseren van

ce verwachting van het volgens deze functie te verwerven nut precies

leldt Tot net aanwijzen ven dat alternatief, waarin men in werke-

11jkheid de voorkeur geeft. Deze theorieén zijn op allerlei wljzen
ultgewerkt en becritiseerd; het reeds genoemde boek van LUCE en

RAIFFA geeflt hiervan een uitsteiktend overzicht. Het belangri jkste

bezwaar dat men kan maken is dat in de praktl jk het menselijk han-
delen niet aan de genocemde axioma's vecldoet. Bovendien is het vril j-
wel steeds praktisch onmoegelijk vast te stellen hoe groot de in

axioma 1V genoemde kansen voor de verschillends mensen Z1Jn.

Resumerende kunnen wiJj vaststellen dat het maximaliseren van

verwachtingen in vecl gevallen het minst slechte is wat men kan doen,
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terwljl deze werkwljze goed te verdedigen valt, wanneer men te

doen heeft met een groot aantal min of meer vergelijkbare beslis-
singen, wanneer de kansen door middel van ervaring of experimenten
goed geschat kunnen worden en wanneer de voor- en nadelen van de
verschillende alternatieven in dezelfde eenheid (biljvoorbeeld

geld) uitgedrukt kunnen worden.

2, Het minimaxcriterium

o

OUnder de voorwaarden die vervuld moeten zijn, wil men de
mathematische verwachting als beslissingscriterium kunnen gebruil -
Ken, valt de eis dat de kansen waarmee de verschillende situsties
op kunnen treden, bekend mosten zijn. In veel gevallen zijn deze
Kansen echter in het gecheel niet bekend en dan is men genoodzaakt
een ander criterium te gebruilen. Een mogeli jk ander criterium is
net zogenaamde minimaxcriterium, dat het best geillustreerd kan
worden aan de hand van de strategilische speltheorie.

Het 1s niet mogeli jk de theorie van de strategische spelen in
kort bestek volledig te beheandelen. Wij zullen ons dasrom beperken

Cot het invoeren van de voornaamste begrippen, het geven van enke le

belangri jke stellingen en een voorbeeld.,

Naast de zulvere kansspelen bestaan er spelen, waarin de spe-
lers zelf invloed uilt kunnen oeflenen op het resultaat, zoals bridge
€n net schaakspel. Dit type spelen noemt men strategische spelen.
41j bezitten een grote cverecnlomst met allerlei situaties uit het

dageli jks leven, waarin twee of mecer partijen met elkaar in con-
flict zijn.

Len zeer eenvoudlg strategisch spel is het spel, waarin twee
personen onaihankell jk van elkaar een getal aangeven en waarin het
van de combinatie van deze getallen afhangt hoeveel de één de ander

moet betalen. Blj ledere combinatie van getallen is de som van de

bedragen die beide spelers ontvangen dus nul; een spel waarvoor

deze elgenschap geldt en waarzan, zoals in dit geval tTwee personen

b o I A S5 P T e i,

ene speler (I) kan kiezen uit de getallen 1, 2 en 3 en de andere
(II) uit de getallen 1, 2, 3 en 4. Tabel 2.1 geeft aan hoeveel
guldens II na afloop aan I moet betalen. Wijst I dus het getal 2
aan en Ll het getal 3, dan ontvangt I na afloop Ff 1.--; wijst I
eéchter eveneens het getal 3 san, dan ontvangt hij -f 1¢-¥§ M.a . W,

deelnemen is een twee personen nulspel. Laten wij aannemen dat de




hij moet 1II f 1.-- betalen; enz.

Tabel 2.1

De winstfunctie

ledere speelwijze die 1 of I1 kan kiezen, noemen wilij €een

L paan

strategle. Wiy geven de strategieé€n aan met X voor L en meT ¥y
voor I1l1; in het voorbeeld kan x dus de waarden 1, 2 en 3 aanne-

men en y de waarden 1, 2, 3 en #4. De functie die eangeeft hoeveel
1l na afloop aan I moet betalen noemen wijy de winstfunctie; de
notatie is M(x,y), zo is M(1,4)=-5. Een spel, wearin beide spe-
lers slechts uit eindig veel strategieé&n kunnen klezen, 15 een

eindig of rechthoeoekig spel.

De vraag rijgst nu of het mogelijk i1s redelijke strategieen
te vinden voor de deelnemers.

Wanneer 1 strategie 1 speelt, zal hijg, afhangend van de keu-
ze welke II doet, 3, 5, 0O of -5 ontvangen. De slechtste uitkomst
is dan voor I: -5. Als hij het getael 2 kiest, is de slechtste ulit-

T————

[ besluiten die

komst +71 en als hi) het getal 3 kiest -2. Nu kan

strategie te nemen, waarbhl) het bedrag det hij minimaal ontvangt
zo groot mogelijk is: hij moet dan het getal 2 sanwijzen. In het
algemeen kan men deze strategie vinden door eerst voor iledere
waarde van x het minimum van M(x,y) te berekenen en vervolgens
te bepalen voor welke waasrde van x de functie min M(x,y) maximaal
is . Y

Daarentegen zal I1I zich wellicht op het standpunt stellen, dat
niJj hec bedrag dat hij hoogstens moet betalen, zo klein mogell jk
moet tTrachten te maken. Hij berekent dan voor ieder van de getallen
1, 2, 3 en 4 de maxima van de eventueel te betalen bedragen en
kKiest dan die strategie, waarvoor dit maximum minimaal is, met

andere woorden hlj kiest die strategie, waarvoor max M(x,y) mini-
X



maal is. In ons geval is max M(x,1) = 4, max M(x,2) = 5,
max M(x,3) = 1 en max M{(x,4) = 3:; het minimum over y is dus 1 en

het wordt bereikt vdor v=3, Men noemt deze methode, waarbij men hetT

maximaal mogell ke verlies minimaliseert de minimaxmethode.

In het voorbeeld is max min M(x,v)=1 en min max M(x,y)=1.

N J X
Speler I kan er dus voor zorgen, dat hij minstens f 1.-- ontvangt
en speler 11 kan er voor zorgen, dat L nie¢ meer dan ¥ 1.-- krijgt.

Er kan dus geen strategie voor 1 bestaan, die hem een hogere winst

garandeert dan f 1.--, zodat dugs ledere strateglie die de mogelil jk-
neid geeft op een winst groter den f 1.-- ook de mogelijkheid van
een kKleinere winst 1Inhoudt. Voor 11 gelden soortgell jke overwegin-
gen en men kan daarom zeggen dat de strategieén 2 voor 1 en 3 voor
11l in dit opzicht optimasl zijn.

Voor spelen, waarvan de winstfunctie M(x,y) de eigenschap be-
z1t€, dat

mgx min M(x,y) = m%n max M(x,v) (2.1)

1s, kan men op de aangegeven wijze dus redeliljke strategieén voor

de spelers construeren. Vij noemen de corresponderende strategieé&n
de optimale strategieén van I en 171,

Het kruis of munt-spel

Dat niet alle winstfunciies aan de relatie (2.1) voldoen
kKunnen wilj 1lllustreren aan de hand van het kruis of munt-spel. De
spelers leggen hierin onafhankeli jk van elkaar een munt op tafel.
Bll Jjken beide munten met dezelfde kant boven te liggen, dan ont-

vangt L f 1.-- van II terwijl in het andere gevael II f 1.-- van T

ontvangt. Beide spelers kunnen in dit spel uit twee strategieén

Klezen, nl. kruils of munt bovenleggen. De winstfunctie 1s vermeld
1n tabel 2.11L.

abel 2,11

LUinstfunctie in het kruis of munt-gpel




In 4dit spel 1is max m%n M{x,y)==-1 en m%n max M(x,y)=+1 en er

geldt dus: mgx min M(X}y)<im%n max M(x,v) .

Vi3 bewilijzen nu de volgende stelling:
Stelling 2.1:

Z1in X en Y twee gegeven verzamelingen, 2z1] f(x,y) gedefini-
eerd voor x&€ X en y&€Y en bestaan max min f(x,y) en m%n mgx f(x,v) .,

J

dan is

max m%n f(x;y)é§m§n max f(x.y) . (2.2)
Bewl js:

Voor iedere x ult X en iedere vy uic Y geldt

m%n f(xgy)ééf(xﬁy)@émﬁx f(x,v) . (2.3)
Vergelijken wij nu m%n f(x v) en mgx f(x,y), dan zien wij, dat in

m%n f(xﬁy);émgx f(x,v) (2.4)

het linkerlid onafhankelijk is van y en het rechterlid onafhanke-
11ijk van x. Bovendien geldt (2.4) voor iedere waarde van X en
ledere waarde van y. De ongeli jkheid blijf't daarom juist als wl]j

het maximum over X en het minimum over y nemen en dus 1S

ngx min f(xﬁy)é%m%n max f(x,v) . (2.2)

W1 j passen deze stelling toe op de winstfunctie M(x,y).

Wanneer WL m__}%}{ m%n M(Xﬂy) agngeven mev xCT

VGj dan geldt dus voor ieder spel dat aan de 1in stelling 2.1 ge-

en m%n max (x,y) met

noemde elsen voldoet

>\G§~\)G a (2a5)

Dit wordt geillustreerd in figuur 2.71; I kan er voor zorgen

dat hij minstens AG ontvangt, II kan zijn strategie zo kiezen dat

de winst van I 1in leder geval kleiner ig dan‘vcu

:

WKTJW¢MJMJWJWJWJWJWJmIM
~ - V
G fig. 2.7

bedrag

G
dat I ontvangt

In een geval zoals het voorbeeld in paeragraaf 1, wasarin
)Gﬁ\b 18, noemen wij dit bedrag de waarde van het spel. Wanneer
inderdaad AGﬂiwf is en het voor I dus niet vaststeat dat II hem

G
kan beletten meer dan‘XG te winnen, 1is nog niet in te zien, dat de
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max min strategie voor I een redeli jke strategie is. Hetzelfde

geldt voor de min max strategie voor II. Voor dit type spelen heb-
ben wij dus nog geen goede oplossing gevonden.

Een variatie op het kruis of munt-spel is het spel, waarin I
eerst zijn munt moet necerleggen en 11 pas, nadat hij gezien heeft
welke strategie I heeft gekozen. I kan weer kiezen uit twee stra-
tegieé&n, doch IT heeft meer mogeli jkheden

gekregen, omdat hij zijn
strategie kan laten afhangen van hetgeen I heeft gedaan. Geven wi]j
Kruls aen met K, munt met M en stelt (1,5) de strategie voor van
LL, waarbij hij i kiest als I kruis boven legt en j als I munt bo-
ven legt, dan kan I kiezen uit de strategieé&n: (K,K), (K,M),
(M,K) en (M,M). Als er gelijke zijden boven komen te liggen ont-
vangt 1L f 1.-- van II en anders II f 1.-- van I. Tabel 2.III bevat
de winstfunctie van dit spel. Hier geldt wel max m%n M(x,y) =

m%n max M(x,y); de waarde van het spel 1s -1,

Tabel 2,111
Wwinstfunctie in net kruis of munt-spel met splonneren

N

}
- t

N (KO K) (K,M) (M,K) | (M,M)
- ¥
w—— ) ; A J.&. ' ; l
. 1 y b J WV
et Trrai s mmn s rr L egmaee B oamian sk ok araes eohc i amien, hetEy o P RASMAN® o ok s+ At rm £+ B oot e - e — . ] . -
RN e e A ) R G S AR g LRES TS Y B R MEC s R PR E A B - W WO iy TR . Y Telemry A A ARl G W B e ol el A g R . e

K-. | /l /] _ /I . /l 1
; . i |
% B :'
i - y
I | N
if | _

M =1 } 1 | 1

Vi A s A ST P

In vergelil jking met het gewone krulis of munt-spel i1s de situa-

tle voor I slechter geworden, want II kan zd4 spelen, dat I steeds

J 1.-- aen II moet betalen. Dit komt uiterazard doordat IT volledilg
1s ingelicht over hetgeen I heeft gedaan. Doch ook in het kruis of

munt-spel zonder spionneren loopt I het rigsico, dat I1I in een reeks
van spelen de speelwijze, die I toepast, doorziet en dan kan IT
steeds zljn winst maximaal maken door hex tegenovergestelde te doen
van wat L speelt. Hetzelfde risico loopt ook de tweede speler . HetT
18 daarom voor beide spelers van belang nun strategie voor de ander

(7

te verbergen. Zij kunnen dit doen door in achtereenvolgende spelen
Op nilet-systematische wijze K of M boven *te leggen. KEen hulpmiddel
niertoe is een kansmechanisme, dat voor ieder af'zonderlijk spel met
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een bepaalde kans aangeeft of K, dan wel M gespeeld moet worden.

De gpelers kiezen dan niet meer een strategie voor leder afzonder-

11jk spel, doch zij kilezen de kansverdeling, volgens welke de
Strategie in een bepaald spel wordt aangewezen.

Alvorens hier dieper op in te gaan, zullen wij dit principe
uitwerken voor het kruls of munt-spel. Stel dat 1 een zodanig kans-
mechanisme kiest, dat de strategie K met kans o optreedt, de stra-
tegie M dus met kans 1-cven dat II een kansmechanisme kiest, zo-
danig dat de strategie K met kans<p en de strategie M dus mevgt
kans 1~GS optreedt. Aangezien I en 11 de strategieé&n onafhankell jk
van elkaar kiezen bedraagt de kans dat beide K kiezen cxcsﬁ de kans
dat I K en II M kiest o(1- R ), de kans dat I M en II K kiest
(ﬂmcx)ga en de kans dat beide M kiezen (1~cx)(1~(3), Als de winst-

functie per spel de in tabel 2.1I1 vermelde i1s, dan is de winstver-
wachting voor I dus

M(oaj(s) = O + (1...@)(1..(5)...0((1“(3)-@(’!-&) (2.6)

Ook in dit spel kan I nagaan hoe groot de winstverwachting 1s,
die hij minimaal heeft voor een bepaalde o en dan & zZodanig kiezen
dat deze minimale winstverwachting maximaal is. Hij moet dan bere-

kenen voor welke waarde van o de functie minJKba,ggs) het maximum

bereikt. Nu is ¢
2 -1 voor 2o -1 £0
min M( o, @) = min{:ﬂﬁaamﬁzp(zkxmﬁ)w = (2.7)
(b K’" | R 1-2o0 voor 2a-1=20
en dus 1is
max mianIGuﬁpk):x<3 (2.8)
X

een maximum dat bereikt wordt voor o == (vgl. fig. 2.238).
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De functies mlnm4giii {3) cn mﬂxmﬁlmm”4gw_

mvenzo zal II eerst max Micxﬁ{%) bepalen en vervolgens (? Z0O -
danig kiezen dat deze EUﬂCiWG max1maa1 is. Uit

4~26>voor 26 -1 € QO

(2.9)
Eeuﬂ VOOor 2@ -1 =20

volgt m({_n max M« e )=0 (vgl. fig. 2.2b). Voor dit nieuwe spel

waarin de spelers Vld een Kansmechanisme bepalen welke van de strate-
gieen K of M zij in een bepaald spel spelen, geldt dus dat

mg}( min Ji( Q = min max J’C( SPNE ) )

<

ée strateglieén G en o van dit nieuwe spel worden ge me ngde
strategieén gencemd van het oude kruls of munt-gpel, omdat zij.

AP

tenzi) & en @ nul of eenrzijn) ecrcoe Lleliden dat de spelers soms

L, soms M spelen. Door zo'n gemengde strategie toe te passen kan

L de winstverwachting die hij in ieder geval kan bere.ken, verho-

gen van -1 tot U; II kan door het toepassen van een gemengde stra-
tegie beletven dat de winsiverwachting vaen I groier is dan nul.
Hierult volgt dat iedere gemengde strategie van I, die de mogell jJK-
nheid opent tot een winst, die gemiddeld groter is dan O, ook de
mogelijkheld inhoudt van een winst die gemiddeld lager is dan nul.
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70 kan de winstverwachting van I positief zign als I in gemiddeld
een derde deel van het santal spelen K speelt (o« =1/3), doch ook

negatief; dit zal afhangen van de waarde van (> dle IT kiest. Wi

kunnen daarom zeggen dat de gemengde strateglre a;w% voor I opfTi-

maal is. Op geheel analoge gronden kunnen wlj de strategle Gz%-

optimaal nocemen voor 11.

Vervolgens zullen wij voor willekeurige twee personen nul-
spelen onderzoeken wat de konsekwenties z1jn van het Lnvoeren van
gemengde strategleén.

Daartoe nemen wij aan dat X de verzameling van strategleen 1s

waaruit I kan kiezen. Een element hieruit geven wij san met x. ben
gemengde strategie ¢ voor I 1s een kansverdeling op de verzameling
A . BEvenzo 1s een gemengde strategie voor Il een kansverdeling n

op de ruimte Y van strategieén, waaruit 11 kan kiezen. Voorlopig
nemen wij aan dat X en Y slechts eindig veel elementen bevatten.
De kans waarmee het element x gekozen wordt kunnen wij dan aange-

ven met &(x) en de 7ans waarmee het element v gekozen wordt met

q(y), Moet II, wanneer I x en II y kiest het bedrag M(x,y) aan I
betalen, dan 1s de winstverwachting voor I, wanneer I de gemengde

strategie < en II de gemengde strategie Q speelt, gellijk aan

b

,f(éijr)):: 27— M(x,y) &(x) n(y) (2.10)

Xy

De spelers kunnen nu de te kieven gemengde strategie bepalen
op dezelfde wijgze alz in de voorafgaande voorbeelden. De eerste
speler zal dan voor ledere gemengde strategie ¢ bepslen hoe ErootT
net minimum van de winstverwachting is en dan die & kiezen, waar-
\MNnTrWN1Jﬁ o q) net maximum bereikt. Hij berekent dus de groot-
he 1 d
A . T Mmax minwﬁ(§;,t7) (2.11)

A
en kiest die ¢, waarvoor Xwﬂwordt bereikt.

- 3

rvenzo kan 11 die g Kiezen, waarvoor het maximum over & minimasl

1)

18; de bijbehorende winstverwachting van I is dan
1) Omdat ﬁ en I kansverdelingen ziljn op eindige verzame lingen
worden alle extremen ook werkelijk bereilkt.



V. = min max A & " ) (2.12)
3 ¢

-

Wij gaan nu na wat het verband is tusaenﬁxgﬁvGﬁ ~ en vr.

Daartoe voeren wij nog een nieuwe notatie in. Speler I kan voor &

de kansverdeling kiezen, die met kans €één de strategie X, aanwijst

en de andere strategieé&n dus met kans nul. De winstverwachting be-

draagt dan.léi %: M(x,y) €(x) n(y) = :%: M(xojy)?)(y)ﬁ waarvoor

Wi ] schrijvenaﬂzxoﬁr})ﬁ Voor de winstverwachting die correspondeert
met een willlekeurige kansverdeling & voor I en de kansverdeling,

die met kans één strategie Y o aanwljst voor L1, schrigven wi]

L & 5yo) = }}:{: M(x, yo) C(x).

Wig bewigzen de volgende stelling:

Stelling 2.2

Bevatten de verzamelingen X en Y van mogeli jke strategieén
voor 1, respectievelijk II eindig veel elementen, dan 1is

in A = min J( & | <

m%—)n (€, n) mf&n MY &, V) en >\G = >\§- (2.13)
en

mif ( &$r7) m%x %{x§k7) en ‘VG == \%w (2914)
bewl js:

Voor iledere & en 1 is

u}fc( iﬁ ?’]) == %-; J%C( é,}y) Q(Y)%’“mifn jﬁ( &ﬁy)

OUmdat deze betrekking voor iedere N geldt,

het minimum van d%(éjﬁry) over rn en dus LS

1s Z1J ook Juist voor

min A ¢ | Q) %nggxﬁﬂ éj:y) g (2.15)

Onder de verzameling van alle mogeli jke n's vallen ook die n's,

die met kans 1 een bepaalde strategie v aanwijzen, waarult voor
ledere y volgt

n@¥1ﬂa <, Q)séja V)



en dus

miﬂnﬂ((ijr))ém%n ME L y). (2.16)

Uit de combinatie van (2.15) en (2.16) volgt

m:%n %C( < s ") ) = m%n -'( é ;y) 5

waarmee het eerste gedeelte van (2.13) is bewezen. Wsnneer wij voor

¢ de kansverdeling substitueren, die met kans 1 de strategie X

aanwijst, dan vinden W1}

min M(x,y) = min A

Deze betrceckking geldt voor iedere x en dus ook voor het maxil-

mum over X, zouat geldt

:xxnlngﬂjx n ) -

)

Het linker 11id hierin 18 gelijk aan AG‘ Het rechter 1l1lid verge-

max m%n M(x,y) = me

:>¢m

ligken wij met ATumrm?<rmU1Aa éjij); ;Xpis het maximum van
nﬂ$1 Jﬂ éjtm) over alle verdelingsfuncties & op de verzameling X.

Hieronder komen de verdelingen voor die met kans €én een bepaalde
X aanwijzen. D1t betelkent dat voor A

[

de functie m:%n (& ,n) se-
maximaliseera wordt over een grotere klasse van verdelingsfunctles

dan in Max m%F mtbhﬁr}) en dus 1is ;XG=é AT”

Het tweede deel van de stelling wordt op dezelfde manier bewe-

21 .

Deze stelling heeft men niet alleen nodig voor het berekenen

van optimale oplossingen, masr wi) kunnen er ook het gezochte ver-

-y ™

band tussen AéjwaﬁﬁTi en V. ul® afleiden. De functie uﬁxiijﬂ7 )
voldoet aan dc¢ voorwaarden genoemd in stelling 2.1 en dus 1s

max min Lm(é? ) £M1lN max jﬁ(fggr?)
S T8
of
A £V
- -
scamen met stelling 2.2 volgt hieruilt de betrekking
e e
%. ‘erm\f £ Vo - (2.17)

Hieruit blijkt dat de verwachting van de winst die 1 in 1leder
geval kan bereiken door het toepassen van gemengde strategleen wel
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hoger, maar nooit lager kan worden. Evenzo kan L1 met behulp van
gemengde stratezietn beletten, dat de verwachting van de winst die

L kan bereiken groter is dan een bedrag dat kleiner of gelil Jk

VFﬁ
is aan Vi Dat beide spelers hun situatie indercaad kunnen verbpe-
teren door gemenide sitrateglLefn toe te passen 1s reeds gebleken 1n
het cerder gornemdz kruis of munt-spel. Ongelijkheid (2.17) leert
ons bovendien 4at voor go2vallen, waarin XG = VG 1S, ook )ﬁﬁmzxk 1S,
Het introducercon van gemengde strategieén i1is nu daarom van veel

belang omdat wen de voloonde stelling kan bewl jzen.

ln lecoy eindlg twee personen nulspel 1s

\
"ﬁ\.?_ ol \}r ( 2 ® ,l 8 )

en bezltlten de soelceyrs optimalz strategieén,

en neene dcze stelling de boofdstelling van de speltheorie.

~1g heteksn? d=t do winstverwachting, waarvan 1 zich 1in leder ge-
val ltan verzckeren geli ik is aan de verliesverwachting, die 11
hoogstens bhenoeft te accepteren. Op grond van deze stelling kun-
aen vUl) cus ool ovtimale onlossincen vinden voor €indige spelen,

waarin A, < v, is. Hes Lechroken kruls of munt-spel 18 er een voor-

*:r *r

ceecla van,

Het bcwigs van deze stelling vergt nogal wat voorbereiding en
zal daarom achtervepre viorden geleten. Duidelijke bewljzen ziljn
onder anaers te vindcen in de bocker van Mce KINSEY 1) en van VAJDA 2).

Lot nu toe nebiu wi; one beperkt tot spelen waarin X en Y

beide slechts eindip veel elewranten bevatten. Men kan echter ook

spelen badensen, wasrin X en/of Y oneindig veel elementen bevat-

ten. w0 zullcr. wij b1l de toepassingen een voorbecld geven waarin

-aulnalislir-

L1 a7 punten uit het interval | O - 7

o ol

1

de ztTtratepiein van I on

yriingd

Wl‘_j?ﬁ

Cne2e boonooclde voorwaarden, die in praktbti jkproblemen vrijwel
steeds vorvrla 7ijn, arlden de stellingen 2.2 en 2.3 ook voar

mm““m B madi e W

1) J.C.C. Mc KINSEY, Introduction to the IT'hecry of Games, Mc Graw
Hill, New York (1952).

2) S. VAIDA, LIhvory of Games and Linear Programming, Methuen and
Co's, Londet, (1C55) .




strategische spelen, waarin X en Y niet beide eindig veel elementen

bevatten. Wij zullen hierop niet nader 1ngasan.
Voorbeeld 2.1

Hoewel de speltheorie vooral ontwikkeld is met de bedoeling

ceconomische conflictsituaties te onderzoeken, zljn de meeste Toe-

passingen te vinden in de krijgswetenscnappen. Een reeks artikelen

hierover is gepubliceerd in Operations Research, het tijdschrilf®T
van de Operations Research Society of fAmerica. “Zeer instructlerl
4 ﬁ ]

is een artikel van 0.G. HAYWOOD dJr )ﬂ

De auteur vergell jkt hierin de wljze van beslissingen nemen
bij militaire operaties, zoals deze 1s goedgekeurd door de (Ame-
rikaanse) Gezamenli jke Chefs van Staven met de oplossingsmethoden

van de strategische speltheorie. In principe kan een bevelhebber

de situatie analyseren en zijn beslissing nemen op grond van het-
geen e tegenstander in staat 1s te doen, of op grond van hetgeen
hij vermcedt dat de tTegenstander zal gaan doen. De eerste 1is de
off'icieel goedgekeurde methode, aangezien de bevelhebber volgens

de instTtructies dilie acties moet uitvoeren, welke gezien de mogeli jk-
heden waarover de vijgand beschiktT de grootste beloften tot succes
geven. be geinstrueerde analyse-methode bestaat ult vijf stappen

en staat bekend onder de naam "IEstimate of the Situation'. Aan de

nand van twee voorbeelden, ontleend aan de Tweede Wereldoorlog laat
de schrigjver zien dat bi) de "Estimate of the Situation’ en bij de
speltheorie dezelfde overwvegingen gebruikli worden. De speltheorie
leldt in deze gevallen dan ook tot dezelfde beslissingen als de

door de bevelhebbers genomen besluiten. In situaties waarin beide

Jr—

methoaen inderdaad dezelfde overwegingen gebrulken 1s de speltheo-
rie superlieuvr, asangezilen deze 1n tegenstelling tot de andere metho-
de een procédé aangeeft om de optimale oplossing te berekenen.

ler 1llustratie zullen wi] het eenvoudigste voorbeeld hier in
het kort behandelen. Het betreflt de slag in de Bismarckzee. ben Ja-

panse transportvloot moest in februari 1943 varen van Rabaul op New
Britain naar Lae op Nieuw Guinea en kon hilervoor gebruik maken van
de route ten Noorden van New Britain en de route ten Zulden van het

1) .G, HAYWOCD Jr, Military Decision and Game Theory, J.0O.R.5.A. =2
(195%) 365-385.
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concurrentieproblemen op oligopolistische markten,q) Op welke wijze
men bepaalde statistische problemen kan formuleren in het kader wvan
de speltheorie wordt in de volgende paragraaf in het kort beschre-

ven.
3. otatistische spelen

Spelen weerin de natuur optireedt als tegenspeler' van de
statisticus noemt men wel statistische spelen (''statistical games').
Weliswaar kan de natuur niet beschouwd worden als een tegenspeler
die de statisticus zoveel mogelil ik afbreuk tracht te doen, maar
toch verkrijjgtf men een beter 1nzicht in allerleir problemen wanneer
men de situatie vergelli kit met die 1n een twee personen nulspel.
Hierin laten wij de natuur de rol van de eerste en de statisticus
die van de tweede speler vervullen.

De statisticus behoeflt niet zonder enige informatie omtrent
de Toestand van zlijn tegenspeler een beslissing te nemen. Als hij
weet dat een bepaala kenmerlkk normaal verdeeld is, maar het gemid-
delde en de spreirding van die verdeling niet kent, dan kan hij
nierover Ilnformatie krijgen door het nemen van een steekproef. Wij

beschouwen nu de mogelil ke waarden van de onbekende parameters als
de zulivere strategie&n van de natuur. Deze verzameling wordt asnge-
geven met (L en een bepaald element eruit met w . In het zojuist
genoemde geval van een normale verdeling met onbekend gemiddelde

[ en onbelcende spreiding o, vormen alle grepen (j, o) de elemen-

ten van O, Is wel de spreiding bekend, maar niev ?iﬁ dean bestaat
(rult alle reéle getallen.

Eet resultast van de steeknroefl geven wi)] aan met de letter
z en de verzameling van alle denkbare resultaten met Z. Met ieder
element w uit O correspondeert een bepaalde kansverdeling p(zltu)
op 4 ; zolang 4 eindig of aftelbaar veel elementen bevat, geeit
p(z;au) dus de kans aan dat het resultosat z ovtreedt, wanneer de

natuur de strategie w speelt.
Laat de statisticus kunnen kiezen ult de beslissingen 845 8o

.+.5 Samen vormen deze de verzameling A. Bljvoorbeeld kan A bestaan
ult twee elementen, nameliljk 315 goedkeuren van een partij goederen

W Magh Wewi; PTTIR MRS SR s ameus

1) Men vergeli jke bijvoorbeeld: M. SHUBIK, Strategy and MarketT
Structure, Wiley and Sons, New York (1959).
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en a,, afkeuren van die partij. Naar aanleiding van het steekproef-
resultaat z kiest de statisticus een element uit A, m.a.w. aan ie-
der steekproefresultaat wordt een S toegevoegd en de statisticus

Kan nu pepalen hoe deze Toevoeging zZal geschieden. Hij kiest dus

et

e BT

een functle d, welke bl l1eder element z uit 72 een bepaald element
d(z) uit A aanwijst. Het is heel goed mogelijk dat de functie d
VOOTr verscnillende elementen uit 4 hetzelfde element uit A aan-

wijgst. Een dergelijke functie noemt men een beslissingsfunctie.

De verzameling van functies d waaruit de staetisticus kan kiezen
geven wij aan met D. In figuur 3.1 z1jn de betrekkingen die tTussen

de ingevoerde grootheden hestaan, schematigch aangegeven.

we Oy —> kansverdeling p(zlau) op 7%
de D
7 e 4 —>ae A

e

figuur 3.7

Het verband tussen O, 4, D en A

iilet verlies dat men 1liidt indien w Jjulst 18 en de peslissing
2 wordt genomen., noemen wi) L(wv,a), de verliesfunctie. In de plaats
van L(w ,a) schrijft men ook wel L{(w ,d(Z)) om het verband tussen
et verlies en de gekozen beslissingsfunctlie d tot uitdrukking te

brengen. De verliesverwachiting voor de statisticus blj de

strategire w ven de natuur en de beslissingsfunctie d noemt men

de risicofunctie ©(w , d); hiervoor geldt

o(w,d) - 2. L(w,d(z)).p(zlw) . (3.1)

o

Vergeligken wijy nu dit spel tegen de natuur met het gewone
strategische spel, dan zien wilij dat de ruimte X vervangen 1S door
de ruimte 0O van de onbekende parameterwaarden en de ruimte Y door

de ruimte D van beslissingsfuncties, waaruit de statisticus kan

kiezen. De functie M(x,y) die de winst voor de eerste en dus het

verlies voor de tweede speler aangeeft 1s overgegaan in de functile

o( w,d). Zowel L als D zijn dus ruimten van zulvere strategieén.
Dat de functie ¢o(w ,d) hier in tegenstelling tot M(x,y) toch de
vorm van een verwachting aanneemt, komt doordat een zulvere strate-

gie van de natuur een kansverdeling voor het steekproefresultaat z
vastlegt.
Ter illustratie van de ingevoerde begrippen geven wij het vol-

gcende voorbeeld. Men heeft een partlij goederen, waarvan men door
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middel van een steekproef van de grootte n wil schatten, hoe groot
de fractie defectieven is.

In dit voorbeeld bestaat < ult alle getallen tussen O en 1,
de waarden die de onbekende fractie defectieven in de parti] kan
bezitten. Het aantal defectieven in de steekproef kan 0, 1,...,n
zijn en deze getallen vormen dus de verzameling 4. De kansverdeling

o(z |w) 1is

-,
N

£ W £
W) = (Qw T (1w (3.2)

i

\szﬁﬂﬁﬁﬁ,ﬁlf

o

p(z

De ruimte A bestazt uit het interval C=a =1, waarin a een schat-
ting 1s voor de onbekende fractie w. ken beslissingsfunctie die
men kan kiezen is b.v.

a(z) = = ; (3.3)

@

men neemt dan als schatting van de fractie defectieven 1in de parti]
de fractle, die men 1in de steekproefl heeft gevonden. ken andere be-

slissingsfunctie, die men zou kunnen kKiezen 1is

voor 1=z £n,

dq(z) = () voor z = O

Ls bovendien gegeven dat het verlies, dat men 1ijdt evenredig is
met het kwadraat van het verschil ftussen de geschatte en de werke-
l1gke fractie defecivieven in de partij, dan 1s

L(Ui,a) = k(UJWa)E ’ (304)
en de risicofunctie dus
L | L Z\2 1N Z, n-—2z
o(w,d) = = Llw.d(z)) plz|w) = T wlw- 2 (7) W (1-w) 2.
Z = 7 =(
(3.5)
_ él 2 - 2 1l Z n-=2z O - kkw
= 2 (z-wn)™ () w (1-w) = — nw (1-w) = = (1- w).
2 v 2 n
7.=0 n @]

Opmerkiggﬂ

Wij hebben hier bij het opstellen ven de risicofunctie geen
rekening gehouden met de kosten, die verbonden zijn aan het doen
van experimenten. Dit is Jjulst, wanneer de omvang van de steek-
proef van te voren vaststact en de kosten onafhankelijk zijn van de
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uitkomsten der experimenten. In de meeste gevallen 1s aan deze

voorwaarden echter niet voldaan en dan moeten ook deze kostTen 1in

de risicofunctie worden opgenomen.

Een gemengde strategie van de natuur 1s een kansverdeling oOp

Cy:; men noemt deze wel de a2 priori verdeling op de rulmte van mMoge-

1ijke parameterwasrden. Een gemengde strategie voor de statisticus
is een kansverdeling op de ruimte D van beslissingsiuncties, waar-
uit hij kan kiezen. Bij deze gemengde strategieén gaat de verlies-

verwachting van de statisticus over in

o(&,n) = « £ o(w. d)&(w)n(d) , (3.6)

~ W o

waarin &(w) de kans is, wasrmee de natuur de strategie w aan-
wijst en n(d) de kans wasrmee de statisticus de beslissingsfunctie

d kiest.

Zo0dra de statisticus de functie @( Z N ) kent, zal hij zich
aivragen, welke strategulre N voor hem de beste 1sS. Om dit Te onder-
zoeken neef't nij) een maatstafl nodig, d.w.z. €een criterium, ten op-

zichte waervan hi, een optimale strategie kan kiezen.
Anangezien het gelukt 1s het probleem te gieten in de vorm van
cen strateglisch spel, ligt het voor de hand eerst na te gaan of het

minimaxcriterium een bevredigende oplossing geeft, In tegenstel-

Ling tot spelen wsarin de bhelangen van de spelers diametraal tegen-

over elkeaar staan, 1s dit criterium hier niet zo goed en kan het

tot zeer merkwacsrdlige konsekwenties leiden. Dit komt doordat men
niet kan aannemen dat de natuur tracht de statisticus zZoveel mo-

gpell gt afbreuk te doen, terwijl bij de minimaxstrategie de beslis-
s1ng gebaseerd wordt op de meest ongunstige strategie van de natuur.
en voorbeeld kan dit verduidelijken. Stel dat een partij goe-

deren asn de kwaliteitseisen voldoet wanneer de fractie defectieven

= (L, 18 en anders niet. De fabrikant keurt de partijen voordat ze

worden afgeleverd. Hierbijy zal hig weinig onjuiste beslissingen ne-

men blJ zZeer goede en zeer slechte partijen. De natuur kan het nu
de fabrikant "moeilijk maken'" door veel partijen te fakriceren, die

een iractie defectieven bezitten, dicht bij w~. Bij de minimaxstra-

O
tegie gaat de statisticus nu uit van een s priorl verdeling & van

de natuur waarbij vrijwel uitsluitend partijen met een fractie O
aan defectieven worden gemaakt. In werkelijkheid beschikt men door

ervaringen ult het verleden wel over enige voorkennis omtrent de @
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priori verdeling op <« en docrdat hiervan bij) het minimexXcriterium
ceen gebrulk wordt gemsakt, faalt dit criterium.

FEen heslissingscriterium, waarbi) dit wel gebeurt 1s het
criterium van Bayes. Hierbl) gaat men er van uit dat de statisticus
de kansverdeling & op ), die de natuur gebrulkt volledig kent . Het

risico van de statisticus, wanneer hij als strategle de kansverde-
lLing 1) OP D kiest is dan de verwachting van gg(ujyr}) ten opzichte

van de kansverdeling £, dus

O(E.N) = Z-Q(w.)) & (@) . (3.7)

Hij zal dan die zuivere of gemengde strategie'qo kiezen, waarvoor
de verwachting van Q( _3%7) minimaal 1s. Men noemt 1), de Bayes-
oplossing met betrekking tot de a priori verdeling Z .

Deze methode .5 1dentrek aan de in paragraaf 1 behandelde

- Al ik

methode en zal dus tot goede resultaten leiden onder de aan het

eind van die paragraafl genoemde voorwaarden. De a priori verdeling
nwoet i1nderdaad btekend zign. Bij veel problemen op het gebied van de
kwaliteLrtchbeheersing 18 dit zo en kan men bijvoorbeeld de momenten

van de a prioril verdeling schatten ult aanwezlg waarnemlngsmateriaal,

Vo

SOMMLEZE auteurs ) verdedigen ook het gebruik van Bayes-oplos-

singen, wanneer de a priori verdeling alleen het subjectieve oor-
deel van de onderzocker beschri jft. Bayes-oplossingen hebben dan

het bezwaar dat zij i1n dezelfde situatie tot geheel verschillende

resultaten kunnen leiden, wanneer verschillende mensen deze situa-
tie verschillend beoordelen. Men kan dan als statisticus alleen

een ultsprack doen van de vorm: 1ndien Uw beocordeling omtrent de

a priori verdeling Jjuist i1s, dan 1s deze Oy de optimale beslissings-

nrecequre.,
De conclusie 1s derhalve dat het opvatten van statistische

proclemen als spelen tegen dée natuur weliswaar het inzicht in die
problemen verdiept, maar in het algemeen toch weinilg nieuwe gezichts -
punten biedt om te komen Tot praktlsch bruikbare oplossingen. De
minlimaxmethode 1s te pegsimictisch omdat deze zich richt op de

meest ongunstige omstandigheden, terwiljl de Bayes-methode neerkomt

Op het optimaliseren van verwachtingen. De minimaxmethode leidt wel

tot bruikbare oplossingen in situaties, waarin de belangen van de

mm"““mh-l.-

g r :
) Zie biljvoorbeeld L.J. SAVAGE, The Foundations of Statistlcs,
lliley and Sons, New York (1954).
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spelers 1lijnrecht tegenover elkaar stasan.

“. De methode van de kleinste spijt

Naast het minimaxcriterium bestaat een criterium dat hiermee

nauw verwant is, het zogenasmde "minimax-regret’ criterium of wel

het criterium van de kleinste spijt. Stel dat de natuur als tTegen-

speler de beschikking heeft over drie mogelijkheden, de toestanden

Sqﬁ ngenksg, De statisticus kan kiezen ulit vier alternatieven
en fuﬁ terwijgl de winstfunctie gegeven 1s 1n Tabel

f4. Tos T,
groot ten opzichte van 1. Bi]J de

do

3
Hierin is8 a een positief getal,

methode van de kleinste spljt wordt de minimaxgedachte niet tToege-

Tabel 4.1
e winstfunctie

past op de winstfunctie zelf doch Op €en andere funstie, die hier-
ult als volgt wordt afgeleid. "anneer de natuur ”str%mfwﬂf¥’£31 toe -
vLast, den krijggt de statrsticus de grootst mogelijgke winst als hij
fB speelt. Kiest hiy een andere strategie dan ontvangt hij minder
dan mogeli gk geweest zou Zign en dit verscnil kan men zien als de
SP1Lgt die de statisticus heeft door het niet kiezen van de optimale
handeling. In dit geval bedraagt de spijt bi) de verschillende

gyt

strategieén respectieveli jk
28 gf}. {::; ga”/l "

UokK voor de andere strategieén van de natuur kan deze spijt berekend
Worden; de resulterende spijtfunctie is opgenomen in tabel 4.II. Bij
de methode van de kleinste spijt wordi de minimaxmethode toegepast

WRAE iy TANE gy TNE sy TN e

1) Dezg tibel is ontleend aan D. VAN DANTZIG, Statistical Priesthood
ESAVAGg on persoral probabilities) Statistica Neerlandica 11

1957 )1-16,




1 AR R

18 de optimale strateglie voor de

i'
g

geval leidt de methode van de

3

andere optimale gtrategieén ai
Hoewel deé methode op heo eer:

werpeligk 1ligkt, kan er toch ernst

z1€ bigvoorbeeld het reeds gencemde

-

F
-

* I

v A S PR ¢
LT e LeE L

£

7 .
Y 1

yelijkt men in tabel 4.1

nen dat ) alleen iets hetler 1s 1in s3

aituatiesngenﬁﬁﬁ veel gslechusy 18 dan fq

o

cplygt dwingt de statisticus 1n dit voorbeeld

grote risico's teneinde

LY een pepasald
kyijfenﬁ tefwigl het bovendien 2o 18, dat
doet,

gezien den f, en f, veel

& r
57 :
! I
s W
H [

de strategie ongeveer het slechtstle

betere sirategiLe

vepaald geval een kleine

dan faﬁ Met andere woorde:

&



Tabel 4.IT1T
De uitgebreide winstiunctie
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orende bi) tabel 4.1
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Minimaliseert men hier de maximale spijt, dan wordt strategle fq
aangewezen. Dit betekent derhalve: heef't men de keuze tussen vier
strategieén I, t/m 'y, dan kiest men ), maar werdt het arsenaal
uitgebreid met een extra strategle f5ﬁ dan kiest men niet de oude
optimale strategile f4 noch de nieuwe mogelil jkheid f59 doch strate-
er ook al ter

glie qu dat wil zeggen een strateglie die men VvIoeg
beschikking had. Een niet gewenste strategle beinvloedt dus de
keuze tussen de andere strateglreén.

Het laatste blijkt ook duideliljk, wanneer
voor strategile f5 wijzigen. Kiest men regspectievell jk
a, -a en 0, dan vindt men voor de spijtfunctie de in tabel 4 Va
aan door de

i j de W i ns t fﬁunc t i e
de waar d en

opgegeven.waarden,‘Brengt men voen Kleine verandering
>ro0t t.o.v. 1), dan vindt men
ie,

waarden a, -a, -2 in te vullen (2
tabel 4 .Vb. In het eerste geval blljft f4 de optimale strateg
terwijl in het tweede f, en f3 optimale strateglieé&n zlijn.
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Tabel 4.V
Gewiljzigde spljtfuncties

Dit betekent dat een relaliefl kleine verandering in de niet ter
zake dienende strategure f:f‘%} ae bepalling van de optimale strategie
belnvloedt, welke bepaling dus afhankelijk is van irrelevante

alternatieven,

Uit net voorgaande 18 duidelijk geworden dat de methode van
ae kleinste gpljt geen oplossing biedt voor zogenaamde statisti-
scne spelen. Cok voor strategische spelen kan het als criterium
niet verdedigd worder.

Het criterium is voorgesteld door L.J. SAVAGE, die opmerkt dat
net in sommige statistische gpelen minder pessimistisch is dsn het
minimaxcriterium, maar die het vooral verdedigt voor de volgende
van het voorafgaande afwijkende situaties. Een groep mensen (bij-
voorbeeld een jury of een directie) moet uit een aantal alterna-
tleven kilezen, Het nut dat de ide persoon toekent aan het jde
alternatief zij Ui(j)a Voor één of meer alternatieven zal dit niet
maximaal zljn; wordt een ander alternatief uiteindeli jk aangewezen
dan heeft het 19°

optimale niet bereikt is. Wanneer men uiteindeli jk gezamenli jk één

2

1id een bepaalde spijt, daar het zijns inziens

keuze moet doen, zal men, indien de meningen uiteenlopen, tot een
€t alternatief als
compromis te kiezen, waarvoor het maximum van de "spijten" die de

compromis moeten komen. SAVAGE stelf nu voor da

e

leden van de groep hebben, minimaal is. De keuze wordt dus bepaald
door de minimaxmethode toe te passen op de functie

. » { o . _
m%}( Ui(J) UixJ) ° (&.1)



Ook hierop kan men KriTlek uitcefenen.

De conclusie is derhealve dat de methode van de kleinste spijt

pij statistiscne en strategische spelen niet toegepast moet worden,

terwijlrmn1cmM:in.andere situaties zeer voorzichtig dient Te zijn.

Voor een verdere bespreking van het voor en tegen van verschil-
1ende beslissingscriteria verwljzen wij naar het boek van LUCE en

RABNNXKU speciaal hoordstuk XIIL,

.

1) R.D. LUCE and H. RAIFFA, Games and Decisions, Wiley and sSons,
New York (1957).



