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1. H~t q_ptimaliseren van verwacl1tingen 
::a IC A ii r Iii 

Bij zeer veel besliskundige problemen is het gebruikelijk om 

dat alternatief te kiezen~ waarvoor de verwachting van de opbreng­

sten maximaal is, respectievelijk de verwachting van de verliezen 

minimaal. Wij pasten deze methode eveneens toe, bijvoorbeeld in de 

voorbeelden van hoofdstul{ VIII en in hoofdstuk XI, terwijl ook de 

in de hoofdstukken XII t m XIV behandelde methoden er in veel ge­

vallen op neerkomen dat een verwachting wordt ge6ptimaliseerd. 

In werkelijkheid wil men meestal de opbrengst zelf maximali­

seren als functie van een of meer grootheden die men in de hand 

heeft. De relatie tussen de opbrengst en de manipuleerbare factoren 

is echter in veel gevallen niet definiet vastgelegd; wel is dan 

vaak bekend dat de opbrengst een kansverdeling volgt waarin de 

variabelen die de bewuste factoren voorstellen als parameters voor­

komeno Een dergelijke relatie is echter op zichzelf genomen niet 

geschikt om de keuze te doen en daarom leidt men uit de kansverde­

ling een andere grootheid af, meestal de verwachting, waarmee de 

keuze wel gedaan kan wordeno 

Het kiezen van de verwachting als criterium om te optimali­

seren kan gebaseerd warden op limietstellinge11. E~n ter zake die­

nende stelling werd reeds behandeld in hoofdstuk IV, nlo stelling 

1.1, die wij hier herhaleno 

Stellint2; 1.1 

••o onderling onafhankelijk verdeelde 

grootheden zijn, die alle dezelfde verwachting 

bez:i.tten, dan convergeert het gemiddelde 
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Een andere stelling van dit type luidt: 

Stelling 1.2 

onderling onafhankelijk verdeelde stochastische 

grootheden zijn met verwachtingen 
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stochastisch naar nul, 

0 . 1.3 

Er bestaan nag tal van andere dergelijke stellingen, waarvan 

de inl1oud 1~uw geformuleerd hierop neerko1nt., dat onder bepaalde vooi1
-

¼aa~d0n de som van een aantal stochastische grootheden een grote 

kans heeft dicht te liggen bij de som van de verwachtingen van deze 
n 

va.riabelen o \f\Janneer men nu een som ~ Xn voor grate n wil maximal i­
i -·1 :1 

serenj dan komt dit in deze gevallen dus op hetzelfde neer als het 

maximaliseren von de som 

len Xo alle afhangen van 
-i 

van de verwachtingen en wanneer de variabe­

verschillende parametersj dan is het laat-

ste weer hetzelfde als het maximaliseren van alle verwachtingen af-

zonderlijk. Dit resultaat kan ook als volgt geformuleerd warden: 

als men een groat aantal beslissingen moet nemen en men baseert 

zich hierbij steeds op de verwachting, dan kan bij iedere beslis­

sing afzonderlijk de verwachting aanzienlijk afwijken van het uitein­

delijke resultaat, doch voor alle beslissingen tezamen zal de eind­

uitkomst weinig van de verwachting verschillen; de bij de stellingen 

genoemde voorwaarden inplicerer. dater voldoend vele verwachtingen 

van vergelij::1:~1re grootte dienen te zijno 

De hier gegeven fundering om verwachtingen te optimaliseren is 

dus een funder~ng hetziJ or de lange duur, hetzij voor een groat 

aantal b~olissinsen die tegelijkertijd genomen moeten wordeno Hoewel 

men, zoals gezegd, veelal op deze wijze te werk gaat, dient men toch 

voorzichtig te zijn. vvTij zullen ee11 a.antal bezwaren noemen en aan­

geven op welke wi 1jze men deze wel t~acht te ondervangeno 

In sommige gevallen leidt het maximaliseren van de winstver­

wachting tot uiterst merkwaardige resultateno Een even oud als bekend 

voorbeeld hiervnn is de zogenaamde Petersburgse Paradox, welke af­

komstig is van Jo BERNOULLI. 

In een gokspel zijn verschillende uitkomsten mogelijk met be­

kende kansen van optreden. Er zijn twee spelers en er 1s een bepaalde 
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regel die voorschrijft wie aan wie wat moet betalen, wanneer een 

bepaalde uitkomst is opgetredeno Het spel is eerlijk, wanneer beide 

spelers dezelfde winstverwachting hebben. Stel nu dat een zuivere 

munt wordt opgegooid totdat er voor de eerste lceer munt bovenkomt. 

worp. Tijdens het spel krijgt II nooit iets van I terug, maar hier 

staat tegenover dat I vooraf een som zal betalen aan II. De vraag 

is nu 3 hoeveel I aan II moet geven, opdat het spel eerlijk is, dus 

de winstverwachtingen gelijk zijn. 

1 n --
2 

voor het eerst munt boven komt is 

vglo voorbeeld 5.9 uit hoofdstuk I en de winstverwachting 

van I is dus 

1 11. 21'1 
2 0 , 

n=1 

hetgeen oneindig groat is. Wanneer men zich dus op de winstverwach­

ting in geld baseert, dan zou I bereid moeten zijn om een willekeu­

rig grote som aan II te gevenj teneinde het spel met II te kunnen 
spelen~ 

Ter oplossing van deze paradox stelde BERNOULLI dat niet geke­

ken moest worden naar de winstverwachting in geld, maar naar de ver­

wachting van de waarde die men aan deze geldsbedragen toekento Het 

ligt voor de hand aan te nernen dat men aan geld minder waarde hecht 

na.armate men er meer van heeft; 11 het nut 11 van geld neemt niet even­

redig met de hoeveelheid geld_toeo Een functie die dit verband kan 

aangeven is de logaritme en BERNOULLI stelde dan oak het nut van 

x gulden gelijk aa.n log x o De verwacr1ti11g -rvan het te verwerven nut 
bij bovenstaand spel is dan 

1 n 1 2 n 
·;5 og 
~ , 

n=1 

welke reeks wel convergeert naar een eindige waardeo 

Behalve de logaritme zijn er ook tal van andere functies die 

voor toenemende waarde van het argument steeds langzamer toenemen, 

zodat het vrij willekeurig is 01n de logaritme te nemen. Er zijn dan 

ook tal van theoretische en enkele experimentele studies verricht 

om de gedaante van deze krommen, zogenaamde ''utJ_lity functions' 1 te 

vindeno Op een bepaalde wijze van benaderen zullen wij verderop nog 

terugkomen. Nutfunctiesj waardoor het menselijk handelen in alle 
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opzichten bevredigend verklaard kan warden; zijn tot nu toe niet 

gevonden, ·ter"'1ijl ool-c ht,:·~ probleem over het maximaliseren van ver­

wachtingen er n~2t mee wordt opgelost getuige het volr,ende van 

D. 
Iemand l,can een spel spelei1 wa'-1rin l1ij met 1{ans q--1-p twee wint 

p 
schillen aan nut voor en na het spel. De verwachting van het nut 

is dus 

p ' p q 0 
1.4 

v!ij onderstellen dat de spele:r p vrij mag l(iezen mits hij van te 

voren het bedrag deponeert dat hij moet betalen als hij verliesto 

Wanneer zijn kapitaal F bedraagt kan hij dus de nutverwachting 

maximaliseren onder de voorwaarde 

q L F o 

D J.: 

1.5 

F+1 en als de speler ver­

lie3t is hij geruineerd. Wordt dit spel op deze wijze een aantal 

keren achter elkaar gespeeld en is het kapitaal nan keer spelen 

vanaf het 

begin n keer te winnen geliJk aan 

n n 11. ;t" 
1- --- '106 

welke kans voor n· ➔ oo naar nul convergeerto Als de speler ~~n keer 

verliest, is hij voor goed verloren, omdat vanaf dat ogenblik 
-r ~ ..,. \.-' - = . -
n 11 {. 

van de verwa8hting leidt tot een spelwijze, waarbij men met kans 
/ / 

een op de duur faillJ.et gaatD Maximaliseert men daarentegen niet de 

veri"Jachting., doch lciest mo11 voor p cen andere v1aarde d.an de 11 opti­n 
malerr, bijvoorbeeld 

1 p --
n 1 ~-2-nF ' 

0 

dan verliest men inn spelen hoogstens 
..... ____ ... ----

1 D. VAN DANTZIG, Sur quelques questions de la theorie mathematique 
du choix pond~r~, Rapport SP 69 van het Mathematisch Centrum 

1959 0 
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k--1 k==-1 

hetgeen kleiner is dan spelen 

nooit failliet kan gaan. Bovendien is de winstverwachting 
-1 

n n n 1 ' 
•• 

FO qlc 
-·· 1." --"-

) 
, 
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k k 1 l{ 1 

welke waarde altijd positief is en 

dra.agt. Er zijn dus v1el bruikbare st~:iategieeni maar 

wachting te maximaliseren warden ze niet gevondeno 

1.9 

door de ver 

Hoewel het hier gegeven voorbeeld zeer extreem is, kan een 

dergelijke situatie zich ook in andere gevallen voordoeno Het zijn 

situaties, waarin men teneinde de winstverwachting te maximali­

seren gedwongen wordt zeer grate risico 1 s te nemeno Men kan zich 

hiertegen beschermen door te eisen dat bepaalde risico's niet of 

slechts met zeer kleine kans kunnen voorkomeno Dit is onder andere 
gedaan in voorbeeld 1.4 van hoofdstulc VIIo 

Een tweede bezwaar tegen het optimaliseren van wi11stverwach­

tingen betreft situ2ties, waarin de in het begin van deze paragraaf 

genoemde limietstellingen geen betekenis hebbeno Hoofdzakelijk is 

dit het geval, wanncer slechts ~~n of een beperkt aantal beslissin­

gen genomen moe)cen 11\ior·de11., 01-ndat dan i-n l1et geheel niet bel1oeft te 

met kans dicht bij de ver-

Men kan dan trachten een 

andere funde~ing te geven, hetgeen onder andere gedaan is door 
VO!\T en 

Bi j deze funderinge n vJordt u.i tgegaa.1·1 ,1a.r1 een bepa a lde cons is -

ten tie in de voorl{el!rer1 vo.n diegene die r(loet kiezen. De f'ormulering 

van deze consistentie geschiedt door middel van axiomastelsels, die 

bij verschillende auteurs in details uiteenlopen, doch waarvan de 

belangrijkste axioma 1 s vrijwel overeenkomeno De axioma's beschrij­

ven het gedrag van de mensen bij de ke11ze tussen alternatieveno liier-

J 0 VON NRUMANN en O. MORGENSTERN; Theory of Games and Economic 
Behaviour, Princeton University Press, Princeton, 1ste druk 1944, 
2de drul,( ...... 1947 o 

2 RoDo LUCE en Ho RAIFFA, Games a.nd Decisions; John vJiley and Sons, 
New Yorl<; 1957 o 
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bij kan een alternatief ziJn een bepaalde opbrengst, doch ook een 

zogenaamde loterij, dat is een kansmechanisme dat verschillende op-

brengsten met gegeven kansen kan aanwijzen. Bijvoorbeeld kan men 

moeten kiezen tussen alternatief A: f 1000- ontvangen,en alterna-
1 tief B: een loterij die met kans - 2000- opbrengt en met kans 

4 
De loterijen behoeven zich niet te beperken tot twee 

mogelijke uitkomsten, ·terwj_jl deze uitkomsten oak weer nieuwe lote­

rijen mogen zijno De uiteindelijke alternatieven waaruit de lote­

rijen bestaan, noemt men de basisalternatieveno 

De bela.ngrijtcste axJ_oma rs luide11 nu ruwweg geformuleerd : 

I Elk tweetal alternstieven is vergelijkbaar, d.wozo als twee 

alternatieven A en B gegevcn zijn, kan medegedeeld worden, 

welke de voorkeur heeft of dat ze ~elijkwaardig zijn. 

II De voorkeurrelaties zijn transitief, dow.zo als A de voorkeur 

heeft boven Ben B de voorkeur boven C, dan heeft oak A de 

voorkeur boven C. 

III Wanneer twee loterljen beide dezelfde twee uitkomsten kunnen 

gever1, dan heeft de loteri j die a an de ui tkoms t met de groot s te 

voorkeur de grootste kans toekent, zelf ook de voorkeur boven 

de andere loterij. 

IV l~anneer A de \1oorl,ceu.r heeft boven B en B boven C 1 dan bestaat 

er een lotcrij, waarin de uitkomsten A en C zulke kansen bezit­

t e n; c1 at d. e z e J_ o t er i J ,3 e J_ i ;j kvJ a a 1'7 c. i g is met B o 

Uitgaande van deze vier axioma 1 s en nag enkele andere kan men 

voor de bas is al terna ti even, 1118 arttls sen ge l,coze11 kan worde n, een 

nutfunctie opstellen met de cigenschap dat het maximaliseren van 

de vert"Jacl1tinr; v311 het \7olgens deze functie te veri.··Jerven nut precies 

leidt tot het aanwiJzen von dat alternatief, waarin men in werke­

lijkheid de voorkeur geef·to Deze ·theorie~n zijn op allerlei wijzen 

lli tgewerl,(t en becri tis eerc1; he t reec1s ge noemde boek van LUCE en 

RAIFFA geeft hj4er-r1ar.1. E::en uits-'celcend 0ve1,.,z:icl1t I) Het belangrijkste 

bezwaar dat men kar1 tnaken is dat it1 de prak-'cijk het menselijk han­

delen niet aan de genoemde axioma's voldoe·~o Bovendien is het vrij­

wel steeds praktisch onmogelijk vast te stellen hoe groat de in 

axioma IV genoemde kansen voor de verschillend2 mensen zijno 

Resumerende kunnen wij vaststellen dat het maximaliseren van 

verwachtingen in vecl gevallen het minst slechte is wat men kan doen, 
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terwijl deze werkwijze goed te ·verdedigen valt, wanneer men te 

doen heeft met een groat aantal min of meer vergelijkbare beslis­

singen, wanneer de kansen door middel van ervaring of experimenten 

goed geschat kunnen warden en wanneer de voor- en nadelen van de 

verschillende alternatieven in dezelfde eenheid bijvoorbeeld 

geld uitgedrukt kunnen wordeno 

2o Het minimaxcriterium -------------

Onder de voorwaarden die vervuld rnoeten zijn, wil men de 

mathematische verwachting als bGslissir1gscriterium kunnen gebrui­

ken, valt de eis dat de kansen waarmee de verschillende situaties 

op kunnen tred.en; belcend n1oeten zi,j11. o In veel gevallen zijn deze 

kansen echter in het geheel niet bekend en dan is men genoodzaakt 

een ander criterium te gebruil-~ei10 Een mogelijk ander criterium is 

het zogenaamde minimaxcriteriumJ dat het best geillustreerd kan 

warden aan de hand van de strategiscl1e speltheorie. 

Het is niet rnoge li jk dG the orie van de s tra tegi sc he spe len in 

kart bestek volledig ~e behandelen. Wij zullen ons daarom beperken 

tot het invoeren van de voornaamste begrippen, het geven van en~le 

belangrijke stellir1gen en een voorbeeld 0 

Naast de zuivere kansspelen bestaan er speleni waarin de spe­

lers zelf invloed uit kunnen oefenen op het resultaat~ zoals bridge 

en het schaakspel. Dit type spelen noemt men strategische spelen. 

Zij bezitten een grate ovcreE1nkomst met allerlei situa·ties uit het 

dagelijks leven, waarin twee of meer partijen met elkaar in con­

flict zijn. 

Een zeer eenvoudig strategisch spcl. is I1et spel, waarin twee 

personen 011afhanl-celi jl<: van elks.ar e211 get al a,angeven en waarin het 
/ / van de combinatie van deze getallen afhangt hoeveel de een de ander 

moet betaleno Bij iedere combj_natie va11 getallen is de som van de 

bedragen die beide spelers ontvangen dus nul; een spel waarvoor 

deze eigenschap geldt en waaraan 3 zoals in dit geval twee personen 

deelnemen ·is 8e11. tvJF;e per·sonen nuJ~spel O Laten wij aannemen dat de ---·-------------
e ne speler I kan kiezer1 uit de getallen 1, 2 en 3 en de andere 

II uit de getallen 1, 2, 3 en 4. Tabel 2.I geeft aan hoeveel 

guldens II na afloop aan I moet betaleno Wijst I dus het getal 2 

aan en II het getal 3~ dan ontvangt Ina afloop f 1o--; wijst I 
• 

echter eveneens het getal 3 aan, dan ontvangt hij -J 1.-- 3 moa.,wo 
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Ta.bel 2cI 

De t'Jinr;;tfunctie 
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I 

\ 

1 

2 C ~- 2 1 I ' 

I 
I 

3 . I- 2 I () I -1 I ' l I ' ' 
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j I 

I 
' 

4 I 
l 
' ' 

' -5 ' f 
I 

2 

.3 
' 

Iedere speelwiJze die I of II kan kiezen; 11oemen wij een 

.str~-~.~egi~,,o lr!iJ geve11 de strategieen aan met x voor I en met y 

voor II; in het voorbeeld kan x dus de waarden 1, 2 en 3 aanne­

men en y de waarden 1, 2; 3 en 40 De functie die aangeeft hoeveel 

II na afloop a2n I moet betalen noemen wiJ de w1nstfunctie; de 

notatie is M x,y, zo is M 1,4 =-50 Een spel, waarin beide spe­

lers slechts uit eindig veel strategie~n kunnen kiezen, is een 

~indig. of, re.~hthoek ⇒;.S; ... sp~l. Q 

De vraag rijst nu of het mogelijk is redelijke strategie~n 

te vinden voor de deelnemers~ 

Wanneer I strategie 1 speelt, zal hiJ 5 afhangend van de keu­

ze welke II doeti 3~ 5~ 0 of -5 ontvangeno De slechtste uitkomst 

is dan voor I: -50 Als hij het getal 2 kiest, is de slechtste uit­

komst +1 en als l1iJ het geta.l 3 1,ciest -2., Nu ka11 I besluiten die 

strategie te nemen, waarbiJ het bedrag dat hij minimaal ontvangt 

zo groat mogelijl<: is~ r1i~J moet da11 l1et geJcal 2 aani.AJijzeno In het 

algemeen kan men deze strategie vinden door eerst voor iedere 

waarde van x het minimum van M x,y te berekenen en vervolgens 

te bepalen voor welke waarde van x de functj_e min M xJy maximaal 

is .. 
y 

Daarentegen zal II zich wellicht op het standpunt stellen, dat 

hij he~ bedrag dat hij hoogstens moet betalen, zo klein mogelijk 

moet trachten te makeno HiJ berekent dan voor ieder van de getallen 

1J 23 3 en 4 de maxima van de eventueel te betalen bedragen en 

kiest dan die s·crategie> v'Jaarvoor dJ.t max~Lrnum minimaal is, met 

andere woorden hij kiest d:Le strategie, waarvoor max M x,y mini-
x 
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maal iso In ' is m~x 5, 
max 

X 
het 

ons geval 

1 en max lvI x:) 4 

wordt bereil{t X -J voor y ~-· .. 

3; het minimum over y is dus 1 en 

Men noemt deze methodeJ waarbij men het 

maximaal mogeliJke verlies minimaliseert de minimaxmethodeo 

In het voorbeeld is max min M x.,y =1 e11 min max M xDy =1o X y ~ y X ~ 

Speler I kan er dus voor zorgen} dat hij minstens f 10-- ontvangt 

en speler II kan er voor zorgen, dat I nie•~ meer dan f 1o-- krijgto 

Er kan dus geen strategie voor I bestaan, die hem een hogere winst 

garandeert dan f 10--~ zodat dus iedere strategie die de mogelijk­

heid geeft op een winst grater dan f 10-- ook de mogelijkheid van 

een kleinere winst inhoudto Voor II gelden soortgelijke overwegin­

gen en men kan daarom zeggen dat de strategie~n 2 voor I en 3 voor 

II in dit opzicht optimaal ZiJno 

Voor spelen, waarvan de winstfunctie M x,y de eigenschap be­

z i t ., d a ·t; 

m~x min M X; y y 2.1 

is, kan men op de aangegeven wijze dus redelijke strategie~n voor 

de spe lers cons tr·ueren O ,_,.·1 J noeme n de corre sponderende s tra tegieen 

de optimale s trategiee·r1 va.11 I en II .. 

Het kruis of mu1--it--spel 

Dat niet alle winstfunc-~ies aan de relatie 2o1 voldoen 

kunnen wij illustreren aan de hand van het kruis of munt-spel. De 

spelers leggen hierin onafhankelijk van elkaar een munt op tafel. 

Blijken beide munten met dezelfde kant bove11 te liggen, dan ont­

vangt If 10-- van II~ terwijl in het andere geval II f 10-- van I 

ontvangt .. Beide spele1~ls 1cunne·t·1 1·n dit spel ui t tv,1ee strategieen 

kiezen, nl .. kruis of 1nunt bovenleggen~ De winstfunctie is vermeld 

in tabel 2 .. II., 

~L1 abe l 2 o II 

l; ins tfunc tie j_ r1 l1e t krui s of tnu11·:.: -s pe 1 -- ______ ...,::.__ 

' 

·-.... 

II I 
K r.1 • 

I 
I i 

I 

-- - - ' _..,.,.... ... 

T\ I 1 --'1 I --
! 

M -1 '1 • 

• 
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In dit spel is max min M x,y --1 en min max M x,y --+1 en er 
X y y X 

geldt dus: max min M X;Y < min max M x,y .. 
X y y X 

Wij bewijzen nu de volgende stelling: 

Stelling 2.,1: 

ZiJn X en Y twee gegeven verzamelingenJ ZlJ f xjy gedefini­

eerd voor x c:, X e11. y € Y en bestaan max tnin f X:1Y en min max f x,y :; 
X y y X 

dan is 

I? .. e ~ ?.- j ~- .. : 

. 

min y 
L • 
-=--=- m J_ n y max 

X 
rn_ X. -y 

~' 

Voor iedere x uit X en iedere y ui~ Y geldt 

min f x.,y ~ f x,y -§max f x;)y 
y X 

.. 

Vergelijken wij nu en max f x 1 y; dan zien wij; dat in 
X 

m·n f x::,y ~ max f x, y 
X 

het lir1kerlid onafhanl{el1jk is va11 y en het rechterlid onafhanke­

lijk van x .. Bovendien geldt 2D4 voor iedere waarde van x en 

iedere waarde var1 Ye De ongelijkheid blijft daarom juist als wij 

het maximum over x en het minimum over y nemen en dus is 

max m ·· n f x c; y :::: min max f x ,, y 
X ~ ., y X .. 

.. 

\\fij passen deze stelJ.ing toe op de wir1stfunctie M x;)y o 

t·!anneer 
X y y X 

x,y met 

VG, dan geld·~ dus voor ieder spel dat aan de in stelling 201 ge-

noemde eisen voldoet 

L. \) -· G 0 

Dit wordt gefllustreerd in figuur 201; I kan er voor zorgen 
~ 

dat 

B e __ s:l .. ~ a g d a t .. ~. o !1 t v ~ .. ~:-i_g Jc 

In een geval zoals het voorbeeld in paragraaf 1, waarin 

het voor I dus niet 

de 
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max min strategie voor I een redelijke strategie iso Hetzelfde 

geldt voor de min max strategie voor IIo Voor dit type spelen heb­

ben wij dus nag geen goede oplossing gevondeno 

Een variatie op het kruis of munt-spel is het spel, waarin I -
eerst zijn munt moet neerleggcJn en II pas) nadat hij gezien heeft 

welke strategie I heeft gekozeno I kan weer lciezen uit twee stra­

tegie~n, doch II heeft meer mogelijkheden gekregen, omdat hij zijn 

strategie kan laten afhangen van hetgeen I heeft gedaano Geven wij 

kruis aan met K 3 munt met M er1 stelt i 2 j de strategie voor van 

II., waarbij hij i kiest als I kruj_s bove11 legt en j als I munt bo-

ven legt 5 da.n kan II 1ciezen uit de strategiee11: K.,K, K,M :J 

M,K en M,M o Als er gelijke zijden boven komen te liggen ont­

vangt If 10-- van II en anders II J 1a-- van Io Tabel 2oIII bevat 

de wins tfunc tie va.1-1 di.-i.: spel O Hier geldt vJel max min M x, y 
X y 

m·n max M x,y; de waarde van het spel is -10 
X 

Tabel 2.III 

Winstfunctie in het kruis of munt-spel met spionneren 
' 

' ' ' 
II I 

l 
, 

T ,- ' ~ Ivl, I ,. 
' , 

' T( I( M I{ M M , . 

J. \. ' I ' .L :) :; .) ' ' ,; 

' • " ' ' ' i 

' 
... .... ~ ·-··-..... •·- -· ... , ... ,,., -•• -.~ .. • -••• "•••q-"•• , .. ,.,,_,_,e_ Ct ........ -.- ·-•-·-· ·--~•-•---•-·--·· .. ·····-· -._.. .... ___ ,.,,._. -- _,,.,,..., ·- .. "-,.,. .................... _ - ... - ... -~ -----~£--- .... ~-----·-••·--~-~-

I{ 
j 1 1 - 1 -1 
' ' ' I 
I 

M I 1 1 1 1 - -
l 

• 

In vergelijking tnet het gewone kruis of munt-spel is de situa­

tie voor I slechter geworden, want II kan z6 spelenJ dat I steeds 

f 10-- aan II moet betaleno Dit komt uiteraard doordat II volledig 

is ingelicht over hetgecr1 I heeft gsdaa110 Doch ook in het kruis of 

munt-spel zonder spionneren loop·t I het risico~ dat II in een reeks 

van spelen de speelwijzej die I toepast; doorziet en dan kan II 

steeds zijn winst maxin1aa1 maken door het tege11overgestelde te doen 

van wat I speelto Hetzelfde risico loopt ook de tweede spelerQ Het 

is daarom voor beide spelers van belang hun strategie voor de ander 

te verbergeno Zij kunnen dit doen door in achtereenvolgende spelen 

op niet-systematische wi,jze K of M boven te leggeno Een hulpmiddel 

hiertoe is een kansmechanisme, dat voor ieder afzonderlijk spel met 
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een bepaalde kans aangeeft of K, dan wel M gespeeld moet wordeno 

De spelers kiezen dan niet rneer een strategie voor ieder afzonder­

lijk spel, doch zij kiezen de kansverdeling, volgens welke de 

strategie in een bepaald spel wordt aangewezeno 

Alvorens hier dieper op in te gaan, zullen wij dit principe 

uitwerken voor het kruis of munt-spelo Stel dat I een zodanig kans­

mechanisme kiest, dat de strategie Kmet kans aoptreedt, de stra­

tegie M du.s met kans 1-a, en dat II een kansmechanisme kiest, zo­

danig dat de strategie Kmet kans ~ en de strategie M dus met 

kans 1- optreedto Aangezien I en II de strategieen onafhankelijk 

van elkaar kiezen bedraagt de kans dat beide K kiezen a,,~, de kans 

dat I K en II M kiest ex, 1- i de kans dat I M en II K kiest 

1- ex, v en de kans dat beide M kiezen 1- a. 1- o Als de winst-

functie per spel de in tabel 2oII vermelde is 3 dan is de winstver­

wachting voor I dus 

• 

Ook in dit spel kan I nagaan hoe groat de winstverwachting is, 

die hij minimaal heeft voor een bepaalde a. en dan ex_ zodanig kiezen 

dat deze mini1nale winstverwacr1ting maximaal is. Hij moet dan bere-

kenen voor welke waarde van a de functie min ex,, het maximum 
bereikto Nu is 

2 ex. -1 -voor 2c:x, -1 L 0 
.. min " --- min ..,.._,,.., 1-2 ex +2 ~ 

,._ . 2 ex. -1 2.7 
-

1-2a., voor 2a-1~0 
• 

en dus is 

ma.x min .. A{j et , 0 2.8 
a. 

een maximum dat bereikt wordt voor =½ vgl. fig. 2o2a 0 



- 13 -

1 

I 1 
. .. ,; 

L. j o --"""·-- ... ~_" ______ ,...~-······~- ·r-·---,------ ------•------· -- i 
I 
l 

I 
I 

I 

' • 
I 
I 

' , 

I 
• 

I 
,1 ,1 

- I ... 

! 

I 
I 
I 
I • 

' / 

I 
' 

, 

I i 
.I -, i 

I , , : 
/ I 

i' •. I 
,' ', 

f • • 

/ 
I ' \ 

\ 

\ 

I 
I 
I 

\__ I 
', 

' 

i 

l 
l 

rnax 

0(, 

"' - -- - ·-- --"'-' ' .. - -·-

I 
' I 
I 
l 
l 
l 0 ,., .. 

l 

l 
l 
' I 
i 

l 
l 
! 
' • 

' 

.• I 
·- I -t· 

I 
' 
I 

I 
l 
' I 
' 

, 
, 

. ' , . . . . ~ 

figo 2.2 ♦ 

De functies min \M ~J 

~ 
en max ,.,A/( 

;_ .. __ 

/ 
I 

,, 

• 

( 

~- ....... -- ----- ,.,-, - -­
' 

,1 

I 
,/ 

,! 

I 

, ' 

/ 

' 
I 

/ l 

I I 
I 
' ' 

j 

l 

' 

' 
! 

J~: v e 11.z o z a 1 I I e er s t max ,,,KJ ex, , (:, 
ct \ 

bepalen en vervolgens 

danig k~ezen dat deze functie maximaal is. Uii~ 

1-2 ;, voor 2 -1 § 0 
·-

max ,}{{ tx 5 :.: 

(X 
1 - 2 ~, +2 0v ( 2 13 -1 

\ 

--
2~-1 voor 2, -1 ~O 

v o lg ·t min max ")( a, ;) r::, -·C) 
ex \ 

V O' ., f) l~ g 2 r,.b c:.)l... ) 0 -oC.. Q Voor dit nieuwe spel 

zo-

waar1n e spelers via een kansmechanisme bepalen welke van de strate-
gie~n K of M zij in een bepaald spel spelen~ geldt dus dat 

I " f. 

max r11in Jt a.,:, ~ -- rni n max J·1.., O{, 
3 

•. ·1 ~ 
.. - .... ..., 0 

()l -,---1,,..,,J 

........ e s trateg~ieen _ e11 ex, va.n di t nieuwe s1Je l warden ge~e n,€2d~ 

strategie~n genoemd van het oude kruJ_s of munt-spel, omdat zijJ 
,,, ,,. 

tenz1J a en ~ r1ul of een zijnJ ertoe leiden dat de spelers soms 

IC ✓ sorr1s Iv1 spele11 .. Door zo 1 11 get11e11gde strategie toe te passen kan 

I de ivinstverv,rachting c1~i_e l1i~J in ieder geval l{an bere_1_l-<:en
3 

verho­

gen van -1 tot 0; II kan door het toepassen van een gemengde stra­

tegie belet·ten dat de wins1.:verwachting va.11 I groLer is dan nul., 

Hieruit volgt dat iedere gemengde strategie van I 5 die de mogelijk­

heid opent tot een winst) die gemiddeld grot:er J.s dan O.? ook de 

mogelijkheid inhoudt van een winst die gemiddeld lager is dan nul$ 



- 14 -

Zo kan de winstverwachting van I positief ziJn als I in gemiddeld 

een derde deel van l1et oan 1cal spelen I( speel t ex =1 3 J doch ook 

negatief; dit zal afhangen van de waarde van., die II kiesto Wij 

kunnen daarom zeggen dat de gemengde strategie ~ 1 voor I opti-
1 maal iso Op geheel analoge gronden kunnen wij de strategie 2 

optimaal noemen voor IIo 

Vervolgens zullen wij voor willekeurige twee personen nul­

spelen onderzoeken wat de konsekwenties zijn van het invoeren van 

gemengde strateg1e~n. 

Daartoe nemen wij ann dat X de verzameling van strategie~n is 

waaruit I kan kiezen. Een element hierui•t geven wij aan met x. Een 

gemengde strategie Z voor I is ee11 l(ar1sverdeling op de verzameling 

Xo Evenzo is een gemengde strategie ,,oor II een kansverdeling ~ 

op de ruimte Y van strategie~n 5 ~,aaruit II lean kiezenq Voorlopig 

nemen wij aan dat X e11 Y slech·ts eindig veel elementen bevattenq 

De kans waarmee het element x gekozen wordt kunnen wij dan aange-

ve11 met x en cte 1•~ans ivaarmee het element y gekozen wordt met 

n y. Moet II, wanneer Ix en II y kiest het bedrag M x,y aan I 
I 

betalen, dan is de w1nstverwachting voor I, wanneer I de gemengde 

strategie ~ er1 II de gemengdc strategie r speelt.9 gelijk aan 

;-· 

X y 
y 

De spelere k11nnen nu de te kiezen gemengde strategie bepalen 

op dezelfde wi.Jze als in de voorafgaande voorbeeldeno De eerste 

speler zal d2n voor iedere gemengde strategie bepalen hoe groat 

het minimum van de winstverwachting is en dan die ( kiezen, waar­
voor 

~ I.,: ., ?." 
max min .,,1(., c; ✓ r· 

½ r; 

en k1est die ·, waarvoor 1 
r wordt bereil{:t" 

4 '\ 

~venzo kan II die~ 
l 

l{1ezen:; waa.rvoor l1et n1aximu1n over 
is; de bijbehorende winstverwachting van I is dan 
------------

minimaal 
• 

1 Omdat 
vJorden 

en r1 lca11sverdelingen zijn op eindige 
alle extremen oak werkelijk bereilcto 

verzamelingen 
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\J :::::.; m :L n 111 ax , 
(-~. • J. <, 

r) f=-

2 .12 

~! i j gaan nu na wat het verband is tussen G'vG, ren ~r· 
Daartoe voeren wij nog een nieuwe notatie in. Speler I kan voor ~ 

/ ,, 
de kansverdeling kiezen, die met kans een de strategie x aanwijst 

0 

en de andere strategie~n dus met kans nul. De winstverwachting be-

wij schrijven X y 
o' 

met een v-1i lle keurige 

~ Voor de winstverwachting die correspondeert 

kansverdeling = voor I en de kansverdeling, 

die met kans 
., .,,. 

een strategie y aanwijst voor II, schriJven wij 
0 

L M X~Y 
X 0 

Wij bewiJzen de volgende stelling: 

Bevatten de verzamelingen X en Y van mogelijke strategie~n 

voor I, respectieveliJk II eindig veel elementen 3 dan is 

en 

max 
~ 

pewiJ~ .. _: 

Voor iedere 

• 

• 

• 

.. 

max 
X 

en 

--- . -·-

.. :; y en L -- 2.13 

en --

·Y > ., y • 

Omdat deze betrekking voor iedere geldt; is zij ook juist voor 

over r; en dus is 

:::.. mi· n v -:--.~- ~ JI i 
y s !) I 

Onder de verzarneling van alle mogelijke 

die met kans 1 een bepaalde strategie y 

iedere y volgt 

,,.,, . 

::-: J '-'1 

0 

1 s vallen ook die 

aa 1--ivJ :L j z en., iv a arui t voor 



en dus 

min JC ~, Y) 
r, 

.. :: min 
y 

I.,( ~ Jrl,: ' y . ., 

Uit de combinatie van 2o15 en 2o16 volgt 

:; y 
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2 .16 

waarmee het eerste gedeelte van 2o13 is bewezeno Wanneer wij voor 

de kansverdeling substitueren, die met kans 1 de strategie x 

aanwijst, dan vinden wij 

f ,1 }C :, y ::~-= tTl i r1 
11 

Deze betrckking geldt voor iedere x en dus ook voor het maxi-

mum over x, zoda.t geldt 

max rr1in M x~y X y ., 

~ 'l 

1nax 
X • 

verge-
(> , 

min over alle verdelingsfuncties ~ op de verzameling X. 
t' 

Hieronder komen de verdelingen voor die met kans ~~n een bepaalde 

x aa.n1f1ijzen" DJ.t betelcent da~.: voor , .. , de functie tnin utC ~,....... ge-

" ' ,,,.. 
e1--i dus is 

Het tweede deel van de stelling wordt op dezelfde manier bewe-

zen. 

Deze stelli11g heeft men niet alleen nodig voor het berekenen 

van optimale oplossingen) rnasr wiJ kunnen er ook het gezochte ver-
.,..._ "\ 
\ 

voldoet aan d(J voorl·1aa.rden genoei1-1d in stelling 2 o 1 en dus is 

m-::i"" ... 11·Ln .I/· 
1 c-;_ 4'\. l • , l 1 r..11 l, 

L , 
= tnin max I 

~ f) 11 l;. 

\. 

of 

Samen • meL stelling 2o2 volgt hieruit de betrekking 

\JG 0 

Hieruit blijkt dat de verwachting van de winst die I in ieder 

geval kan bereilcen door het toepassen van gemengde strategie~n wel 
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hoger, maar nooit lager kan warden. Evenzo kan II met behulp van 

gemengde strategiebn bcletten, dat de verwachting van de winst die 

een bedrag dat l<leiner of gelijk 

is aan spelers 

teren door gemen~de strategle~n toe te passen is reeds gebleken in 

het ccrdcr g(Jl'"lOCrr.c.3 t{rUi[3 of m1,1ni:-spelo Ongelijkheid 2o17 leert 

0 n S b O Ve n d l., , .. ,, 1 3 ~ - , ,. ,...., -. r 0' ·•::i ,, -:::i 11 e n ..... t ,' 1. • ! -L ,.. '..; .' -·" 1,..,1 U .,.:.. C ' . - .9 ~\r a ;.1ri n oak r 
a 

lS o 

He t i r1t~.:oduc2:r(J11 \TDn geme ngde s tra tegiee·n is nu da arom van vee 1 

belanrr 0'";-1(1 ~ 1c- 1·1r,n r1 ' ,,0· 1 ("T',")•1de "''< tc .. 7 .., " rr- l,r''.Jn br-i 1"Jl" J~Zen · -'· b • • • · ·• Q I ,_ t t.., Ii _._ '-~ \ _, l -· ;_) \..., -~ .J. l n (..) I; - (:,..l _,. V' - 0 

Stell ..:: rr" fJ "). 
,-r - ' J L- a _, .. --- --- --- -·--- - -

In ie~c~ eindig twee perso~e11 nulspel 1s 

e n b (: z i t t~ e i'l cl e f.J lJ e l c I 1 s o p ·t : L rr1 a 1-~ s tr a Jc e g i e e n I) 

ste11-1_11[-:G ce l1 0of1dstellj_ng van de spel theorie o ---- -
. " . l _;_ 'l I ., ' 7 ' l J.·' ' e· 'l -. P r "'.:J 'r1 . - 0 .':: . - ..... i r, 

/ J , ) \.., ·" \. ··• L V ·~, .. l, \. ~ ,. IJ 7 1·1 c• -!·· \ r '~ r T.' ~ C h .J - ]~ n 0' 
11 _ .,. u \., . -...; . VV C-. . LI -·· t·-;., J 'IV aa.rvan I zich in 

\/. a 1 1: J. n -.:_re :;_,, z c i.: e :.:··en g P 1. j_ j 1,c ~'- r:) a a. n de v e r 1 i e s v e r vJ a c ht i ng , 

ieder ge­

die II 

hoogstens bchoeft te ncceptc~ren., Op grand van deze stelling kun-

~1 e r1 1· 1 i j c~ l~ s o o v.: C) 1:J t i 1·:1 D 1 e o ~1 J_ o r3 s in r.; e n v· in c1 e n v o or e i n d i g e s p e 1 e n J 

l<ruis of munt-spel is er een voor-

H~i~ bc\.,Ji~JS ,,·E111 dcze stelling \ 7 ergt nogal wat voorbereiding en 
7. '.:"'l 1 (l ~ a y, 0 :~n "'.:) C ii-:- 1".:l -..-,1 1 ' ' C' (:i i. - ( 'r: C'.1l r:l •--i - u . <... .... • o j. 1 .) · ., .J. V ~ L. · _ ~ 1 u "-' ! 1. gel2teno Duidelijke bev1ijzen zijn 

onder anGere • ·, n u '-. .J 
·i l·'\ ,1l,;:.i 
-·· I. '- I._, 

Tot 11l·t top ' , .,, 

:1 r'1 r"" ....., . l. ~:.: i.J i., ' , J.. ! 

S". n l'.:l 7 c·-i '~ b r·· cl a ·r-. . ,r p ,., ! ·J "'.'l :-1 r i" 1-i '\,l' ,._, t ' '-"' -- L J. ..,. "' 1o1 ....... l ,. L · .. , :. 1 J ,j 1 (~J. (_ . .. . .L ~l \.. 

1 · r ,L.. . '.' 
' ' • <) 

' . 
f7 l - , . .., ... , u ... ... 0 

tot spelen waarin X en Y 

eJ_etrenten bevo·tteno Men kan echter ook 
'.:) I f. '' .:, 1 " )' l; n ,1 o . . 1_ o 11 e .L n (. i t.:::> veel elernenten bevat-
' " ~oepassingen een voorbeeld geven waarin 

- 1 

c:11('.?:L· l:r:;~?[.:.:-:.lde \ 7 00l'V'J3arc1en.i c1:1-e j_n lJ~~3l<:tij1~problemen vrijwel 

steeds \r~·_r:\r1, __ l_c~. ~~-~:i .. ,-.1·1,. s··r ·11 c:,c.in de -.. t~·, 1 · r-1 0 2 3 k 
.., V ,. -., ' ,,·; .• ~l,-:; ~-.J .,-:_; ..1 1nge11 C: 0 r e11. 0 00 voc:r 

.... - - ............ ·- ........ 

1\1 ( ) .l . .,, I<INSE~, Introductio11 to the 1'heory of Games, 
:[ 0 l,., 1-<: ( '19 5 2 • 

Mc GravJ 

,S. VJJ.,.JJ);.0i:; T::,:o~:y of Gan1es an 1~ ~L:i.11ea.r Programming.9 Iv1ethuen and 
Co r s ., Lon de r 1 "19 5 6 " 
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strategische spelen, waarin X en Y niet beide eindig veel elementen 

bevatteno Wij zullen hierop nie•t nader ingaano 

Voorbeeld 2.1 

!ioewel de speltheorie vooral ontwikkeld is met de bedoeling 

economische conflictsituaties te onderzoeken) zijn de meeste toe­

pass·.Lngen te vinden i11 de l<:ri Jgsvi1etenscl1ap1Jen o Een reel-cs art i ke len 

hierover is gepubliceerd in Operations Research, het tijdschrift 

van de Operations Resea.rch Society of f11ner·ica. Zeer instructief 

is een artikel 

De auteur vergelijkt hierin de wijze van beslissingen nemen 

bij militaire operaties, zoals deze is goedgekeurd door de Ame­

rikaanse Gezamenlijke Chefs van Staven met de oplossingsmethoden 

van de strategische speltheorie. In principe kan een bevelhebber 

de situatie analyseren en zijn beslissing nemen op grand van het­

geen de tegenstander in staat is te doen, of op grand van hetgeen 

hij vermoedt dat de tegenstander zal gaan doeno De eerste is de 

officieel goedgekeurde methode, aangezien de bevelhebber volgens 

de instructies die acties moet uitvoere11, welke gezien de mogelijk­

heden waarover de vijand beschikt de grootste beloften tot succes 

geven. De getnstrueerde analyse-methode bestaat uit vijf stappen 

en staat bel{end ond,er1 c1e naam 11 J~s tima Jee of the Si tuat ion 1
' 0 Aan de 

t1and van twee voorbeelden, ontleend a.an de Tweede Wereldoorlog laat 

c1e f:3c.hr~ijver zien dc1t bil-J de 11 Estimate of ·the Situation 11 en bij de 

speltheorie dezelfde overv,egingen gebruil{t wordena De speltheorie 

leidt in deze gevallen da11 oak tot dezelfde beslissingen als de 

door de bevelhebbers genornen besluiteno I11 situaties waarin beide 

1r1ethoden inderdaad dezelfde over1 weginge11 ge1Jruiken is de speltheo­

rie superieur, aangezie11 deze j_n tegenstelling tot de andere metho­

de een proc~d~ aangeeft 0111 de optimale oplossing te berekenen. 

Ter illustratie ztillen wij t1et eenvoudigste voorbeeld hier in 

het kort behandeleno Het betreft de slag in de Bismarckzee. Een Ja­

panse transpor>tvloot n1oest in februari 1943 varen van Rabaul op New 

Britain naar Lae op Nieuw Guinea en kon hiervoor gebruik maken van 

de route ten Noorden van New Britain en de route ten Zuiden van het - -- .... ... ..... ,.,.,_. - -
1 OoG·o H/-\Ylf!()QD Jr!, fflilita.ry Decision and Game T1heory, JoO.R.S • .A ... 2 

1954 365-3850 
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Op welke wijze 

men bepaalde statistische problemen kan formuleren in het kader van 

de speltheorie wordt in de volgende paragraaf in het kart beschre­

ven. 

3. Statistische spelen ·-----
Spelen waarin de natuur op·i.:reec1t als 'itegenspeler 1

' van de 

statisticus noemt men wel statistische spelen 1'statistical gamesrr 0 

~Jeliswaar kan de natuur niet beschouwd warden als een tegenspeler 

die de statisticus zoveel mogelijk afbreu\.c tracht te doen, maar 

toch verkriJgt men een beter inzicht in allerlei problemen wanneer 

men de situatie vergeli,Jl{l rnet die in ee11 ti111ee personen 11ulspel. 

Hierin late11 wiJ de natuur de rol van de eerste en de statisticus 

die van de tweede speler vervullen. 

De statisti.cus behoeft nJ_et zonder enige informatie omtrent 

de toestand var1 ZiJn tegenspeler een beslissing te nemeno Als hij 

vJeet dat ee11 bepaald kentnerlc 11ortnaal verdeeld is; maar het gemid­

delde en de spreiding va1·1 die ·\1erdeling 11iet l{ent, dan kan hij 

hierover informatie kriJgen door het nemen van een steekproefo Wij 

beschouwen nu de mogeliJke waarden van de onbekende parameters als 

de zuivere strategie~n van de natuur. Deze verzameling wordt aange­

ge,1en rnet I'L e11 een bepa8.ld element eruit met w. In het zojuist 

genoemde geval van eer1 nor1nale verdeling met onbekend gemiddelde 

✓ en onbel{ende spreid1.n2~ a~.) vorme·n alle grepen I'-{.., o- de elemen-

i: e 11 v a n n o Is \rv e 1 de s pre i d i 1,1g 1:i e ~,c end , n1 a a r n i e ·;.: , d an bes t a a t 
n uit alle ree'le getaller1 .. 

Het resul taat va11 de steel.-c1Jroef geve11 v\JiJ aan tnet de letter 

z en de verzameling vat1 alle denlcbare resultaten met Zo Met ieder 

eleme11t w ui t n corre spondeer-:t een be pa.a lde l(a11sverde ling p z w 

op Z; zolang Z eindig of aftelbaar veel elernente11 bevat 1 geeft 

p z w dus de ka11s aa11 dat het resultGat z optreedt) wanneer de 

natuur de strategie w speelt. 

Laat de statisticus kunnen kiezen uit de beslissingen a 1 , a 2 j 

... ; samen vormen deze de verzameling Ac BiJvoorbeeld kan A bestaan 

~----- .... ---
1 Men vergelijke bijvoorbeeld: Mo S ~IK 5 Strategy and Market 

Structure, Wiley and Sons, New York 1959 o 
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aanleiding van het steekproef-

resultaat z kiest de statisticus een element uit A, moa.w. aan ie­

toegevoegd en de statisticus der steekproefresultaat wordt een a. 
l 

kan nu bepalen hoe deze toevoeging zal geschieden6 Hij kiest dus 

een functie d, welke biJ ieder element z uJ_t Z een bepaald element 

dz uit A aanwiJSto Het is heel goed mogeliJk dat de functie d 

voor verschillende elementen uit Z hetzelfde element uit A aan­

wiJst. Een dergeliJke functie noemt men ee11 besl.~ss.~_:n,e;,s,,f_~r:ic,,:t~-~,.• 

De verzameling van functies d waaruit de statisticus kan kiezen 

geven wij aan met D .. In figu1..1r 3 .1 zj_jn de betre1ckingen die tussen 

de ingevoerde grootheden bestaan, schematisch aangegeven. 

W€0.L 

d €, D 
zsZ · >a€,A 

f' i f?z;U 11~_.,, .. 3 .. 1, 

1-Iet ver·band ttlsse11 0 3 Z, D en A 

l{et verli.e~1 (i.a·t men li tJdt indien et.) ~juist is e1"1 de beslissing 

c1 v\/ C) rd t g e no r11 e 11 _, r1 o e rn e r1 11 ~1. tJ L U) 5 a ;) de v e r, 1 i e s fun c t i e C, In de p 1 a at s 

·v7 El r1 L u) ;, a s c l 1 r i ~i f) t: 111 e n o o 1( i•J e 1 L c.1..1 ) d Z om he t verb and t us s en 

l1et verlies en c1e e~el{ozer1 besliss~Lngsfu11ctie d tot uitdrukking te 

b re c1g e n .. De ,; er 1 i e s v e 11 v-1 ,.:l cl 1 t i ng v o or de s t at j_ s t ~'- c~ us b i j de 

strategie w van de natuur en de beslissingsfunctie d noemt men 

de l"lsicofunct:Le () U> ,/d ; hiervoo1~ geldt 
' 

.. 

VergeliJken wiJ nu dit spel tegen de natuur rnet het gewone 

s t r1 a. t e g i s c 11 e s p e 1 ;, d a 11 ~::: i e 1·1 ~.,1 i. J c1 a !c de ru i rn t e :<: v e r v a n g e 11 i s door 

d e r "Ll i m ·i.: e va1·1 cle 011bel<:er1de f)aratnetervJac1.rde11 e11 de ruirnte Y door 

de ruitnte D var1 beslissingsfunct1es; waaruit de statisticus kan 

kiezeno De functie M x,y die de winst voor de eerste en dus het 

verlies voor de tweede speler nangeeft is overgegaan in de functie 

\? u...> ~ d .. ~~ o i.tJ e 1 i:i. a. l s D z :1. ,j 11 d ·l,l s 11 u i mt e n van z u j_ v ere s tr a t e g i e en o 

Da.t de f"L1nctie ~ w ,d r1ier in tege1--istelling tot l\1 X;;Y toch de 

vorm van een verwachting aanneen1t; komt doordat ee11 zuivere strate­

gie van de natuur ee1'l kar1sverdel ing voor l1eJc steelcproefresul taat z 

vastlegt o 

Ter illustratie van de ingevoerde begrippen geven wij het vol-

gende voorbeeldo Men heeft een partij goederen; waarvan men door 
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middel van een steekproef van de grootte n wil schatten, hoe groat 

de fractie defectieven iso 

In di t voorbee ld best aat .0 .... ui t a lle ge tallen tussen O en 1, 

de waarden die de onbekende fractie defectieven in de partij kan 

bezitten. Het aantal defectieven in de steekproef kan O, 1, ... ,n 

zijn en deze getallen vormen dus de verzameling Zo De kansverdeling 
• p z. w ,, 

lS 

l 
p z \ w n z 

z 
1 _ Gll n-z 

i 
• 3.2 

z -· .. 0 :; 1 !) • • • ; n 

De ruimte A bestaat uit het interval O ~ a ~1. ~tlaarin a een schat-., 

ting is voor de onbel{ende fractie Wo Een beslissi1--igsfunctie die 

men kan kiezen is b.v. 

z -- - " --· 
r1 " 

r·r1en neet11t dan als scl1atti11g va11 de fractie defectieven in de partij 

de fractiej die men in de steekproef heeft gevonden. Een andere be­

slissir1gsfunctie, die men zou kunnen kiezen is 

a., ( 7 1\,;._J 

z-1 
11 

V rOQr 1 L. Z L~ n -4 :_ i. l. :; 

v o or z :::'.'.: C) • 

Is bovendien gegeven dat het verlies, dat men liJdt evenredig is 

tnet het kwad1..,aat va11 he·t verscl1il i~ussen de geschatte en de werke-

liJl<e fractie defectieven in de partij, dan " lS 

L (..1l' a .. -. l{ U.\ - a 2 
' 

en de risicofunctie dus 

n i:1 
2 ~ z n lJ.Jz W,d L U.) ,; d w > 1{ U) 1- w .,.,_ ~ 

L z p z ~- ·~ -- ,:,, , .. - 0 n z 
Z- --0 ry ... ,--o 

LJ --

3 o5 
1'1 

k 2 l<: le<» ; 1·1 ,..,, 
11-Z Li '1 - (.J_) 1- U; '1 -r7 c..un (_U -- 11 (,t) _..,,r. w -- L, - ~~ ....... - 2 2 C' z n z --- J n 1'1 

• 

Opmerking 

n-z 

0 

1r!ij hebben hier bij het opstellen van de risicofunctie geen 

rekening gehouden met de kosten, die verbonden zijn aan het doen 

van experimenten. Dit is juist 1 wanneer de omvang van de steek­

proef van te voren vaststaot en de kosten onafhankelijk zijn van de 

-· -··-t 
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uitkomsten der experimentenQ In de meeste gevallen is aan deze 

voorwaarden echter niet voldaan en dan moeten oak deze kosten in 

de risicofunctie Worden opge11omeno 

Een gemengde strategie var1 de natuur is een kansverdeling op 

f-2.; men noemt deze wel de a priori verdeling op de ruimte van moge­

lijke parameterwaarden. Een gemengde strategie voor de statisticus 

is een kansverdeling op de ruimte D van beslissingsfuncties, waar­

uit hij kan kiezen. BiJ deze gemengde strategie~n gaat de verlies-

verwachting van de statisticus over • in 

vJaarin c U) L.. ..., ,., 

i~iJst en d 

d 1<:ie st • 

0 
' 

de kans is, waarmee 

de kans waarmee de 

(D -' d c1 3.6 

de natuur de strategie w aan­

statisticus de beslissingsfunctie 

Zadra de statisticus de functie E) ~) ) ll kent, zal hij zich 

afvragen, well{e strategie 1 voor hem de beste is. Om dit te onder­

zoelcen heeft hij een n1aatstaf nodig, d.,WaZo een criterium, ten op-

zichte wa2rvan hiJ ee11 optimale strategie kan kiezeno 

Aar1gezien het gelukt is het probleem te gieten in de vorm van 

een strategisch spel, ligt het voor de hand eerst na te gaan of het 

~1inimaxcriterium een bevredj_gende oplossing geeft. In tegenstel­

l111g tot ;speler1 \11aarin de l)ela11gen van de spelers diametraal tegen­

(JVer ell{E1ar staa11.,, :.1.s d~Lt criterit:tm hier niet zo goed en l{an het 

tot zeer merl{1J1Ja2rdige ko11set{\1Jenties lei den .. DJ_ t komt doordat men 

niet kan aannemen dat de natuur trac11t de statisticus zoveel mo­

geliJk afbreuk te doen 3 terivijl bij de minimaxstrategie de beslis­

s1ng gebaseerd wordt op de rr1eest ongunstige strategie van de natuur. 

Een voorbeeld kan dit verduidelijkeno s-~el dat een partij goe­
deren aan de kwaliteitsej_sen voldoet wanneer de fractie defectieven 

~w0 is en anders niet. De fabrikant keurt de partijen voordat ze 

warden afgeleverdo HierbiJ zal hiJ weinig onJuiste beslissingen ne­

men bij zeer goede en zeer slechte partiJen4 De natuur kan het nu 

de fabrikant r'moeilijk mal{en 11 door veel partiJen te fabriceren, die 

tegie gaat de statisticus nu uit van een a pr1.ori verdeling van 

aan defectieven worden gemaakt. In werkelijkheid beschikt men door 

ervaringen uit het verleden wel over enige voorkennis omtrent de a 

• 
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priori verdeling op o. en doordat hiervan bJ.J het minimaxcriterium 

geen gebruik wordt gemaakti faalt dit criterj_um. 

Een beslissingscriterium) waarbiJ dit wel gebeurt is het 

criterium van Bayes@ HierbiJ gaat men er var1 uit dat de statisticus 

de kansverdeling _ op D. 2 die de natuur gebruikt volledig kent. Het 

risico van de statisticus, wanneer hij als strategie de kansverde­

ling ,...... op D l{ies t is dan de verwa.cht ing ... van w , ten opzichte 

van de kansverdeling ..__, dus 

Q ~ J 

'-; "·--
, 

. ... .,._L --. U) 
0 3-7 

Hij zal dan die zuivere of gemengde strategie ~O kiezen, waarvoor 

de verwachting van minimaal iso 

9p,l_ossing, met betrel{l•:ir1g tot de a priori verdeling 

De ze met r1ode 1 fl ide 11t J_e1{ aan de in paragraaf 1 

• 

behandelde 

methode en zal dus tot goede resultaten leiden onder de aan het 

eind van die paragraaf genoemde voorwaardenQ De a priori verdeling 

~1oet inderdaad bel{end ziJn~ Bij veel problemen op het gebied van de 

l{1vc:1l~i.i~e .. L·t:3·tJet1eers:Lr1g is dit zo en ka11 rr1e11 bijvoorbeeld de momenten 

de a priori verdeling schatten uit aa11wezig waarnemingsmateriaal, 
··1 .• • 1 
, -- ''Yl iTI 1 ·-r e a· t 1 1 · e u r -. ,) l.1 l :i. t::i ,,. -t ~,, S verdedigen ook het gebruik van Bayes-oplos-

singe11-' 1vva11.r·1eer de a y)riori vcrdelir1g allee11 l1et subjectieve oor­

deel ,,a11 de onder,zoel{er bescl1r~L~;ft .. Bayes-o1Jlossingen hebben dan 

het bezwaar dat zij in dezelfde situatie tot geheel verschillende 

resultaten kunnen leiden; wanneer verscl1illende mensen deze situa­

tie verschillend beoordeleno Men kan dan als statisticus alleen 

een uitspra~1k doen van de vorm: indien Uw beoordeling omtrent de --
a priori verdeling 

procedureo 

De co11clusie is derl1alve dat het opvatten van statistische 

problemen als spelen tegen de natuur weliswaar het inzicht in die 

problen1en verdiept:, maar :Ln het algemeer1 toc1'1 v-Jeinig nieuwe gezichts -

punten biedt om -te komen tot praktisch bruikbare oplossi11geno De 

minimaxmethode is te pessimistisch omdat deze zich richt op de 

meest ongunstige omstandigt1eden, terwijl de Bayes-methode neerkomt 

op het optimaliseren van verwachtingenQ De minimaxmethode leidt wel 

tot bruikbare oplossingen in situaties, waarin de belangen van de 
---------
1 

Zie bijvoorbeeld LQJO SAVAGE, The Foundations of Statistics, 
\:Jiley and Sons J New York '1954 C> 



spelers lijnrecht tegenover elkaar staano 

4. De methode van de kleinste spijt 

• 
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Naast het minimaxcriterium bestaat een criterium dat hiermee 

criterium of wel 

het criterium van de kleinste spijt. Stel dat de natuur als tegen­

speler 

Hierin is a een positief getal) groat ten opzichte van 1o Bij de 

methode van de kleinste spiJt wordt de minimaxgedachte niet toege-

Tabel 4-.I 

De vJ·ins tfunc tie 
--.... "'""" '!✓ 

• . 
_____ , 

I I ! l -. . 

"- I .I I l I ' ' ' ' . I 

' 
I 

f f1 f lj. 
' 
I ' [ ' I 

✓1 '•, ! j .... 
':) ' ' l --·· ··--, ' (_ l j I ·,, 

I . 
'· I ' 

't ,, 
' 

j I .. 
' 

' ' 
1 

~ / ~' /"-
l 

2a ' . I l -a I 
~--, 

\_.) - -.. ,..,l 

1 I I 

I. ... 
' i 

--·----➔. -{-----" .. ..- ~-- . .. - ...... 
l I ' ' ' 

I r, C) a 1 ~ 
,.._ a -o -,~) 

l • ,. 
I.-,. .• 

j 

I ' ,~., ~.,-~-" . 
' ·- 10 • 

("1 ' I 2a ' 2a 1 1 (_1 a I ,i) ' I -,~i ' ' 
.5 i ! I I ' ' ' I I ! ' : ' ' . . ' . , 

past op de winstfunctie zell~; doch op een andere funstie, die hier­
uit als volgt ,~ordt 

past; dan kriJgt de 

f 1 speelt. 1Ciest h1J 
-~ 

dan mogel1Jk geweest 

::1 t:·ge le ic1 . 1
.-· annee1,,, 

de grootst mogeliJke winst als hij 

een andere strateg~LeJ da11 ontvar1gt hij minder 

zou ZlJ1·1 en dit verschil kan men zien als de 
spiJt die de statist:Lcus heeft door het niet kiezen van de optimale 

~1andel1ng. In dit geval bedraagt de spiJt bi.J de verschillende 
st r a t e g i e e 11 re s p e c t :i e v e ~L i ::l !{ 

2a 2a-1 

Ook. voor de andere s·t1"ateg~Lee·n van de 11atuur l{a11 deze spijt berekend 

Worde11; de resulterende spiJtfu11ctj_e is opgenomen in tabel 4. IIo Bij 

de methode van de l{le~Lnste spJ_Jt word·l de tninimaxmethode toegepast 
- ..... - .. -----

Deze tabel is ontleend aan D. VAN DANTZIG, Statistical Priesthood 
SAVAGE on perso~al probabilities J Statistica Neerlandica 11 
195rr 1-"160 
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aangewezen o Dit bete1cer1t derhalve: heef·t men de keuze tussen vier 

uitgebreid met een 

optimale strategie 

r 4 , dan l~iest men r 4 , maar wordt het arsenaal 

gie r
1

, dat wil zeggen een strategie die men vroeger ook alter 

beschikking had. Een niet gewenste strategie be1nvloedt dus de 

keuze tussen de andere strategieen. 
Het laatste blijkt ook duidelijk, wanneer wij de winstfunctie 

voor Kiest men respectievelijk de waarden 

a, -a en O, dan vindt men voor de spiJtfunctie de in tabel 4.Va 

opgegeven waarden. Brengt men ien kleine verandering aan door de 

waarden a, -a., 

tabel 4.Vbo In 

terwijl in het 

,, 

-2 in te vullen a groat t.o.v. 1, dan vindt men 

het eerste geval blijft r 4 de optimale strategie, 
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Tabel 4oV 

~-eYI.i j_z ?,-gd~ ~ P?- j t f \).nc_t i_e s 
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' i ; t 
,, ' 

I 1 II 
f1 f2 fl 

I 4 
II f 

I 0 
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' , , 

' ti J I ' ' 
"' ,, ' ~·· ,, , 
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, , ,, 
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1 
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I l l • , I • ' ' ' 

I I 2 2a+2 a+2 2a+1 0 , , . 

I I ! I • ., 

Dit betekent dat een relatief kleine verandering in de niet ter 

zalce d1.enende strategie f~~ de bepaling van de optimale strategie 
_) 

bei'n·vloec1t., 'vve~ll•ce l)epc1ling: du[~ a.fhankelijk is va.n irrelevante 
a 1 t e r1·1 a i: i e \Te 11 • 

tJi t l1et voo1"p~[-)an.c1e is duidelijk gevvorden dat de methode van 

de klein~te spiJt geen oplossing biedt voor zogenaamde statisti­

sche speler1. ( .. )ok voor stra.tegJ.sche spelen l-can het als criterium 

niet verdedigd worder10 

. 

Het criterj_ti11·1 is .. \1 oorgesteld door L.J. SAVAGE, die opmerkt dat 

het in sommige statistische spelen minder pessimistisch is da11 het 

m:Lnimaxcri ter1.ut11;, r·naa1--> die 11et vooral verdedigt voor de volgende 

van het voorafgaande afw1Jkende situatj_eso Een groep mensen bij­

voorbeeld een Jury of een directie moet uit een aantal alterna-

tieven kiezenp Het nut toekent aan het 
,. ,, 

Voor een of rr1eer alternatieven zal dit niet alternatief zij U,. j o 

l 

maximaal zijn; wordt ee11 ander alternatief uiteindelijk aangewezen, 

een bepaa lde spi jt) daar het z ijns inziens 

optimale niet bereikt is. Wanneer men uiteindelijk gezamenlijk ~~n 

keuze moet doen, zal men, indien de meningen uiteenlopen, tot een 

compromis moeten komeno SAVAGE stelt nu voor dat alternatief als 

compromis te kiezen., 1i-Jaarvoo1'7 het maximum van de '1spijten'1 die de 

leden van de groep hebben, minimaal is. De keuze wordt dus bepaald 

door de minimaxmethode toe te passen op de functie 

0 4.1 
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Ook hierop kan men kritiek uj_tcefeneno 

De co11clusie is derhalve dat de methode van de kleinste spijt 

bij statistische en strategische spelen niet toegepast moet warden, 

terwijl men oak j_n andere situatj_es zeer voorzichtig dient te zijn. 

Voor een verdere bespreking van het voor en tegen van verschil­

lende beslissingscrj_ teria ver\i\1~1_jzer1 wij 1laar het boek van LUCE en 

________ .... 
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