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+ 
dan neemt f'(x) een extremux1l op aan voor 

m+1 

van 
C> 

bezito 
-+ 

eerste m+1 kolommen van G£ rang m+1 

Beschouw de m.+1 functies f(~) z - 0 1 s-(x) - b. 
l. 1 

= 0 • 1 i < m I in 

de 

Nu zegt stelling 4o1o7 ons dater • een &-omgeving 
--+-

z = o, 
bepalen 

g. (x) 
l. 

= b., 1 1 i ;;. m1 de varia 
l. 

belen x 11 ooo 1 xm+1 
xm+21 ooo 1 xn 1 zi 

;ti) di) • • 

eendu1.d1.g als cties van de variabelen 

• 

X -. -
l. 

(i 

Verder geldt dat elk tot Y 
behoort 1 waarbij Y -

-+ Uit deze de~initie van Y volgt• dat x E 
J. l. -

als (x 1 z) E Y(i 

Zij 
.. 

-+ -+ 
dat er een punt x e -+ 

zodat :r(x) 

E c We tonen 
n -+ 

nu aan 

Stel xm+2 -
0 0 

mo boVo de 
m n n ....,. 

+ h) bepaaldo Uit de continui-

cties ~- volgt dat wanneer men h > 0 voldoel't41e klein 
-+ 1 

• teit van de 

en 
-+ -+ 

-+ + 

-+ -+ • .. -+ 

-+ ... -+ 0 
punt x bevat dat ook tot - behoort waarvoor f(x) > f(x )o 

• 0 0 O Door = z = z 

toont men analoog aan dat 

4 - -+ 

-+ -+ 
punt X € 

-+ 
aanneemt voor x 

• 

h met h > 0 

bevat met 

als 



• Stellin 
J.. 

-+ + m 
- {x g. ( x) = b O 1 1 < i < m} o 

J. l. - - . ..... ~ 

r: 227 cae 

• • waarbl.J m < no 

1 
C over de E o n 

Als 

Ao• 

aanneemt dan bestaan 
~ 

er getallen 

vo1doet aan het 

stelsel vergelijkingeng 
...... 

m 

AO 6111 A .. 
Xo • l. 

J i=1 Xo 
J 

+ 
b .. 1 i 

1 
1 9 e o c I mo (4o2o22) 

b c 1 Q 

Als r(G) > 
:f 

r(G) in dan is het 

zijn de Ao 
l. 

de A. niet 
1 

, ,,,,, .. 0 

eenduidig bepaaldo 

Bewi·s~ We zul1en bij het bewijs gebruik maken van enkele ste11ingen 

de Lineaire algebra I nl o van hetgeen op blz c 4 7 1 48 staat a ( deel I 1 

Lineaire Progra,rnr,1ering) en stelJ.ing 4 o 1 o 9 G 

-+ - _.._ .... ~ een extrem111n aanneemto Dan weten 
0 -+ 

+ 1 J.D XQo 

uit 

Beschouw het stelsel van n homogene lineaire vergelijkingen • in m+1 on-

bekenden A. 9 J. 

-+-

. ,. . .. .., ~ 

ax. 
J 

-+ 

. ... . . ' . . .. 

ax .. 
J 

,, - o o o - A = 0 1 ( j _,,, 1 1 G o o , n ) 
m ax .. 

J 

r/:. 0 zijn 

We zullen de verschillende gevallen die optreden kunnen beschouwen
0 

-+-
1) r(G) een waar-
van de coefficienten-matrix een niet singuliere mxm matrix bevat, die 
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een deeJmatrix van G iso Van blzo 47 1 48 weten we dat elke oplossing 

van dit m-tal vergelijkingen autaaa.tiscb aan alle ve:rgeJ.ijkingen van 

kunnen 

de waa r·de O o 

I1r1rners 

spraak met hat £eit dat (4o2o23) niet~trivia1e oplossingen bezitc We 

1 stelleno De andere geta.llen A. zijn dan 
l. 

t1niek bepaa.ldo 
.. 

min 

uit (4o2o23) zodat de 1natrix van de colr:ricienten een niet-singuliere 

m~ matrix bevatc Voor elite oplossing van dit m-ta1 vergelijkingen geldt 

A Oo .~: een getal ongelijk aan nul dan. zouden we in de 
0 -+ -+ 

overige A een stelsel vergelijkingen krij gen van de vorm AA = b waarbij 

r(A) - m - 1, r(Ab) - m - 1 8 hetgeen impliceert dat dit stelsel en dus 

ook (4o2c23) onoplosbaar is 1 = 0 1 dan bestaan er A .. 
l. 

(i 1,000 1 m) niet allen nu.1 1 die aan het m ta~ vergelijkingen en dus 

oak aan (4o2o23) voldoena Daar r(G) = m - 1 zijn de Ao (i - 1 1 o o o I m) 
l. 

0 ~ • 

niet uniek bepaald, maar de oplossingen spannen een ,,n-dimensionale 

deelrui1r1te van de E op {stelling 41t11o9)o 
m 

. + r(G) = r < m 

Kies r vergelijkingen van (4o2o23) zodat de matrix van de coefficienten 

een niet~singu.J.iere rxr matrix bevat 1 die een deelmatrix van G isa We 

ku.nnen r van de variabelen >... ( i = 1 • o o o e m) eenduidi g ui tdr1.1kken in 
J. 

geval kan 

(i 11 000, m) zijn niet uniek omdat m-r van de A$ willekeurige waarden 
l. 

gegeven mag wordeno 

Kies r vergelijkingen van (4o2o23) zodat de matrix van de coefficienten 

een niet-sin iere rxr matrix bevato Ana1oog ala in 2) toont men aan 

sionale deelruimte van de E opo 
m 

m) 1 niet allen nu.1 1 
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+ -+ -+ 
De noodzakelijke voorwaarden voor een punt x opdat f(x) voor x een ex-

tremum op aa.nneemt 1 kunnen als volgt bepaald wordeno 
" Vox111 de Lagrange functie 

m 
A. b .. 

l. 1 

-+ 
- g. (x) 

l. 

... :)O en stel de partiele • afgeleiden van F naar de x., 
J 

en de A. (i ~ 0) gelijk 
l. 

" aan nul 9 di t gee ft 

a:r m ag. 
"o A. J. = o, rt 

1,0009 J = n 
x .. l. x. 

J i-1 J (4o2a25) 

b. 
J.. 

-+ 
We merken op dat f(x) 

+ 
gQ (x) o. tr .• 

J.. 

Wel bevat de verz.a1nel.ing van punten 

• 
190001 l. mo 

+ + ..... + -+ 
(waarbij A ;, 0) al de ptmten x met x eindig waarvoor f(x) een extreQ• 

-+ + 
murn op aanneemto (of f(x) op extrema aanneemt voor punten x met 

4-
x -+ ~ moet men apart nagaan)o Tenslotte beschouwen we nag de • 

"""'6,4 Ct 1 e 

2 + x, 
X 3 

1 

+ 2 2 We zagen daar dat x 1 + x2 + x 1 ender 

(0 1 0) aanneemto Voor (0 90) geldt 

a a --

den zijn 1 op 
t!J.) (-+ ..... ) zo dat x 1 A 

Oo Volgens ste1ling 4o2o3 moet er een vektor 

.... 
aan (4o2o25) voldoetc Dit is het gevalo Bij x 

+ 
ate 

o, 
bestaat 

➔ 
de ·vektor A · (0 0 ~ 1 0) zodat ( • ) aan (4o2o25) voldoet (ga na~)o Hierbij 

1J '/: 0 t wil.l.eke11rig reee l. C 

Niet-ne atieve variabelen en on li.kheden a1s bi 0 voorwaarden 

Men kan het voorgaande generaliseren voor het geval de variabelen x. 
J 

0 0 

niet-negatieve waarden aannemen en/ of som111ige van de voorwaarden onge-

lijkbeden zijno 

We beschouwen eerst het volgende probleemo Bepaal de absolute extrema 

van 



z 
... 

f(x) voor 

onder 

(i 1 1 000 1 m, m < n) 

We nemen C1 C1 .. aan f E en g ~ e , i · · 
l. 

{~ aan·tal stappen te 
1 1 -+ ~ ~ 

werk om de absolute extrema van f(x) voor x ~ 0 op 
-+ + 

1o Negeer de voorwaarde x ~ Oo We weten dat bij 

te bepa.leno 
~ 

elk punt x (met 
-+­
x 

+ 
eindig)a waarvoor f(x) op een extremt1xn aa.nneemt • een vektor t ;: 

,,JI> 

bestaat zo 

binnen het niet~negatieve orthant 
+ ·.+ 

dat (x 9 A) aan (4~2o25) voldoet en 

-+ 
voldoet a Bepa,a,l dus alle pun ten x 

.... -+ 
waarbij een vektor A~ 0 bestaat zo 

-+ 
bereken de waarde van f(x) voor elk 

• 0 

van deze o:plossingen c Vervolgens gaan we de randen van het niet• ,nega.tie .. ,r, 

ve or·thant onderzoeken o 

2o Stel een van de variabelen x. 
J 

identiek gelijk aan nulo Bepaal 

dan o. 

1 J- J n 
i = 11 000 1 mo We stellen de partiele 

afgeleiden van de bij dit probleem behorend Lagrange ~ctie nul en 

bepalen dan alle oplossingen die binnen het niet-negatieve orthant van 
.. 

de oplossingen bepalen we de waarde van 

O o Dae.,· we elk der n variabelen identiek nul kunnen 
J 

stellen• moeten we in stap 2 dus n problemen oplosseno 

Sta 3o Stel twee van de variabelen identiek nu.1 1 en los het verkregen 

probleem • • n o 

ren twee variabelen nul stelleno 

opo Voor elite gevonden oplossing bepalen we de waarde van f(~)o Vervol~ 

gens onderzoeken we de problemen verkregen door drie variabelen nul te 

stelleno In het algemeen kunnen we niet meer dan n-m variabelen stel1en 

omdat anders de voorwaarden niet meer vervuld zijno (Tevens eist de toe 
0 • passing van stelling 4o2o4 dat het aantal variabelen grater moet .. . 

ZJ.Jn 

dan het aantal voorwaarden waa,raan de variabelen voldoen moeten) c Wan 

neer n~•m variabelen nul gesteld zijn. bepalen (vaak uniek) de voorwaar­

den de waarden van de overige m variabeleno Dus in de laatste stap be 

palen we de waarde van f in de punten waarvoor n,,..,m van de variabelen nul 
.. .. -+-- -+ (-;.) 

Zl.Jn ~ De punten x ~ 0 waar f x op het absolute maximutn respo absolu-

te minimt:iin aanneemt zijn de punten waar de waarde van f' het grootst 

' 
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respo het kleinst iso (aangenomen dat 
.... 

f(x) de absolute extrema op 
0 n1et 

·+ -+ 
aanneemt voor punten x als x -+ oo)o 

Wanneer niet al. de variabelen 
O O Q 0 niet negatief ziJn• behoeven we slechts de 

. .. 
randen van het niet negatieve orthant te beschouwen, behorende bij de 

niet-negatieve variabeleno 

We zullen nu het geval beschouwen 1 waar de variabelen elke reele vaarde 

mogen aannemen 1 maa.r waarbij s01canige voorvaarden ongelijkheden zijnc 

Bepaal de absolute extrema van 
~ 

z = :f(x) . n 

onder 

-+ 
g. (x) < b. • 

• 
19e,000 1 - u 

- 1 J. (4o2©27) ..... 
g. (x) > b .. • 

• 
110001 l. - u + V -

- J. J.. 
..... ' 

g. (x) = b .. • 
• 

V + 1 1 0001 1 - m 
J. J. 

We mak.en gelijkheden van de ongelijkheden door verschilvariabelen in te 

> ba) gaat over in 
-+ -+- l. J. l. - J. -+ 

go (x) + x ,. - b .. (g. (x) ··•=· x .. = b.) a vaarbij x . > 0 voor ell:.e X die 
1 S1 J. 1 SJ. J. SJ.• 

l. l. i l. 

Er bestaa.t een 1 1 afbeelding tussen de ver:taJneling van punten die aan 

de oorspronkel.ijke voorwaarden voldaet en de verzru11eling van punten met 

niet-negatieve verschilvariabelen die aan het nieuwe stelsel gelijkhe 0 

den voldoete 

Het oorspronkelijke probleem (4a2o27) is dus equivalent met 

Bepaa1 de absolute extrema van 
...... 

z - :r(x) 

ender 

-+ 
g .. (x) 

J. 

-+ 

+ X C 

SJ. 

X • 
SJ. 

-+ 
g. (x) 

1 

X " 
Sl. 

bo 
.. 

1,oco1 l. = u 
1 

• b. l. u + 1,0001 V 11• 

J. 

b. 
J.. 

• 
J. = V + 190009 m 

> 0 - 1tooo 1 Vo 
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Het probleem (4o2o27) is dus tot bet type van het behandelde probleem 

(4 0 2026) gebrachtc Om de absolute extreJr10. van f te bepalen moeten we 

~~ waar elke x. > 0 1 als de randen waar een of 
SJ. 

meer X O = Oo 
SJ. 

Als we het geval beschouwen dat elite x
8

i > 0 is• dan is de Lagrange 
.. 

ctie 

u 

i=1 

V 

+ Ao b. + X o 

J. J. Sl. 

A. b. t. X " 
l. J. SJ. 

... 
1:a g .. (x) 

l. 
+ 

m 
+ 

i=v+1 
A. b. 

l. 1 
... """ - g .. (x) o 

l. 

Neemt men van F de paJ·tiele afgeleiden maar de X • 
SJ. 

en stelt men deze 
• nul 9 da.n vindt men 

" . .. - --
aF 

ax 0 

SJ. 

-

= 

A. =-= 0 
J,. 

A., = 0 
J. 

• 
1 

Sl. S 

stelde partiele afgeleiden van de Lagrange 
0 ctie van 

Onder de nul ge­

het verkregen 
. .. .kh .. aF probleem komt nu niet de geliJ eid ~ 

oxst 
. . ' - . " 0 voor 1 wel de gelijk 

heden .. .. ' ,., . 

ax. + l. 
(11111D J. 

0 1 i 
SJ. 

0 • 

ZJ.J no In sta:p 2 lost men v ~roblemen op 1 voor elk probleem is precies 

een der x o = Oo Vervolgens stap 3 1 enzo Het bovenstaande toont het 
Sl. 

>~· + 

Sl. 

s 
zekere stapo Er bestaat . • i>C· * * * 

een 

• ~ ·>M· • 
zodanig dat {x 1 A) een oplossing 

tiele afgeleiden van de Lagrange 

probleem uit de betreffende stapo 

is van het stelse1 nul gestelde par-

1,,U.~ctie behorende bij het betreffende 
.. * Nu geldt~ x. O of A. - 0 1 dus 

SJ. l. 

* ... . A. X • - o, l. 
l. SJ. 

(4o2o31) 
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Men kan prob1eem (4c2o27) ook op een andere wijze oplosseno 

(mini 1nu1n) 

Daartoe 
~ 

eerst het vo1gendeo Laat z 
-+- -+ m 

het absolute maxim\1rn • • ZJ.Jn van 

f(x) onder g.(x){~ ~}b. 1 i 1,~00 1 mo Stel dat we nog een voor-
+ 1 1 * 

z 

-+ m m 
mwn (minim11m) van f(x) onder de m+1 voorwaa.rden zijno Men gaat zelf 

• .. ~ cMi - • • 

"· = 0 (i = 1,o~o 1 v), hetgeen i.m:pliceert dat in (4~2o29) de bij A0 

1 1 

( i - 1 • o o o I v) behorende te1·111en wegvallen o Met andere woorden als de 

ongelijkheden inactief zijn (ddWoZc het teken ge1dt niet) in het 

waarde aanneemt 1 dan kunnen we net zo goed 

de ongelijkheden wegl.aten, wanneer we dit p1mt willen bepaleno Wa.nneer 

we een der x. identiek nul ste1len 9 betekent dit dat we een der onge~ 
S1 

lijkheden als geJ.ijkheid behandelen o Nen1en we deze bovenstaande o:pmer 

kingen in ogenschouw 1 dan kunnen we een andere wijze aangeven om 

(4o2o27) op te losseno 

I,aat in (4o2e27) de ongelijkheden veg en bepaal de absolute extrema 
~ .. 

van f(x) ender g.(x) b. 1 i v + 1 1 aoe• mo Als het gevonden punt (of 
1 1 

pun ten) 1 waarvoor f het absolute optim12m aanneemt aan de ongelijkheden 

voldoet 1 dan hebben we een absoluut optim11m voor probleem (402c27) ge­

vondeno Wanneer een of meer van de gelijkheden niet vervuld zijn 1 kies 

dan een van de v ongelijkhedeno Behandel deze ongeJ.ijkheid als gelijk~ 

= b. (i V + 1,1cot m) toe en 
l. l. 

bepaal de absolute extrema van fonder dit stelsel gelijkhedeno Als het 
• punt, dat een absoluut extremum voor dit probleem oplevert 1 aan de ove 

rige ongel.ijkheden voldoet • dan gee ft di t punt een absoluut extremurn 

voor (4~2~27)o Voldoet het punt niet 1 dan gaan we verder tot we alle 

b. (i v + 1 1 oa4) 1 m) 
1 l. 

cies een als gelijkheid beschouwde ongelijkheid hebben geprobeerdo Als 

in dit stadi1.t111 de absolute extrema voor (4o2o27) niet gevonden worden 1 

dan moeten voor de absolute extrema minstens twee van de ongelijkheden 
• actief' 

-;. 
g. (x) 

l. 

• 
b. • 1 

1 

teken geldt) o We 

v + 1.0~0 1 m, twee als 

voegen nu aan de gelijk.heden 

actief beschouwde ongelijkheden 

toe, enzo 1 tot de absolute extrema van (4c2o27) gevonden zijn~ Als de 
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c01rtponenten van 

ongelijkheden zijn 1 da,n kunnen we 'bovenstaande procedure vol.gen, waar­

bij we tevens bij elke stap 1 waar we de absolute extrema ender de ac­

tieve voorwaarden bepalen 1 de randen moeten onderzoeken vaar e~n of 

meer x6 nul zijnc Het behoeft geen betoog dat al dit voorgaande in prak. 
J 

tijk onui tvoerbaar is• door de enoz·1ne hoeveelheid berekeningen die er·=~ 

bij te kijken komeno 

sische inter retatie van de multi-licatoren van 

We richten onze aandacht weer op bet probleem 

Bepaal. de absolute extrema van 

+ 
z • £(x) 

onder 

Stel dat 
-+- -+ 

{x g 0 (x) b .• 1 ! i ~m} aanneemt, en stel r(G) 
1 l. 

•> lrf' 
Dan volgt uit ste1ling 4o2o4 dat een unieke vektor A 

-► ei, • > ·;c• 
bepaald is zodat (x 1 A) voldoet aan (4o2~25)o In het 

~ ~ 

de Xo en de A. (1 ~ i ~ m) afhangen van de getallen 
J l. 

(4o2o32) optredeno 

(4o2c32) 

• =minx C) 

'» 

algemeen zullen 

b. welke in 
J. 

Veronderstel dat elke 
~ ~ 

x. en >.... een continu · dif'ferentieerba.1°e 
J 1 

• functie 
~ 

van 

Dan geldtg 

waarbij * z = 

Bewi"sg We nemen 
-+- .. 
b1nde£ 

b ) 
m 

C> D O ~ 
is in een £-omgeving van b

0
o 

de partiele afgeleiden van -z 
a 

ving punten 

Uit de kettingregel volgt 

n ar 
~· , .. . . ' 

j=1 

naar deb. 
J. 

voor 
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Pas nu de kettingregel 

waarbij 

of 

1 

0 

• 
l. 

.. 
J. 

235 

1 • 0 0 0 • mo 

toe• dit gee:ft 

k 

k 

j=1 

J 

-ax. 
J 

.. 
ax. 

* 

= 

0 (4.2o35) 

Vern1eni somm.eer over ken tel het resultaat 

bij (4o2o34) op 1 dan vindt men 

-
m 

k=1 

-A o. + 
k ik 

n a:r m 
' -

k=1 

X ,.. 
k * ax. 

J 
~ 

Nu voldoet (x • ) aan (4o2o25), dus (4o2e36) wordt 

* = A .. 
l. 

' L ' _,, .. • • ~ 

.. 
ax. 

b. 
l. 

Vaak. steJ. t z de winst of de kosten voor. en b. het aa.ntal fysische een· D 

l. 

heden van produktie:factor i o In di t geval zijn de fysische aj 1nensies 

guldens per 
J. 1 

warden als de prijs o:f de waarde per eenheid van factor i~ Buwweg ge 
* ' h 1 - . . . zegd • .I\ o vertel t ons oevee de ma.xJ,m1.i;in w1nst of de m1n1m\1r1·1kosten ver-

J. 

anderen a1s de hoeveeJ.heid van bron i met een eenheid toeneemta 

Stellin 

= m 

-+ -+ -+ 
F(x 1 A) - f(x) + 

m 

i=1 
A. _b. 

J. J. 

• -+ 0 

Veronderstel dater een o-
-+ -+ 

• 0 • 

relatie:f maximtim in 
....... . 
x bezit~ Beschouw het probleem 

Zij 

weten we dater 

en dat bij 

een (vrij) 



Minimal.iseer 

onder 

m 

i=1 
A. 

l. 

236 

.... 
ag. (x) 

l. 

x. = o. j = 
J 

C, 

Dit probleem beet de duale van het probleem 

Maxi 1naliseer 
--+-

z a r(x) 

onder 

geldti 

...... 
:r(x) 

X 

waa.rbij we 
......... -+ -+- + 

F(x 1 )..) voor minimaliseren naa.r A onder (4e>2o38) 
-+ 

en we :r{x) maximaliseren onder (4o2c39) Gl 

2) 

• ., -+- + 
waarbl.J 

3) In een omgeving van 

1 ) 
+ 

g. (x) 
l. 

• 
' ' ~, 

• ma.x1.m1:atn op aan, dus er bestaat een 

dat 

f(~) < .. voor 

Beschouw het stelsel 

m 
0 C JI 

• J.-1 

' 

+ xe 

geldt 

een rel.atief 
• in de E 1 n 

0 "' J 

ZO=• 
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Uit de gegevens volgt dat (4o2o43) voor 
w> J(\ -+ ..... 

lossing x bezit, voor welk pun~t F(x.A) een ( vrij ) maximt1rn bezi to Het 

punt x ~is een 

Stel 

Nu geldtg -+ .. ·••· -+ -+ -+ max F(x 8 A) = F(x •A) - h(A) 1 A E 

+ 
X 

-+ 
X 

~ -+ 
Daar max F(x,A) ~ 

Dush(!) bezit een 

-+ 
X 

max 

-+ 
voor A c 

we 

0 -+ -+-+ + -+-Uit (4a2o44) volgt dat h(A) = F(x 1A) wanneer x en A met elkaar verbonden 

de voorwaarden (4o2o43)o 
• Verder geldt voor de omgeving 

0 

min 
-+ 
A 

max 
+ 
X 

waarbij F geminimaliseerd en f gemaximaliseerd wordt onder (4a2o38) 

respo (4o2a39) 0 

2) Er geldt (4o2o44)g 

en verder min h(t) 
-+ 
;\ 

D 

Tevens 1s dus 
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• -in J n 1na.:x 
+ + 
A X 

oplossing van min-1uax probleem., 

+ + .,,, ++ ...... 
dat F(x1 X) in x een 

+ 
relatief maximum met betreklting tot x heeft 1 geldt .. - ., 1.n een on1geving van 

de E n 

➔ .. +. 
" in een 

• an,geving van • in de En+m. geldt: 

.... + 
F(x1 A) hee:rt dus een 

. .. 
in dit geval sprake 

is van een ontaarde vorxc van een zadelp11nt c 

. . . .. .. (+ +) z.oals men weet luidt de def1.n1.t1.e van een zadelpunt voor de functie F x 1 X ~ 

. (+ '+) :Men zegt dat de functie F x 1 ). een als er 
➔ -+ + 

een £ > 0 bestaat zo dat voor a.lle t- t 
0 

-+ + ➔ + (4.2047) 

aveo Beschouv als speciaal geval van (4~2o39) het LePo-probleem 

'► .. 
xnax z = ex 

onder 

-+ + 
Ax = b I A mxn., ifaatrix 

Toon aan dat ( in overeenstez,xr'ni.ng met Lo P 0 1 i 5 ) het duale probleem gege­

ven wordt door; 

min Z a b1! 

onder 

.Aa,n bet eind van deze pa.ragraaf merken we tenslotte op dat de multipli-

catorenmethode van " " range ons niet in staat stelt het LoPo-probleem op 
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te lossen~ Stel het LaPo probleem luidti max (of min) z = 
), ), 

ex onder 

= mo De me-

thode van Lagrange vertelt ans wel dat in het algemeen een optimale op­

lossing al1een in een hoekpunt van de convexe verzruneling van toegelaten 

oplossingen aangenomen wordt • maar Lagrange 9 s methode levert geen pro­

cedure op om op een handige wijze 1 zoa1s de Simplexmethode doet, de 

hoekpunten af te tasteno We tonen dit niet aan (zie bvc Go Hadley• 
0 • 

Nonlineair and ,,,_ a1ni c Progra;rni·ning I blz o 81 1 82) o 

§3o Convexe en concave functies 

-+ 
Defo 4o3o1o De functie f(x) beet 0 

convex over een convexe verze.tneling X 
•'-•'• • ·• .... , -• - • ~ m,,~ 

t • • ' ... ' ,.. 't • 

-+ + 0 

1.n de E n 
als voor elk tweetal punten x 1 ,x2 E. X en voor alle Ae O ~ A ~ 1 1 

·+ -+ + 

-+ ~ 

en voor alle A1 0 <A< 1 1 dan heet r(i) sterk convexo 
' .. . ... " . 

Defo 4c3o2c De ctie f(~) heet conca.af over een convexe verzaJneling X . ..... ,. ' .. , ... .. _, .. , " ' .. 
.. -+ 

in de E 
n 

als voor elk tweet al punten x 1 ,x2 e X en voor alle >.. 1 0 ~ .:\ ~ 1 

.. 
f' AX2 + 

~ ..... _, ~ 

Analoog als in defo 4o3o1 definieert men het begrip sterk concaafc 
'"•-~•· .,.,., .. ,,. 

-;. ~ 

segment tussen elk tweetal punten 

ven of op het oppervlak. ligtc Het lijnsegment ligt onder of op het opper 

vlak als z 
-+ 

f(x) concaa:f iso 

We definieren convexiteit 

lingen X in de E • opdat 

.. .. 11,1111' b en concavi tei t a een mo o to convexe verza.rne-

-+ + n 

-+ ~ 

~ A ~ 1 1 als 

x 1 ,x2 E. Xo 
- . De convexe verzameling X1 die voor ons van belang is 1 zal. vaak de 

of bet niet~negatieve orthanto 

Als f(;) convex op X is 1 dan is 
-+ 

f(x) concaaf op X en omgekeerdo 

E 
n 

0 • 

ZJ.Jn 
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n n 
Defo 4o3o3c Een kwadratische vonn heet 

• <) 

ositief . ·•·•·-·- - .. - --·•- . 

+ -+ 
definiet als x'.A.x > 0 voor elke 

.. ~ ... ~> ~- •• .. .. • .... • 

+ + 
x'Ax beet g O " • • ositief semidefiniet 

-+ + 
bestaat waarvoor x'Ax = Oo 

i=1 j=1 

+ 
voor elke x en 

n n 

+ 
een x 

-+ 
0 

4 4 a + + Defo o3o o Een kwadratische vorm ;xiAx = a .... XoXi:, 
1J 1 J 

beet ne atief . - ... ___ , ., - ~ ,.. . "' . 
i=1 j 1 

+ + ~ + + .;-.1. definiet als xijAx < O voor elke,... r Oo Als xiAx ~ 0 voor + elke x en een 
.......... ,._, •• .., •• ? 

+ -+ + + 
x F O bestaat waarvoor x!Ax O dan beet de kwadratische " vorm negatief 

• 0 • 

sem1.def1.n1.et o 

1-"-'erkin o We mogen zonder beperking veronderstellen dat de matrix A 

syzmnetrisch is c 
ai .. 

b"'. - b'° o .... ... 

+l.J+ iJ. ➔ 
xsA:x. = x~Bxo 

Al.s A niet syn'.lrnetrisch is I def'inieer dan + a Cl 0 

2 J.J en 

Stell.in 4o3 o 1 ~ Een positief' semidefiniete kwadratische vorin is een con-
.. 

vexe functie over de E c Al.s 
n de kwadratische vorm positief def'iniet is 

.. 
dan 1s het zelfs een sterk convexe ~.ctie over de Ea n 

• C, 0 • Een negatief sem1def1n1ete kwadratische vorzn is een concave functie over 

de E c Een negatief definiete vorm is stark concaaf over de n E a n 
Bewi 0 sg We bewijzen alleen de bewering dat • 0 • • • 

een positief semidef'iniete 

kwadratische vorm convex over de E iso De overige beweringen bewijst 
n 

men analoogo 

Beschouw twee willekeurige punten E 
n en een "-, 0 ~ < 1c Als 

..... + .;.. -- dan 

• 

-+ + + - x, + !WI• X ) ' A - ~ 1 

+ t) -+ -+ -+ i + - x 1 Ax 1 + -

_., + -+ 
Er geldt xwAx ~ 0 voor alle x 1 

0 

Waaruit volgt~ 

• 

0 A C 

+ + -+ 
x, + 0 

2 + 
+ ) " + - x, 

dus voor O < -

-

+ ( 1 = - A)~ 
1 

--

--7 = 

• 

0 

-+ + 

'2+, I\~ > A X .H..A. O -
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+ -+ 
AX i.Ax + ( 1 -

2 2 

-+ -+ Dus een positief semidefiniete vonn is convexo Bedenken we dat -xiAx 

• 0 0 0 • 

direct dat een nega.tief se.midefiniete vorin concaa.f over de E 
n 

Stellin 4o3c2c Stel dat de frmcties 
J 

caaf) over een convexe verza1oeling X in de E 
n 

+ 
f(x) 

ook convex (concaaf) over Xo 

Bewi·s~ Zelfo 

' 

+ 

k + 
:r.(x) 

j=1 J 

• • • Zl.JnG Dan is de 

• 
1So 

ctie 

Stellin 

in de E n 

4c3o3o Als 

is en :r(;) 

van Xo 

:r(x) convex of 

is begrensd op 

conaaaf over een conve:xe verza1r1eling X 
+ 

X1 dan is f(x) continu in elk inwen•• 

dig punt 

-+ Bewi"sg Stel f(x) convex over Xo La.at + • 0 

x0 een inwendig punt van 

dan moeten we bewijzen 
-+ + -+ 

f ( X + h ) -•· f ( X ) < E -
~ -+ 

Zij £>Qi willekeurigo 
" -+ Kies allereerst h < -

of 
-+ 

r(x) 

dat bij ellte £ > 0 een o > 0 bestaat zo 
a.ls 

.. 
X 

< o~ -
< -

-+ 
convex is I geldt 

-+ + + + 
h 

X • 2 2 
.. , ... ,., . .. - .. 

0 • f{~ < c h) < f{~ + h) -
-+ 

- f(x) 

.. . 
X Z:LJn, 

dat 

Als n = - --... -· -... • do w oz o n is het groot ste gehele get al kleiner da,n of 

gelijk aan l••••,th., 
0 " 

1 dan is n ~ 1 en verder 
h 

-+ 
X + (v -

➔ 
+ 1 )b E X voor 



Door herha.ald toepassen van (4o3o3) leidt men af dat voor v - 0 1 0001 n ~ 1 

geldt 

➔ ·+ ..+- -+ 
f(x - vh) - f(x ~ (~ + 1)h) 

+ ..... ...... 
< f(x + h) = f(x) -

~ ~ 

f(x + ( v + 1 )h) 

Tellen we de ongelijkheden (4o3o4) voor v - 0 tot en met v = 
• dan vinden ve 

-+ r(x) 
➔ 

nh 
+ ~ 

-+ -+ _., 
~ f(x + h) - f(x) ~ 

f x + nh 
n 

+ 
vh) 

n 1 op 1 

-+ -+ ➔ 
Omdat f(x) begrensd op Xis• bestaat een C > 0 met f(x) ~ C1 alle x€:Xo 

Uit (4o3o5) volgt nu 

• • 

ita 
Daar n ~ -+ 

h 
en 2C 

< E n • 

«+ ➔ -+ 

r<~ + h) ... r(~) <~ 
- n 

a1s n > 
2C 

- £ 1 geldt g 

+ 0 :r(x + h) 11s f(x) < E - als h < o - = -mJ n 

Vervolgens bewijzen we de beJangrijke stellingg 

Stellin 

voor elk 
.... 

A1s f(x) 

n ' . . . .. ,. . 

,, + . 0 ' ~ 
punt x2 E X, en elk inwendig punt x

1 
concaaf is, dan wordt (4o3o6)g 

-+ 
_, X ) ' 

1 

van een convexe verza-

+ 

Bewi 0 sg We beschouwen alleen het geval f(~) 
-+ 

convex over X1 analoog be-

schouwt men het geval dat f(x) concaaf iso 

< 1 .. 
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_ _., + 
f 

-+ 
of < -

Uit stelling 4o1o5a volgt~ 

. -+ .... t -+ 
Ii - I 

0 < 8 < 1 - -
(4o3~9) wordt dus 

Laat nu ~ 0 gaan en bedenk dat de eerste partiele afgeleiden van~ 
• • Q • 

continu ziJn, dan ziet men 

-+ 
(4o3o10) 

erkin c Als f een f'unctie van ,en variabele is I dan is (4ti3 o ·10) te 

schrijven als 

Int uitie f' 1 

de helling 

f'(x) < 
1 -

................ .-.,•.~·-

• • van de liJn door de punten 

z f(x) 

t 

l 
I 

' 

I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 

r a cc··· 

reCo = riahtingscoefficient 

da.n of gelijk aan 

·- . '"' • - = ,, ,i t 

X 0 ·X 2 1 
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Stellin 4 0 3 0 0 Als de functie r(;) convex is over het niet-negatieve 

ortha.nt 

V {; 
+ 

Is f(x) 
+ 

W = {x 

van de E ® dan is de verzameling van punten 
... n + + • . 

r(x) ~ b, x ~ O} convex, als V niet leeg is~ 

concaaf over het niet-negatieve ortbant dan is 
-+ -+ ...... } • Q f(x) ~ b 1 x ~ 0 concaaf, als W niet leeg l.So 

Bewi·si We bewijzen alleen het eerste deel van de stellingc 

Als V uit een punt bestaat 1 dan is V per definitie convexo Laat nu 
-+ + OD + + + al.le 

>.. 1 0~A~1o 
+ + ~ 

Triviaal x0 ~ Oc Nu nog aantonen < bo -
f{;) is convex, dus 

(1 -

verder 0 <A< 1a dus - - . 
waaruit volgtg 

Dus Vis convex~ 

{ +x (-+) Merk op dat f x 
-+-

b, x ~ O} in het algemeen niet convex is als 

f(;) convex is c 

Daar de doorsnee van eindig veel convexe ver~amelingen weer convex is 1 

geldtg 

Stellin 
• 
l. 

• 
l. - 1,0009 

:r. (;). i -
l. 

van de E o n 

St.ellin 

orthant 

l. - :L 

+ 

l. 

..... 
m 0 X > • .. O} niet leeg zijna W 

0 m11 convex 1.s over het 

m1 + 19 000• m8 concaaf 

n 

• • niet negat1.eve orthant van de E en n 
is over het niet 1111negatieve orthant 

is het raak.vlak aan het (n 1)-dimensionale oppervlak f(~) bin een 
~ + + 

vexe 

punt x0 ~ 0 1 dat vo1doet 
" { + {+) + -+ .. + 

draaghypervlak van de conz,c 
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> b °' x > O in - ., -
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.. 
raakvlak aan :r(:x) 

van de convexe verzameling 

• 

Bewi 0 sg Zie LoPc blzo 59 voor definitie 

analytische meetkunde is bekend dat het 
+ 

van draaghypervlako Uit de 
" -+ opper· · 

vlak f(x) b gegeven wordt door& 

+ = X t 
0 

{4o3c11) 

We moeten nu aantonen dat ;! + ...... -:,.. 
< V' w 

o - ..... a ('.l als + .. ween wille._ 

keurig punt uit K iso 
., 

Dit volgt direct uit stalling 4~3o4o Neem in 
+ 

(4c3c6} W •• 
+ + -+ -+ -+ 
x

2 
en x

0 

of 

+ 
X ) V 

a 
+ 

0 

Extre1na van convexe en concave 

+ 
0 < 0 -
~ 

< X w 
- 0 

0 

cties 
-t. ., I • ., . .. ., !fl, ,._ _, • ... . .. . * • • " -· - .. ,_ I ... • ~ .., .,. • .. 111, • ' °' ,.,_ • <,. ... , • 11> • ..,_ • •• 

b 1 dan vindt men 

De extrema van convexe en concave c_ties bezitten een aantal prettige 

eigenschappen 1 die ons van pas komen in de theorie van de niet-lineaire 
.. 

programmeringe 

Stellin 
+ 403080 Laat f(x) een convexe functie over een gesloten con-

• 

vexe verzarneling 

Dan -eldtg 

.... .. .. .. --~ ... ... . 

X in de E zijno 
n 

1) Elk 
• • 0 

relatief min1.mun1 
-+-

van f(x) o:p X is tevens het absolute minim1.11n 

van 
-+ 

:f(x) op Xo 

2) De verzamel.ing van 
-+-

pun ten waar :f(x) op X bet absolute • • m1n1m1~11r1 aan-
Q 

neemt is convexo 
. -+ 

3) Als :f(x) sterk convex op X is 1 dan is bet punt waar 
• w· • - • . 

, + 
:r(x) het absolu-

• • • te m1.nim11r:r1 o:p X aanneemt uni.eke 
... .. . . . 

-+- 1 -+-4) Als :f(x) 6 C voor elk punt van x, dan neemt f(x) het 
.. Q 

absolute mini-
Q • -+- ~- ~ m111n op 

+ 
Oo . . . .. ,.. , 

1) Laat 
-+ 

Stel dat f{x) 
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►: :, -+ 

-+-
._Als f(x) bet absolute minimu1n op X aanneemt in de limiet als 

+ 
X 

dan verloopt het bewijs analoogo Kiest men N voldoende 
~ -l>tie· ► :e• 

bes ta.at er een punt x met N ~ x < co zo da.t f (x ) < 

We leiden nu een ·tegenspraa.k af 9 door aan te tonen da.t 
-+ -+ + + 

0 ...... • " --..... " -+ " -+- .. 

0 < 1t. < 1. 
- - II 

f + (1 
~ + 

~ Af(x ) + 

Daar geldt voor alle A1 0 <A< 1 1 

Het is voldoende aan te tonen dat elke E-omgeving 
-+ -+ -+ _.,. 

£ < - x0 een 
\ € • -+ -+X ( 

Als O < I\ < ... -+ < 1 dan ligt x = AX + 1 
X - XO 

en uit (4~3o13) volgt 0 ving van 

groot,_dan 

elke omgeving 
+ 

omdat :r(x) een 

alle >i. 1 

(4o3o12) 

(4c3o13} 

met 

de £-omge-

-+ -+-
Tegenspraak • wa.annee het absolute minim11rn 

op X aanneemto 

2) Triviaa1 1 als het absolute minim\1xn in precies 
-+ 

wordto Stel dat het absolute minim111r1 van f(x) 
-+ + 

lende pun.ten x 11 x2 aaogenomen wordto 

e~n punt aa,ngenomen 
. ~ 

op X in twee versch1l 0 •· 

-+ 
Nu neemt f(x) het absolute minim\1111 op X aan in elk punt 
+ ~ 

x = AX + (1 -
2 -+ 

+ 
A< 1o -

+ .... 
Irrn·11ers f(x) is convex en dus 

..... r ... f ( X ) ' "' f AX + ( 1 
L- 2 

Daar f(;) niet kleiner 
• Dus de verz.ameling van 

.. 
aanneemt 9 is convexo 

-
( -+) • .. punten waar f x bet absolute min1.m1.Axn op 

Gevolgen 8 a) Als het absolute minimurn in twee verschillende punten 

aangenomen wordt, 

b) Er kunnen niet 

.. . . 
dan wordt het in oneindig veel punten aangenomeno 

twee (of meer) verschillende punten zijn waar ~(~) 

een sterk relatie:r minimum ( tevens absoluut minim11m) aanneemt o I1nmers 
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in elk punt van de de-.. 

zelfde waarde a.annemeno Tegenspraak met de definitie van stark mini-

mUino 
-+ -+ 

3) f(x) sterk convex op Xo Stel. dat f(x) het absolute minjz:nurn op X aan-

4) 

• neemt in twee 

-+ 
Beschouw x3 = 

Er gel.dt g 

Tegens:praako 

verschillende 
+ -+ 
x

1 
+ x

2 .. ., , . . .. , .. 
2 

e 

-+ 

voor elk pi.int van 
-+ 

Laat x een willekeurig punt 
""P 

Stell.en we 

+ .,.,,. 
-+ 

- f(x) = , 

-+ -+ 
Xe Laat voor x0 E X gelden dat 

van X zijno 
+ :: . x en x 1 =· x 0 dan zien veg 

-+ 
0 ~ :r(x) -

+ -+-
dus 

-+-
Waa1mee 

+ 
elite x

0 

aangetoond dat f(x) het absolute • • m1.nim11ru op X aanneemt voor 
+ -+ 

die a,an Vf ( x) - 0 voldoet G 

Vervolgens geven we een stelling betreffende de maxj,ma van convexe 
.. 

:f1Jnct1.es e 

Stell.in 4o3c o Laat X een gesloten convexe verzan1eling zijn, die van 

onder begrensd iso A1s bet abso1ute maximuxn van de convexe functie :r(~) 

op X 

aan in een of meer hoekpunten van Xo 

Bewi 0 sg Voor definitie hoekpunt, zie definitie 2o~o23o 
• 

-+ + 
We tonen eerst aan dat z = f(x) constant op Xis als f(x) het absolute 

• • maximum op X aanneemt in een . . .. + . 0 

inwendig punt x 0 van Xo Daar x0 inwendig 

punt 

T,e,~,t 

van Xis, bestaat een £-omgeving van 

j 

en verder . - ~ ~· . .. ... . 

2 

punt uit die e;- eving zijno Het punt 

ook in de £ omgeving ( i,m1ners 

+ 
o r(x) is convex op X 1 dus 

+ 
- X 

1 
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• 

',~ .... ,, ' - ' . . . . (4o3o14) 

+ ~ + ·-,,.,.,. ma.xJ.mt11n in 
·+ -+ 

een &--om--
-+-

We zien dus dat f(x) 
• + " 1

), ~;• 0 0 

geving van 

in X zijn, da.n moeten Dit geva1 aJ.s 
• tot een £-omgeving van 

►-,~­
de rs tel nu dat x niet in zo!n £-omgeving ligto Kies een 

• ..... • " . ► ):f 1 .. .. 0 

de £
0

-omgeving van x
0 

geheel in X bevat is o x ligt niet in deze £ 0~ =Ome,. 

0 ►-~· ...... 

l 

' ' i 
' 

' 
i 
l \ 

> e: 0 
- 0 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 

\ 
l 
' .,,. 

--.,,. 
-1..o 

A l 

"'- I 

----

-··---

.-. 

'--------------~ .. - '~A< <, C • • • --• - •~-,--,• ••-· S • ~->,--" >'•• h ,•> < ,,., ..,...,..,., 0 / 

Het lijnsegment L dat 

• -+ 

~, 

en x verbindt 1 wordt gegeven door 
...... ... 

+ A (x - x ) t 
0 

0 <). < 1o - .. 

De £-omgeving van x0 bevat een interval van L• geef dit • interval aan 
met I 0 o Voor 
-+-
x1 E I 0 g 

Beschouw vervolgens 

..... + 
r 0 kies dan 

..... 
- X 0 

. ..... 

..... 
- X ) 

0 

een & 0 omgeving van x
1

o Deze 
-+ 

• 
& o-01,1gev1ng 

van Lo Als x een willekeurig punt van I 1 

-+ 
van x 1 be-

0 

is 9 dan 

+ 
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, 

geldt (ga na!) g 

-+ 
X - ,· '" ..... ~ ... ~' 

Men kan (4o3o16) ook schrijven als 

-+ 
Het punt u 1 

-+ -+ 

~ >=· 
X 

-+ 
Omdat f(x) convex over 

-+ 

-+ 
Waaruit volgt f(x) -

► )(> -+ ,).,t• 

-+ 

elke 

r 1 • beschouw 

A& 
a 

-+ 
XE 

dan 

.. ' ' .. - .. ~ ........ 
X I ii X 

0 

-+ 
~ ~:r(x) 

< -

~ 

< 1 .. 

• 01ngeving van 

< -

X E. I 1 • dan 

(4o3o18) 

-+ -+- -+ ~ 
Analoog als boven toont men aan Als x E r 21 

~ 

voorto 

Na een eindig aa.ntal stappen (bvo in te zien met de overdekkingsstelling 
...... .. 
x EI o Dan is n 

~~ - -+ 

Xis van onder begrensd, dus X bezit minstens e,n hoekpunt (stelling 2o2o18}o 

We hebben dus bewezen dat f{~) in tenlninste een hoekpunt het absolute 

maxim11rn op X aanneemt • voor het geval dat 
'-+ 

:r(x) het absolute maxim\1m op X 
9 0 0 in een inwendig punt van X aanneemt~ 

-+ 
Veronderstel nu dat f(x) het absolute maximum. op X niet in een inwendig 

.. -+ -+ 
punt van X aanneemt I maar in een randp11nt x0 van Xo Al.s x0 een hoekpunt 

chouw dan de door-
• -+-

s nee van X met een draaghypervlak Hin x0 t De doorsnee van X met het 

draaghypervlak een 
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., 
in een verza,a 

is met betrekking tot de (n-1 ). rdimensiona1e ruimte, dan weten we op 

grond van voorgaande dat f(~) 

hoekpunt van x. dus :r(5t) neemt het absolute minimu1n op X aan in ten.,• 
• .,p.-, + . b h T minste een hoekpunto Als x0 een randpunt van T0 1s 1 esc ouw dan .11 de 

T1 

een verza.rneling in een (n 2 )-d:i,1nensionale ruimte I enz o 

Tenslotte vinden we dat er een hoekpunt van X is waar f(~) het absolute 
"' ,. minimum op X aa.nneemt~ 

1) De convexe :functie f(~) kan geen sterk relatie:r maxim1.lrn op X aanne-

2) We hebben aangetoond dat de convexe 0 

ctie f(i) hat absolute 0 maxi-. 

muxn op X aanneemt in tenminste een hoekpunt van X1 maar het ka.n ge~ 

beuren dater tevens hoekpunten zijn waar f(~) relatieve maxima ver~ 
• 

s chillend van het absolute maximiun a.anneemt ( zie figuur hieronder) o 

Di t in tegenstelling tot het lineaire progra1nrneringsprobleem 11 waar 

elk relatief extreem het absolute extreem is van de object ctieo 

Dit volgt uit stelling 40308, 4o3o10 1 1) a.ls men bedenkt dat z 60~ 

zowel convex a1s concaaf iso 

3) De stellingen (4o3a8) en (4o3o9) worden intuitief dl:lidelijk als we 

een plaatje van een convexe functie beschouweno We tekenen een con~ 

vexe functie van een variabeleo 

relc 
:?I 

max~ 
I 

I 
I 
I 

' 

X 

z=:r(x) 
I"' 
I 
I abso maxo 
I 
I 

I 
I 
I 

X 
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Tenslotte furrnuleren we de stellingen 4e3o8 en 4~3o10 voor bet geval 
➔ 

dat f(x) concaaf iso 
- . "" "" -... 

Stel.lin 4o3o 100 I-aa,t X een gesloten convexe verza1r1eling in de E 
n 

• • Z1Jn 
-+ 

:r(x) concaaf over Xo 
. .. 

en Z1J Dan geldti 

1) Elk relatief maxim,m, van 
-+ 

:f(x) op X is tevens bet absolute maxim, .. 11n 
+ 

:f(x) op Xo van 

2) De verzarneJ.ing van 
-+-

punt en waar f(x) op X het absolute • ma.xi -int,111 aan-
• neernt 1s convexo 
-+ 

3) Als :f(x) sterk concaaf is op x. dan is bet punt waa,r f(;) het abso-
• • lute max:J 111u:ru op X aanneemt unieko 

+ 1 -+ 
4} Als :r(x) E C voor elk punt van X1 dan neemt :r(x) 

0 ~ -+ + 

het absolute maxi 
+ 
Oe 

5) Als X tevens ve.n onder begrensd is en het absolute 
-+ 

f(x) 

bet absolute minimu,n op X aan in ten-

minste een hoekpunt van Xo 

G O O ( 0 0 ) Bewi s ~ Een ma.x1111\,rn m1n11ouru van :r(i) is een • • 
min, -1r1u111 (maxim,1,,1 ) van 

-+ 
f{x) convex. 

erkin o De stelling is intuitie:r duidelijk aan een plaatje van een 

z-:r(x) 
I 
I 

1 I 
I I 
I I 

' 
X X 
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§4. Kuhn-Tucker theorie 

➔ -+ • • > )( • Als f(x) onder g . ( x) = b . , 1 
l. 1 

< 1 <min x een maximum aanneemt, en de 

fu.ncties fen g. voldoen aan zekere voorwaarden, dan weten we uit 
1. 

stelling 4 .2 .6 .3° dat (~><, ~><·) een zadelpunt is van de Lagrangefunctie 

F(~,"t). Stel het probleem luidt: bepaal het absolute maximum van :f(~) 
-+ 

onder g. (x) 
1. 

• ➔ -+ 
< ~ > b .. , 1 < 1. < m, x > o. Wanneer - . _., 1. de functies fen g. 

1. 
aan bepaalde voorwaarden voldoen, zullen we later zien dat het probleem 

dan equivalent is met het bepalen van een zadelpunt van een Lagrange­

functie. 

_No,odzakelijke .. en vol~oe.nde voor~aarden voor e_en zadelpunt 

' 

We memoreren eerst de definitie van een zadelpunt, die we in §2 gegeven 
' 

➔➔ ➔ + 
hebben. Men zegt dat een functie F(x,A), x een n-component en A een 

' 

m-component vektor, ➔ -+ 
als 

+-+ - ➔ ➔ - ➔ ➔ 
• 

(4.4.1) 

➔ • • ' -+ . • voor alle x in een s-omgeving van en alle ,\ in een s-omgeving van 
+ ➔ 

dan spreekt men van een globaal 
• zadelpunt in 

➔ +' 

• • • • • We zullen nu deze def1n1t1e uitbreiden voor het geval zekere componen-

ten van~ en X niet-negatief moeten zijn, andere niet-positie:f moeten 

zijn, terwijl een derde categorie elke reele waarde aannemen mag. 

. ~ -+ -+(1) -+(2) -+(3) ➔ 
Schr1.Jf x = x , x , x en A= +( 1 ) -+( 2) 

A , A , ➔( 3) 
A • 

-+(3T -+(3) .. 
componenten van x en A elke reele waarde aannemen mo gen. 

' 

➔ -+( 2) 
< O, A 

-+ 1 + 2' 
t-s componenten en 

... u componenten heeft , 
-+( 3) 

v-u componenten en A m-v componenten. 

de 

➔(3) 
X 

➔ (2) 
.\ 

• ➔ • • ➔ 
Laat w1 de verzameling van punten x Zl.Jn zodat de componenten van x 

' 0 

aan bovenstaande voorwaarden voldoen, laat w
2 

de verzameling van punten 
➔ • • ➔ 
A ziJn zodat de componenten van A aan de bovenstaande voorwaarden 

voldoen. 
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Laat tenslotte W de verzameling van punten 
➔ 
.:\ E: w

2
• 

-+ ➔ 
(x,.:\) 

• .. -+ 
ZlJn met x e. W 1 en 

• ➔ -+ 
De:f. 4.4.1. Men zegt dat de :functie F(x,>i_) een zadelpun_t heeft .. 

1 
➔ ➔ -+ ➔ 

voor en er een E > 0 bestaat zo dat 
➔ • - • -+ ➔ • in een 

.. ➔ 
s-omgeving van >i_0 • 

➔ 

dus niet een Lagrange:functie behoe:ft te zijn. 

1 
Veronderstel F 6C. 

➔ -+ 

Als F(x,.\) een zadelpunt 

dan spreken we van een 

:runctie, die 

• + ➔ 
in 

; ➔ ➔ 

(x,>i_) E.. W hee:ft, dan volgt uit de definitie van zadelpunt en stelling 

voldoet aan 

a 
a.\. 

1. 

0, j = t+ 1 , ••• , n 

.. 
0 , 1 = v+ 1 , • • • , m 

+ 
daar de componenten t+l, ••• , n van x en de componenten v+1, ••• , m 

➔ 
van.:\ elke reele waarde aannemen mogen. 

t+1 < k < n, beschouwen en -
➔ • .. 0 .:\ = 

J J 
Fin een omgeving van xk een 

gedaante zoals in figuur 4.1 weergegeven. 

F A 
A 

• 
• 
' 
' ' 

\ 
' \ 
; \ 

• ''--..... • 
• 

' 

I 
• 
' • • 
' ' 
' 

• 
' I -·- ........ -·- ... . -.. --·-- -·-··•--·• . --- ... -- .,.. 

• ·- ~ •. . - .. ' . ·--- --- ' . 

,cK 
(./ 2 
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Als 
0 e:.{1, ... , t dan geldt: 

➔ ➔ 

----- = o. 
dXk 

Immers, stel in j f: 
+ ➔ 

F(x,A) de -
+ ➔ 

k, A= \ 0 , dan 

geert dit de fu.nctie 
0 J J 

uit de • • • def1n1t1e van 
. 0 

zadelpunt dater een omgeving van xk bestaat, waar 
0 

Pas nu stelling 4.1.8 op de toe. Dit geeft 

0 + ➔ 

--- = ----- = o. 
dxk 8xk ' 

• 

----- = 0 als a A · ' r r + + 
Evenzo geldt 1 , • • • , VJ• 

We zullen vervolgens nagaan wat van----- gezegd kan. warden als 
axk 

0, waarbij k € 1, ••• , t • 

Neem eerst 

geldt 

aan k € { 1 , ••• , s , d us • • • • xk moet niet-negatief ziJn. Dan 

(4.4.2). 

• • BewiJs. > 0 
. + + aF 

continu is, bestaat een 

dat voor alle uunten 

. aF 
geldt <\ 

oXk 
> o. 

Kies een £, 0 < 

..... 

• • 
E < E 0 , en beschouw in de £-omgeving pu.nten van de vorm 

-+ + + 
h > O. Uit de stelling van Taylor voor een ~unctie van een 

• variabele volgt: 

+ + + ➔ 
8 < 1 • 

+ ➔ 
Het 

➔ • tot de E-omgeving 
➔ ➔ 

a + -+ -+ 

axk 
> O, waaruit volgt 

➔ ➔ -+ . ➔ -+ 
alle h, 0 < h < £. (4.4.3). 

• 
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Dus elke E-omgeving 

(4.4.3) geldt. Tegenspraak 
+ 

bestaat, zodat voor xc. 

Dus 

w1 en in die omgeving geldt 

(4.4.2) moet gelden. 

~ W waarvoor 
➔ 

Stellen we x~ = x~, 
J J 

-r + 
ken A= \ 0 in Fen beschouwen we F als 

functie 

weergegeven. Uit deze figuur volgt dire~t dat (4.4.2) geldt. 

0 
> 0 als xk = O, Op dezelfde wiJze toont men aan dat -----

3xk 

waarbij k s I s+1 L , 
" 

... ' t J • 
Analoog bewijst men (aan een plaatje direct te zien), als 

3A 
r 

> O, r = 1, ••• , u 

< 0, r = u+ 1 , ••• , v. 

➔ ➔ 

AO= 0 r , 

We hebben in voorgaande aangetoond aF 
dat ,~ ox. = 0 of 

0 
x. = 

J 
O, en 

3F + ➔ · 0 
a\ .. 

l 

J 
o. 

-+ ➔ 
We kunnen nu een stelsel noodzakelijke voorwaarden geven opdat F(x,A) 
• in voor (~~I) EE:. W een zadelpunt hee:ft, waarbij we aannemen 

F 6 C • 

Stelling 4.4.1. Stel de functie ----...:::~---
+ ➔ . + ➔ 

heef't in voor (x,A) E: W 

ax. 
J 

ax. 
J 

ax" 
J 

➔ + 

➔ + 

➔ ➔ 1 
F(x,A) e C • Als 

➔ ➔ 

F(x,\) een zadelpunt 
-+ ➔ 

dan moet voldoen aan: 

Q 

J - 1, ••• , s 

j = s+ 1 , ••• , t (4.2.4) 

0 j = t+1 , ••• , n. 



0 • 
X. > o, J 

J 

1 

-- 1 ' . . . , 

0 
x. -.... -

J ox. 
J 

dA. 
l 

a 
dA. 

l. 

0 
s· x. 

' J 

a -+- + 

ax. 
1 

= 1 , ••• , 

x? --
1. ax. 

1 

< 
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• s+ 1, t. 0, J - _co - . . . , , 

• t+1, J --

= o, j = 1 , ••• , n 

> o, i = 1, ••• , u 

< 0 , i = u+ 1 , ••• , V 

• = 0, 1 = v+ 1 , ••• , m. 

• 

0 
< X. < 00 

" ' 
J 

. . . , n 

0 
< 0, l = u+ 1, ... , V • _<X> < ' < 00 , I\. • , 

l. 

i = v+1, ••• , m 

= 0, i = 1 , ••• , m. 

( 4 • J, • 5 ) 

(4.4.6) 

(4.4.7) 

(4.4.8) 

(4.4.9) 

Def. 4.4.2. De gradient van 
➔ ➔ 

F(x,Ji.) met betrekking tot 
➔ 

x beschouwd in 
➔ ➔ 

kolomvector 

= ( 

D,ef. 4.4.3. De gradient van 
➔ -+ 

F(x,X) 
➔ -+ • 

de-kolomveetor 

= ( 

... , 

met betrekking tot 

... , a 
a>-­

m 

➔ • 
A beschouwd 1.n 

Uit deze definities volgt dat we (4.4.6) en (4.4.9) schrijven kunnen als 

-+-
x' . 

0 
➔ ➔ 

= O, respectievelijk (4.4.10) 

➔ ➔ 

= 0. (4.4.11) 
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~e zullen vervolgens een stelsel voldoende voorwaarden geven opdat 
+ ➔ ➔ ➔ f(x,A) een zadelpunt heeft voor (x,A) 

~an (4.4.4) t/m (4.4.9) voldoet. 

• • (4.4,4) t/m (4.4.9) 
~oldoet. Als een s-omgeving ➔ + , 

dat voor punten 
➔ ➔ 

Win die omgeving, 

-+ ➔ ➔ ➔ ➔ ➔ 

(x-x ) '· \/+ 
0 X 

(4.4.12) 

en voor punten 

+ 
) ' • 'v➔ 

A 
+ ➔ 

(4.4.13) 

➔➔ ➔ ➔ ➔➔ 

voor (x,A) E.W. 
+ + 

dan 

Als dan heeft 
+ ➔ ➔ + ➔➔ 

}3ewijs. Daar 

➔ .. 
Al s x ~ W 1 , dan is x .. > 0 , 

+ ➔J 
Verd·er 

+ ➔ 

.A.ls (4.4. 12) geldt, dan 

• 
J = 1, ••• , s; 

( 4 • 4 • 4 ) , d us 

➔ ➔ 
= XI. 

➔ + 

X. < 0, j = s+ 1 , 
J 

< o. 

➔ -+ 

geldt 

... ' t. 

(4.4.74) 

➔ " • + 
voor x e..w1 en in de £-omgeving van x 0 • Evenzo toont men aan 

➔ + . • ➔ 
Van x 0 en alle A .riiiW

2 
en in een £-omgeving van A

0
• 

een 

(~,\) 41!!. W. Het is duidelijk dat het een globaal zadelpunt is als 
➔ + 

voor alle x E- w1 en 
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Op het eerste gezicht doen de voorwaarden (4.4.12) en (4.4.13) • • en1.gsz1.ns 

geforceerd aan. We zullen laten zien dat deze voorwaarden tevoorschijn 

komen als F bepaalde convexe en concave kenmerken bezit. 

➔ ➔ 

een punt zijn dat aan (4.4.4) t/m 
➔ 

Stelling 4.4.3. Laat 

(4.4.9) voldoet. Als 
➔ ➔ + . 

voor x e w
1 

• • ➔ en 1.n een s-omgev1ng van A voor 
+ ➔➔ ➔ • • 

A e.-w2 en in een £-omgeving 
➔ + ➔ ➔ 

(x,).) E.W. 

van een • in 

Het is een globaal ➔ ·➔ ➔• 
zadelpunt als F(x,A ) een concave functie van x 1s 

voor alle 
➔ 

A 6 W
2

• 

➔ 

X 6 W
1 

en 
➔ ➔ 0 . ➔ • 

functie van A 1.s voor alle 

~~wijs. Uit stelling 4.3.4 volgt dat (4.4.12) en (4.4.13) gelden. 

Pas dan stelling 4.4.2 toe. 

Stelling van Kuhn_-Tu~~er 

+ ➔ 
Beschouw het probleem max z = f(x) ender g. (x) < 

1. ➔ . 
➔ •• 

x > 0 • ZlJ V = 
➔ 

X 
➔ ➔ 

g. (x) < = > b. , 1 < i < m; x 
l - l 

• > b., i 
➔ 1. 

1 , ••• , m, 

> 0, Wanneer de 

verzameling V aan bepaalde regelmatigheidseisen voldoet kan men noodzakelijke 

aflel.. den, opdat f (x+) 1.· n x> >< voorwaarden een absoluut maxim1lm op V aanneemt. 

We zullen geen wiskundig strenge afleiding van de noodzakelijke veorwaarden 

geven. Onze afleiding is een andere dan die gegeven door Kuhn en Tucker. 

Stelling 4.4.4. Beschouw het niet-lineaire programmeringsprobleem 

+ 
g. (x) 

1. 

+ 
g. (x) 1. 

➔ 
max z = f(x) 

< b., 
l 

> b., 
l. 

I 

ender 

• 
J. = 1 ' ... , u 

• 
1. = u+1, • • • , V 

➔ 
g. (x) = b., 

1. l 
• 
1 = v+1 , ••• , m 

➔ + 
X > 0. 

(4.4.15) 
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Veronderstel 

orthant. 

1 
f' 6 C , 

1 . 
g. e C , 1 

l 
- 1 , m, over het niet-negatieve 

➔ -+ 
Zi j V = x g. ( x) < b. , 1 

1 - l 

g . (; ) = b . , v+ 1 < i < m ; I > 
1. 1. -

➔ 

.. 
< 1. < u; 
➔ 

0 • 

• > b. , u+ 1 < i 
1 

< v; 

Stel dat f(x) het 
) )( 

absolute maximum. op Vin x aanneemt. Als de verzrune-

ling V aan bepaalde regelmatigheidseisen voldoet, dan bestaat er een 
> )( 

vektor 11. met 
)( * .:\ .. > O, i 
1. 

= 1, 4 ... , u' A .. 
1 

.,,,,. 
zo dat 

> )( -> )(· > )( 
X t V+ F(x ,11.) • 

X 

)* 
A ' • 

m 
waarbij F(~,~) = 

➔ 

f(x) + 
i=1 

* • < o, 1. 1+u, . . . , • v, _co< A. < oo, 
1. 

;I>- )( 

Vf(x) -

n 
* X .. 

j=1 J 

m 
* A • 

i=1 
1 

i = v+ 1 , ••• , m, 

m 

i=1 

~ )-)( + 
A. \Jg. (x ) < 0 

1 l 

> )( 
) )( m ag. (x ) 8f(x) A* i \ - l 3x. i ax. i-1 J J 

) )( 

b. - g. (x ) 
l 1 

= 0 

A • 1. 
b. 

1. 

-+ 
- g.(x) • 

l. 

(4.4.16) 

- 0 -

(4.4.17) 

(4.4.18) 

> )( 
Verder geldt dat het punt x ,-A 

' . .. 
aan de noodzakel1.Jke voorwaarden 

voldo~t opdat de Lagrangefunctie 
-+ ➔ 

F(x,A) een zadelpu.nt heeft in 
-> )( 
X ,A 

+ ➔ + 
voor x > O, A &w2 • 

Bewijs. Door invoeren van verschilvariabelen brengen we probleem (4.4.15) 
• • 1.n de equivalente vo:t .. m: 

➔ 

max z = f(x) 

onder 

( ➔) - • 1 g. X + X. - b., 1. = ' ••• , u 
l. SJ. l 

(4.4.19) 
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➔ 

g. (x) - x . = b. , i = u+ 1 , ••• , v 
l Sl l 

➔ 
g. (x) 

l 

➔ -r + 
x,x > o. ... s 

= b . , i = v+ 1 , • • • , m 
l 

+ . . ·))( >>< 
f(x) neemt het absolute m~ximum op V 1n x aan. Het punt x bepaalt 

s 

J is de deelverzameling van de indices j, j = 1, ••• , n, die de indices 
)( 

j bevat waarvoor x. > O. 
- J 
J is de deelverzarneling die de indices j bevat waarvoor 

J 

~ 

X .. = 0 • 

I is de deel verza1neling van de indices . i = 1 , .•.• , 

i bevat waarvoor voorwaarde i uit (4.4.15) actief 

geldt) in~>< is. 
-

v, die de indices 

(d.w.z. - teken 

I is de deelverza1neling. die de indices i bevat waarvoor voorwaarde i 

inactief (d.w.z. = teken geldt niet) 
• >- )( 
ln X 

• is. 

We hebben in §2,blz.230 gezien hoe we probleem (4.4.19) oplossen, dus 
I 

))( + . 
hoe we bet punt x bepalen waar f (x) bet absolute max1.m11m op V aanneemt. 

) )( 

We vinden x ,x bij bet oplossen van 
s 

bepaalde: stap. Veronderstel dat r(G) = 
. ' 

een bepaald probleem uit een 

r(Gf) =min _x ,x , waarbij G 
. .. . . * )( alleen kolornen bevat behorende biJ pos1.t1eve x., x .• 

s 
Dus we kunnen 

J S1. 

betreffende 

probleem uit de betreffende stap. Uit stelling 4.2.4 en hetgeen we 

gezegd hebben op blz. 230 t/m 232 volgt dater m Lagrangemultiplicatoren 
* ,, A. bestaan, zo dat 
J. 

'► )( ar(x) -dX. 
J 

m 

i=1 

➔ )( 
ag. (x ) 

* l 
A. a 

1 x. = o, j IE. J; 

J 

We zullen nu nagaan wat van het teken van 

m 
* - i\. 

i=1 l 

te zeggen valt. 

* >.. = 
l 

-• O, 1 E,.I. (4.4.20) 

(4.4.21) 
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• Om het teken van (4.4 .21) te onderzoeken veranderen we -+ ➔ 

X > 0 in een 

stelsel van n gelijkheden door opnieuw verschilvariabelen in te ·voeren. 
• • Als we een verschilvariabele x +· toevoegen dan gaat x. > 0 over in 

s ,v J J 
x c - o, j = 1, ••• , 

s ,v+J 
+ 

n. In probleem (4.4.19) vervangen we 

0 door de n gelijkheden x. -
J 

probleem met m+n gelijkheden als 

X . = 0. 
s,v+J 

voorwaarden 

We verkrijgen dan een 

en 2n+v variabelen~ De 
verschilvariabelen x ., 

SJ. 
➔ 

componenten van x mogen 

== r'(G:f) = m • 1.n _x ,x 
s 

x .. moeten 
s ,v+J 

• • • • niet-negatief ZJ.Jn, maar de 

nu elke reele 
' 

waarde aannemen. Als r(G) = 

voor het oorspronkelijke systeem van m gelijk-
. > )( ► X • = m+n 1.n x ,x ,x heden, dan is r(G) = r(Gf) voor het systeem van s s,v 

de m+n gelijkheden. Lossen we nu het probleem met de m+n voorwaarden 
' 

en de 2n+v variabelen op zeals we probleem (4.4.19) oplosten, dan 

* vinden we dater m+n Lagrangemultiplicatoren A., i = 1, ••• , m+n, 
l. 

bestaan, 
.,,,. 

zo dat 

m 
-

i=1 

) )( 
ag. (x ) 

* l. A. a 
J. X. 

J 

* - A • = 0 (j = 
m+J 1, ••• ,n) 

* -A. = O, i I:: I, 
J. 

* .:\ .=O,j~J m+J ( zie 4. 2. 31 ) • 

* Daar .:\ . = O, j ~ J, vinden we opnieuw (4.4.20). 
m+J 

' 

Beschouw nu eens: 

> )( m 
) )( 

~ ag. (x ) of'(x ) -ax. . 
1 

A i 
i ax a 

J 

- A* . 
m+J 

• - 0, J 
-J. (4.4.22) 

J 1.= 

Wanneer bepaalde voorwaarden, waarop we niet nader ingaan, vervuld zijn, 

dan geldt 

>< 
dZ 
ab. 

l. 

* . A • , 1 = 1 , •.• , m+n • 
l. 

(4.4.23) 

We zullen aannemen dat deze afgeleiden bestaan. 

Beschouw de voorwaarden x. > b ., waarbij voor ans probleem (4.4.15) 
J m+J * 

b " m+J O. Laat nu eens b . van nul negatief warden. De waarde van z 
m+J 

neemt dan toe 

(4.4.15) Xo > 

of blijft 

0 door x,. 
J 

hetzelfde. Immers vervangt men in probl.eem 

> b .. , waarbij b +.. < 
m+J m J 

O, dan voldoet elke 
J 

zeker aan de zo verkregen nieuwe voorwaarden. 

➔ 

X (e. V 



* dZ Bijgevolg --- < O, oftewel 
3b . 

m+J 

Uit (4.4.22) volgt dan: 

a r ( ~)(·) 
ax. 

J 

-
m 

i=1 
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* A • 
m+J 

< o. 

➔ )( 

a g. (x ) 
* l 

:\. a 
l X. 

J 

-• 
< o, J e,:J. (4.4.24) 

Analoog bepalen we het teken van 
• 1, ••• , u, 

* * az 

~ 1. 
J. = toenemen, dan kan z alleen toenemen of hetzel~de blijven. 

Dus ' - -- > o, 1.· = 1, l\i - ctb. .•. , u. Laten web. afnemen, voor i - u+1, ••• ,v 
l * -><- 1. 

kan z alleen . . * dZ toenemen of hetzelfde bl1Jven, dus Ai= ab. < O, 
. . . * J. 

dan 

1. = u+1, ••• , v. Voor 1. = v+1, ••• , m kan A. elk teken aannemen. 
l 

Vatten we de gevonden resUltaten sa.men dan komen we tot de noodzakelijke 

voorwaarden vermeld in de stelling. 

Zij F(;,!) = f(;) + 
m + 

:\. b. - g. (x) 
·+1 1. 1 1. l l 

➔ ' ➔)( 

• Als f(x) in x het absolute 

maximum op V aa.nneemt ~ waar·bij aan zekere voorwaarden voldaan m.oet zijn, 

dan bestaat 
:) )( 

een vektor :\ ' met 

1 , ••• , u; * ~ :\. > 0, 1. = u+ 1 , 
1 

. . . ' v· , -00 < * :\. < oo, 
l 

zo dat 

m 

i=1 

i = v+ 1 , ••• , m, 

* >)( 

:\. Vg. (x ) 
l l 

➔ 

< 0. 

(4.4.25) 

(4.h.26) 

' 

Dit volgt uit (4.4.20) en (4.4.24). Hierbij zijn de componenten j 
met j E J van 'v➔ F(~><, {,<) 

~x 
gelijk aan nul. 

-
Bedenke men x. - 0 voor j 

J 
E.J, dan ziet men dat tevens gelden moet 

> >< 
x' 

n 

j=1 
* x. 
J 

Verder weten we uit (4.4.20) dat 

per definitie g. (~><) = b .• Dus 
l l 

-

* :\. = 
1. 

) )( 

X A , 

m 
* A. 

i=1 1. 

> )( 
ag. (x ) 

l. o. (4.4.27) 

0 voor i 6 I. Voor i E: I geldt 

moet tevens voldoen aan: 



m 
) )(» 

A ' I 
* ) )( -

>-.. b. - g. (x ) 
l. 1 1 ..i. 

= o. (4.4.28) 
i-1 

Wanneer men (4.4.25) t/m (4.4.28) gecombineerd met -- F x ,A = 
3 A. 

l l.. 

aan de noodzakelijke voorwaarden 

zadelpunt hee:ft in X ., A 
+ ➔ 

voor x > 0 en 

voldoet 
-+ 

1 

dan ziet men dat 
·➔ + 

opdat F(x,A) een 

Het is vrij eenvoudig om voldoende voorwaarden aan 

> *" 

➔ 

te geven opdat f(x) 

een absol uut maximt11n in x o-o V aanneemt • -

Stelling 4.4.5. We beschouwen het niet-lineaire progra.rnmeringsprobleem 
1 1 

(4.4.15). Laat f E- c·- en g. ~ C , 1 < i < m, over het niet-negatieve 
➔ )( ]. 

orthant. Laat x een punt van V zijn. 
> )( 

Als een vektor A bestaat z6 dat 
) ,)( 

..._x ,A aan (4.4.25) t/m (4.4.28) 
➔ 

voldoen, en als f(x) concaaf is over het niet-negatieve orthant, ter-

wijl g.(;) convex is 
]. 

* ➔ • * als A. > 0 en g.(x) concaaf 1s als A. < O, 
• 

.¼. ]. . 1 ·> )( 
1, ••• , m dan neemt f(x) het absolute maximt,m op Vin x aan • ]. 

➔ 

Beyijs. Bedenke men dat -h(x) • concaaf is 
➔ 

als h(x) • convex is, en 

omgekeerd dan ziet men direct in dat uit de gegevens van de stelling 

volgt, dat 

m 
( 
➔ ) )() 

F x,A 
+ 

= f(x) + * A. 
1 

b. 
J. 

➔ 

- g. (x) 
J. i=1 

➔ ➔ + 
een concave functie van xis voor alle x > O. 

(4.4.29) 

))( + ➔ ➔ 

F(x ,A) is een lineaire functie van A en is dus convex voor alle A. 
>~ 

Daar x ,"- aan (4.4.25) t/m (4.4.28) voldoet volgt uit stelling 

(4.4.3) dat 
➔ ➔ 

F(x,A) een globaal zadelpunt in X ,A 
➔ ➔ 

heeft voor x > O, 
➔ 

Dus: 

➔ > )( ► )( ➔ ) ( > )( ➔ 
F(x,A) < F(x ,A)< F(x ,A) (4.4.30) 

➔ ➔ + 
voor alle X > 0, A E w

2
• 

Laat 
-+ 

g. (x) 
l 

➔ • • • 
x een w1llekeurig punt uit 

* + b . , d us A . b . - g . ( x ) 
1 1 l 1 

V zijn. Voor i = v+1, ••• , m geldt 

o. 
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➔ * *-Voor i = 1, ••• , u geldt b. > g.(x) en A.> O, dus A. _b. -
l l l l __v__l 

➔-
g. ( X )_ > 0. 

J. 
➔ )( ~ 

Voor i = u+1, .•• , v geldt b. < g.(x) en A. < O, dus Ao b .. 
l l 1. 1 l 

+ 
Waarmee we aangetoond hebben dat voor elke x eV, 

m 
*- ➔ 

- g. (x) A. b. > 0. 
0 1=1 1. 1 ]. 

Uit (4.2.29) volgt dat voor 

➔ ) )( )-)( > )( 
F(x,.A ) < F(x ,A). Hetgeen 

+ 
Dus f(x) neemt het absolute 

Opmerking bij stelling 4.4.5 

➔ + . + ))( 
elke x ~ V geldt: f(x) < F(x,A ). 

( ))() · (4 4 ) = f x • Ui t . . 30~weten we 

imnliceert f(~) < f(~><) voor alle ..... 

• maximurn. op 
))( 

Vin x aan • 

1 

De vektor 
) )( . . 
A 1s een optimale 

. .. .... 
oploss1ng van het volgende lineaire 

program:meringsprobleem: 

A. > O, i = 
l 

m 

I 
i=1 

m 

i=1 

A. 
1. 

A. 
l 

1 , ••• , 

• • • m1n1mal1seer 
>)( ➔ 

F(x ,>.) 

ender 
> )( 

age (x ) d f (~ )E) l --ax .. ax. 
J J 

a:r(~><) 
>---ax. ax .. 

J J 

u; Ao < 0, i - u+1 , 
l 

• e J J , 

-
' 

j E.. J 

i = v+ 1 , ••• , m. 

(4.4.31) 

Bewijs. triviaal. In het bewijs van stelling 4.4.5 hebben we gevonden 
➔ . > )( ), )( - > )( -+ 

, 

Kuhn en Tucker gaven een andere afleiding van de noodzakelijke voor-

waarden, ze omschreven de regelmatigheidseisen waa.raan V voldoen 

moet d.m.v. de ''constraint qualification''. 

Het probleern dat ze beschouwden luidt: 

Maximaliseer z = f(;) onder g.(~) > O, i = 1, ••• , M;; > O. 
1 

Over dit probleem bewezen Kuhn en Tucker de volgende stellingen: 
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Stelling 4.4.4a. Laat V = 
➔ 

X > O, 1 < i < M; 
-+ ➔ 
X > 0 • Als -> )( 

X t:::V ► )( een optimale oplossing is dan bestaat er een vektor A -+ 
> 0 

zo dat vervuld is aan 

> )(= 

X ' 

)s)( 

A ' 

► )( ) )( + 
F (x , ,\ ) < 0 

m 

i=1 

(4.4.32) 

(4.4.33) 

(4.4.34) 

aangenomen dat de constraint qualification geldt: 

Laten I en J gedefinieerd zijn als op blz. 260 • De verza.meling V 
-+ • • 1s zodanig dat voor elke h, die voldoet aan: 

-+ ) )( 
h 1 

• 'vgi ( x ) 
...... 

> O, i &.I; h .. > O, jE.J, 
J 

.. • > )( -+ -+ 
in een £-orr.,geving van x een differentieerbare curve x = ~(T) bestaat, 

die in V bevat is, waarbij h de richting van de raaklijn aan de curwe 
> )( 

X " 1s. 

We nemen hierbij 

i s da t ¢ ( 0 ) = ~ >< 

aan dat de parameterrepresentatie van de curve zodanig 
► )( 

en dat T toeneemt als men van x langs de curve gaat. 

De ... • 
) )( ➔ raakl1Jn in X aan de curve heeft de richting h, m.a.w. 

dx. 
J µh., • 

1 , - J - -dT J 
•.• , n, waarbij µ een positief getal is • 

Het bewijs van de stelling geven we niet. Zie b.v. G. Hadley, Nonline~r 

and Dyna1nic Progra.mming, blz. 194 e.v. 

Stelling 4.4.5a. 
dat aan (4.4.32) 

; )( ) )( -+ 
Laat x c Ven stel dat een vektor A > 0 bestaat z6 

➔ + t/m (4.4.34) voldaan is. Als de functies f(x) en g.(x) 
1. 

• continu differentieerbaar en concaa:f over het niet-negatieve or·thant 
• • • ZJ.Jn, J.. 

➔ ~ • > ➔E 1, ••• , M, dan neemt f(x) het absolute maximum op Vin x aan. 

Bewijs,. Men bewijst stelling 4.4.5a uit stelling 4.4.4a analoog zoals 

men stelling 4.4.5 uit stelling 4.4.4 bewijst. 
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➔ We merken op dat men probleem ( 4. 4 .15) in de vorm max z = f (x) onder 
g. (~) > 0, i 

l. 

➔ 

= 1, ••• , M; x > 
➔ 

0 kan brengen. Schrijf daartoe 

g. (~) = b. - g. (~) , i = 1 , ••• , 
l. 1 l. l l. ➔ 1. ➔ 

• • • , V • 
➔ 

De vergelijking g.(x) = b. 
1. l 

is equivalent b. 
1. 

> 0 
' - ➔ ➔ en - > O. 

l l 

l. 1 l 

Wanneer de voorwaarden g.(~) > O, i = 1, ••• , M lineair zijn dan is 
l. 

aan de constraint qualification voldaan • 
• 

+i➔ 0 . 1 M + +O voorwaarden ax - b .. > , 1. = , ••• , en x > 
. l. .. 

.. . 
ZlJ n. Laten de 

Er geldt 
> )( -rl. ➔ +1 ➔ 

Vg~(x )'=a. Voor elke h die voldoet aan ah 
1 > O, i .£.I; 
-

j eJ bestaat er een curve in een omgeving van 
"' 

➔-

► )( 
X die in > 0 

1+ V = LX 
➔1+ 
a X 

• ➔ 
- b~ > o, 1 < 1 < M; x > 

l + 
0 bevat is, waarbij de raaklijn 

. ) )( 

l.Il X aan de curve richting h heeft. 

Bewijs. We zullen aantonen dat de gezochte curve het lijnsegment 
➔ 

y = 
) )( ➔ • " 

x + vh is, 0 < v < v0 , waarb1.J v
0 

een nog te specificeren getal 
• is, 

➔ 

dat door h benaald wordt. -~ 
De raaklijn in 

) )( . . . 

x aan bet 11.Jnsegment • • valt langs het l1Jnsegment, dus 
. " we hoeven alleen nog te bew1.Jzen 

➔ ➔ 

y > O, dan is aangetoond dat het 
• • • 

• 
+1➔ 

da t a y > b ., , i = 1 , • • • , 
l. 

lijnsegment in V ligt. 

M, en 

-+1+ 
a y 

-rl > >< 
= a X 

+1+ 
+ va h = b. + 

• l. 

• • 
+1 ➔ .. +1➔ ( 0 ) va h > b .. voor i E:: I , daar v > 0 en a h > 0 i e. I • 

l. -
Voor i ~ I 

+1) )( 
geldt a x > b .• 

• l. 

➔ 

Kiest men bij de gegeven h v voldoende 
-

klein dan 
+1>>< +1.+ 

geldt ax + va h > b .. , alle i E: I. 
l. ..... > )( ➔ 

y. > 
J 

-
O, j e J daar ha> 0 voor 

*J 
j E.J en x > 0. 

Voor O Cl + 
men b1.J gegeven h v voldoende klein dan j c J geldt x. > O. Kiest 

J * x. + 
J 

vh . > 0, alle j E. J. 
J 

Voor het geval bet 
➔ 

max z = f(x) onder 

niet-lineaire progra.mmeringsprobleem luidt 

l 
j=1 

a X J . - > "" "l <.. -
l.J J 

b., i = 
l 

1, ••• , m, 
➔ ➔ 
X > 0 

dus de in stelling 4.4.4 gegeven voorwaarden ➔ 
noodzakelijk opdat f(x) 

het . " ))( 

absolute maximum in x aanneemt op V. Is ➔ 

f(x) concaaf, dan zijn 

de voorwaarden ook voldoende. Irnmers een lineaire functie is zowel 

convex als concaaf. 



Speciaal geval u,i,t de 1\,$,n-:T~cke,r theorie 

Uit het voorgaande volgt: 

Stelling 4.4.6. + 
Max z = f(x) 

n 

j=1 

n 
\ 
l 

j=1 

n 

I 
j=1 

onder 

a .. x. 
lJ J 

a .. x. 
lJ J 

a .. x. 
lJ J 

< b., i 
1. 

> b. , i 
]. 

• = b .. , l 
]. 

➔ + 
X > 0 

1 , ••• , u 

U+ 1 , • •• , V 

v+ 1 , ••• , m 

(4.4.35) 

waarbij :r(i) continu differentieerbaar en concaaf over het niet­

negatieve or~hant is. Een noodzakelijke en voldoende voorwaarde 
+ ►)( 

opdat f (x) in x =- V op V ee11 absoluut maximurrJ. aanneemt is het 
> )( * * • bestaan van een vektor "A met A. > o, l. - 1 , ... , u; A. < 

]. ]. 

* • • .,,. 
u+ •j , "A. v+1, dat ]. - v· en -00 < < 00, ]. m, zo - . . . , - ... , , 

]. 

m 

i-1 

en 

n 

I 
j=1 

en 

m 

I 
i=1 

* >-.. a. . > 
1 lJ 

ar(~><) 
----ax. 

J 

)( 

X. 
J 

a :r ( ~ )<) 
ax. -

m 

I 
i=1 

* A .. 
l. 

- J 

b. -
1 

n 
\ 
L 

j=1 
a .. 

1J 

• Verder de Lagrangefunctie 

m 
+ ➔ 

F(x,\) = f (~) + 
i-1 

• 
, J = 1 , ••• , n 

* ).. . a ... 
l J.J -

* x. 

\. 
l. 

J 
o. 

b .. -
]. 

= 0 

n 
a .. X. 

j=1 l.J J 

o, 

(4.4.36) 

(4.4.37) 

(4.4.38) 

(4.4.39) 
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x ,A voor ~ > 0 en ➔ 
• ➔ I verzamelingen van vektoren A, waarvan de componenten 1 t mu niet-

negatief zijn en de componenten u+1 t/m v niet-positief). 

Immers: (4.4.37) 

n 

I 
j=1 

n * af(~><) 
X. d = 

j =1 J xj 

m 
\ 
l 

• 1=1 

* A. b .• 
l. l. 

• • • 1s ook te schr1Jven als 

* x. 
J 

> )(• 
af(x) ---= ax. 

J 

m n 

I 
i=1 j=1 

a. o 

l.J 

• • Als voorwaarde 1 uit 
. ) )( • • • • inact1ef 1s in x 

• * 

* X. ) • 
J 

• dan 1s 
)( 

A. 
l. 

(4.4.40) 

(4.4.41) 

o. 
We k1lllnen dus 1.n (4.4.41) a.. . x. door 

lJ J 
b. 

l. 
vervangen zonder dat de 

j-1 
waarde van de uitdrukking verandert. Bijgevolg (4.4.40) geldt. Om.ge­

n * 
keerd kunnen we (4.4.40) b. door l a .. x. 

1 j=1 lJ J 
vervangen zonder dater 

iets verandert en vinden dan weer (4.4.37) terug. 

Vervolgens 

stellingen 

leiden we m.b.v. de Kuhn-Tucker theorie enkele bekende 
., . . -- . uit de duale l1.nea1.re programrnering af. 

+ -+ + 
We veronderstellen dat f(x) = c x, zo dat (4.4.35) 
wordt. 

Dan worden (4.4.36) en (4.4.40) respectievelijk 

m 

i-1 

m 

i-1 

* A. 
l 

• a .. > c., J = 1, ••• , n 
J.J J 

)( 

A a b. = 
1 l. 

m 

n 

I 
j=1 

* C . X . • 
J J 

een L.P.-probleem 

(4.4.42) 

(4.4.43) 

A. a .. 
l. J.J 

> C. , 
J 

j = 1, ••• , n voldoet, en elke 
i=1 

➔ + 
x > 0 die aan de voorwaarden uit (4.4.35) voldoet, geldt 



• 

n 
A. 

l 
a .. x .. < A. b., 
lJ J l 1. 

• 
l = 1 , ••• , V 

j=1 

n 
A.. a .. x. 

l j = l lJ J 
A • b • , i - v+ 1 , • • • , m. 

l l 

(Bedenk A. < O, voor i = u+1, •.• , v). 
l 

Dus 

m 
\ A .. l J. ~ 

1 1. 

Dus i.h.b. 

Nu volgt uit 

A. > O, i = 
J. 

m 
b .. > \ ( l J. .. 

1 l 

m 

i=1 

1, ••• , u; 

n 
\ a ... l lJ j =1 

>... b.. > 
l l 

.. 
min Z = 

X.) 
J 

n 

j-1 

m 

i-1 

onder 

m 

i-1 
A. a .. 

l lJ 

)... < o, i 
1. 

n 
--

j =1 

* C. X ... 
J J 

A. b. 
1. J. 

m 
( Ac a ... )x .. 

l J.J J i=1 

• 
> c., J = 1, ••• , n 

J 

u+ 1 , ••• , v· -oo , < >... 
J. 

n 
> c. X. • 

j=1 J J 

(4.4.44) 

(4.4.45) 

< 00, 

• 
l v+ 1 , ••• , m. 

Het 

uit 

L.P.-probleem 

(4.4.35) door 

(4.4.45) is de duale van het L~P.-probleem verkregen 

( ➔) ➔ ➔ ( • f x - c x te nemen zie L.P., §5, stelling 2.5.8). 
• Verder hebben we m.b.v. de Kuhn-Tucker theorie aangetoond dat het 

duale L.P.-probleem een optimale oplossing heeft, als het oorspronke­

lijke L.P.-probleem een optimale oplossing bezit, waarbij (4.4.43) 

geldt (max z = min z). 
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Tenslotte merken we op dat de relaties (4.4.37) en (4.4.38) de stel­

lingen 2.5.1oa en 2.5.10b weergeven. 

Voorbeeld. We zullen grafisch een niet-lineair prograrnmeringsprobleem 
9 • 

oplossen en dan m.b.v. de Kuhn-Tucker theor~e laten zien dat het 

gra~isch bepaalde optimum inderdaad het optimum is. 

Het probleem luidt: 

t ')( l. 
I 
l • 

I 
r 
• • 
J 
• 

,-
I 

' . . -

' • 
I'" 
' 

I 

' l-

J 
' 
I 
I 

1 
r 
' 

• 

' 

.. 
min z = 

,. 
,, "'" 

2 

onder 

<- 6 

X - X < 1 
1 2 

X > 1 
1 

X > 0. 
2 

t 

I 

I 

I 

I 

• I 
• 

l 

I 

• 

I 
•-,••• •~....__---------•-------'-•- -~•-•r- •--•·• ••••••- •·••-• ., ., • 

• 

$ - - •• -···-- ·-· --- ~~ 

(4.4.46) 



271 

De optimale oplossing is het punt waar een ellips aan een zijde van de 

convexe verzameling raakt. 

La.at * * 6, 
* z = 
. . . * * 2 2 l1Jn -1 

* * 
. ** . * * . * in x 1,x2 op dan vindt men x 1 = 2,5, x 2 = 3,5. Waaruit volgt z = 15. 
We hebben dus grafisch een oplossing van het probleem (4.4.46) bepaald. 

We zullen nu d.m.v. stelling 4.4.6 laten zien dat z inderdaad voor 
* * = - • • mini-mum onder de gegeven voorwaarden 

• bereikt. 

Daartoe maken we eerst van (4.4.46) een maximaliseringsprobleem. 

Het probleem is hetzelfde als het probleem waar we maximaliseren 

waarden. De voorwaarden zijn lineair. We zullen eerst een vector 

(4.4.38) voldaan is. 

(4.4.36) wordt: 

* A + 
2 

* 2A + 
3 

* * A > 
5 

20 (4.4.47) 

4) - 20 • 

.. 
Uit (4.4.37) volgt 

i 
* A.= 0 als voorwaarde i uit (4.4.46) inactief is 

• ► )( ( 1 1 ) in x = 22,32 • Alleen de eerste voorwaarde is 
. . ) )( 

actief in x. Dus 
• * - )( * * * o. moet het gelijkheidsteken gelden 

voor de j-de voorwaarde van (4.4.47). 
* * . * Zowel x 1 , x 2 > O. Waaruit volgt A1 = 20. 

We hebben dus een punt _x ,A gevonden dat.aan de hoodzakelijke 

voorwaarden uit stelling 4.4.6 voldoet. 2 

• absolute rna.x1tt1t1m 
• ) ~¾ • in X (2~,3~) ender de gegeven voorwaarden aanneemt • 
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Kwadratische 
J I 

Een kwadratisch programmeringsprobleem is een niet-lineair programme-
• 

ringsprobleem, waarvan de bijvoorwaarden lineair zijn en de object­

functie de som is van een lineaire en een kwadratische vorm. We zullen 

alleen maximaliseringsproblemen beschouwen, dit is geen beperking daar 
➔ 

het minimaliseren van f(x) o-o hetzelfde neerkomt als het maximaliseren ..... 

-+ 
van -f (x). 

Door eventueel verschilvariabelen in te voeren is elk kwadratisch 

progra.rnrneringsprobleem te schrijven als: 

➔ ➔ ➔ ➔ 

max z = c x + x' D x 

onder 

➔ ➔ 

AX= b (4.5.1) 

➔ -+ 
X > 0. 

• • • We nemen aan dater m voorwaarden en n var1abelen ziJn, zodat A een 

mxn-matrix en Deen nxn-matrix is. We mogen zonder beperking aannemen 

dat D symmetrisch is, d.w.z. D - D' (zie blz. 240) • 

Evenals de Simplexmethode bij de lineaire progr8.l1'.Jmering, tasten de 
' 

meeste tot nu toe ontwikkelde algorithmen voor de kwadratische 

programmering steeds de omgeving van de vektor 
+ 
X af, die men in een 

bepaalde stap bereikt heeft, terwijl de berekeningen gestopt warden, 

wanneer blijkt dat men in deze omgeying geen betere waarden meer kan 

vinden. Men vindt in principe dus hoogstens een lokaal extreem en 

dan is het van belang te weten of dit nu absoluut is of niet. 

,s~ellins; 4. 5. 1 .• 
-:,- ➔ • • • .. Q • • 

Als x' D x negatief definiet of negatief semidefiniet 
a 

is, dan is voor probleem (4.5.1) elk lokaal maximum tevens het abso­

lute maximum. Is;, D ~ negatief definiet, dan is het absolute maximum 

(als het bestaat) uniek • 
• 

a ,. -+ + ., 
BewiJs. Als x' D x negatief 

(stelling 4.3.1), en dan is 

(semi)-definiet is 
+ + ➔ 

dus oak c x + x' D 

.. -+ ➔ 
dan 1s x' D x concaaf 
➔ ➔ ➔ 

x concaaf. Als x' D x 
• • • a negatief definiet 1s, dan 

• ➔ ➔ 
is x' D x sterk concaaf, en men gaat direct 

➔ ➔ ➔ ➔ 

na dat dan ook c x + x' D x .sterk • concaaf is. 
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Verder is 
-+ 
X 

-+ -+ -+ ➔ 

Ax= b, x > 0 convex. Pas nu stelling 4.3.10 toe. 

Stelling 4.5.2. Als 
-+ -+ 
x' D x negatief definiet is en probleem (4.5.1) 

bezit een toegelaten oplossing, dan is er een unieke optimale oplos-
• • • sing, waarvoor z een e1n~1.ge waarde aanneemt. 

Be~ijs. We moeten aantonen dat de waarde van z niet naar 00 gaat als 
➔ ➔ 

x ➔ 00 • Beschouw een punt x op de hyperbol met straal a en de oar-
➔ ➔ 

sprang als middelpu.nt. Dan geldt X = ➔ • • 
ar, waarbiJ r een punt op de 

-+ -+ . . + 
eenheidshyperbol is. Verder x' D 

➔ 2-+ ➔ 
x = a r' Dr. Laat r' Dr het maximum 

de eenheidshyperbol 
. + ➔· 

Daar x' 
➔ • • • 

D x negat1.ef def1.n1et op 
• 
1S 

➔ ➔ 

geldt dus r 0 D r
0 

hyperbol met straal 
➔ ➔ 

Wanneer x ~ O, dan 
• 

• 

' 

1.n r
0 

aannemen. 
-+ ➔ a< 0 en x' D x < 

2 o d < 0 
➔ -+ 

-+ 
voor elke x 

a. Hieruit volgt dat x' D x + - 00 als 
+ 
X 

z 
-+ ➔ 
x' D x 1 + 

• 

-+ -+ 
C X 

➔ ➔ • 
x' D x-

Laat 

➔ ➔ 

C r 
• -~ ~ 

het maxim"t11n op de eenheidsbol aannemen 1.n 
r '·• D r 

op de 

➔ 00 • 

Daar 
-+ ➔ 

r 1 D r
1 

~ 0 is de waarde van dit maximum eindig. Er geldt dan 

➔ 

Dus als x + 00 dan 

➔ ➔ 

C X 
• 

➔ ➔ 

·x' D x 
< 

1 
a 

➔ ➔ 

C X 
------ ➔ 0 en z + - 00 • 
-+ ➔ 

x' D x 

• 

Waarmee aangetoond is dat de maximumwaarde van z niet willekeurig groat 
➔ ➔ • • • 

kan warden, als x' D x negatief definiet 1.s. 

Als probleem (4.5.1) een toegelaten oplossing bezit, dan bezit het een 

optimale oplossing, waarvoor z eindig 1.s, en verder is de optimale 
• 

oplossing uniek, 
➔ ➔ 

omdat x' D x negatief definiet 
' 

• 1s. 
• 

-+ -+ 
Bepalen van een, toeg~~a.t_en, _basisoplos s,ing van A x _ b 

• 

. 

Wolfe heef't een algorithme ontwikkeld om het kwadratische programmerings-
' • 

probleem op te lessen en bij het uitvoeren van dit algor-ithme bepaalt 
. ➔ ➔ . 

men eerst een toegelaten oplossing van Ax= b. We zu.llen een methode 
. . ' 

het geval is, ons tevens een toegelaten basisoplossing geeft. 
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Los daartoe het volgende L.P.-probleem op 

max z = - L 
• 
]. 

onder 

➔ ➔ ➔ 

Ax+ Iu = b 

➔ ➔ ➔ 

x,u .> o. 

u. 
J_ 

Dit probleem lossen we met de Simplex-methode op. Voor de eindoplos­

sing zijn drie mogelijkheden 

(1) max z < O, dus een of meer artificials verschijnen in de optimale 
➔ ➔ • • 

basisoplossing met een positieve waarde. Ax= b bezit dan niet 
➔ ➔ 

een oplossing x > 0. 

(2) max z = O, geen artificial zit in de basis. We hebben dan een 
➔ -+ 

toegelaten basisoplossing voor .A:x = b gevonden. 

(3) max z = O, een of meer artificials zitten in de basis, met de 
• -+ ➔ 

waarde nul. We hebben dan een toegelaten oplossing voor Ax= b 

gevonden. 

Er kunnen nu vergelijkingen van 
➔ ➔ • 

.Ax= b overbodig • • ziJn. Als we de 

artificials uit de basis kunnen verwijderen dan verkrijgen we een 
➔ ➔ 

ontaarde toegelaten basisoplossing van .Ax= b. Als we de artificials 

niet allemaal uit de basis kunnen verwijderen, dan zijn er vergelij-
➔ ➔ 

kingen van Ax= b overbodig, deze kunnen we weglaten en dan kunnen 

we een toegelaten basisoplossing voor het nieuwe stelsel vergelij­

kingen verkrijgen (zie L.P., stelling 2.3.7 II). 

In de Lineaire programmering staat deze methode bekend onder de 

naam Fase I methode. 

In probleem (4.5.1) zijn de voorwaarden lineair en is de constraint 

qualification vervuld. We kunnen dus noodzakelijke en voldoende voor­

waarden voor een optimale oplossing van (4.5.1) aangeven. 

Stelling D • is voor 

probleem (4.5.1) dan en slechts dan een optimale oplossing als vekto-
> )( 

ren A 
>>< ➔ ,,. • 

en v > 0 bestaan, zo dat voldaan is aan 



275 

➔ r>< 
c' + 2Dx 

) )( ► )( -+ 
A'.\ + v = 0 

> )(• 
• V = 0 

) )( -+ 
.Ax - b 

(4.5.2) 

(4.5.3) 

(4.5.4) 

Bewijs. Een lineaire fu.nctie is zowel convex als concaaf. Verder 
➔ ➔ ➔ ➔ 

X Ax 
➔ ➔ ➔ 

b, x > 0 • • is convex. Gegeven is dat x'Dx concaaf is. 

De stelling volgt nu direct uit de stellingen 4.4.4 en 4.4.5. 
Voor ons kwadratisch program:cneringsprobleem is 

Hierbij is 

• Dan is 
ag. 

1. 

ax. 
J 

• 
➔1 
a de 

= a ..• 
lJ 

n a:r 
ax. 

J 

= c. + 2 
J i=1 

• 
➔ -+i-+ + ➔ ➔ ➔ -+ 

g.(x) =ax, f(x) = c x + x'Dx. 
l 

.de .. k 
1. riJve tor van A. 

➔ 

Dus de kolomvektor Vg.(x) 
1. 

x. 
l 

Q. ••• 
1J 

➔ 
Dus de kolomvektor Vf(x) 

➔ ➔ 

= c'+2Dx. 
• 

Ui t stelling 4 .4 .4 volgt dat als ~>< een optimale oplossing voor 
• 

(4.5.5) 

(4.5.6) 

➔ )( > )( ➔ )( 
probleem 4.5.1 is, dan een vektor A bestaat zodat x, .\ voldoen aan 

• ► )( ➔ (4.4.26) t/m (4.4.28), terwijl verder A:x - b gelden moet. 

Gebruikt men (4.~5.5) en (4.5.6), dan ziet men dat (4.4.26) wordt: 

))( ►)( -+ 
c' + 2D'x - A'.\ < O. 

Er geldt D' = D. Voer de n-comuonent verschilvektor 

Dan wordt (4.5.7) 

Gebruikmakend van 
) )( 

V 

-

))( ►)( ➔ ►)( ➔ 

v = A'A - c' - 2Dx > O. 

-+ ))( ))( ))( ➔ 

c ' + 2Dx - A' A + v = 0 • 

kan men (4.4.27) schrijven als 

) )( 

V 
• in: 

))( ))( 

(x ) 'V = 0 
)( * 

of x. v. = 0, j = 1 , ••• , n. 
J J 

Triviaal is dat gelden moet 
➔ 

b. 

(4.5.7) 

• 
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➔ ➔ 

(4.4.28) is ver l,A,..l..d door elke toegelaten oplossing van A:x. = b en 

we kunnen dus (4.4.28) verder buiten beschouwing laten. Hiermee 
> )( ➔ • • 

hebben we dus afgeleid dat wanneer x > 0 een optimale oplossing 
))( ))( -+ ,,,,,, 5 ) 

voor (4.5.1) is, vektoren A en v > 0 bestaan zo dat aan (4 •• 2 
• 

z = 
➔J._➔ 

=ax zowel 
J.. 

convex als concaaf is, volgt uit stelling 4.4.5 dat de voorwaarden 

ook voldoende zijn. 
-+ • Dus als we kunnen vinden een X > 

➔ -+ ➔ 
0, V > 0 en een -

-+ ➔ 
Ax= b 

+ -+ ➔ ➔ 

2Dx - A'A + v = -c' 

x. v. = O, j = 1, ••• , n 
J J 

➔ 

➔ • 
A die voldoen aan 

(4.5.8) 

dan is x een optimale oplossing voor het kwadratische ~rogrammerings-

probleem (4.5.1 ). 

Het probleem van het oplossen van een kwadratische programmerings-

probleem is dus teruggebracht tot 

en een ! die aan (4.5.8) voldoen. 

gelden -+ + . 
moet dat x'Dx concaaf is. 

bet vinden van 
➔ ➔ -+ ➔ 

een x > O, v > 0 

Hierbij merken we nog op dat dan 

➔ ➔ 
Op,loss,inssmethode van Wolfe voor het geval x'Dx negatief definiet is 

7 7 I 

-+ ➔ -+ -+ We zullen nu de methode van Wolfe behandelen om een x > O, v > 0 
+ 

en een Ate vinden die aan (4.5.8) voldoen. Het voordeel van deze 

methode is, dat we de Simplex-methode gebruiken ku.nnen. We merken 
➔ ➔ 

eerst op dat wanneer x,A,v een oplossing is van de m+n vergelij-

kingen 

A 

2D 

0 

-A' 

0 
-+ 
¼ 
A 
+ 
V 

➔ 

-c' 
(4.5.9) 

,,,,. + ➔ ➔ -+ ➔➔ 

zo dat tevens x > O, v > 0 en x'v = O, dan hoogstens m+n componenten 

van 
➔ 

X,A,V 

• 

ongelijk aan nul kunnen zijn. Dit volgt uit ;,; = O. 

I 
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➔ • .. 
Als k componenten van x positief • • • • • Z1Jn, dan ziJn tenminste k componen-

➔ • 
ten van v gelijk aan nul, en dan zijn dus hoogstens n-k componenten 

+ . .. . ..,.. ➔ 
van v pos1t1ef. Waaruit volgt dat van de 2n-component-vektor x,v 

➔ 
hoogstens n componenten positief kunnen zijn. De vektor A bevat m 

• componenten, dus niet meer dan n+m componenten van 
➔ ➔ 

_x,A,v kunnen 

ongelijk aan nul zijn. 

We nemen bij de afleiding van Wolfe's • ➔ --+ 
algorithme aan dat x'Dx 

negatief definiet is. Het semi-definiete geval kan in principe 

moeilijkheden geven bij de berekeningen. We zullen later zien hoe 

we deze moeilijkheden kunnen opheffen, maar nu nemen we aan dat 
➔ + . . . . 
x'Dx negatief def1n1et is. 

De eerste stap in het algorithme is het bepalen van een toegelaten 
➔ -+ 

basisoplossing van A:x = b als er een bestaat. Dit doet men m.b,v. 
• de Fase I methode. Als een toegelaten oplossing van 

is dan is het zeker dat een oplossing 

bestaat. 

-+ ➔ -+ ➔ 
X > 0, V > 0, 

➔ ➔ 

.Ax - b gevonden 
➔ 

A van (4.5.9) 

• • ➔ -1 ➔ We maken gebruik van de gevonden toegelaten basisoplossing xB = B b 
+ -+ • • • • " Q 

van .Ax= b. We voegen alleen artif1c1als toe aan de n-vergel1Jk1ngen 
+ 2Dx 

➔ 

- A' A + 
-+ 
V -

+, . 
-c , en wel op de volgende manier. 

Beschouw het stelsel vergelijkingen 

➔ + 
Ax= b 

+ ➔ + -+ ➔ 
2Dx - A'A + v +Eu= -c' (4.5.10) 

waarbij ~ > 0 en E = ((~. o .. )) een diagonaalmatrix is, waarvan 
J J.J 

de diagonaalelementen zijn ~- = + 1. De getallen ~- zijn als volgt 
J J 

de kolommen van D bevatten die corresponderen 

met de koloilllllen van A 
• 

aan met -+J 

a 

2aJ -+ 
+1 als -c. - • XB > 0 

J B ~. (4.5.11) -
J • 

2aJ -+ 
-1 als -c. - • XB < 0 

J B 



Als we stellen 

u. = -c. -
J J 

• 

2ciJ 
B 
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> O, j = 1, ••• , n; 
-+ -+ -+ + 
A= O; V = o, (4.5.12) 

dan hebben we een toegelaten oplossing voor (4.5.10). Deze oplossing 

bevat hoogstens n+m positieve variabelen. Verder kan deze oplossing 

geschreven worden als 

r B 0 
-- • (4.5.13) 

E 

B 
Daar BQ = 

,, 
E 

-- B E # 0) 

➔ .. 
1s xB,u een toegelaten basisoplossing voor (4.5.10) • 
We weten dat de componenten 

➔ ➔ ➔ 

Stel in (4.5.10) A=~ - n, 
We stellen verder 

A 
Q = 

0 

van 
➔ 

~ > 

2D -A' 

➔ ➔ ➔ ➔ 

w = x,E;,n,v,u. 

➔ 
). elke 
➔ ➔ 

0 en n 

0 

A' 

reele waarde aannemen mogen. 
➔ 

> o. 

0 

I 
n 

0 
+ 

, f = 
➔ 

b ,-c' , 

Het volgende probleem gaan we nu oplossen 

max Z = - u. 

onder 

+ + 
Qw = f 

+ ➔ 
w > 0 

➔ + 
x'v = 0 

• J 
J 

(4.5.14) 
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-+ -+ ➔ ➔ + 
Daar een x > O, v > 0 en een A bestaan die aan (4.5.8) voldoen is het 

maximum van Z gelijk aan nul. 

Het probleem (4.5.14) is • • lineair, behalve voor de voorwaarde 
➔ ->-
x'v = 0, 

+ + 
We nemen de voorwaarde x'v = 0 apart en gebruiken de Simplex-methode 

om 

de 

t"' -+ +-+ ➔ 

- l u. onder Qw - f, w > 0 nul te maken, waarbij we starten met 
J 

basisoplossing de Simplex-
➔ ➔ 

methode dragen we er steeds zorg voor dat x'v = 0 blijft gelden. 

Dit impliceert dat we een kleine variatie op de Simplex-methode 

aanbrengen. We gaan bij de keuze van de variabele die basisvariabele 

wordt iets selectiever te werk. Als x. > 0 dan staan we niet toe dat 
J 

v. basisvariabele wordt en omgekeerd. (Algemener: men kan toestaan 
J 

dat x. en v. beide basisvariabelen zijn, maar alleen als x. v. = 0). 
J J J +J ➔ 

Wanneer we vinden Z = O, dus alle u. = O, dan hebben we een x > O, 
➔ -+ ➔ J ➔ 
v > O, A gevonden die aan (4.5.8) voldoen, en dan is x de optimale 

oplossing voor probleem (4.5.1). 
Men kan zich afvrage·n of het mogelijk is, dat we na een bepaalde 

stap in de Simplex-methode geen verdere stappen meer kunnen doen, 
-+ -+ 

die niet in strijd zijn met de Simplex-regels of x'v = O, terwijl 

dan nog 

dat Z 

niet alle u. = 
¼. 

0, o:ftewel u -

0 zijn. Dit is onmogelijk. We zullen bewijzen 
+ 
O, als we geen verdere stappen meer kunnen 

doen die niet in strijd zijn met de Simplex-regels of 
+ + 
x'v = 0. 

Bewijs. Bij dit bewijs gebruiken we het feit 
➔ ➔ 

dat x'Dx • negatie:f 

de:finiet is. Beschouw de stap waarna we geen verdere stappen kunnen 
• • • ui tvoeren. BiJ 

• ) )( ➔ )a)( ➔ ➔ )( ➔ 

die stap vind~n we een x > O, v > O, u > 0 en 
) )( 

A 

van 

) )E 

= ~ 
> )( 

X 

) )( 

- n 
• • ) )( ) )( > )( • • 

, waarbiJ ~, n > 0. Laat x 1 de positieve componenten 
))( .......w- ►)( 

. . ) )( 

met de positieve componenten van x corresponderen. 
• Dan is 

van 

Dan 

) )( 

V 

➔X - ➔ >>< >>< 

> )E 

) )( 

= O. Laat v 2 
bevatten en x2 de corresponderende 

-+ 
= o. 

• • de positieve componenten 

componenten 
) )( 

van x. 

Men kan gernakk.elijk nagaan dat 
) )( ) )( ' ► )( ' ➔ )( 

X ,v ,~ ,n ,u. .. - ook een optimale 

oplossing is van het lineaire programmP.ringsprobleem 
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• 
J 

onder 

➔ ➔ 

Qw = f 
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➔ + 
u. = h w 

J 

➔ 

= 0 
(4.5.15) 

+ ➔ 

v, = 0 

+ ➔ 
w > 0 

Irnmers bij de stap uit het oplossingsproces van (4.5.14) waar we 

niet verder konden gaan, zonder in strijd te geraken met de Simplex-
+ + 

regels of x'v = O, geldt Z. - h. > 0 (h. is -1 voor de u. en nul voor 
J J J . . si. ➔ *) 

de andere 

De rest van het bewijs van de stelling is gebaseerd op de optimale 

oplossing van probleem (4.5.15). 
+ -+ • 

De vektoren x 1 en x
2 

behoeven niet 
+ . 

La.at x3 de overige componenten van 
>>< + + 

+ 
ten. Oak v3 = 0. 

De verzarneling voorwaarden 

schrijven: 

➔ 

➔ + 
Qw = :f 

+ 
elke component van x te bevatten. 
+ 
x bevatten. 

➔ 

overige componenten van v bevat-

kunnen we splitsen en als volgt 

➔ 

= b 

➔ 
- A I€; 

1 
+ 

+ E 1u = + 
-c' 

1 

• 

➔ 

➔ 

- A' E; + 
2 

➔ 

➔ 

A'n 
2 

X -
3 

A' E; 
3 

➔ 

+ A'n 
3 

➔ 

+ Iv
2 

+ --

➔ 

-c' 
2 

l (4.5.16) 

Men 

een 

• • • ziet eenvoudig in dat A. de koloromen k van A bevat waarvoor 
+ 1 

element van matrix Dis 

component van 
+ 
x. 

1 
en 

dan is def een 
• 

willekeurig 

element van D .. als x een 
iJ e 

+ . 
( i ,j = 1 , 2, 3) • 

* ➔x +x -+x ~x +x 
Hierbij nemen we aan dat x , ~ ~ n , v , u een niet-ontaarde ba-

si soplossing is. 
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. + ➔ • ➔ ➔ + ➔ 
Vullen we in Qw = f de relaties x 2 = 0 en v 1 = 0 in, dan ku.nnen we 

het L.P.-probleem (4.5.15) ook schrijven als: 

max Z \ ➔➔ + ➔➔ ~ ➔ ➔ ➔➔➔ ➔ ► 
_0,0,0,0,0,0,-1_' • 

+ 
A1x1 
➔ 

2n
11 x, 

➔ 

2D21 x, 
➔ 

2D31 x, 

l u. 
. J 
J 

+ 
+ 

A3x3 
➔ 

x3 -
➔ 

x3 -
+ 
x3 -

onder 

+ ➔ 

A'~ + A 'n 1 1 
➔ ➔ 

A'~ + A'n + 
2 2 
➔ ➔ 

A'~ + A'n 
3 3 

-+ -+ ➔ ➔ -+ 

+ 
Iv2 

+ 

➔ 

> o. 

+ 

+ 

+ 

➔ 
E1u 

➔ 

E
2

u 

➔ 

E
3

u 

➔ - b, -
➔ -- ' -c 1, 

➔ - t - -c2, 

➔ - t - -c . 
3 

(4.5.17) 

Beschouw nu de duale van het lineaire progra1nmeringsprobleem ( 4. 5. 17). 
. . + ➔ ➔ ➔ • • ... 

oplossing ziJn van het -----
• • ➔ ➔ -+ ➔ 

duale probleem, waarb1J s, t 1 , t 2 , t 3 resp. evenveel componenten hebben 

De voorwaarden waaraan de optimale oplossing 
• • probleem aan voldoen moet, Z1Jn: 

➔ ➔ ➔ 

sA 1 
+ 2t 1n 

11 + 2t2D21 
➔ ➔ + 
sA

3 + 2t1D13 
➔ -+ t 
t1A1 + t2A2 

➔ 

t2 

+ 

Daar de componenten 

➔ 

+ 

➔ 

+ -+ ' t3A3 

+ 

-+ - 0 -
➔ 

> 0 

➔ 

- 0 

➔ 
0 

➔ 

> 0 

➔ 
> -1 

+ -+ + -+ 
het duale 

(4.5.18) 

(of' zie ook blz. 270) dat in het eerste stelsel voorwaarden van 
-+ ➔ o. 
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In het derde stelsel voorwaarden van (4.5.18) geldt het gelijkheid­

teken omdat de twee stelsels van voorwaarden corresponderend met 
➔ ➔ • ➔ ➔ 

~ en n gecombineerd zijn of lees~ - n = A, waarbij - 00 <A< 00 en 

zie dan blz. 139). Voor het overige ziet men stelling 2.5.8. 
-+ -+ ➔ - • 

1s een 

weten dat de waarde van de objectfunctie van het oorspronkelijke 

probleem (4.5.17) dezelfde is als de waarde van de objectfunctie 
• 

van het duale probleem voor optimale oplossingen. 

Dus 

- * u. = 
➔ ➔ 
s b -+ '+, ➔ ➔' 

• 
J 

J 
(4.5.19) 

We beschouwen vervolgens het stelsel (4.5.18) eens nader. 

Vermenig~\o4...L.digt men het eerste stelsel voorwaarden van (4.5.18) aan 
➔ ➔ 

de rechterkant met t 1 en het tweede dat 
➔ ➔ ➔ ➔ 

t 2 = O, t 3 > O, dan verkrijgt men 

➔ ➔ 

sA
1 
t 

1 
➔ ➔ ➔ ➔ 

+ 2t 1n 11 t 1 
➔ ➔ ➔ ➔ 

+ 
= 0 

+ 
> o. 

Telt men deze twee relaties op, dan vindt men: 

• Nu 1s 

➔ ➔ 

➔ ➔ 

s A t' 
1 1 

. ➔ -
+ A t' 

3 3 

t ' 
1 

t' 
3 

➔ ➔ ➔ ➔ ➔➔ 

➔ ➔ 

Uit het derde stelsel van (4.5.18) en 

➔ 

+ A t' 
3 3-

➔ 
= o. 

➔ 

- 0 volgt 

t' 
1 

+ 
t' 3-

dat 

• 

➔ 
> o. 

t' 
1 

➔ 

O' 
➔ 

(4.5.20) 
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Dus uit (4.5.20) 
➔ ➔ ➔ 

y'Dy > O. 

Nu is ~'D; negatief definiet, dus wil (4.5.21) gelden dan moet 
➔ 

y = 
--r 
0 zijn. Hieruit 

➔ 

volgt t 1 = O, 
➔ 

t = o. 
3 

(4.5.21) 

Als 
➔ ➔ 

x'Dx negatief semi-definiet is, dan zijn we er niet zeker van 
➔ ➔ + ➔ ➔ 

dat er dan een x # 0 bestaat -+- --+ • 
waarvoor x'Dx = O. 

➔ ➔ + 
t = t 

2 ➔ ...., 
-- • Uit het eerste stelsel van 

➔ ➔ 

-+ ➔ -> )( = ) )( ➔ ➔ ➔ ➔ 

Uit (4.5.19) volgt dan tenslotte: 

* * 

➔ 

O. Er geldt 
➔ + 
t, = t2 

'►)( ➔ 

Ax. = b 
. 1 

-+ 
t = o. 

3 

- u. = O, dus 
J 

u. = o, j = 
J 

1 , ••• , n. 
• 
J 

Hetgeen te bewijzen viel. 

(immers 

Wanneer cycling niet optreedt (hetgeen in praktijkproblemen bet geval 

is) dan bereiken we met de methode van Wolfe in een eindig aantal 

stappen de optimale oplossing. 

-smethode voor het ➔ ➔ • • • • • 
eval x'Dx negat1ef semJ-def1niet 1s 

-+ ➔ 

Als x'Dx negatief semi-definiet is, kunnen op twee manieren moeilijk-
• 

heden optreden in de oplossingsprocedure, die we in de vorige blz. 

ontwikkeld hebben. In de eerste plaats bestaat de mogelijkheid, dat 

het kwadratische programmeringsprobleem een onbegrensd maximum bezit. 

(Dit is het geval als X = 
➔ 

X 
➔ ➔ 

Ax - b, 
+ ➔ 
X > 0 • n1et van 

• ➔ -+ ➔ • • 
is, en x x = Ax0 , A vanaf een zeker pos1t1ef getal 

... ➔ ➔ -+ ➔ • ➔, -+ 

boven begrensd 

in X bevat is, 

Bezit het probleem (4.5.1) een onbegrensd maximum, dan bestaan geen 
➔ + ➔ + ➔ 
x > O, v > 0 en een A zodat aan (4.5.8) voldaan is. 

. ~ . Ten tweede, zelfs als het kwadratische program1ner1ngsprobleem een 

optimale oplossing bezit, dan is bet niet zeker dat alle u. = O, als 
1 

de procedure van Wolfe eindigt, doordat geen verdere stappen, die niet 

in strijd met de Simplex-regels -+ -+ •• 
of x'v = 0 z1Jn, gedaan kunnen worden. 
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+ ➔ 
Nu heeft een negatief semi-definiete vorm x'Dx de prettige eigenschap 

dat de vorm in een negatief definiete vorm omgezet kan worden door een 

willekeurig kleine wijziging in de diagonaalelementen van D aan te 

brengen. 

;'(D + £I); negatief definiet voor elke £ < O. 

B_ewij s. 

als £ < 
➔ 

elke x 

+ ➔ ➔ 

x'Dx < 0 voor elke x. 
• 

0 is. Dus voor iedere 
➔ 

:/= o. 

➔ -+ 
Verder Ex'Ix < 0 

+ 
£ < 0 geldt x'(D 

• • 1s, dan is 

+ -+ 
voor elke x :/= O, 

-+ 
+ c:I)x < 0 voor 

Als we dus een kwadratisch prograrnmeringsprobleem hebben waarvan we 
+ ➔ 

weten dat x'Dx negatief semi-definiet of negatief definiet is, dan 

kunnen we ons ervan verzekeren dat de vorm negatief definiet is, 

door van elk diagonaal element van D een.zelfde willekeurig klein 

getal af te trekken (bv. een eenheid in de vierde of vijfde decimaal). 

Als we de verandering maar klein genoeg nemen. dan worden de nutn.erieke 

resultaten op geen enkele wijze beinvloedt. Hierbij moeten we aannemen, 

dat voor het geval ~'D; negatief semi-definiet is, het probleem geen 

onbegrensd maximtlm bezit. Maar praktijkproblemen, mits juist gefor­

muleerd, bezitten geen onbegrensde oplossing, zodat dus geen moeilijk­

heden optreden. 

In het algemeen geeft de oplossingsprocedure van Wolfe ook het gewenste 
➔ -+ • • • • • + -+ • 

resultaat als x'Dx negatief sem1-def1n1et 1s. Als x'Dx negatief semi-

definiet is dan lost men in de praktijk meestal eerst het probleem 

volgens de methode van Wolfe op, zonder de diagonaalelementen van D 

te veranderen. 

De attente lezer zou zich kunnen afvragen, hoe men nagaat of 
-+ + 
x'Dx 

negatief semi-definiet of negatief definiet is, wanneer dit niet 

op het eerste gezicht te zeggen valt. 

In het algemeen zal men dan de eigenwaarden van de 
• bepalen. De eigenwaarden van D • • z1Jn de wortels van 

• matrix 

d de e n 

D moeten 

graads 

vergelijking D - µI = 0 inµ. Deze wortels zijn allen reeel als D 

syrometrisch is. 
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Nu zegt een stelling uit de ➔ + 
matrixtheorie ons dat x'Dx negatief 

definiet is, dan en slechts dan als alle eigenwaarden van D negatief 
+ ➔ 

zijn. De vorm x'Dx is negatief semi-definiet dan en slechts dan als 

alle eigenwaarden niet-positief zijn, en tenminste een eigenwaarde 

nul is. 

Voorbeeld. 

+ ➔ --
➔ ➔ 

max z 

onder 

X + 2 

2 
- X 

1 

6 

x. > o, i - 1, 2, 3, 4. 
l 

(4.5.22) 

• • • • negatief sem1-def1n1et. 

Ofschoon x'Dx negatief semi-definiet is, zu.llen we zien dat de oplos-

singsmethode van Wolfe voor dit probleem werkt, zonder dater moeilijk-

heden optreden. 

In de notatie van probleem (4.5.1): 

A= 2 

1 

3 

1 

+ 
C = (2,1,0,0) 

1 

0 

• 

' 

-
0 • , D -
1 

+ 
b = 6,4. 

Een toegelaten basisoplossing voor Ju. ➔ 

= b 

zonder de Fase I methode te gebruiken. 
+ + 

basisoplossing voor Ax= b Een toegelaten 

x3 - X4 - o. - -
Voor deze • • • bas1soploss1ng is: 

-2 

B 
2 3 

2DB 
·O - -- -, 
0 

2 1 
0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

• 

• kunnen we direct geven, 

• 3 
1 , is x, - x2 -- -2' 

0 
0 
0 • 

0 
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Voor probleem (4.5.22) wordt (4.5.10): 

2x1+ x 2 

-2x + 
1 

-2~ 1+2n 1 

-3~ 1+3n 1 

- ~1+ n, 

- ~ + n 2 2 

+v 
2 

0 

6 

4 

-2 

-1 

0 

0 

(4.5.23) 

We bepalen eerst de waarden van de 6. en de beginwaarden van de u .• 
+ + ➔-➔ J. 3 J_ 

Daartoe stellen we~= n = v - O. Gebruikmakend van x 1 = 2 , volgt uit 

= 1, u = 1. 
1 

Uit de vierde vergelijking volgt ~2u2 = -1, dus 82 = -1, u 2 = 1. 

Uit de laatste twee vergelijkingen volgt tenslotte = O, 

dus 

we in de basisoplossing van (4.5.23) i.n.v. 

en v4 met waarde nul als basisvariabelen 

nemen. Dit maakt niets uit, omdat de enige taak van de artificials 

u. is, ervoor te zorgen dat we kunnen beginnen met een toegelaten 
J 

wing, we laten deze variabelen in (4.5.23) weg. 

Dit bespaart ons nogelijk enk.ele stappen in de iteratieprocedure. 

Vervolgens beschouwen we het volgende probleem: 

max Z - - u 1 - u 2 

ender 

het stelsel (4.5.23) 

X. , V. > 0, i = 1 , 2, 3, 4, 
1. l. 

~-, n. > o, i 
l. 1. 

1 , 2, 

weggelaten zijn), 

(4.5.24) 

• 
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x. v. = o, i = 1, 2, 3, 4. 
]_ 1 

We geven (4.5.24) kortweg aan door: 

max Z = 

ender 

-+ ➔ 

Qw = f 

➔ ➔➔➔ - ➔ 

w = x,v,~,n,u1 ,u2,~ > 0 

(4.5.25) 

( 4. 5 .26) 

Het lineaire programmeringsprobleem (4.5.26) lessen we volgens de 

Simplex-methode op, waarbij we er steeds voor moeten zorgen dat 

x. v. - o, i = 1, 
1 ]_ 

De basisoplossing 

3 
X = 

1 2 

. . . , 4. 
voor ( 4. 5. 26) , • waarmee we starten, 1s 

geldt 
➔ + 

= 1 
' 

x'v = O. 

( 4. 5. 27) 

Voor deze oplossing 

Om de begintabel te 
➔ 

construeren moeten we de vektoren y kennen. 
j 

• • Daar de bas1smatr1x 
• niet de 

➔ • 

➔ 

eenheidsmatrix is, kunnen we niet voor elke y. de vektor 
J 

q .. in 
J 

Zoals 

A-1-len (zie blz. 104, 
➔ 

we uit L.P. weten: y. = 
➔ -+ J 

e.v.). 
-1 ➔ 

.• Voor de vektoren in de basis 

Yj = ej. 
-+ 

We 

geldt: 

zullen eerst de vektoren Y. benalen. 
J -

2 3 I 0 0 0 0 
I 

0 0 0 0 2 1 B 0 t- - - -- _, ~ .... -
0 -2 0 I 1 0 0 -- --

0 0 
t 

0 -1 0 0 
2DB E 

' 0 0 0 0 1 0 
' 

0 0 f 0 0 0 1 
I 
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• • • • l1JntJes aangegeven 1s. 

-1 
-1 B -- 0 

E 

, (zie blz. 33) 

B 
1 

Waaruit volgt 

-1 

-2ED B-1 
._ B 

1 
- 4 

1 

3 
4 
1 -- •.. 

1 
- 4 

-

1 
2 
1 
2 

0 

0 

0 

2 

-

3 
4 
1 
2 
3 
2 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

-+ 
De vektoren q., die corresponderen met de niet-basisvariabelen, zijn: 

J 
➔ ~➔ 
q - e,; 0,0,-2,-3,-1,0 

x3 

➔ 

q~ 
2 

We weten 
+ ➔ 
Y. = e .• 

J J 

-- -

-- 0,0,-2,-1,0,-1 - -- -
, 

+ - e . 
3' 

➔ -1 + 
y. Voor de kolomvektoren 

J J -+ 

➔ 

q. in de 
J 

gegeven door: De andere vektoren y. warden 
J 

-- 1 1 
_- 4' 2' -

1 , o,o,o_; 

-+ 

3 
~, -

1 3 
, 

2
,o,o,o 

• 

-- y f:, 
2 

0,0,-2,1,0,-1 -

-- -+ 
_0,0,1,0,0,0_; yv 

2 
-- 0,0,0,-1,0,0_. 

--
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Verder is voor de basisoplossing (4.5.27): 

z. 
J 

Voor 

(0,0,-1,-1,0,0). z. = 
J 

c. = 0 voor de basisvariabelen. 
J 

de andere variabelen: 

1 3 = - . 2 , - . - - -2 , - 1 .. , z 
n, 

= 1. 
1 

- 1, -1, = -1, 
2 

De c-waarde van de variabelen u
1 

len is de c-waarde nul. 

We kunnen nu de begintabel vormen. 

1 • 

Begintabel 2 t~bel 1 

> . 

CB B XO x, x2 u, u2 v3 V4 x3 

a 3 1 

X4 

3 
0 1 x 1 j 4 4 -2 • . 

1 
• 

1 1 I I 

0 x2J 1 I I 1 -I 2 2 I 

l i 
• 

1 l 3 ! j 

I -1 
• 

1 1 u ., • -I 

1 r I 2 I 2 I 
' I • 

' • 
. • I 

i • 

-1 1 
. 

1 I u~ ' . 

2~ • 
\ 

l .. 
• ' I I ' 
! ' 1 

0 0 
• 

1 ' ' ' 

v3 ~ I , 
' 

l • . 
! 

! • 

0 0 
I 

1 ' v4, ' I • 
l 

' • • ' • • 

1 3 ' l ' 

Zj-C.: ; -2 0 0 0 0 0 0 ! 2 2 • J. ' 

' • min 
• 
J 

In de niet-ingevulde hokjes leest men nullen. 

~1 n, 

-2 2 

3 -3 

-1 1 
.. 

-1 1 

z .-c. 
J J 

• 

t;.2 n2 v, 

-2 2 

1 -1 

.. 
-1 1 

-1 -1 

Z. -c. < 0 
J J 

1 

-1 

v2 

.... 

-1 

1 
. 
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J J 

Dit blijkt inderdaad het geval te zijn, 

De variabele die de basis moet verlaten blijkt, volgens het tweede 

kriterium van de 

basisvariabele. De variabele u 1 
laten we de kolom behorende bij 

. 1 2 

! 
➔ i 

CB B XO x1 X I u2 ' v3 2 
' 

0 x, 1 1 
' 

' 
0 x2 3 

1 
• 

! ' ' 2 ' ' ' 

0 X4 3 

-1 1 I 1 u2 I 
I 

1 
' I 0 ' v3 
I 0 1 I l ' I 

I 
I ! ' I 

i : I ', 

I ' ' I 

I ' ' ' ' ' 

0 0 ' V4 
! i l 
' 

I z. -c . l -1 0 0 0 0 I ' I 
l ' ' J JI ' I I ' ' i ,/ ' ' ' ' ' 

wordt dus nul. In de volgende tabel 
.. 

u 1 weg. Voor de zo verkregen basis-
-+ -+ •• 
x'v = 0 bl1Jft voldaan. 

Tabel 2 

1 

' I 
V4 x3 X4 ~, n, ~2 n2 IV 1 

I 
1 
' 

I 1 
+1 1 +1 -1 I 

1- 2 I 

1 2 2 2 2 
• 
J 1 ' i - - ' 3 I 3 3 3 3 ! 3 I 

' ' 

' , 

1 I 2 • 

1 • - - - ' 

3 3 3 3 3 I 3 
! \ 

' I ! 

3 3 I 

! 1 -1 I • 

I 
-1 1 

I 
' 

l l 
1 -1 1 I 

I 
I 

0 0 0 -3 +3 -1 I 1 0 ' ' ' ' 
' 

' I ' I ' ' 

t 

v2 

-1 

' 

' 

I 

1 ' ' I 
' 

door~, vervangen wordt. Dus voor de in de tweede stap verkregen basis­

nu gelijk aan nul, dus Z = o. 
We hebben dan de optimale oplossing voor ons probleem gevonden. 

Het is onnodig om tabel 3 in zijn geheel uit te rekenen. Het is voldoen­

de om de x0-kolom te transformeren, zodat we dan de optimale oplossing 

voor probleem (4.5.22) kunnen aflezen • 

• 
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variabele vervangen is, zijn: 

2 14 1 
x, = 3 'x2 = 9 = -3 , 

De waarden van de andere variabelen zijn gelijk aan nul. 
+ -+ + + -+ 

We hebben een oplossing x > O, v > O, A van (4.5.8) gevonden. Dus de 

optimale oplossing voor probleem (4.5.22) wordt gegeven door: 

* 2 * 14 * * X --
1 3 , X = 

2 9 
, 

_Duali te.i ~" in kwadratische programir1er,,ing 

·> )( ➔ 

--
10 .. 

9 • 

• • • Stel dat x > 0 een opt1male oploss1ng 1s van: 

Maximaliseer z 

onder 

-+ -+ 
Ax - b 

-+ -+ 
X > 0 

-+ -+ + -+ 
c x + x'Dx 

(4.5.28) 

Uit de noodzakelijke voorwaarden van K~ ~· en Tucker volgt (zie ook 
) )( 

het bewijs van stelling 4.5.3), dat een A bestaat, zo dat 

) )( ) )( -+ 
-2Dx + A'A > c'. 

Beschouw de Lagrangefunctie 

* z -- max z 
+ -+ 

= C X 

• 
1 ....... rn-rners 

·) )( -+ 
Ax - b. 

Uit (4.4.26) volgt 

-+ ➔ F(x,A) -+-+ -+-+ -+ 
c x + x 'Dx + A ' b - Ax 

-+ ► )( 
C X ( ► )( ) ) )( 

+ x 'Dx + 

-+ ►)( 

C X • 

(4.5.29) 

(4.5.30) 

- Ax 

(4.5.31) 

(4.5.32) 
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) )( -+ 
Bedenkt men dat Ax = b, dan volgt uit (4.5.31) en (4.5.32) dat 

* ( ► )( ) )() 
z = F X ,A = ( 

) )( ) I-+ + A b. 
+ ➔ -+ • 

Voor elke x > 0 en A, die voldoen aan 

-+ + + 
-2Dx + A' A > c ' , 

vindt men, nadat (4.5.34) aan de linkerkant 

is en de gespiegelde genomen is, de relatie 

-+ -+ 
met x > 0 

-+-+ ➔➔ +-+ 
-A'.Ax < -c x - 2x'Dx. 

+ -+ ➔ 

Dus voor elke x > 0 en A, die voldoen aan (4.5.34), geldt 

➔ ➔ + + ➔ -+ 
F(x,A) < -x'Dx + A1b = 

(Substitueer (4.5.35) in (4.5.30)). 

z. 

► )( ► )( ) ( > M ) I > >E Uit (4.5.33): F(x ,A - - x Dx + ( 
) )() ➔ * 
A 'b = z 1nax z. 

(4.5.33) 

(4.5.34) 

(4.5.35) 

(4.5.36) 

We zien dus dat 

prograrnm~ringsprobleem: 

een optimale oplossing is van het kwadratische 

• • • M1n1mal1seer Z 

onder 

-+ -+ -+ 
-2Dx + A' A > c ' 

➔ -+ 
X > 0 

➔ -+ ➔ ➔ 
= -x'Dx + A'b 

We hebben tevens aangetoond dat max z = min Z. 

(4.5.37) 

Het kwadratische prograrr,raeringsprobleem ( 4. 5. 37) noemen we de duale 

van (4.5.28). 

In het voorgaande hebben we bewezen dat (4.5.37) een optimale oplossing 

heeft, als (4.5.28) een optimale oplossing heeft. In feite, vormt een 

van ( 4. 5. 37). Als ~)~ bekend is, dan kan men het andere deel van de 

optimale oplossing van de du~le bepalen door het lineaire progra.mrnerings­

probleem, 
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ender 

))( ➔ ➔ 

-2Dx + A'A > c', 

op te lessen. 

We merken nog op dat Z een convexe functie van • x,A_is, als z een 
• concave functie 

➔ • 
van xis. 

Als het kwadratische 

prograrnmeringsprobleem (4.5.37) een optimale oplossing heeft, dan bezit 

(4.5.28) ook een optimale oplossing. 

• • ➔ -+ • ➔ ➔ 
Bew1.Js. We tonen aan dat Ax - been oploss1ng x > 0 heeft, dan volgt 

uit stelling 4.5.2 dat probleem (4.5.28) een optimale oplossing bezit. 
-+ 

La.at _x ,A een optimale oplossing van (4.5.37) zijn. Het minimaliseren 
..... 

van Z komt op hetzelfde neer als het • • maximaliseren van -Z = Z. We stellen 
' 

-+ -+ -+ • • -+ 
A=~ - n, waarbiJ ~ 

➔ -+ -+ 
max(O,>i.) > O, 

-+ -+ -+ 
n = max (0,-A) > O. Probleem 

(4.5.37) gaat dan over in de equivalente vorm: 

- _I,._ ➔ ➔ • • -- -+ 
max1mal1seer Z = x'Dx - ~'b + 

onder 

-+ + -+ ➔ 
-2Dx + A'~ - A'n > c' 

-+ -+ -+ ➔ 
x, ,, n > o 

Ter vereenvoudiging van de notatie stellen we 

- ➔ ➔ -+ ➔ -+ ➔ + 
Z - f(u) - x'Dx - ~'b + n'b 

• + + -+-+ 

➔ -+ 
n 'b, 

➔ 

u -
➔ 

x,E::,n • --

-+ 
g. (u) 

l. 

➔1➔ 
=-2d x + a.~ 

1 
- a.n, 

l. 

• 
l = 1, • •. , n. 

• 

(4.5.38) 

• • • • H1.erb1.J l.S de . de . . k 
1. r1.Jve tor 

-+1 -+ 
van D (d = d., de 

]. 

.de 
l. kolomvektor 

van D, omdat D ) 
➔ • 

D' , en a. is 
l. 

de ide kolomvektor 

-+ - -+ Vf(u) = x'D, -b, b 

-+ 
Vg. (u) -

l. 

➔ 

- 2.d.. , 
l. 

-+ -+ -r 

a. , -a. 
1 1 .... 

van A. 
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, ) )( 

u --
➔ )E -+X 

X ,~ , n • • • is een optimale oplossing van probleem (4.5.38). 

Uit stelling 4.4.4 en (4.4.20) volgt dan, 
))( + 

dat een vektor o < O 

bestaat, zo dat 

► >< 
Vf(u) -

n 

i=1 

* ),~( -+ o. Vg. ( u ) < 0. 
1 J. 

Beschouwen we de laatste 2m componenten van de vektor uit het 

linkerlid, dan zien we 

n 
➔ 

-b -
i=1 

n 
-+ 
b + 

i-1 

• Waaruit volgt 
> )( 

Ao -+ 
= -b, oftewel 

Waarmee dan bewezen 
• ➔ 
is dat A:x. = 

• 

• 

*-+ -+ 
cS. a. < O, 

1 J. 

* ➔ cS. a. < • 
1 1 

)" )( 

Daar o 
-+ • -+ 
been oplossing x > 

+ 
< O, geldt 
-+ • 
0 bezit. 

> )( 
-o 

+ 
> o. 




