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Une nouvelle 
• 

• • 

' ( Ext,·ait ,l'lttie lett,·e (1, -~[ • • tf. F,·echet ') 
• • • 

• 

D. VAN DANTZIG. 

'• 

Sommaire. - L'il ll lCllr genc1·alise <.ies inegalites de Meidell et Cnmp 
,,., . 

en consiL-lerant le cas Oll la densil.e de p1 .. ol)flbilite est derivable Ii fois. 
• • ·, 

Nous avo11s t1--ot1ve a la f1n de 1948 unc generalisation de l'inegalite 
· de Bie~ay111t~ que no11s n'a·~o11s pas encore pu pub lier faute de ·temps . 

... 

. L'inegalite q11e OOllS de111onli'erons depend de deux para111etres nume-
riq ues k et Ii, el de det1x para111etres positifs a et b > a, d'ailleurs 

• • 

(11 .. bitr~1i1'es. Le cas Ii= o est celt1i de Bieni1y1ne. Le ens h == 1 co1r1 prend . 
les inegalites de Can1p ( 1 ) ct de ·Mej~dell ( 2 ). L' incgalite de Meydell est 

obte1111t~ en posant Cl = o. Po·t1r u11 a arbitrai1·e et b == + oo ( ou b suffi

sa1n n1ent g1,.and) on obLient une inegalite un pet1 pll1s precise que celle 
. ' 

de Camp. D'aillet11·s les <f e111onstrations son't plus simples qtie cell es de 
Mej~dell et de C,tmp. Les iu 1}gali tes pot1r Ii~ 2 pourraient et1·e nouvelles. 

r .... 'i,-lee generale s111· ln.qt1ellP. reposenl les demonstralions esl due 3. 
-

' 

1\1. B. H. de Jongl1; ellc ad111et bien d"a11tros applications qt1e celles 
. do11nees ici. C'esl ~llISSi M .. de .Jongh q11i a lI'Ouve la demonst1'ation 

• 
si1nplifice de l'ineg·alile ·de Ca1t1p-lVIej'"dell pour le cas ct . o, b = c.o, de 

• 

111eme que l'inegalite not1velle pot11· le cas Ii= 2, a o, b c.o. Nous 
~ '-

at1rons bcsoi11 d'tlil le1111ne · qui cl ete de111ontre 
. ' . 

par un Jeune 

• 

( 1 ) B. I-1. c·:A!\1P, A new ge,ie,·ctlisation o.l Tcliebychejfs statistical i,ieqltality (Bull. 
Am • .!Jtfat!i. Soc., 28, IS)22, P· 427 ). 

( 2 ) B. rt1EYDF.I~IJ, Su,· u,i p,·obleme du ralcul des p,·obabilites et les statistiques 
,,iathematiqltes ( C. If . ..11cad. Sc., 175, 1922, p. 806 ) • 

• 

• • • • 

• 

• 

• 

• 
• 

' 
' 

• ., 
.. 

• 
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D .. 1/ AN DANT ZIG .. . . . 
') 
' . 

1naLhc1l1aticien, appurtenant. au Centre Mathematiqt1e d' A1nsterdam, 

M .. J. H. B. Kem per111an. · . • 
• 

Considerons 110(~ varial)le. aleatoire, c1ue llOllS pouvons, e11 llOUS 

1·esl.1·eignnnt ai1x 1r1or11ents ttbsolt1s, suppose1· 1~erriplacce par sa \·aleu1· 

absolt1e~ dt.~ srJrte qtie sn fonction de reparlitio11 F(x) = 1 --- P(x) est 
zero pour .7: < o. Elle est d'aillet11·s non d(}Cr<>issnnte, P ( o) == 1 et 

lim P ( x) - - o. Soie11t 
'l.:.':J...;,o· . ' - ' • 

- •• - • 

(1) (/.k_ = -
,_ I) 

. ,,: 

le 11·1on1ent (absolt1)_d'o1 .. d1·e A~ (A:> o) et I),i== l)(x1>') la pi·ol)abilite qlie 

la valet1r absolue de la variable aleatoi1.,e <lonnc}e s11rpasse 11n no111}Jre 

positif <lt·bitraire ,x:t>· Soit do11n6. d'aill(~t1rs t111 i11te1·valle 
-

' I = l a L .x .C.:::: !1 } , · ou o L.. a < b _,,/ ,z, -

• 

et st1pposons qt1e P ( x) possedt~ da11s cet intervalle des derivees j usqu)a 

l'ord1 .. e Ii inclus. , · • 

St1pposons enfin qt1e <Inns ·l'inte_1,.,,alle I (--, )i p(.iJ(x) soit positif · 
pour o L. j L. h et no11 Ct"oissant po Ut" j = /1, ( do:q.c a tiss i })O t1r o L.. 1· L. /1,). 

fl s'agit de Lrot1ver sous ces circonsta11ces ,1ne l)orne st1periel1re, depe.n- · 
dante de a.,r, po11r P<)' lorsque x,)_e I. . 

' . 

L'idee si1r1ple 1nais foncJan1ental~ de M. de ~Tough est la suivanle ( :i ). 

S11piJ'osons qu'on [)et1t trOtlVCl' tine fonctio11 de rcpn1·tition I - Q(x) 
• 

( qt1'on peut suppc>ser = o pot11· x < o ), telle que : 

1° Q(x)·LP(x) po.ur chaque x' o; 
' 

' 

.2 o Q ( X (l ) :::::::: p ( X o ) = po ; 
' 

3° Le morneht ( absolu) ~k ===-· xk d Q ( x) st11'passe ou est; egal a 11n 
A " 

no111b1 .. e positif (3k (qui se laisse calct1ler d'une 1naniere assez s1111ple) . 
. 

La condition 1 ° en tr-aine Ia 1'ela lir>n x 2 ~:Ci, si Q ( Xt) .. P ( x2 ), 

"" . 
'done °'k~ ~k~ ~k· En posant 

(2) ' 
'·Ti k 1 

• 

P k oXo 
A ' 

~k 

• 

. ( 3 ) Cf. aussi : R. von MISES, Wah1·scliei,ilichheits1·echnu,1,g, p. 6J-73; M. FRE<.!HET, 

Recherches theoriques mode,·nes sur· le .catcul des p1'obabilites. I, Ge,ieralites sur les 
probabilites, variables aleatoires, 11,"Q ed., l 036, 2• ed., I 950. 

' 
• 

• 

• • • 

• 

' 

• 
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UNE NOUVELLE GENERALISATION DE L'INEG.ALITE DE BIENAYME. 3 

• 
\ 

on obtient l'inegalite chercl1ee 
• 

(3) 

En prenant pour Ii === o, ou les conditions sont satisfaites pot11· a== o, 

b = oo, 

• Q(x) = '
} P(x·0 ) pour o / x < x 0 , 

{ 0 [)OUr a; ~ [Co; 

on a i3k= x! P(xo), done Ah,t,= i. C'est l'inegalite de Bienayme. En 

effet, la demons~ation est identique avec celle qu'on connait. 

• 

Considerons maintenant le cas Ji ~ 1 et prenons x,) e I. Alo1·s 

' OU 
' 

done 

I 
P 0 = P·(b) -1- ( b -xo)/(xo) + -( b -xo)2 /'(E), 

2 

fo · f(a:o) - P' ( x 0 )::::::,., o et Xo< e < b, 
• 

f'(E) Lo. 

' 

1·1 existe done un entier h' L h ( h'~ 1) tel que 

(b-xo)f0 ~h' P 0 -P(b). 

Nous ne devons considerer que les x 0 pour lesquels h'== h. Puisq11e Jes 

conditions auxquelles P ( x). doit satisfaire dans I 1 .. estent valables 

lorsqu'on rernplace h 'par un lio1nbre plt1s petit, on obtiendra les inega-
• 

lites correspondantes pour un x 0 e I quelconque en rempla<;ant h par la 
• 

..,;__ __ ;...;:;_.. 

P0 - P(b) 
Soit done 

(b -xo)/0 ~·h Po-P(b) . 

Posons 
• 

( r ___._ ::Co) f o = h Po - P ( b) . 
. 

On a11ra done 

Soit d'ailleurs 
• 

r-
Q(x) = P(b) + P0 -P(b) 

Nou·s demontrerons que 

r-x0 

• 

Q(x)LP(x) pour aL.. x L. r. 

• lNSTITUT HBNRI FOINCARE. XII,- I • 

• 

• ' ...... 

• 

' 
h 

■ 

•. 

2 

-

• 
• 
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• 

Posons 
r-.v 

=y, 
1·-x0 

D. VAN DANTZIG. 

P(x)=P(b)+q,(y) P 0 -P(b). 

La demonstration repose SllI" le le1nme suivant. 

• 

LEMME. - Si 41(y) possede des derivees conti,iues jusqu'a l'ord,~e 
h. - 1 inclus pour o Ly L. c, c > 1; si tp(.[)(o) ~o.pour o L.j L h - 1; 

si y.,(hT 1) (y) e.,;t con~)exe vers le liaut dans cet interPalle et si 

~(1) ==tJ;'(,)=o, alors 4(r)~o pouroL.yL.c. . 

Demonstration du lemme d'apres J. H. B. Kemperman. - Si x(y) 
est contint1e pour o Ly L c et n'y possede que deux zeros al1 plus, 

six( o) :::::-.::.. o et si A~ o, alors 
1· 

~(y) =A+ x.,(y) tiy 
0 

• 

ne possede que deux zeros au plus dans l'intervalle o LY L c. En 

effet ~(y) ne peut avoii-- qu'un zero au plus entre les deux zeros de x(y) 
... 

et un zero au plus ·entre le zero de x(y) ayant 1·a plus grande abscisse, 
et c. Or, c.p(h- 1

) (y ), etant continue et convexe ne peut avoir ·quo deux 
zeros au plus. D'ailleurs 4'(h-i) ( 0) .. ~ 0 et tth-2 ) ( 0) ~ o. Done 4'(h-2 } 

non pl Lis ne peu t a voir p] us de deux zeros au plus. Par induction on 

trouve que r.fi'(y) ne peut avoir que deux zeros au plus entre o et c. 
Or, 1 est un tel zero, tandis qu'aussi 

1 

'f(I) = tp(o) + · tJ;'(y) dy = o. • 
0 

• 

Done, a cause de 4'( o) ~ o, y;' ( o) ~ o, y;' (y) doit nvoir un. seul zero 
• 

entre o et 1, et aucun_>1. 11 s'ensuit immfdiate1nent que y.,(y)~o 
dans tot1t l'intervalle ( o, c ). 

A cause des conditions imposees a P (x), la fonction 

'f(Y) = cp(y)-yli 

satisfait aux conditions • 

tp{i) ( 0) ~ 0 pou1· 
tandis que 

(r-x) 
a,rec y = (r - Xo) 

o / 1· L h • z, 

• r a o/(h)(y) cp (hi ( y) ,,_ .. , h ! , oLyLc 
r. Xo 

; 

I 

• 

. ' 

. 
• 
. 

• 

,c~ 1. 

• 

• 

• 
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UNE NOUVELLE GENERALISATION DE L~INEGALITE DE BIENAYME. 5 

est 11on-decroissante, c'est-a-clire y1h-tJ (y) est convexe vers le haul et 

continue. D 'aillet11--s ·· 

et 

do11c 

Jz 1~0 -P(b) 
Q'(xo) = - ( r . Xo) · =~fo, 

g;(I)=I, et 4(1) ··- 4'(1) = o. 
. 

J.Je le111111e s'applique donc'\et pro11ve que 

. r-a 
. pour o- ..,.? J,,. L r , 

-Xo 

' , d. c esL-a- ire lf ue 
• 

Q(x)L..P(x) J)Ot1 r a,/'. ::c L r. 

Re111a1 .. quons que dans le cas de Camp-Meydell h = 1, P ( x) es 

• 

. \ 
o~.x.-) \ p•cx> 

\ \ 

1 \ ', 
~-- \ 

PCaJ •\ - "\ 
\ I ••. 

• 

,, · .... 
• • • • • • • • 

P-
'-

I 
I ----------! 
I , 
I l . ·· •• 
I I · .. 

•• l ! I ....... 
P(x} 

PCb) ··~•- -- - - T - - - - - T - - - - - - =1- - - - - - -

. I I I I 
I 
I • 

I I I 
I I I I . 

0 a. s r 
• • 

Fig. I • 

' 

I 
I 
I 
b 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

convexe, et · Q ( x) est sa _ tangente en x 0 • .Dans· ce cas, la relation 

Q ( x) LP ( x) est done triviale . 

. Posons main tenant (cf.fig. 1) 

P(x) pour oLx<a 
• a> o, SI 

ft 
• 

r • 

P(b) Po P(b) .a./xLr, pour 
(4) Q(x) r Xo 

P(b) 
• pour rL.x<b, ' . 

P(x) pour x~·b .. .,... ... 

Cette fonction Q ( x) satisfait a l'inegalite Q ( x) LP ( x) pour chaque 
" _ x ~ ·o. On peut done appliquer la methode esquissee au commencement . 

• 

• 

• 

• 

• 

.. 

. 

• 

• 

• 

• 
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D. VAN DANTZIG. 

Or, il va sans dire que les con,iitio11s i1nposees a P ( x) ne sont pas · 

necessai, .. es po11r qu'on ait Q ( x) LP ( x) pour· chaque x ~"' o. Co1nn1e 

. vous l'avez fait clans votre livre, on peut, lorsqt1 'on veut seulement 

es timer p ( Xo) pour lJll x() determine, cherchet' une cot1rbe du type 
' 

de Q(x) qt1i est tou,jours L P(x). 1'oul ce qtri va st1ivrc reste valahl.e 

lorsqu'il exi ste t1ne para bole Q ( x) == B + C ( ,~ •·- x )h dt1 degre Ii, telle 
, 

que , .. >x0 , B '---, o, C ~ o, Q(xt)) · I)(x(,) et que I>(x) ~ Q(x) pour 

x 0 L x L. r. ()11 prendr,1 alors pou1· b Ia plus g1"ande abscisse avec 

P(b) B et pout' a l'abscisse 111inimum telle que P(x) ~ Q'(x) 
. ' 

pour ct L x L x 0 , et telles que IJ ( x) satisfnsse ciux conditions mention-

nees pour a L x L. b. 
' • 

On aura 
• 

• ll 

(5) ~k=- x* d P ( x ) , { P ( ct. ) - Q ( a) } ak 
0 () 

,. 
+ :x;k dQ(x)- :ck clP(x) = mk(a) 

I • 

-P(b) ·. P0 -P(b) 
' ' , ' 

• 
' 

,. P0 - P(b) 

I 
+ xk Ii 

a r-x0 ·. 

r -a: li-1 .. 

r _ x,i dx +· Mk(b), 
• 

• • 
Oll 

. a 

• mk(a) =- xkdP(x), • 

0 

• 

a;k clP(x) = r:J.k- mk( b ). 
b 

Posons 

b = ~x0 , 

• 

On obtient 
• 

p 1 l:::: • 

' 
Ii P0 - P(b) 

P'JkXok = 
· pk(1 - p )It 

1 ' 

• 

. + P(a)-P(b)- P0 - P(b) 
I-

I - izp !. . 

' 

P(a)-P(b) (X k + { lll-k ( a) + Mk ( b ) } Xok t 
I 

P O - P ( b ) I ( ~P) __ _,,_ _ __,;,,_ _ _.:.,, 
pk(r _ p )fl • 

• 

• 

.. 

• 

' 



UNE NOUVELLE GENERALISATION DE L'INEGALITE DE BIENAYME. 7 

" OU ' 

1 

l ( ap) = h Ek ( I - e )h-1 ~ - ( I _ :xp )It pk (Xk = 

h ! k ! 
(li+lc)! 

h 

0 

( ) . h ! 
-1 J ·,(h- ")' J . J . 

k 
k . ( ap )k+j 

+J 

. est un polynome en p du degre Ii+ k lorsque C! ~ o, et du degre zero 
lorsque a == o. 

, 

Le polynome l ( ccp) . res te borne et pas itif sur I' intervalle O L p L I , 

Landis que le denominateur p"· ( 1 - p )h est nul aux extremites, de cet 

sede un maximu1n absolu fini, que nous denotons par r,i,k( a). Ce 
• h 

1naximum est atteint par le q11otient pour une valeur detc1·minee p de p. 

Po11r obtenir cette vale.or et celle du 1ninimum .. on doit resoudre tine . , 

eq11ation algebrique du degre k + h, a savoir 

.. .x I' ( ap) le 

( "") - ;:.. + ..... = o, 
I exp p I- p 

h 
' 

• 

OU 

(k + h)p- k I(ap) + p(1 . p)aI'(ap) = o . 
• 

On verifie aisement que le tern1e du degre k + h + 1 s'evanouit. On· 
• 

oh-tient ainsi : • 

P( a) - P( b) ak+ ,nk(a) + Mk(b) + Po- P(b) 
k I ( exp) 

Xo A ( ""') , 
pk I-? b 

ou, en posant · 
• 

I 
O'.k rx k P(a) 

• 

P(b) ak nik (a) J.\ilk ( b) 
• a 

k 
ctk~ Po P(·b) Xo 

• r li,k (ct) 
. 

. Cela donne l'inega.ti·te noucielle 

(6) 

OU 

• 

. . 

pk(1-p)/l 

( ..... ) ' I ap 
b 

ct:}=- ( .'Ck- ak) d p (a;). 
a 

b 

(xk - ak) d P(x), 



• 

8 D. VAN DANTZIG. 

Notis pouvo11s resumer nos resultats clans le theoreme suivant : 

TatoR~rttE. -Supposons que la fonction de repa, .. t,:tion 1 P(x) de 
' 

la valeur absolue d'une 1Jariable aleatoi,~e possede pou,·. a~ x L. b 
( 0 u . o L a < b ?. co) des derivees 1· usqu' a l' 0·1·dre h. inc lus, que 

(- 1 )j P<J),( x) soit positif dans cet inte,~valle pour o L. j L.. h et non-
• 

croissant pou1'" j = h; ·soit pour un xo quelconque avec a L x 0 Lb .. 

h * la par tie entie, .. e de 

(b-xo)f(:co) 
P(:c0 )-.P(b)' 

dP(x) .. 
Olt j(.x) = - , 

dx 

soit d'ailleu1"s h'== Min(h, /i*), 

• 

et 

h
, P( X 0 ) · P( b) 

r=Xo+ f(xo) , 

r,i,,k(ct) = Max 
o<p<t' - - k 

' 

1 

. b 

( a;k - ak) d P (a;) 
, 

a • 

pour o ~ a; L. 1, 

~k·-1 (I - ~)h' d; 

• 
' 

alors h'~ 1, r,i,!i: (a) peut et1"'e determinee au mo .. ren de la solution 
, 

d'une equat,:on algeb, .. ique d',un deg,·e·Lh'+k, et P(x0 ) satisjaita 
l' inegalite . 

I . a rJ.k 
P ( Xo ) L P ( b) + 11

/1' ,k r xl · 
' 

Cas particuliers. - Dans le cas special ·a= o ( cas de Meydell 
generalise) le maximum rh,!c( 0 ), que nous denoterons par 1h,k, peut 

· · . == h ' k 1 

' 

constante. Done I' ( ocp) - o pour chaq11e p; l'equation qui determine p 
' 

. k== h · .. "= k 
p I-p . . + 

( k + le) l hh /ck 
"Y /1,,k = h t k ~ ( h + k )li+k 

D'ailleurs a= o donne mk( o) = o e·t · 

, 
rJ.k = .....-

0 

b 
xkdP(x). 

• 

• 

• 
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UNE NOUVELLE GENERALISATION DE L'INEGALITE DE BIENAYME. 9 

L'inegalite ( 6) elle-meme devient pou, .. a== o • • 

• 

Pou1~ h = o ( cas de Bienay111e-Tchebychefl~) I(),,(== 1. D'ailleurs on 

peut prendre P ( b.) == o et a~·= CY- 1,., puisque les_ conditions auxq11elles 

doit satisfaire P ( x) sont verif1ees pour a= o, b == oo. C'est done l'ine
galite de Bienayine-1"chebycheff ql1'on obtient. · 

k k • 
[->our h = 1 ( cas de Meydell) y .. ,k== k + 

1 
• Le casplus special A·= 2 

· obtenue est toutefois plus precise que celle de Meydell. En effet, si h = 1 

par Meydell ), ou, pour un Ii 
1 -

·C01,J.que x 0 L. b ( y,i,k )k, on n ' 

00 co 

dP(x) L- "(h,k xk d P( x) = 1 h,k( ak- ctJc )> 
b b 

·done 
• 

PoL Yh,kCXkXok_'{ 1h,k(rx.k- ak)xok . . B} L Yli,kCCkXok· 
' ' . 

• 

• 

. L'inegalite, cor1 .. espondant pour un h quelconque a celle de Meydell 
· elle-me1ne, aurait ete ohten11e au moyen du meme procecle que nous 

avons .applique si ( toujours dans ~e cas a=== o) on avait rernplace Q(x) 
par. une parabola du degre h, tangente a la courbe de repartition au 

point x 0 , . et ayant comme ordonnee du sommet · la valeur I au lieu 

de P ( b), done 
r-x ·h 

Q(a:) = Po r-x0 

1)001~ 

• 

• 

0 

Cela donne 

pour . a;~ r; . 
hP0 

·,~ Xo + /o · 
• 

:Pou1' h =·2 nous trouvons 
• • 

2kk( k + 1) 
-v.., k = ' 

1 -, ( k + 2 )k+1 

' 

coefficient trouve par M. de Jongh. 
Le cas special k == 2 donne 

• 
• 

Vr, o 
j -,-

3 -· 8 

• 

• 

,, 

• 

I 
j 

• 

' 

• 

' 

• 

• 

• 
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. 

l)o,1r h > co et k constant les coefficients Yh,lr. ne tendent que lentement 

vers leur limite, qui d'ailleurs n'est pas zero : 

• 

. • 

• 

• 

Nota1nment k == 2 donne 2e-2 == 0,27 r tandis que 

• 

Y2,2 = 
63 

!3,2 = 5"- = o, 3456, 
2 4 • 5 

'V, I)= = o,3292, 
I "', - • ;) 5 • • • • 

Pour Ji et /r tous les deux tres g1 .. ands, on troupe en premiere 
• 

app,--o.r:cimation 
! t - -· 

') • • -
1h,k~ • I 

Revenons au cas general a r== o et demontrons qu'on peut pour un h 
quelconque obLenir une inegalitc du type de celle de M. Can1p. 11 

s'ensuivra q,1e l'inegalite de Camp est bien moins precise c1ue la notre. 
Cette inegalite s'obtient lorsqu'on tache d'eviter !"introduction de la 

fonction r,z,k( ex) au lieu du no1nbre .Yh,lt• 11 faut po1Jr cela remplace'r la 

partie de la fonction Q(x) pour x-<a par le prolongemcnt_Q*(x) de 
la pa1--abole qu'on a pour a L. x Lr. Afin de pouvoir utiliser Q ( x ), il 
fau dra · rem placer la partie o L. x L a de la courbe P ( x) par une 

• 
• 

autre P*(:c), qui est toujours ~ Q*(x). Une telle co~rbe P*(x) peul 
.. . 

s' ohtenir com me Ia partie o· / x .La d'une au.tre parahole du degre h, 

• 

ayant aussi son s01n1net su1' la hauteur P ( b ), ct passant par a, P (a) . 

de 1ne1ne que ( x 0 , P O). Done 

avec • 

• 

P* (a;)·= P ( b) + c( s - a; )'1. (oLxLa), 
' 

S Xo 

Xo-a 

• 

. 1 

Po-P(b) Ti. 

1 • 1 ' 
. 7,, h 

P(a)-··· .. P(b) - Po-P(b) 

Po-P(b) 
C= -----• (s - x 0 )h 

En comparaison .nous avons 
• 

• • 

• • 

. (r - xo)h 
- x)l1. (o L. xL a). 

• 

• 

• 

' 

• 



• 
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Puisque P*(a) = J)(a) ~ Q*(a) == Q(a), nous t1~ouvons 

d j 

dx 

' 

P*(:c) = 

,'>-ll. r-a ---~ ' s - Xo r .x0 
d o n c .~ "".::::::: , .. , 

Po-Pb' Ji! (s-x)lz-i 
- Xo )Ii 

~:.-:,. J:>o_ P(b) Ii! (1" :c)l,-j == 
( Ii 1·) ! ( r a:0 )11. 

d i Q*(.x), 
dx 

(s - x)ll-i 
etant decroissante pour S-- Xo t , 

. 

x L x 0 ..-:::--: s .C:::::::. r. ])one, no11s avons, en effet, 

P*(x) - Q*(a:) ~ o pour o~x~a, 

le developpement du mernb1~e gauche 
• 

par rapport a a - x n'ayant que 
._ 

des coefficients non-negatifs. Alo1 .. s • 
• 

• 
• a . .a 

xk dQ*(x) L.- :zk dP*(x) = 
, 

(j 0 
• 

ou · C depend de a, de b et de x 0 , et des valeurs de P ( x) en ces points, 

mais non de Jo, d,onc de r. Eq. co1Pb1nant cette inegalite avec ( 4) et ( 5) 
nous t1--ouvons~ · en rempla<;ant la notation Q* (x) par Q(x), pour 

oLxL..a: 
' • 

• 

• 

Or, on a 
• • 

(s .. a: .)ll 1 
• 

( ·" Xo )lz 

L 

• 

• 

fl 1 
h 

ft ' 

11. 1 
Ii 

1 

(xo 
(xo 

' . 

. ~. , . 
xk dQ(x) + ak P(a)- Q(a) 

. a 
• 1' . ,. a 

. :::::::::..- :ck dQ(x) , .... - · xk dQ(x) + xk dP*(x) 

' 

l 
• 

i 

I 
• 

l, 

x )lt-1 

a)lt 

. a 0 
' 

P0 - P(b) Ji .,. 
. a;k (r _ x)l,-1 dx 

(r X 0 ) 1t 
0 

a 

..el..· ( s _ ::c )li-1 da:. 

• 

\ 

S _ ff. i . ..t'o _ (t /1-i ( ll _ :i; )lt-i--1 

\ ,) - Xo . s - Xo ( :.Vo a )ll-i 

• 

s ' (.l, 

.<; - .Xo 

s-a 
,s - Xo . 

/1 ( (l _ :.:C )li-i-1 , ( a - :x; )11--l 
·1·· ...;__---.-

( ::Co a )lt-i ( s Xo )It 

ft (a_ a;)h-1 
- ( a:o a)" 

• 'i _ lt i1 ( a _ X ) It - -1 
+ . 

s· - :co ( .~ · Xo )'' 

• 

• 

• 
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I I S -a h I 
----:--;- -- ----
( s - .xo )1i (xo- a)h s-·a:0 

et que 
s • a IL= P(Q.)- P(b) 

• 

s-a:o Po-r(b) ' 

cela <levient 
/ -=-( x_o_-_:1._;_)!.....,.L-_1 _·P __ (_a ___ )_:::-_P--:'."(_b_) __ ( a - x )1

t-t. 

( Xo - a )11 Po P ( b) ( Xo a )Ii 

. 

Par substitution nous trouvons enfi11 
' 

. l' 

/1, xk ( 1, _ .'lJ )ll-1 llX 
. 

' 0 
~ Po-P(b) 

0 -------:-=----+------~--(r-Xo)1L (xo - a)l1. 

' .,· 
' ' 

P(a)-P(b) 

' 

, 

a 
Ji a;k ( a;0 _ x )11.-1 dx 

0 I -------,----• 
. ( Xo - a )11. 

• 

\ 

Done, en prenant le minimum du 1ne1nbre droit par rapport a ,·, et 
' en posant 

(t • 

kk J,,lt r,;.k+h 
0 = \ = 'Y ft, k __ (_a:_o-:_-a-)-,i-x~~-- . ( k + h )k+/2 ( I - a )I, 

h xk( a - x )11.-1 d::c • 

• 

a 

a:k(xo x)IL 1 dx •• 

Ik+1 111.( ct) 
t\J 

0 

a . a,k+lt ' . 
• 

a;k(a x)l1. 1 d.x 
' 

0 

.. 
OU 

• 

a. 1,-1 
, 

• 
• 

lt 

Xo ' 
• 

. I 
It,h(ct) = --B(l, h) 0 

~l-1(1-~)lt-1~ ·· 
l+h-1 

l 
. rl'.l+j (1 - a)h+1-j, 

+J 
0 

' 
nous obtenons en.fin 

• 

r P(a)-P(b) '.Y 
p O L p ( b) + v lL,k -------'----;..._,.;,,. -- + -------

1 X o . I + ({) .. I + q,-1 
• 

' 

' 

C' est cette inegalite qui se ch~nge en celle de Camp pour h · 1 , en 

prenant b = co, done P(b) == M1r(b) = o, et en rempla<;ant le Lerme mk(a) 
par zero. Dans ce cas 41 · 1 et le dernier terme devient le 0 de Camp. 

A cause de l'eniploi· des inegalites. (x,) - a)h-iL (s·- a)k~i, . et 
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notan1ment ( s --x0 )h + ( xt, - a )1t / ( s -a )1t (laq,1elle pout' h ~ 2 ne 
• 

devienl 11ne cgnlitc quc si l'un au mains des ter1nes du melnhre ga11che 

est egal <\ zero), l'ineg·alile generalisee de Can1p est bien 1noins precise 
que la nott·e. On pour1--ait obtenir une inegalite plus precise, en st1bsti-

. tuant plus tot I' egalite 

• 

t 

.r-.xo Po- P(b) h 

= s a P(a) P(b) ' 
• 

et en 1~esolvant tine equation algebrique du degre _Ii pour tro11ver 

P 0 -P ( b ). En omettant les detnils, nous ne donnons que le resultat. 

Si 1 == Cfh,t;.( ~, C) est~ o et L.. r et satisfait a !'equation 

It. • • 

), lt 

"(h,k 
(- r)i-1 ( Ji -

j=1 

Ji ! k ! ). 1. _ • 1 ),. i I ( ) 

• 

ona 

(8) PoLP(b)+ 
a, a k - ni k ( a) - lVI k ( b ) -, ------------:--

Xo .x~ P(a) P(b) · 
([) h k 

I l 

\ 

Pour h == 1, 

11kC+r.o 
cp1,k( a, C) = ' ' r+ m 

• 

donne l'inegalite de Cain p. 

• 

Amste1·dam, fev1·ier 1950, 

Publication du Centre Matl1ernatiq:u.e . 

• 

I 

I 

• 

• 

/1. 
P(a)-P(b). 

- • 

• 

• 

' 

I 


