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1. Inleiding. 

Voorbeeld van een econometrisch model.[!] 

Geven we de geconsumeerde hoeveelheid aan met~, , 
de prijs met z.t , de loonvoet (= het arbeidersinkomen) meJc 

~ 1 en het consumenteninkomen met ~4 , dan kunnen b.v. 
de volgende relaties bestaan: 

X, +- «st l2 + ,($3 XJ +- Js = u.s 
( 1 ) 

- -
z, + ~ l.% f. -< %" +- ),, ::: I,£~ (2) 

- 1- 1,<, 

(1) 1s een aanbodvergelijking., (2) ee:n vraagvergelijking: 
de constanten in (1) geven we daarom de index s (= 
supply), die in (2) de index d (= demand). We onderstellen 
dat ~3 en ~4' uit andere vergelijkingen, buiten dit stel­
sel kunnen worden bepaald en hier dus bekend zijn. u5 en 

U~ zijn storingstermen, b.v. onderling onafhankelijk 
normaal verdeeld met gemiddelde nul en spreiding 0:,. re!": .. 

a; ;, en J J) zijn constanten. 
Doen we een aantal o. o. waarnemingen, dan is het 

mogelijk de ~ 1s te schatten. Uit overwegingen van econo­
mische aard is het plausibel., dat geldt: 

o( < 0 
]) ~ ) o<sa > o-> Q(::r,~> 0 (3) 

Hierin ligt een controlemiddel voor het al of niet bruik­
baar zijn van ons model. Het is echter niet bevredigend, 
dat van (3) slechts op deze indirecte wijze gebruik kan 
worden grwi.aakt. 

Doel van econometrische modellen. [2], [3]. 
De vergelijkingen, die het verband aangeven tuf'IR""'­

beschouwde variabelen, samen met de a priori veronderste __ . 
lingen omtrent de verdelingen van Us en ~ en ongelij!: · 
heden van de vorm (3) noemt men in de economie het mode 7.­

Geven we de ~ 1s en de parameters in de verdelingsfunc­
ties van lLs en U.l> bepaalde waarden, dan ontstaat een - -structuur. Het model bestaat dus uit een klasse van stru~-
turen; we veronderstellen., dat deze de "~rare II structuu..,_,., 
bevat (de "maintained hypothesis 11

). Slagen we er in deze 
te vinden., dan kunnen we voorspe1.lingen doen omtrent de 
ontwikkeling in de toekomst, en wel in twee vormen: 

a. routinevoorspellingen, b.v. over de ontwikkeling van 
de prij zen :(~ op bas is van het verloop van xa en X"' ., 

als de structuur gehandhaafd blijft, 
b. structure le voor-spellingen., dat zijn prognoses omtrs:1.t. 

de gevolgen van wijzigingen in de bestaande structu11"".', 
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2. Enkele kenmerken van econometr1sche modellen. 

1. In de meeste gevallen worden ze geformuleerd in de vorm 
van geaggregeerde variabelen. [4], [5], [6]. 

Niet het verband tussen de verschillende grootheden 
voor een bepaald individu en een bepaald artikel wordt 
beschreven; doch het gedrag van bevolkingen en veelal het 
verband tussen vraag en prijs voor grote groepen artike­
len, of de totale vraagvan alle consumenten naar alle 
artikelen tezamen. Gemiddelde prijzen voor groepen con­
sumptiegoederen vinden we door het toekennen van gewich­
ten (= indexcijfers) aan de afzonderlijke prijzen; helaas 
is het meestal niet gerechtvaardigd in verschillende ver­
gelijkingen dezelfde indexcijfers te gebruiken. De verge­
lijkingen geldend voor de individuen afzonderlijk trach­
ten we samen te nemen om een a priori inzicht te krijgen 
in het gedrag van de gemeenschap. Een voor ens doel bruik­
bare theorie van de massa-psychologie ontbreekt. 

De beginvergelijkingen voor de individuen ontleent 
men aan de wiskundige economie, waar men er van uitgaat, 
dat de mensen rationeel handelen •. Daar dit allerminst ze­
ker is wil Prof • .v .Dantzig de geaggregeerde vergelijkingen 
rechtstreeks formuleren op grond van statistisch materiaal. 
De Hartog meent echter dat het aantal waarnemingen be­
perkt is (in Nederland b.v •. is het uiterste, wat men op 
het ogenblik bereiken kanj kwartaalcijfers over een zeer 
beperkte periode). Hier komt bij, dat de reeksen in de 
economie gebruikt., mee-t:al een cyclisch karakter hebben., 
zodat hoge correlaties geen aanwijzing behoeven te zijn 
voor de juistheid van de veronderstelde relatie. Als ge­
volg hiervan is men niet in staat op basis van de waar­
nemingen alleen een structuur te formuleren, waarvan de 
relaties een min of meer perma:>1ent karakter dragen. 

2. Onderscheid tussen verschillende soorten variabelen. 

fJJ, [8]. 

Variabelen., die buiten het stelsel vergelijkingen 
worden bepaald heten exogeen ( in ( 1) en (2) X

3 
en X1,- ) , 

de andere endoe;een. Om het stelsel op te kunnen '1ossen., 
moet het aantal vergelijkingen gelijk zijn aan het aantr1l 
endogene variabelen; soms worden daarom variabelen te 
lichtvaardig als exogeen beschouwd [7]. 

Een variabele., die men in sterke mate in de h~nd 
heeft heet beheersbaar (controlable), b. v •. de loon yo ET; 

een grootheid waarop men geen invloed kan uitoefenen heet 
niet-beheersbaar (uncontrolable)., b. v. de invloed van het 
weer. 
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De beheersbare exogene variabelen noemt men instru­
mental, de niet-beheersbare exogene en de endogene ~­
instrumental. 

3. Het model is niet constant in de tijd. 

Zowel uit waarnemingen als uit theoretische overwegin­
gen blijkt., dat de factoren., die invloed uitoefenen., niet 
steeds dezelfde zijn. Het model moet daarom steeds aange­
past wcrden, teneinde bruikbare voorspellingen te kunnen 
doen, zodat het aa.ntal waarnemingen betreffende een model 
steeds beperkt moet blijven. 

4. Het naar voren komen van het steekproefelement. [9]. 
T.g.v. het niet steeds rationele gedrag van de mensen, 

de aanwezigheid van meetfouten en het niet opnemen van alle 
variabelen., die invloed uitoefenen., kunnen we de constanten 
ult de regressievergelijkingen niet zonder meer oplossen, 
maar moeten we ze schatten uit versohillende waarnemingen. 

Dit komt tot uitdrukking in 

0<) het opnemen van een "error term 11 U , die geinterpreteerd 
wordt·, hetzij als een aggregaat van verwaarloosde 
variabelen (opvatting van de Cowles-Commission), hetzij 
als een meetfout in de te verklaren variabele (opvat­
ting van R.A.Fisher). 

p) het postuleren van meetfouten in alle variabelen, on­
afhankelijke en afhankelijke (methode van Frisch}. 

5. Bijzonder karakter van het waarnem1ngsmateriaal in de 
econometrie. [Io]. 

Terwijl men bij biolofische en agrarische ond~rzoekin­
gen vaak willekeurig kan experimenteren., is dit in de 
eoonomie niet mogelijk. De econoom beachikt sleohts over 
een beperkt aantal waarnemingen, waarin bovendien de ver­
schillende variabelen niet onderling onafhankelijk gevarieerf 
zijn. Hij beschouwt zijn materiaal meestal als een steek­
proef ult een bepaald universum {in Lt.ct b.v. een stabiel 
universum van "errors"). De idee van "herhaalde steekproe­
ven11 wordt onder deze omstandigheden uiteraard zeer hypo­
thetisch, evenals de verwante begrippen als steekproefver­
deling en standaardfouten van de steekproeffuncties. 
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3. Schattingsmethoden. 

I. Methode van de kleinste kwadraten, toegepast op iedere 
vergelijkin~ afzonderlijk. 

a) Behandeling volgens R.A.Fisher. 

Stel in de regressievergelijking komen J. variabelen 
voor, waarvan we 

t/1>, ... , x~IJ 
o-. 0- waarnemingen he bben: 
( 4 = 1 , ••• , T ) . Alleen in 

u. c-lJ , die we N ( OJ v ) den zich meetfouten 
onderstellen. We vinden: 

X t-1.> {-I) 
(I~= i~ .. /) f :; t,, , 

' ;,.'+} u cl Cl(. 
~ 0 ( o<., ~ 0) 

I i (f 

. c-lJ X, bevin-
verdeeld 

Met de maximum-likelihood methode vinden we schattingen 
·'A A .,. ~-9-J· , a. en ~· voor resp. c<1 , cx. en rr • Eenvoudige 

A ;'\ fl 
functies van a.j en o. zijn exact verdeeld volgens Stu-
dent; alle schattingen zijn asymptotisch normaal verdeeld. 

b) Be hande 1 ing . vo lgens Markoff [11] . 
Het gebruik van de methode der kleinste kwadraten kan 

ook warden verdedigd op grond van het Markoff-theorema. 
Volgens dit theorema zijn minder beperkende veronderstel­
lingen nodig dan in a) werden gemaakt. 

II. Tegen Fisher 1 s behandeling zijn drie bezwaren aange 
voerd. 
a) er kan autocorrelatie bestaan, d.w.z. dat de re~ksen 

waarnemingen van de variabelen die in de regressiever­
gelijking voorkomen, geen toeval11ge (rando~) reeksen zijn. 
b) de aanwezigheid van meerdere relaties tussen de varia­

belen 
c) meetfouten in de onafhankelijke variabelen. 

Frisch heeft critiek uitgeoefend t.o.v. de punten 
b) enc); hij construeerde een model, met meetfouten in 
alle grootheden en meerdere relaties en p~Ate hierop toe 
de methode van Fisher, d.w.z. met een regressievergelij­
king, alsof er geen andere relaties bestonden. Dit leidde 
niet tot verwerping van deze vergelijking, m.a.w. Fisher 1 s 
standaardfout is geen bruikbare toetssten ter beoordeling 
van de betrouwbaarheid der regressiecoefficienten als 
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aanwijzing voor een systematisch verband. 
Wanneer we zowel b) als c) onderstellen, ontstaat de 

volgende moeilijkheid. Indien tussen k variabelen een 
11neair verband bestaat zullen de gevonden waarnemingen 
een puntenwolk vormen in de omgeving van een (k-1)-dimen­
sionaal hypervlak (sk_1). Bestaat er nog een tweede 
lineaire relatie, dan vormen de punten een wolk in de 
omgeving van de doorsnee SK_ 1 van de twee varieteiten 

SK- t • Bij een gege_ven puntenwolk is het echter moeilijk 
te bepalen, in hoeverre de dimensie het gevolg is van 
meetfouten en in hoeverre van het bestaan van simultane 
lineaire relaties. 

Prof.v.Dantzig vestigt in verband hiermee, de aan­
dacht op een artikel [12), waarin het begrip rang van een 
matrix wordt gegeneraliseerd, als volgt: 

zij A ~ o en E > o , dan is het gehele getal 'l. (A,£ )-
rang van een matrix, indien deze een vierkante matrix be­
vat van de orde rj waarvan de determinant een absolute 
waarde heeft ~A, en indien iedere vierkante matrix van 
de orde -z + / een determinant heeft met absolute waarde ( €. 

Verder wordt een benaderde oplossing voor een stelsel 
van homogene vergelijkingen gedefinieerd, die wellicht van 
nut is bij het bestuderen van vergelijkingen, waarin de 
coefficienten niet exact bepaald zijn. 
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Naar aanleiding van de b~handelde critiek op het model 
van Fisher informeert Prof. Van Dantzig naar de relatieve groot­
te van de meetfouten in de verschillende variabelen. In het al­
gemeen zijn de fouten zeer groot, zelfs bij grootheden als 
b.v. de productie van steenkool in een bepaald land. Hierbij 
komt dat de definities niet vast staan. Men moet kiezen uit 
verschillende indices; indien deze zich t.g.v. wijzigingen in 
de exogene variabelen niet gelijk gedragen is het niet moge­
lijk conclusies te trekken omtrent de invloed van de wijzigin­
gen. Een voorbeeld hiervan is de invloed van de wisselkoers op 
de import; bij enige Zuid-Amerikaanse landen bleek het teken 
van de betreffende regressiecoijfficiijnt af te hangen van de 
gebruikte indexformule. Bovendien is vaak ~e ontwikkeling in 
de afzonderlijke sectoren belangrijker dan die van het totaal. 
Een nadere toelichting van de orde van grootte van meetfouten 
in economische gegevens vindt men in een boekje van MORGENSTERN 
[ 13]. 

Het werk van FRISCH leidde tot een publicatie van T.HAAVEL­
MO [14], welk artikel de basis werd van de studies van de Cowles 
Commission for Research in Economics (leden o.a. A.COWLES, 
T.C.KOOPMANS, W.B.SIMPSON). Men tracht de onzuiverheid van de 
maximum likelihood schattingen der regressieco~ffici~nten te 
verwijderen door de aanwezigheid van meer lineaire relaties te 
onderstellen ( ~5], [16]). De andere tegen de theorie van Fisher 
ingebrachte bezwaren worden echter niet ondervangen, terwijl 
men door het grote aantal onderstellingen (b.v. neemt men voor 
de afleiding van de formules steeds aan d~t alle storingen nor­
maal verdeeld zijn met gemiddelde nul en constante spreiding) 
modellen krijgt, die slechts zeer beperkte geldigheid bezitten. 
Bovendien is het rekenwerk bij deze methode zeer omvangrijk. 

III. Methode van H.Wold. 

WOLD merkte·op dat niet steeds onzuivere schattingen ont­
staan, wanneer we de onbekende grootheden niet simultaan schat­
ten. Hij ginger van uit dat het economisch proces te beschrij­
ven was door een model van de volgende vorm: 

P..1/ '& i- I. 13 . '/4. ::. ll I 
i. / t ' 

(1) 

cl.,., X' + o(.u xi + r 13:u ~, = u.,. 
i - ( 2) 

ol'!,/ x, -1- 01.. u X 1 +. c:t3) ~ + r l\i ~l = « 'J 
i. - ( 3) 

enz. 

Hierin zijn X,, X'1 , ••• exact gemeten grootheden en de '4i: 

exogene variabelen. De Xi zijn stochastisch t.g.v. de U,. die 
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de verwaarloosde variabelen voorstellen. De fluctuaties in X, 
worden alleen veroorzaakt door die van u, , die in X1 door ~ 
variaties in X, en t<,., enz. We schatte~ nu uit (1)m.b.v. de 
methode der kleinste kwadraten de (31-c: ; vervolgens ui t ( 2) op 

dezelfde wijze de ~%i; enz. Indien we onderstellen: 
a) de Ui zijn·onderling onafhankelijk verdeeld, 
b) !:!.:t. is onafhankelijk van \, ..• , X. 

1 
en van de exogene 

T - -t=J. 
var·iabelen, 

dan zijn deze schattingen van de /3 's zuiver. Zodra we aannemen, 
dat de U, gecorreleerd zijn met de verklarende variabelen worden 
de schattingen van de regressieco~ffici~nten onzuiver. Autocor­
relatie in de storingen beinvloedt de zuiverheid van de schat­
tingen niet, maar wel de standaardsfout in de regressieco~ffi­
ci~ten. Wold neemt hiervoor dan ook correcties op in zijn for­
mules. 

Indien u,, U1, ••. in het algemene model met simultane ver-- -
gelijkingen simultaan normaal verdeeld zijn, dan kan men dit 
inderdaad in de vorm (1), (2), (3) gieten met onderling onaf­
hankeli jke u.. • 

Het volgende voorbeeld verduidelijkt dit. Zijn de aanbod­
en de vraagvergelijking betreffende consumptieijs resp. 

(4) 

= u2. 
) (5) 

dan bevatten zowel ~, als ~2. de invloed van het weer en zijn 
dus afhankelijk. Door (4) vermenigvuldigd met een constante op 
te tellen bij ( 5) kunnen we de afhankelijkheid in U.1 en l<t eli­
mineren, terwijl (5) toch zijn oorspronkelijke vorm behoudt. 

IV. Methode van T.KOOPMANS [10]. 
De critiek van Frisch (II c) was voor KOOPMANS aanleiding 

om een methode te ontwikkelen, waarin rekening wordt gehouden 
met meetfouten in alle variabelen en die gebaseerd was op VAN 
UVENS gewogen regressie. 

We bepalen in de k-dimensionale waarnemingsruimte een 
hypervlak, z.d.d. de som van de kwadraten van de afstanden de1· 
waarnemingspunten tot dat vlak minimaal wordt (orthogonale re­
gressie). In de behandeling van M.J.VAN UVEN wordt de afstanden 
een a priori gegeven gewicht € toegekend, waarvoor hier de 
variantie van de willekeurige components u., in de waarneming X, 
wordt gekozen, Koopmans berekent een benadering van de steek­
proefverdeling van de gewogen regressieco~ffici~nten en geeft 
grenzen aan voor de gevolgen van fouten in de toegekende ge­
wichten. 
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V. In alle voorafgaande methoaen is met de belangrijkste moei­
lijkheid nog geen rekening gehouden, n.1. met het tijdsprobleem: 
de dpeenvolgende reeksen waarnemingen vertonen autocorrelatie 
(lo, § 6J. 

J.TINBERGEN heeft modellen geconstrueerd, waarin de auto­
regressie betrokken werd. G.H.ORCUTT onderzocht in hoeverre alle 
door Tinbergen gebruikte reeksen voorgesteld konden worden als 
trekkingen ult een universum van een stochastische grootheid 
met een autoregressieve structuur, n.l. 

Ji.. :: t _, + o, 3 ( ½_, - Y1_ '- ) + [ -f ; 

hierin is , 1 een stochastische variabele met gemiddelde nul. 
Hij slaagd;- er niet in deze structuur te verwerpen[17J. 

Het is moeilijk te bepalen voor hoeveel onafhankelijke 
waarnemingen we een tijdreeks kunnen tellen, zolang we het cy­
clisch karakter van de reeks niet nauwkeurig kennen. In de eco­
nomie werkt men veelal met reeksen van ongeveer twee cycli. 

Ook in de storingstermen kan autocorrelatie aanwezig zijn 
(bsj, [ 19]). Hoewel FISHER deze zonder meer verwaarloost, is di t 

zeer plausibel als we bedenken dat in de storingstermen ook ver­
waarloosde economische factoren opgenomen zijn. In dergelijke 
gevallen kunnen we de storingen zeker niet opvatten als onderling 
onafhankelijke trekkingen uit een universum van "errors". WOLD 

tracht daarom conclusies te trekken uit correlogramman, dat zi~ 
grafieken, die het verloop van de autocorrelatie-co~ffici~nt 
in de tijd aangeven. In deze richting is de laatste tijd veel 
onderzoek verricht ( [20], [ 21] ) . 

De voordelen van de methode van TINBERGEN bestaan uit: 
a) het kleinste aantal onderstellingen dat hij maakt omtrent zijn 
model; door het beperkte empirische materiaal is er van de eigen­
schappen der storingstermen weinig bekend, zodat alle onderstel­
lingen daarover in de lucht hangen. 
b) de gemakkelijke wijze waarop er mee kan worden ge~xperimen~ 
teerd; het is niet moeilijk om allerlei variabelen in de verge­
lijking op te nemen teneinde na te gaan in hoeverre deze de uit­
komsten beinvloeden. 

Doordat niet simultaan wordt geschat en niet steeds dezelf­
de grootheden als afhankelijke resp. onafhankelijke veranderli ~ 

ken worden genomen vormt zijn techniek geen logisch gesloten 
geheel; soms worden verschillende antwoorden gevonden. 

Helaas bestaat er nog geen statistische methode welke met 
alle drie ondar :: b:nnPm~e hazwaren rekening houdt. Het toet­
sen van de resultaten heeft dan ook tot droevige conclusies aan­
leiding gegeven; zie b.v. publicaties van CARL CHRIST [22] en 
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D.J .MORGAN en W .J .CORLETT [23]. 
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Knelpunten in de econometrie. 
De leidraad v~n deze voordracht is de vraag wat de mathe­

maten kunnen doen in de econom'etrie naast het werk dat de 
economisten bezig houdt. 

Gedurende de· 1-aatste decennia zijn er door· het statistisch 
toetsen van verschillende hypothesetyen via de wiskundige eco­
nomie veel vermoedens naar voren gekomen omtrent de structuur 
van het economisch gebeuren. Na een aanvankelijk enthousiasme 
ontstond echter kritiek van twee zijden, n.l. zowel van de kant 
der statistici als van die der economisten. 

C.Christ toetste de economische fl~ctuaties in de Verenig­
de Staten tussen 1945 en 1950 aan een door L.R.Klein opgesteld 
model [2aj, [25] . Hierbij bleak echter dat voorspellingen in de 
vorm "all.es blijft gelijk 11 of "we trekken alle variabelen 

zonder meer recht door"; d. w. z. :t:1,,,, = X1 -1- ( 7<.1 - 'K.,t_ 
1

) zeker 
niet slechter met de waarnemingen overeenstemden. 

Aan de fundamentele relatie 

C = ) V > 

waarin C vo•rstelt de consumpfieve uitgaven en y het nationaal 
inkomen, beide gemeten als verschil met hun gemiddelde, was in 
1951 plotseling niet- meer voldaan, terwijl er lange tijd, ook 
gedurende depressies, geen belangrijke afwijkingen gevonden 
waren. De voor de hand liggende oorzaak is het uitbreken van de 
vijandelijkheden in Korea, doch geheel verklaard is de verschui­
ving zeker niet. In ieder geval illustreert het dat de 11 psycho­
logische11 factoren die een rol spelen niet in voldoende mate 
bekend zijn. 

De onderzoekingen van de dynamische modellen die de econo­
mische beweging in de tijd moeten beschrijven zijn na 1940 niet 
voortgezet. Enerzijds omdat de oorlog de normale function)iering 
van het economische leven uitschakelde en anderzijds t.g.v. 
een zeker scepticisme richtte men zich meer op theoretisch dan 
op empirisch onderzoek. Eerst nu de volkshuishoudingen weer min 
of meer regelmatig function;'eren en men zich zorg gaat maken 
over de conjunctuur-ontwikkeling in de toekomst, wil men trach­
ten dit werk weer rip gang te brengen. Hierbij is de dienst van 
de wiskundige wel nodig 1 doch niet in de eerste plaats. 

Bezit men modellen dan kunnen voorspellingen warden gedaan 
over de toekomstige ontwikkeling. Doordat niemand kan preten­
deren alle van belang zijnde factoren te kennen en in het han­
delen van de mensen een vrij element aanwezig is wordt de zin 
hiervan door sommigen betwijfeld. In elk geval is er een vrij 
grate toevallige components in alle historische economische 
reeksen. Belangrijker is dan ook het nagaan van de gevolgen, die 

bepaalde wijzigingen in de economische politiek kunnen hebben; 
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de toevallige component valt hier grot~ndeels weg. 
De knelpunten bij het onderzoek kunnen in de volgende vijf 

groepen worden verdeeld: 

1. Ontwikkeling van de economische theorie. 
Er is twijfel gerezen over de mogelijkheid de economie door 

een bepaald gedetermineerd proces te kunnen voorstellen. Prof. 
Goudriaan wil daarom drie soorten verbanden toelaten, n.l. 

a) volkomen gedetermineerde, 
b) stochastische, 
c) onbepaalde, die dus zelfs m.b.v. de waarschijnlijkheids­

rekening niet te beschrijven zijn. 
Bij deze studie van de economische theorie is enige steun 

van wiskundige zijde zeker nodig. 

2. Verzamelen van concrete statistische gegevens. 
Tot nu toe zijn vrijwel geen gegevens beschikbaar over 

voorraden, orderportefeuilles, kosten en productiecapaciteit 
van de ondernemingen. Ook aangaan de reacties op belastingver­
laging en inkomenwijzlging, toekomstverwachtingen, e.d. tast men 
ondanks de enqu~tes van het N.I.P.O. nog in het duister. Boven­
dien is hierover niet veel meer te achterhalen voor de jaren 
v66r 1940. 

3. Concretiseren van residuen. 
De van voor 1940 aanwezige gegevens zijn nog niet voldoende 

onderzocht. Het is zeer goed mogelijk dat de residuen, die men 
toen overhield nog relevante grootheden bevatten. Men kan dit 
nagaan door aan de gebruikte verklarende grootheden nog enige 
toe te voegen, vervolgens de regressiecoefficienten opnieuw te 
bepalen en dan de overblijvende residuen te vergelijken met de 
oorspronkelijke. Deze studie vereist een·uitgebreide zoek- en 
rekenarbeid. 

4. Aggregatieproblemen. 
Doordat men meestal werkt met gemiddelde grootheden ont­

staat het probleem van het toekennen van gewichten. Een deel 
van de residuen is vermoedelijk het gevolg van onjuiste aggre­
gatie van b.v. prijzen en consumpties. Theil tracht dit probleem 
via nieuwe methoden op te lessen [6]. 

5. Onderzoek van de mathematisch statistische methoden. 
Hiervoor wordt naar de voordrachten van J.A.Hartog verwe­

zen. 

In de discussie informeert Prof. Van Dantzig naar de moge­
lijkheid de vertragende intervallen in de autoregressieve reek­
sen als stochastische variabelen op te vatten. Wellicht zijn be­

paalde residuen niet te e~imineren, zolang de intervallen con-
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stant gehouden worden. Prof. Tinbergen wijst er op dat verge­
lijkingen in deze vorm onder zekere voorwaarden te herleiden 
zijn tot regressievergelijkingen met stochastische co§fficiHn­
ten, waardoor ze mathematisch beter hanteerbaar worden. 

Verder komt nog een artikel van M.G.Kendal ter sprake [26]. 
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Vergelijking van de methoden gebruikt in Chicago, in Rotterdam 
en in Uppsala 1). 

We gaan uit v~n het volgende model: 

c ;.c, J + ..B x { 1 ) . t- .:. c 1) = o ( 1) 

Hierin zijn C en 13 matrices van onbekende co~ffici~nten, C 
vierkant, .:B rechthoekig; 1(4), 'X (4) en g_{-1) zijn kolomvectoren_? 
~{4)bestaat uit endogene, ~(4) uit exogene en vertraagde en­

dogene variabelen,; de Z. { I) zijn storingstermen., veroorzaakt 
door verwaarloosde factoren. We onderstellen., dat alle variabe­
len zonder meetfouten zijn. De verdelingsfuncties van de ...S, 
zijn functies van de tijd, die min of meer gespecificeerd zijn. 
De verdelingen van de.:;....~ zijn vastgelegd door het stelsel (1) 

en de verdelingen van de!£· 
De Cowles-Commission tracht een dergelijk stelsel simultaan 

te schatten. Daarentegen lioht men er in Rotterdam veelal ~~n 
vergelijking uit, waarmee men verder werkt onder verwaarlozing 
van de andere bestaande relaties. Verschillende van de endogene 
variabelen kunnen dan afzonderlijk als afhankelijke grootheid 
beschouwd warden., waarbij de vergelijking de volgende vorm 
krijgt: 

~ (4)::: L t:.-i. ".'.: (4) + ~ ~- 'X.,i (4') + \,. (.4) (2) 
~ ·Lf. 11.. .C.. J t1 6 -

Op het tijdstip 4, schat men de regressieco~ffici~nten; 
Chicago in principe de matrices C en ~ ui t ( 1), Rotterdam de 

c.i·en 1 uit (2). De 'Ki zijndanparameters, bekend uit een 
ander model als ze exogeen zijn, uit vroegere waarnemingen, 
indien ze vertraagd endogeen zijn. Aangezien we van alle varia­
belen Yi. en x..i voor 4 = -4, slechts een waarneming bezitten en - :; we hieruit alleen niet kunnen schatten laten we een steekproef 
bestaan uit de waarnemingen op de tijdstippen 4= ,, . • •) T van 
de grootheden $, en ij. Deze behoren dan wel bij verschillen°~ 
modellen, maar indien we het stochastische proces ergodisch 
onderstellen, d.w.z. dat de verwachtingen van de ~- constant 

.al 
zijn in de tijd_9 kunnen we ze toch gebruiken om de verwachtin-
gen van de $i, op het tijdstip 4:: ~ te schatten. 

In de meeste gevallen is het schatten van de hele matriaes 
C en~ te gecompliceerd om uit te voeren. Oak de Cowles-Com­

mission beperkt zich dan tot een vergelijking, maar blijft in 
tegenstelling tot Rotterdam rekening houden met de a priori 

--------------------
1) Stochastische grootheden worden door onderstreping aangege,rn~; 

vaak gebruikt met hiervoor Griekse letters. 
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restricties, die opgesloten liggen in de overige vergelijkingc~ 

van het model . 
Rotterdam schat nu met de kleinste kwadraten method€. zon­

der na te gaan aan welke voorwaarden de variabelen moeten vol­
doen opdat dit gerechtvaardigd is. Wold heeft hiervoor de eisen 

geformuleerd. 
Zowel hij als de Cowles-Commission onderstellen 2): 

1) de storingstermen _.s. bezitten een waarschijnlijkheidsverde­

ling, die een functie is van de tijd. 
2) de grootheden X zijn bekende functies van de tijd, dus in 
de vergelijkingen parameters. 

3) r 3 ( ,~ ,('>I ) ; o 

c !'" (4 -411 ) is eindig en gelijk voor alle waarden van 4- . 
t J:. (4:. ~) . ! (./,,_ ✓m.i ):: O 

4) in iedere vergelijking is de storing ongecorreleerd met de 
vertraagde endogene variabelen. 

Verder neemt de Cowles Commission aan: 
5) de~ zijn normaal verdeeld met gemiddelde nul en constante 
spreiding. 

Wold specificeert de verdeling van de ~ niet volledig, 
maar eist nog wel: 
6) de verdelingsfuncties van de~ zijn onafhankelijk van de 

l<.j' voor zover dit exogene variabelen zijn (voorwaarde 5) 1~­

ceert ditL, 

7) 't')'t is ongecorreleerd met de Ji voor t.' < "12. • 

De schattingen van de Cowles Commission hebben bekende ver­
delingen, zowel voor grote als voor kleine steekproeven. Die van 
Rotterdam zijn zuiver, bruikbaar en de ~symptotisch doeltreffend­
ste van alle lineaire schattingen; bij kleine steekproeven wor­
den de spreidingen intu!tief gewaardeerd. 

Zij -:t"(4)de getransponeerde van de vector :z uit (1) en - -
defini~ren we ( g_ (4'). g> (./-)= Z, dan zijn de ui tkomsten van de 
schattingen in beide gevallen vrijwel dezelfde, indien 
\(-' Z c-''t klein is. 

Een voorbeeld, waarin het verschil tussen de schattingen 
niet significant is, werd ui tgewerkt door een lid van de Cowl.:-.8 
Commission. 

Hierin werden de regresseico~ffici~nten 
C: ot.U +h ;..2 - ~ ~ -

geschat, als bovendien geldt 
s:::.g_--c 

---~----------------

van de vergelijkir-~ 
( 3) 

(4) 

2) de genoemde voorwaarden vormen geen volledig en uitsluitend 
stelsel eisen. 
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Hierin is 
/j = beschikbaar re~el inkomen per hoofd 
~ = re~le consumptie per hoofd 
s = investering plus besparing per hoofd. 

S beschouwen we als een exogene, ;. en .£_ als endogene variabelen. 
De matrix van de laatstenis 

- I + I 

ot _ I 

Deze is niet triangulair, zodat de methode van Wold niet kan 
worden toegepast. 
Schatten we nu toch o( en f alsof alleen ( 3) bestond, dan 
vinden we: 

oL = 0, 7 3 t ) f "' i "· 0 

Houden we rekening met ( 4) en elimineren we j.. , dan gaat ( 3) 
over in: 

d. 
C :. --­- I - ol 

p 
.S+---

1 - o(, 

+ 
,_ o/. ( 5) 

Schatten we hier de regressieco!ff1ci~nten, dan zijn de uit­
komsten: 

/3 :: II 3, I 

Bij beide methoden leveren kleinste kwadraten en maximum like­
lihood schatting dezelfde resultaten. In het laatste geval moe+ 
de verdelingsfunctie van! op hoogstens enige parameters nag~ 
specificeerd zijn. Als dit zo is., dan kunnen we ook betrouwbaar­
heidsintervallen opgeven voor onze schattingen. Bij de Cowles. 
Commission-methode vinden we dan voor d 

• .s fl,. o, 0 S- .> 

dus een niet significant verschil van de waarde 0,732. 
Wold accepteert dit model niet, aangezien hij op economische 

gronden meent., steeds recursieve modellen te kunnen vinden. 
Prof. Tinbergen zou hier ook uit (3) en (4) samen schatten., maar 
dan zo mogelijk met vertraagde !J. in (3), welke vergelijking dan 
overgaat in 

/j 

~ { 4)::: {X;. (-1- I) -!- /3 -f, ! (_,/) , ( 3 I) 

Het model (3'), (4) is nu recursief geworden, waardoor de methode 
van Wold kan worden gebruikt. 

Resumerend kunnen we de verschillende opvattingen als volgt 
formuleren: 

Rotterdam maakt geen onderstellingen omtrent de vorm van de 
co~ffici~ntenmatrix C. Chicago eist, dat zoveel elementen van 
nul zijn, dat het model identificeerbaar is, terwijl Uppsala aan-
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neemt, dat C triangulair is. Heeft C zeker de triangulaire 
vorm, dan is de oplossing van de Cowles Commission idSntiek aan 
die van Wold. 

In gevallen waarin naar de mening can Chicago en Rotterdam 
geen recursief model te vinden is, beschouwt de eerste het 
gehele stelsel simultaan. Hieraan kleeft het bezwaar, dat vaak 
moeilijk te meten grootheden opgenomen moeten worden; toch 
gaat men er van uit, dat de variabelen geen meetfouten hebben, 
waardoor hun schattingen van de regressieco~ffici~nten onzuiver 
zijn. Rotterdam licht daarom een bepaalde vergelijking uit het 
stelsel en schat de co~ffici~nten met verwaarlozing van de an­
dere bestaande relaties; met de invloed van sommige factoren 
wordt dus a priori geen rekening gehouden. De Cowles Commission 
zoekt naar wegen, waarbij aan de Rotterdamse bezwaren gedeelte­
lijk tegemoet wordt gekomen. 


