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. Inleiding.

Dit verslag bevat een kort overzicht van de opzet van de
theorie der uiterste waarden, ontwikkeld door FRECHET en GUMBEL
Het 1s geschreven naar canleiding van een voordracht over dit
onderwerp, gehouden door Dr C, LEVERT op he% Mathematisch
Centrum op 2 Juni 1953, Alleen de grootste waarneming van een
reeks onafhankelijke waarnemingen is beschouwd.

§1°1. Limietverdeling van de grootste waarneming.

Als wx) de verdelingsdichtheld van een stochastische groot-
heid %X 1is, met verdelingsfunctie \VJu), is de verdelingsfunctie
R van de grootste onder N onderling onafhankelijke waarne-
mingen van x:

N
FKF)==\W/ ()

Het probleem van GUMBEL is, voor grote [N voor EgnQeen benade-
ring te vinden, die onafhankelijk is van W (%),

GUMBEL citeert het volgende van FRECHET (1927) afkomstige
resultaat (hier en verder veronderstellen we dat X een naar + e
onbegrensde verdeling heeft. Deze onderstelling is niet noodza-
kelijk):

Als voldaan is aan:

(1.1.1) lim x™(x)=k >0

K e

. def WX . ps 4
waarin ot(x) == - o en k een positieve constante is, geldt:

! - W) i
[y
(1.1.2) lim Ftoe™ =y
N
N-3 o0

Hierbij wordt v« bepaald door N (1= Wy =/,
GUMBEL zelf beschouwt die gevallen waarin voldaan is aan:

(1.1.3) Lim & L 20

Hiervoor geldt:
— XA R~ W)

©

i

(1.1.4) Lim  F 0 @ /  (GUMBEL (1941))

N -

Het bewijs voor (71.41.2) en (1.1.4) wordt in het genoeude
artikel door GUMBEL niet gegeven, zodat niet blijkt of zijn
voorwaarden volledig zijn. '

Als we eilsen:

(1.1.1,5) X xXtx) =k > o
of X«\/\/,(X) = k(/«\/\/(x))
dan 1s
\/\/(x) - - ‘%R (X2 e , een constante).

Deze verdelingsfunctie is bekend onder de naam Paretoverde-



ling.
Evenzo vinden we, bilj het weglaten van het limietteken in
(1.1.3)

(10’103,5) f‘_ A = \I\/(x) o . . of

b~ Wi = a W

jon
<

-a(le)
\/\/(x)a-/ﬂii (xxb%, a enb constanten,a>e Y.

Dit geelt ons dus de exponentiéle verdeling.
De staart van de verdeling W), d.w.z. /- Wi}, gaat bij
(1.1.1))veel langzamer naaro , dan bij (1.1.3,). We kunnen bovendien

aantonen, dat een Wi , waarvoor geldt:
~Feo
(1.1.5) - Wy = x (x>d)

waarbij FM) voor voldoende grofte X een monotoon stijgende
functie .an X 18, zodanig, dat Ftx)y m oo voor x-— e en boven-
dien W(di=o , niet asn (1.1.1) kan voldoen. Om ox) te kunnen
benalen, moeten we Fex) aifferentiecrbaar veronderstellen. Nu is:

%

’ - F(!)LOS!
X o (%) = KW (X) ~_x{K”F<U - F“JLOS*}E ‘

P = \Ww o~ Fox togx

- X

= F/x)—.n xF’tx)Loqx

Voor monotoon stijgende 9(@ ie F}m >o , zodat dus X o) VvVoor
*—>ea naar <o gaat en dus zeker niet naar een constante k >
convergeert. o

Dat daarentegen aan (1.1.5) wel te voldeen is, met een ven-
deling Wi(x) van het type (1.1.5) die langzamer tot 1 nadert

voor *-»» dan de exponentiéle verdeling, blijkt aldus:
ch) A X Fltx) Losx

AlY) =
LS
d - / _ x {2 Fw + Foologx + FLX)XLoqx}
: ; ) Y
d X ®w Fexy + ~><F(utoﬂx { Fexo + % Py toqxj
a ¢
Dus is  lLim 5& Eﬁﬁ = -lim. X (x)\osx '
oo -3 '
) o {F(x)+ KF(x)loqx}

4

Om aan (1.1.5) te voldoen, 'tunnen we b.v. eisen:

(¢

Lim .‘.J. L= lim xlf"(x) losx [ £
K -soo | DX RO X=seo | Loy 4 x?bologxr

L i Fll()()
< im ) X =9

R-~deo {F(x}} {_Oix
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) ,
Hieraan voldoet bv. Foo=x*  yoor kso (met d=+ ). Voor
-xX evXkLOesx e-cl(x-b)

kK < ¢ nadert X = langzamer tot o dan
voor X = .

Voor Fuou = vinden we de exponenti&le verdeling
zelf. Legx

We tunnen als volgt inzien, dat (1.1.1) en (1.1.3) niet

tegeli jkertijd vervuld kunnen zijn.

Stel ;ﬁb:= f‘* xF o , waarin F¢x) voaorlopig onbekend i4s.

Om aan (1.4.1) te voldoen, moeten we eisen:

Lim — = 2 4 lim Fex) =

L
X=ea X aA(x) k X =00 k

dus
L’xm F’(X) = 0

K=>Q

é_ o= Loy Fey oy x ey
dx sy

t
Lim J_o= Lo Lim % Fw =q
K-> 00 XORIR) K X300

als we bovendien aan (1.1.3) willen voldoen.
Voor voldoende grotex(bv. X » %, ) moet dus gelden voor

a<e< L

-L-Es X PQX) § - ¥
k h k €
" (-L-g) e CLve
- L= e
//K” - 2N g;// f o de 6;// kt 8 4
*a ®g X,
waarult: (-L-g)logx ¢ Feo +  constante g(-< +&)loq x
k 3 -k 1
zodat fwx) vVoor X -~ ©o naar -oo moet gaan, hetgeen onverenig-
baar is met Limg Foo =0 ’
Ao

Uit het bovenstaande blijkt dus, dat het type verdelingen,
dat aan (1.1.1) voldoet, ecn veel dikkere staart heeft dan het
type dat aan (1.1.3) voldoet. Tevens hebben we gezien, dat.niet
aan (1.1.1) en (1.1.3) tegelijkertijd voldaan kan zijn.

In de practijit hebben we misschien met grote, maar zeker
altijd met eindige N te doen. Om nu van de limietrelaties gebruil:
te kunnen maken, veronderstelt GUMBEL, dat die relaties ook voor
grote N geldig zijn, dus resp. als aan (1.1.1) en aan (1.1.3)

voldaan is: L

&
(1.1.2,5) FiV(X)ag e () voor grote N

=X - W)
- e .

(191]6)_!_35) FN (X) ~ € voor gI‘Ote N

We zullen ons verder evenals GUMBEL beperken tot het tweede
geval, dus tot (1.1.45). In nrincipe is het echter wel mogelijk do
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benadering (1.1.2,5) te gebruiken. De parameters u en k kunnen
uit het materiaal geschat worden.
In de kadercursus van Prof. Dr D.VAN DANTZIG {1947) (hfdet.
6, § 2) wordt een precisering gegeven van de vervanging van
Eﬁ*) door e~ ® Sex volgens (1.1.%,5) en wel de volgende:

el ’
Als - \Nﬁxhze continu differentieerbaar is en S'x)
voor voldoende grote xR positief is en
: -~ W " |
Lwﬁ ém.l__~_i2 = Un1 S"“ = 0 is,

Xesoo X W ty) X 0a {S,tx)}i

kunnen we voor voldoend grote N (IVz.n‘<&S£Q stellen:
..H-Q'S
AFN(X):: e c’a

Voor deze benadering geldt in een interval 8:5:‘F;nu<:~w
(= en S willekeurig, «> o , o< S < /e ), dat Y hoegstens
¢ (een van te voren gekozen, nositief getal) afwijkt van

(x-Q;S{(% . Hierbij is X die waarde van X waarvoor geldt
W = 1= £« O(NTY,

Tevens wordt voor een aantal verdelingen een betere bena-
dering gegeven dan die van GUMBEL, maar hiervoor moet men de
beschikking hebben (althans numeriek) over Wix).

Als men met behuly van de benadering van GUMBEL de waarde
X bepaalt, die door de grootste waarde uit een steekproef met
uitgebreldheid N behoudens een kans o niet overschreden wordt.
zal de ware overschrijdingskans van die X niet precies o zijn, -
maar o« + A« ( & % kan negatief zijn). Bij een niet te gunstige
verdeling, b.v. de normale, en een kleine « (b.v. 0,05) hebben
we een vrij grote N nodig als we !%?l s bov. s é; wensen. In
genoemd voorbeeld van de normale verdeling moet N > 73790 zijn.

In het algemeen kunnen we zeggen dat voor een expohentiélg
verdeling, d.w.z. W(w =/- (e-q“'h (voor a positief, x >b ),
de benadering goed is; voor een verdeling, waarbij /- Wiy voor
¥ naar « sneller naar nul gaat dan e 15 de benadering min-
der goed (of slecht, b.v. bij normale verdeling en de verdeling
van GOMPERTZ) maar aan de vellige kant. Met veilig wordt hier
bedoeld, dat blj deze benadering de kans op overschrijding van
een bepaalde waarde te groot genomen wordt ( A< o )., Bij een
verdeling, waarbij /—Wix langzamer naar nul gaat dan " 1s de
benadering eveneens minder goed of zelfs niet toepasbaar, indien
niet aan (1.1.3) voldaan 1s. De voorwaarden, die we moeten op-
leggen, wil de bénadering werkelijk voldoen, zijn van uitgespro-
ken mathematisch karakter, zodat ze niet getoetst kunnen worden.
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§1.2, Schatting van de parameters van de verdeling van de uiter-

ste waarde.

Indien we toch de benadering (1.1.3) willen gebruiken, is het
nodig over een schattingsmethode voor W enow) te beschikken.
We kunnen een schatting vinden, door gebruik te maken van de
voor grote N en grote x geldende relatie:

(1»2»1) log - o W) (X ~u) dus
¢~ F o
N
/ . " .
door 1log ult te zetten als functie van x en door de

T o
waargenomen/pugiég een rechte te trekken. De parameters van de
rechte Zeven dan direct otw) en uw . 7e veronderstellen hier dus
dat we over een aantal waarneuningen van hoogste waarden uit steek-
proeven van N waarnemingen beschikken. (1.2.1) is een gevolg

van (1¢1.4,5). xwy is positief, dus voor grote x is -ty ix-w
negatief en groot in absolute waarde, dus e—mmuﬁ) weilnig van
nul verschillend, zodatb:
~ &

F:Nh()ze_, x I - e

- o) Lxent) - SO (X

dus log X Kt (x —w)

5o~ F-'Nu)

GUMBEL heeft voor de schatting van «wy en w een speciaal
waarschi_ jnlijkheidspapier ontwormpen.

Hierbij worden op de ordinaat de waargenomen uiterste waar-—
den (w uitgezet en op de abscis een schatting voor F . Door
de uitgezette punten trekken we een rechte, die ons een schatting
geeft voor de rechte, die we (door de constructie van het waar-
schijnlijkheidspapier) zouden krijgen, wanneer =) en 4 exact
bekend waren. ’

e kunnen op verschillende manieren een schatting voor
Fyo bepalen.

GU.iBEL bespreekt een aantal manieren in een van zijn arti-
kelen (zie GUHBEL(1945)).

Als we de waarnemingen naar opklimmende grootte ordencn:

X, 00 X Runnen we bh.v. nemens
kK o~ -
Fo(x = e 2
a) N k) "
0 o k k-1
als coupromis tussen — en ——o

m
Als verwachting van het aantal nodige waarnewmingen tot de
eerstvolgende overschrijding van de grootste waarde vinden we
dan

Tix,) of d = : =2m
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zodat een gebeurtenis, die volgens de steekproef eens in de m
keer vdorkomt, nu verondersteld wordf gemiddeld slechts eens in
2.m keer voor te komen, Op'grond'hiervan verwerpt GUMBEL deze
methode.

- Opgemerkt dient te worden dat het gebruik van de schatt:na:
! - £ (waarbij m het aantal waarnemingen is)_voor Fy (Xm) het
volgende bezwear heeft. De kans, dat de grootste waarneming
verder in de staart van de verdeling valt dan het punt waarvoor
theoretisch geldt Fh(xm)=/~;% , 1s voor grote m belangrik
groter dan é_, Hoewel bij deze keuze wel T (x..)=mwordt, is
nu (k)= 2 3 bij Fy (Xml=11s Texpa)=m , zodat geen der zc-
noemde methoden erg aantrekkelijk is.

—

b) De verdelingsfunctie Chm‘van X:, de L -de waarde (van bene-

den af) van een steekproef van m onafhankelijke waarnemingen van
ulterste waarden,is een functie van Fytxy) .
Als schatting voor Fytx) kunnen we de mediaan van C} (Fgu)
Ll

m

nemen, dus die waarde waarvoor
~, F otxog) = 4
L*gwf n) = %

bt e
is. De waarde X, waarvoor dit geldt, geven we aan met X;. Dit

geeft voor de grootste ulterste waarde:
m

( FN(§M)} = é

Dus
I} ! ! {

~— Th e .

-~ o=

o T TTeqa T <
c- Ry -2 o e TR Lega dogd

—
-

£%2_+ é+w=gyggrn + équ-

Om een analoge reden als onder a) genoemd wordt deze metho-
de door GUMBEL eveneens verworpDen.
c) In geval we te doen hebben met waarnemingen van de dageli jks
door een dwarsdoorsnede van een rivier stromende hoeveelheid
water Z. en die waarnemingen voor een aantal jaren beschouwen,
beveelt GUMBEL de volgende methode aan:

De verdelingsfunctie van X, de grootste Z; van een jaar is

-3
- &
(1°2°2) F(X) = e
. ) . ) '_3
-y -
(1.2.3) F<x) = F-%K)z Al 3
(1.2.4) f'cm = Kt fax)(-/+-e'5)

(1.2.5) met - y = jxtﬁ)tx~Lq



W

De modus Xm van .Xm de grootste % van v jaar kunnen we
als volgt bepalen:
De verdelingsdichtheid van de stochastische grootheid X, is

m-t F wi
m F ow tn , dus de modus X, voldoet aan
me 2 M-/
Mim-) T (X Fl&‘mx wm Py Py = o

m

zodat i F(Ym) FJLY;J

| ft?m)}z

dit geeft met (1.2.2), (1.2.3), (1.2.4) en (1.2.5):

w

f te‘; -e?
I -1
ey = 21 ) {§‘€§ =iy el
FOX) s e ™Y
of
(L) (X ~ WD g
m = e = &
}
X = 5 T m
dus Fo) €
/
= 4 — = [ o ST SR A N
1~ F.(R,) I~ a®m *

Nu vinden we dus een aanvaardbare verwachting van hetf beno-
digde aantal waarnemingen tot de cerstvolgende overschrijding
van ?m . Voor F (X,) hebben we nu een waarde gevonden. Analoog
kunnen we voor de modus van de kleinste X wvan vm jaren (?,)
het volgende verband vinden:

me_l_ 4 ! - i
F& B d)legF & tog F (X
Hieruit kunnen we door F.&0) te kiezen en daarult m te bepa-
len en vervolzens te interpoleren met behulp van de verkregen
m =-waarden, F.(X) als functie van m Dberekenen.
De abscis van het waarschijnlijkheidspapier verdelen we nu
aldus bilj m waarnemingen:
Als eerste punt kiezen we FT(E} , als laatste FT(QF), de
tussenliggende punten (m~2 in aantal) bepalen we door lineaire

interpolatie naar F(@ , dus voor de k de waarneming kilezen we:

Foog = Fagy « ke (Pt - Fn)
. Fay e S
| —

Als we de grootste waarde uit een steekproef van de ultge-
breidheid N voor w verschillende van die steekproeven uitzet-
ten, verwachten we op het papier van GUMBEL een rechte lijn. Bij
het K.N.M.I. heeft men opgemerkt, dat ook wanneer de uitgebreid-
heid N; (van de :de steekproef) voor verschillende t verschil-
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lend is, de uitgezette punten ongeveer dp een rechte lijn liggen.
Dit is misschien te verklaren door grote uitgebreidheid N:,
waarbij de N; onderling weinig verschillen,

Indien de waarnemingen dat toestaan (dit moet dus onder-
zocht worden), kunnen we ook direct VV(v exponentieel kiezen
en de parameters van de exponenti&le verdeling schatten, Ir
P.J .WEMELSFELDER heeft dit gedaan voor de waarnemingen van hogc
waterstanden te Hoek van Holland (WEMELSFELDER (1939)).

De betekenis van de schattingen van de parameters kan pas
worden overzien als we een betrouwbaarheildsinterval voor die
paramete.’s kunnen geven.

Men kan met behulp van de binomiale verdeling een betrouw-
baarheidsinterval voor de bilj enkele X waarden (de waargenomen
waterpeilen) behorende F&cu construeren. Deze intervallen zijn
afhankellijk. In hoeverre hieruit dan ook conclusies kunnen worden
getrokken over betrouwbaarheldsintervallen voor Fytx) met een

X buiten het waarnemingsgebied zal nader onderzocht moeten wor-

den.
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