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• Inleiding. 

Dit verslog bevat een kort overzicht van de opzet van de 
theorie der uiterste waarden, ontwikkeld door• FRECHET en GUMBEL 
Het is geschreven naor aanleiding van een voordracht over dit 
onderwerp, gehouden door Dr c. LEVER~ op he~ Mathematisch 
Centrum op 2 Juni 1953. Alleen de grootste waarneming van een 
reeks onnfhankelijke waarnemingen is beschouwd. 

§1.1. Limietverdeling van de grootste waarneming. 

Als we~ de verdelingsdichtheid van een stochastische groot­
heid ~ :Ls~ met verdelingsfunctie W(x), is de verdelingsfunctie 

FNtl() van de grootste onder N onderling onafhankelijke waarne­
mingen van ~: 

N 
F (X) =- V (i<) 

N 

Het probleem van GUMBEL is, voor grate I\J voor FN <¥-) een benade­
ring te vindenJ die onafhankelijk is van vi<~. 

GUl:!ffiEL cite-ert het volgende van FRECHET (1927) afkomstige 
resultaat (hier en verder veronderstellen we dat l een naar + ~ 

onbegrensde verdeling heeft. Deze onderstelling is niet noodza­
kelijk): 

Als voldaan is aan: 

(1.1.1) l i h1 X Q( ( 'I\) = k > " 
'l<➔ .:\'lo 

waarin J~F WO<) k 
C((x) = ·-·-- en een 

I - w ('II,) k 
positieve constante is, geldt: 

(1.1.2) 
{.'-l\' 

l i m r ()() e. \X/ = I 
N➔(.."',,) N 

N ( I - Wl!.!.)} =I. Hierbij wordt u bepaald door 
GUMBEL zelf beschouwt die gevallen waarin voldaan is aan: 

(1.1.3) lirn g_ - 1-:::::o 
x ➔~ dx .:X(x) 

Hiervoor geldt: 

(1.1,4) 

-«{'-\\ ( )I. -1.t) 

le:. 
: I (GUMBEL (1941)) 

Het bewijs voor (4.1.2) en (1.1.4) wordt in het genoemde 
artUcel door GUMBEL niet gegeven., zodat niet blijkt of' zijn 
voorwaarden volledig zijn. 

Als we eisen: 
X. o< < x) :: k > o 

of ')I( w\-x.)::::. k (1- W<x>) 
dan is 

w{K):::::=/-..:_ (X~c, een Constante), 
Xk 

Deze ve1'.'delingsfunctie is bekend onder de naam Paretoverde-• 
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ling. 

Evenzo vinden we_. bij het weglaten van het limietteken in 

(1.1.3) 

(1,1.3_.5) d W<x) 
:: 0 of 

dx, W/x) 

1- Wcx.i ::. ct W 
1

<x) 

dus 
-<H~-~) 

\A! ex.)::: t - e. ( x:,, \:i; e1. en b constanten, a>~ ) ,, 

Dit geeft ons dus de exponentiele verdeling. 

De staart van de verdeling WU,)_. d.w.z. I - W<x}, gaat b1J 

(1.1.1_D)veel langzamer naar o _. dan b1j (4.1.3,::). We kunnen bovendJ.en 

aantonen_. dat een Wlx) _. waarvoo1~ geldt: 
- F<x) 

( ,., ,., ~ ) / - W c x) -=- X ( x ~ d) I, I,'.) 

waarbij Pc~ voor voldoende grote X een monotoon stijgende 

functie an x_ :ts J zodanig_. dat F £ x> ➔ = voor x ➔ oo en boven ... 
dien W(d)::::o:. niet aan (4.1,1) 1:-:an voldoen. Om O'-ClC) te kunncn 
bet1alen_. moeten we F (x) different :.esrbc1ar veronderstellen. Nu 1.s: 

F
l - ~Mlc,3 ic 

KW(X) )l.,{'1..-/ ~ex.)+- lll.}losx} e 
)( Ol..(x.);;::: --

' _ \tJtxl- e.-Fc,,_1 lo:Jx 

=- r (X) + yJ~xl Lo<,)( _, 

Voor monotoon s ti jg'ende i=- ()() ic f 
1

cx1 ~ o , zodat dus x °' tx> voor 

X➔ 00 naar ,_.,o gaat en dus ze1cer niet naar een constante k .>- 1,.\ 

convergeert. 

Dat daarentegen aan (1.1.~) wel te voldoen is, met een ve~­

deling 'vJ <Y..) van het type ( 1. 4. 5) d:.! e langzamer tot 1 nadert 

voor Y- ➔ ~ dan de exponentiele verdeling, blijkt aldus: 

d ' .::: 
d ~ ;-&> 

Dus is 

.~ { 'l() ::::-. ~ ()() ¥ X. ~ 
1 

( X) LO g X 

x_ 

1 x. { 2 ~ \ X) + F' < l() l c :J x -l--
----····--------.. - - ---·-....... -.......................... _ ........ _...... . --

+ x. r-~tj Lo:1x. { hi<.} +- )( f 'c Y..) 

4 r'' l X r (Xl 09X 

Vt x) x. l oq x } 

lo~x}1. 

Om aan (1.1.J) te voldoen, \:unnen we b. v. eisen: 

l,YY)\.l-1 \= liri; 
l( ➔ OC> d )( <:;1-(l(J 'I.. ➔CO 

:::::0 
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Hieraan voldoet bv. K 
-X 

) . Voor 
- Cl (X- b) 

e k < t nadert x 

voor x ~ co 

Voor 

zelf'. 

~c >--1 :::. i<. vinden we de exponentHHe verdeling 
l oq X 

We :cunnen als volgt inzienJ dat ( 1. 1 .1) en ( 1 .1. 3) niet 

tegelijkertijd verv1Jld kunnen zijn. 

Stel :x:'l(.) : ~ + i P (xJ J waarin f- lY.) voorlopig onbekend j_s, 

Om aan (1.1 .1) te voldoen, maeten we eisen: 

:::. ...!.... + l i \"'y"'\ F ( X) ==- .L 
I-< )( ➔ oo k 

dus 

d / - ' ..i.. fc)(.) + x F(X.) 
J;:~l- k 

:::. 0 

als we bovendien aan (1.1.3) willen voldoen, 

Voor voldoende grote x.(bv. x.. ~ x., ) moet dus gelden voor 

o<c.< ..L 
k 

of 

waaruit: 
zodat ~ex) 

baar is met 

"' r'X. /~ I jt{t~--~.2_ de~ J f<tt>dt ~ C-k; c) dt 
'I..~ Xll X. 12 {-i- E:.) loc1 x <$" ~<xl -+ constante ~ (-:-; -1- ~) lo<j )(. 

voor t... ~ m nsnr - oo moet gaan 3 hetgeen onverenig­
l i 1 .... , f- ( )l > = 0 

Uit het bovenstaande blijkt dus 2 dat het type verdelingen, 

dat aan (1.1.1) voldoei, eon veel dikkere staart heeft dan het 

type dat aan (1.1.3) voldoet. Tevens hebben we gezienJ dat.niet 

aan (1.1.1) en (1.1.3) tegelijkertijd voldaan kan zijn. 
In de practijlc hebben we miss chi en met grote, maar zeker 

al ti.id met eindige N te doen. Om nu van de limietrelaties gebr0:..L'. 1
·~ 

te kunnen maken, veronderstelt GUMBEL 2 dat die relaties ool{ v•.)ul' 

grote N geldig zijn, dus resp. als aan (1.1.1) en aan (1.1.J) 
voldaan is: 

voor grote N 

voor grote N 

We zullen ons verder evenals GUMBEL beperken tot het twee~w 

geval, dus tot (1.1.4_.5). In :)rinci1)e is het echter wel mogelijk de 
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benadering ( 1 .1. 2, 5) te gebruik€m. De pararneters u.. en k kunnc 1 1 

uit het materiaal geschat warden. 
In de kadercursus van Prof. Dr D.VAN DANTZIG (1947) (hfdTt. 

6, r 2) wordt een precisering gegeven van de vervanging van 
J - f. - ol. t"-lt~ - 1-1.) 

~c~ door e 
5 

volgens (1.1.4,5) en wel de volgende: 
\ • I - (x.) s' Als 1 - w lxl:::: e continu differentieerbaar is en <x> 

voor voldoende grote )(.. posit ief is en 

L. d , - \t/('I..J L· 
'YY-i -----~ ·~ 

l(➔ro d x w c ll.) X➔ oo 

kunnen we voor voldoend grate N 
• ::I 

-~-1e d 
J FN l)(.):::. e ~ 

S" lx) 

[ S' ciof 
( N ~ n• <«.~.cl) 

i'.s, 

stellen: 

Voor deze benadering geldt in een interval ~~,_~ex.}~ 1-~ 

( a(,_ en ~ willekeurig, o{ > o , o < ~ -< 1-<Y.. ) !J dat ~ hoegs tens 
E (een van te voren gekozen, positief getal) afwijkt van 

(Y...- x) S' C~) , Hierbij is x die waarde van x waarvoor geldt 
W( ~) = I - .J_ + 0 l N-7. 

1'-1 
Tevens wordt voor een aantal verdelingen een betere bena-

dering gegeven dan die van GUMBEL, maar hiervoor moet men de 
beschikking hebben ( al thans numeriek) over W l X). 

Als men met behulp van de benadering van GUMBEL de waarde 
X bepaalt, die door de grootste waarde uit een steekproef met 

ui tgebreidheid N behoudens een kans c< niet overschreden wordt _. 
zal de ware overschrijdingskans van die X niet precies ~ zijn, 
maar a<.+ 1:::..,,_ ( a.~ kan negatief zijn). Bij een niet te gunstige 
verdeling, b.v. de normale, en een kleine ~ (b.v. 0,05) hebben 
we een vri j grate N no dig als we I '!_~ I , b. v. ~ f wens en. I::-1 

genoemd voorbeeld van de normale verdeling ~oet N ~ 73790 zijn. 
In het algemeen kunnen we zeggen dat voor een exponenti~lu 

\ • I -ct("- - '" ( b \ verdeling,d.w.z. vv(x):::1-"e. , voorC1. positief,x.~ 1 ., 

de benadering goed is; voor een verdeling, waarbij ,_ Wt~ voor 
-ax. 

-x naar .:o sneller naar nul gaat dan e is de benadering min•-
der goed (of slecht, b.v. bij normale verdeling en de verdeling 
van GOMPERTZ) maar aan de veilige kant. Met veilig wordt hfer 
bedoeld, dat bij deze benadering de kans op overschrijding van 
een bepaalde waarde te groot genomen wordt ( J:..d.. < o ) • Bij een 

\. J _ct.X verdeling, waarbij 1 _. vv{x} langzamer naar nul gaat dan (? is de 
benadering eveneens minder goed of zelfs niet toepasbaar, indien 
niet aan (1.1,3) voldaan is. De voorwaarden, die we moeten op­
leggen, wil de benadering werkelijk voldoen, zijn van uitgesprc­
ken mathematisch karakter, zodat ze niet getoetst kunnen warden. 
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§ 1. 2. Schatting __ van __ de parameters_ van de verdeling van de ui ter­

ste waarde. 

Indien we tech de benadering (1.1.3) willen gebruiken, is het 

no dig over een schattingsmethode voor Ll en o!Y..J te beschikken. 

We kunnen een schatting vinden, door gebruik te maken van de 

voor grote N en grote x. geldende relatie: 

(1.2.1) log 
I ~ f 01.) 

N 

-:::::, o; l '-t) ( X. - u.) dus 

I door lo,0r:r ~---- ui t te zetten als functie van JI; en door de 
I ~· Fl'/ t)(J 

waargenomen punten een rechte te trekken. De parameters van de 

rechte geven dan direct ~c~ en~. ~e veronderstellen hier dus 

dat v,e over een aantal waarnemingen van hoogste waarden ui t steek-­

proeven van N waarner,.1ingen beschikken. ( 1. 2. 1) is een gevolg 

van (1.1.4 9 5). "'-L'-l) is positief 1 dus voor grote >1. is- 0 n'-')P<--«.J 
- 0( LI.I.)( ... - 4/ 

negatief en groot in absolute waarde 9 dus e weinig van 

nul verschillend, zodat: 
- .._ l'-'-) \ "-· ••) 

- (! 
F <x) ~ e... ~ , -

N 

dus log 
I - F l'I t)(j 

GillJLBEL heeft voor de schatting van ()(.(.,.\.) en u. een speciaal 

waarschi~nlijkheidspapier ontworpen. 

Hierbij warden op de ordinaat de waargenomen uiterste waar­

den l -t.) ui tgezet en op de abscis een schatting voor l\'i <)(). Door 

de ui tgezette punt en trekken \"8 een rechte, die ons een schatting 

geeft voor de rechte, die we (door de constructie van het waar­

schijnlijkheidspapier) zouden krijgen 9 wanneer ott'-lJ en '-L exact 

bekend waren. 
1~Ie kunnen op verschillende manieren een schatting voor 

F N (x.) be pal en, 

GffiIBEL bespreekt een aantal manieren in een van zijn arti­

kelen ( zie GmrnEL( 1945)). 

Als we de waarnemingen naar o:pklimrnende grootte ordenr.m ~ 

x, · · · x"' ,lrunnen we b o v. nemen: 

a) 
k. - ..!. 

'I. 

als coc.J.promis tussen ,:, en 1<-.~, 

Als verwachting van het aantal nodige waarneBingen tot de 

eerstvolgende overschrijding van de grootste waarde vinden ~e 

dan 

::,; 
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zodat een gebeurtenis, die volgens de ·steekproef eens in de h.. 
·• 

keer voorkomt, nu verondersteld wordt gemiddeld slechts eens ·i~ 

·2..l"n keer voor te komen, Op grond hiervan verwerpt GUMBEL deze 

methode. 
Opgemerkt dient te worden dat het _gebruik van d~ schattin~ 

1 - ~ ( wa arbi j m het a ant al waarnemingen is) voor FN tx. 11,..) het 
volgende bezws □r heeft. De kans, dat de grootste waarneming 
verder in de staart van de verdeling valt dan het punt waarvoor 
theoret13ch_geldt F"N(Xrn)=/-~ ; is voor grote m belangri,)':: 
groter dan f . Hoewel bi,j deze keuze wel T cxl"Y'\l =- h"\ wordt, if, 

nu Tei,):::::. 1 ; bij FN (1,.m):::: tis Tc x""')=~ , zodat geen der :;1_; .. 

noemde methoden erg aantrekkelijk is. 
b) De verdelingsfunctie C, ,,lh van f~ 2 de i. -de waarde ( van bern::­
den af) van een steekproef van m onafhankelijke waarnemingen va~ 

uiterste waarden; is een functie van FN lx,) • 

Als schatting voor !=N tx.:) kunnen we de mediaan van C. ( f\/>::>) 

nemen 2 dus die waarde waarvoor 

G' ( FN (IC;)) == !... 
•,M 2. 

'-,m 

is. De waarde 
geeft voor de 

..., 
X: waarvoor di t geldt, geven we aan met Xi. • Di t 

grootste uiterste waarde: 
m 

( FNcxll))} - i 
Dus 

I I -,-=--·····f:···~r:) ~ -,-_-2_m_' - .... , ... _--e-_...,t,....:~:.......'l. - _L_o_8_'l. ___ t_l_o_3_J._)'J..""" 

m 2. mi. 

= 

.... m +- -!,+••· -=I, 1-t 1-; 3 m +-
2
1 + • • · • 

lo:12. '-

om een analoge reden als onder a) genoemd wordt deze metho­
de door GUMBEL eveneens verworpen, 

c) In geval we te doen hebben met waarnemingen van de dagelijks 
door een dwarsdoorsnede van een rivier stromende hoeveelheid 
water Z~ en die waarnemingen voor een aantal jaren beschouwen; 
beveelt GUMBEL de volgende methode aan: 

De verdelingsfunctie van l 2 de grootste z~ van een jaar i;:-;; 

(1.2.2) 

(1.2.3) 

(1 .. 2,4) 

(1.2.5) met 

-j 
i::- - e. 
I (1.) ::::. e 

r I ( 'I..) : t:i-.. t L.1,.) e_ - ':i -
e -'j 

f' 1 O(.} _ !ti( l l..l l f ( l\) ( -I + 6 - ~ ) 

:::: ct.tu.> l )I - U.) 
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"" De modus X.,., van -~rn de grootste )(. van ni jaa:r; kunnen we 

als volgt bepalen: 
De verdelingsdichtheid van de stochastische grootheid ~Mis 

m rT;,' F C -,..) !) dus de modus xl'l'l voldoet aan 

zodat 
l"h -I .:::. 

dit geeft met (1.2.2), (1.2.3), (1.2.4) en (1.2.5): 

l'n-1 = 

of 

m:::: e 
I 

dus F t'x ) = rt\ 

--e rn 

I - ----,- =- m -i- L +- ••. 
I - e•~ 1. 

Nu vinden we dus een aanvaardbare verwachting van het beno~ 
digde aantal waarnemingen tot de oerstvolgende overschrijding 
van xl'l'\ • Voor F c'i2"') hebben we nu een waarde gevonden. Analoog .... 
kunnen we voor de modus van de kleinste X van rn jaren { X1 ) 

het volgende verband vinden: 

rn. =. _1 _ + ___ , __ _ 
F er,, F tt, > I o5 f ,t, 

Hieruit kunnen we door F . <>C,) te kiezen en daaruit- m te bep!!-
len en vervolgens te interpoleren met behulp van de verkregen 
m -waarden, F . (~) als functie van m berekenen. 

De abscis van het waarschijnlijkheidspapier verdelen we nu 
aldus bij m waarnemingen: 

Als eerste punt kiezen we l="cx,) , als laatste F (X,,.,), de 
tussenliggende punten (rn-2. in aantal) bepalen we door lineaire 
interpolatie naar F (X) , dus voor de k de waarneming kiezen we: 

!= ( ~) -+- ( k -/) ( t: l ~) - F ( x',)) 
hi_, 

Als we de grootste waarde uit een steekproef van de uitge­
breidhe id N voor Y'Y"l verschillende van die :., teekproeven ui tzet­
ten, verwachten we op het papier van GUMBEL een rechte lijn. Bij 
het K.N.M.I. heeft men opgemerkt, dat ook wanneer de uitgebreid­
heid N: (van de~ de steekproef) voor verschillende ~ verschil-
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lend is, de uitgezette punten ongeveer op een rechte lijn liggen, 
Dit is misschien te verklaren door grate uitgebreidheid N~J 
waarbij de N~ onderling weinig verschillen. 

Indien de waarnemingen dat toestaan (dit moet dus onder­
zocht worden)J kunnen we ook direct WlxJ exponentieel kiezen 
en de parameters van de exponenti~le verdeling sch~tten. Ir 
P. J. WEMELSFELDER heeft di t gedaan voor de waarnemingen van ho{d;G 
waterstanden te Hoek van Holland (WEMELSFELDER (1939)). 

De betekenls van de schattingen van de parameters kan pas 
worden overzien als we een betrouwbaarheidsinterval voor die 
paramete~s kunnen geven. 

Men lean met behulp van de binomiale verdeling een betrouw­
baarheids interval voor de bij enk:ele X. waarden ( de waargenor.ier. 
waterpeilen) behorende F"'N ex.) construeren. Deze intervallen zijn 
afhankelijk. In hoeverre hieruit dan ook conclusies kunnen worden 
getrokken over betrouwbaarheids intervallen voor F"N ti<) met een 
~ buiten het waarnemingsgebied zal nader onderzocht moeten war­

den. 
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