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Hoofdstuk I 

De x!-verdeling en de F-verdeling. 

1" De X'- -verdel ing, Als ~,, ... , ~11 onderling onafhankel~ Jh: 

en normaal verdeeld zijn met gemiddelde Oen spj~eiding 1> dan 

heeft de uitdrukking 

X% l '- t :: !.5, +- 61 +- · · • +- bN 
een xi-verdeling, De verdelingsdichtheid van ~

2
is 

I! !.Z) I {X,.) N; :l - X¼. 
1uY.J= ih7:t r{~f) J e 

Het getal N wordt het a ant al vri jheidsgraden genoemd, Voer i;rote 

waarden van N is (t XJ 1.z._ {~J\1-) '/z_ evenals(,&.z - "V /~v0~{ 
benadering normaal verdeeld met gemiddelde Oen spreiding 1 

bij 

Als /l2.. 11.1 vrijheidsgraden heeft en x~ heeft 'h,2. vrij ... 
- I --I 2. x~ heidsgraden_. dan is /\.i + ;i. dus verdeeld als de som van - --,,,_1rtn,~ normaal verdeelde onderling onafhankelijke variabelen. 

Dus we hebben 

Stelling 1, 1: Als -v'- _. - ~/ 

l x:i. Xi_.• .. , _ s- onafhankelijk verdeeld zijn~ 

t , "l /4~ ( . e rwi J . t. ..::- /2 ... > s 
-" 

) ~ ~-verdeling heeft met '71,~ vrij-

heidsgraden dan heeft 

it:: x:+ Y::: +•"+ x: 
-™ "/....2. -verdeling met "h., = t,-,...1 + 1"1.-.,_ + · · · + 1,,.s vrijheidsgraden. 

2, De F-verdeling. Stel dat Xteen xt -verdeling bezit met 
y2. -

<t\1 vrijheidsgraden en dat Ai een '/..._i -verdeling heeft met '11,:t, 

vrijheidsgraden, Onderstel -;erder dat /./ en X~ onderling on
afhankeli jk verdeeld zi jn, Dan heeft de .... ui tdr~l,{ing 

x.z 
f tn,t· -' 

:::: lfv;. x: _,., 
een F -verdeling met ·1\

1 
en fh.'l. vrijheidsgraden. Deze verdeling 

speelt de belangrijkste rol in de variantie-analyse. 

Hoofdstuk II 

Matrices., kwadratische vormen en de meerdimensional normale ver-
deling. 

1, Matrices en kwadratische vormen. Een matrix is een recht

hoekig stelsel van co~ffici~nten 

#Jj('>''. >°771, 

"in I ) • • • i 0-'l'h. tr\, 



2 

Als de getallen 'Yh- en ,n, bekend zijn kunnen we zo • n matrix r:;=1'.1.-

geven met (cr;,1) 
Beschouwen wJ een stelsel lineaire vormen 

(2.1) L,; ::::: a,i, X1 +- · · · a.c:,,. x'h, , t.. :::=I)----·, n-v 

dan noemen we de matrix (a.,e,•;,') de matrix van de lineaire vor··_:<'~ ~1 
f L;, in x, , ... , X11 , Als nu de Xi weer line a ire vormen in y, 1 • •• , ;ls 

zijn, 

dan is 

waarbij 

Het ligt 

ti!,· .:::: 
I . 

L. 
l 

t'}1,, 

~I.'. k .::::, L- cic:/ e
1
; k 

j--:=:I f i 

dus voor de hand om het 

I (.:.::: I, . .. ~ )'YI, 

t fr.-::; ,, . ' ' ' s 
;;)reduct van twee 

volgt tc defini~ren: ..,,., 
f L at'/ ,t ·k) 
I - a· ) -" I'.;,/ "' ,, 

matrices E,l;:•.\ 

Het product is dus alleen gedefinieerd als het aantal kolommen 
van de eerste matrix gelijk is aan het aantal rijen van de twee-
de, Schrijven we 

I! \ 
(L):::; (X) =-

X I 

dan kunnen we (2.1) ook aldus schrijven: 

//_\ / )I) l ) .:::: Lat:;., L.X 
V 

De vermenigvuldiging van matrices is associatief 1 d.w.z. els 
A I Ben C matr:Lces zijn zo dat {/t 3J en (B 0 gedefinieerd ziJn, 
dan geldt 

/ \ / \ 
l4· 1) ! C -- 4 t~C.1 l!.. D_.,.,.: -- ' .._ .... 

De vermenigvuldiging is niet commutatief. 
De determinant van een vierkante matrix {r:ti'/J = A geven we c:,?,'l 

I I 'A I f met 1a..~/I of j',i. Er geldt: 

[ A 3 / ~ / A {. IB I 
De matriX 

(

I Cr ... 0 
O I ... 0 _ f 

\ 0 0 ... I,. 

noemt men de eenheidsmatrix. Voor iedere matrix A, waarvoor,~J 
en J A gedefinieerd zijn geldt dan A I.:: I A= A , Een vierkante 
matrix A 9 waarvoor j A 1 .::f- 0 bezi t een inverse A-:-1 , waarvoor geldt 



'.·) 

We gebruiken de notatie (er;; )-1 = (cr'j) 
Bij iedere matrix A bestaaf een getransponeerde matrix A' .. Cle 

we verkrijgen door de rijen en k:olommen te verwisselen. Het ·1.F1 

eenvoudig ~e verifieren dat . 
_/ )' /. /)-! 

(AB)'= ~1A1 
I <l,8)-1;:; i-tA-l' (A-~= (A; 

We beschouwen kwadratische vormen 

waarbij 

[~/) 
X-== : 

Xn 

Stel 

X::: Py 
I 

V.::: 
' I [tJ 

Dan is Q A 
.. 1), 7) 

~ , .::: x1 X :::: y I f A r y 

Q ~, . 
dus de matrix van als kwadratische vorm in de V 's is PA -p 

- I 
Een kwadratische vorm Qin Xi,-·., X'hwordt positief (:.~-2mj_)-

definiet genocmd als Q gr,oter dan (of gelijk aan) nul is voor 

alle ret5le waarden van X,, ... , Xn 9 ui tgezonderd 0, ... , 0. Iedc-:1:<, 

kwadrat-ische vorm kan door e<2n niet singuliere transformat:i.0 

(d.w.z. dat de determinant wa2rde van de transformatiematrix 

-../... 0 is\ .. r- .... ' 
I 

Li t'-= I, .. - .. ' Y\, 

warden omgezet in 

Het get.al 'l heet de rang van Q en is onafhankelijk van de gc
bruikte tran~·:':0~0 :11atie. 

Als Q ;oosi tief semidef.J-niet

dus stellen I..;,:::. I¼ Zi, Gn 

-L 
Q~ l,_ 

;, = I 

is zijn alle e;., > 0 . Dan kunncn 

Lemma ·2, 1: De som van de rangen van een aantal kwadratische 

vormen i.s ntet kleiner dan de rang van hun som. 

Stel b. v. dat Q, de rang ,.,,, heeft en Q:.., de rang 'h-,2.. 

/h-1 '1\ :a. 

Q /) ~-- / ~ .1. ~---· /1-/.)., 
1 

-1--~ lq!9 :;::: "'- L_? 7 (-~ I f 
. ~ ~-::: I I"'' j 



De /..i t:n de ;1 kunnen alle onafhankelijk zijn, maar er kur.~,__-n. 

ook lineairc relaties bestaan tussen sommige it: en lj:/ Met ,, 

hulp van dGze rel:::itiE::s kunnen dan een aantal van de Lt en /-/· 

worden seoli1m.neerd, De overblijvende noemen we ,;Y, J ~; • • • 1 (;i;-,.-

( 1-i 1
::; 71, 1 ..,_. n.-.t ) We v:.nden dus: 

,,_ I 

JI 
waarbij de i'i{ onctfhankelijke lineaire vormen zijn in de X1,•. IJ.::: 

rang van Q, -1--· QI,,,, is dus 11 1 s 11 1 + 'h.z.. , want volgens de hiervnor 

genoemde eigenschap is Q, + Q.t weer te schrijven als de sorr. Vl'm 

'h.1 kwadraten, 

2, De meerdimensionale normale verdelin1:2, Stel 2S,, - .. , !-,i 
zijn simul taan normaal verdeeld met gemiddelde O en covari2l1t '-'~ ·· 
matri' x /rr,. · ) 

\.. t- I .J 
v' 

De verdelingsdichtheid is dan 

waarbij 

-1 x'(cr'/)·x 
12 

We passen een niet singuliere lineaire transformatie toe 
'?l.,, 

X ~ ~ ~- f i;· . t' I t.' = I, . ' . ' h, 

/.:::! . ~ 
De dete:.:•; 1~::1:....t:.t --ran Jacobi van deze transformatie is f fa~/l= \~P) 
De absolute waarde van {-P/ geven we aan met [rPll , De verrle-• 

lingsdichtheid van de y 's is dus: 
t 

Olv. . V l _ {tPL ____ -e 
./~ '-//1. . ) /"h,/ - (2. 7~)'~ (0 t'/ '/2,.. 

J 

waarin (cr*i.j) = ? 1 (_cr'l) P 

Daar {lf· .,::0: /1/ J 'P
1

/ , kunnen we de constante factor schriJvcn 

als 

(/ 1(( I I 

We zien dus dat de y 's ook simultaan normaal verdeeld zijn 

met gemiddelde O en covariantiematrix (i::r,) ) .:::: '"P- 1{{t_'/) -,,,-( 
De matrix 7 wordt orthogonaal genoemd als 



Al s ½,, ... , 25?'\ 
met spreiding 

onderling onafhanlcelijk en normaal · verdeeld z· .. ~;:1 

als i "= / ) 

0- J dan is CT,;/ .::: c>i_ cr.t.. .( Sf .;:.; 0 als i :;&/ en~::.· I 
Stel dat dit het geval is en dat ~ orthogonaa~ ~: 

Dus 

r61. O . .. 0 

-p' 

lo o . .. a' 
/ 2. I a o ... a 

( o o ... er' 

0·2..0 ... 

0 0 .. · :J .. 

[

A. 
want een scalaire matrix 

o. ~/. 1

y mogen we commuteren met 

iedere andere matrix. 

Dus we hebben: 

Lemma 2. 2: Als :{1 > • •• , ~,.. o o, normaal verdeeld zijn met gemid,:. 

delde O en s~r-eiding a-~ x::: --Py, waar;,bij -P eeq or~hoe;onale 

matrix is~ dan zijn y;, ... , y.,.,, otk o. o. normaal verg.eeld met 

gemiddelde Oen spreiding er. 
Lemma 2, ) ; Stel 

( 2. 2;) f~ xi ~~ Q ( x) + - - - f Q, ( xJ 
i ~~-! 

waarbij Qc: (A) ecn kwadrat-ische vorm is in X1 , .• • , X'I. van de· 

rang~ .. Don jastaat er een orthogonale transformatie 
(. 

"h.. 

(2,24) 
I /--- I x k X,· ,.,r__. ____ tJ, I,. ,, 

'~.::I 
-,, i:::/, . .. ,/'\ 

zodat 
f1.,;J.-• • T' t'vt,0 

xi;. Qi 
'?--

( 2, 25) / 

=k"- k 
"' '>?(f · · ·t 7\-~i--!- I 

t.'..;:. I, ... ' s; 

dan en slechts dan als 

,,-\, I + "h_. ') •-f- • • • + "\.'\., S = "" 
I ~ 

Bewijs: Stel dater een orthogonale transformatie bestaat die 

aan bovengenoemde eisen voldoet. Dan is de rang van het rech-

terlid van(z. 2 3)ctus 'h-1 + . .. --;- 'r-- 5 , De rang van het linke:>-

lid is h.i dus 'h a::: 11~ 1+- 'ri,.1 -f · · · f ·h.-5. 

Stel nu dat "h, 1 -1- • • • i-- i-1. s = ·'y\, , De rang van Q, is ·';..,1 , E:c 

bestaat dus 

( 2, 28) 

zodat 

een transformatie 
')'-

L . ::: 
I 

?; Pjk xk I .::; I; . . ') ~, 



,_ 

We kunnen ook zeggen: de transf'ormatie wk) heeft '"1. rijen .. 

waarvan er 'h 1 get-cwadrateerd E:-;1 opgesteld Q1 geven; we num:-:ic::·.,:.t 

zo dat dit de eerste ri.1 zijn; de overige doen er voor Q, nice 

toe, 

Dit lcunnen we doen 1.roor alle Q. Er bestaat dus een trans:::'o:;:r;1-:>· 

tie(2 .28)wa2J:,bi j 1·-= I) . .. ) 11., , zodat 
h, ·- ,,,, :z. 

·•5- x ~ _ "",;,- /J, . ..:=: L /_; waarbij 
L_ . (.. - L 9:"c.- 1·:: I ,;,, 
i=I ~ 

L .l. 
-; 

-11, 1 +--rxe; 

I~ '--
~~ - L__ j.::: n,,,... .. ·+ ,,,,.~-, .;.-; 

De Lj 'S zijn lineair onafhankelijk, want anders zou de _rsng 

van het rechterlid < I' 'h-i,.. zijn en de rang is h en "h. ;::- 2 11 i:

Dus -P == (pl k) is een niet singuliere matrix en heeft dus een 

inverse p- 1 

/ 7) '-.:::: rx X-= 

x' Ix. = 
, 

/I 
L -p-1

' J ?-'L = L L1 = 

Dus ,-1, I r- '~ l , 1 
~-/ ~ 

Dus r is orthogonaal en dus r 

st e 111 ng 2 , 1 : st e 1 b 1 , . • • ) r ...... z :1i j n 

normaal verdeeld met gemiddelde 0 

Is nu 

,-,'p-'_J 
eveneens. 

onderling onafhankelijk 

en spreiding 1. 

+· .. +Q - s ' 

en 

waarbij Q ( t,'.:::: I}• · • s ) een kwadratische vorm in ~,) ... 1 ~~
is met rang "h.t·, dan zijn de Q"'. onderling onafhankelijk ver

deeld en Qi: heeft de x<- -v_frdeling met "h-t: vrijheidsgraden c.::ar1 
en slechts dan als L ?1.-e,· === h

i.:::1 

(Stelling van COCHRAN) 

Bewijs: De noodzakelijkheid van de voorwaarde volgt uit stel

ling 1.1 3 het voldoende zijn uit lemma 2.3 en lemma 2.2. 

Gevolgtrekking uit stelling 2.1: 

Als l,) ... ) t'h, normaal en onderling onafhankelijk verdeeld 2:i~n 

met gemiddslde O en spreiding C5"" en als Qi: ( 1.·""" /) •.. s ) kwc.··· 

dratische vormen zijn in "t.S,, ... , X.,._ met rang .-h. i:, en 



~i.-~' 
dan heeft ··-~---

"'1.i. Q. _,1-

def -verc'.eling met 'h.1-,· en ?\,i vrijheidsgrc.=1::ls~'l 
.s d 

dan en slechts 1an als L ~~·-="" 
(Volgt 

C..::I .t-
U:i. t definitie van de r -verdeling.) 

Hoofdstuk III 

Var-iantieanalyse in het g,svs·1 van eeh enkelvoudige classif:: .. e;;::•

tie .. 

Stel X, 1 ••• , Xs zijn onderling onafhankelijk en normaal verJ.eGld 

met gemeenscha1Jpelijke v2.riantie cl.en gemiddelde.,,,t-tu • .. :}-'s 
We willen toetsen de hypothese da~, = ... -/s . Stel dat c:.:Gn 

aselecte steekproef ter grootte '?<t(.· is getrokken ui t Xi.. De vraar ... 

genomen waarden noemen we Xi 1 > • • • , .) Xi n,: 

I X We stellen )< ,: ""' X,· i -1-- • • • -1- ,·,,.,,: 

?1 i 
$" 

en x~ 
~-.. --

h-:= .c.:.._ ??..i, 
C:.::zl 

Als toetsingsgrootheid neemt men 
?l- S ~~ hi (JS.i.: - KJ.Z 

("> to·' r - ~,----
~. 'J == S- I L I X) ~ ..._ c·X·· . . . _, t - - (. :.!; q 

0 r ~ (x V \ 1
/ '~1- 5) 5".a 0 [)- h: [

1
X ,· -x)~7.:: c'~-,)v z. + G L~ -•;- e:;J y c,,- u -t~ l ,;. . -· - J . 

""-,~ I ) 
I L 'h . l L,t. . - LL ""-

I . /,, 1::.-.,r - '-- /- ~ _.;> ,, • • Lt, , 
I., 4 '"1,- .,..,. {,, 

waarbij ,,,t,-1... .::=- " ./ 
......... ?-.,. 

Om dit te kunnen bewijzen moeten we de volgende eigenschap ge
bruiken: Als we t get all en ex';) • • • i C<-e hebben en <X.::: ex.,+ · ~ · + C><-t: 

dan is: 

Door deze eigenschap twee keer toe te passen kunnen we ook \:,c

wijzen dat 

L, {x~;. -/~~::: ~ (xi;·· - x,:}\. .. 
1--)I ' "'I 

.:::: Q, +- Q~ -f- Q s 

Daar er tussen de ,i. lineaire vormen i_t-/ ..::::- i X,j - Xi,.J S l:.:..neair 

onafhankelijke relaties bestaan is de rang van Yt ~ 'h-S' , De 

rang van Q is evenzo ~ · 5:-1 en de rang van Q1 = I . Maar 

(11.-s) .;..{_s-t) -1- / ::::- ·h , dus volgens lemma 2 .1 is de rang van ~ 
(1-'.-S) en van '1:i.. (s--,1), Als _ _..,..-l<. 1 .::: · · • ~_,,,,<.-1. 5,;)t, dan zijn8(,'j-:,;<--:.) 

onderling o~afhankelijk en normaal verdeeld met gemiddelde Oen 

spreiding CJ' • 



Uit de gevolgtrekking uit stelling 2.1 volgt danJ d~t ~n 

(}. 1 o) [ de F -verdeling hseft :nEt {"s- ~) en (>z.-.s) vrijheidsgre1(,2n, 

Als we willen toetE.4en o~_,,t-c,,·-:;.,·'':,,~:/., dan is onze toetui 

grootheid: 

@.1_9) f -= -'h-S 1i · ri · C6..t.' - 61_·_)-< 
-- --.!_✓- II-.. 

-. I ~.:.·r.;I· ~ 

Deze r heeft de F-verdeling met 1 en Q1. -~ vrijheidsgradcn, 

Dit zien weals ~olgt: 

I ) / • \.(. + f 'I,.. • -1- 'h, ' L' X 1_ X ! ..1.... "A l,,~" "J-·-- ..; ' "" 
/ \ 1. 

( X - 1U) ) 
✓ 

'h c: Xi +- ·'11. r' X l; 
waarin X 1..:::::- - . ("' .ff. 

'h•fh,' '" t-r; 
De rang van 

"'>" ,/~_,, \ .t / \ ,/x i x ,2. <= ,ts·. - ~ ',1 
£..._ 11. ,? cl\ 1 _ )( i +- /11,,. f ·h,~· ). L. - , _.,, ls _ -..::.. ~ ... 

1... . .../ '-· " -tc.=,5,· 
~e -=I . 'he.· >i./ .,,x x 'l 

en de reng van -........ --1 L i ~. ,,~ ) is 1, Dus volgens ds gE.;vc,l.g-
1-.i· f 1"../ ( -

v 
trekl-cing uj_t 2,1 heeft .!...t:: de F-verdeling met 1 en (h- s) vrt.J:1,nds-

graden. 

Voor het geval dat S = 2 komt dit overeen met de to~ts 

van STUDENT voor het versc.hil tussen de gemiddelden van tw•..:<:::: 

normaal verdeeld grootheden met gelijke spreiding, De toeta1ng~

groothe1d is dan 

v.. "'5"'", \" --s..~ I ·,, 
L......lx \I " / .... ~ x -

(- !~ -- ~I) f- L_ (_!~2 ,.· ---- :,.) 

We zien dus dat als S.:::: 2 J /=·.::: t .2.. 

. -, 
'it,,,+~,,-2,) 

I+- ?\. ;i_,. 

Als we in(~./ 0) 5".-::2 nemen kr~Jgen we dezelfde ui tdrukking na 

enige herleidingen, 



Hoofdstuk IV 
\ ' 

9 

A-To~ts8n en het toetsen va~ lineai.re nypothesen. 
We 1.')~~f.rnhouwen de stocl1.2.Gt~.se;r:•2 e,rooth<.:,.'id :;. met v-2rd2J.1 r.:-,;·.' ··· 

dichthldd -{(x; °', ... , t~h-) _; X :-n:::-'.g oo,i-:: c.::en stochasti.20he 71.::e'':o~:-
c . f - • 

sijn, d:it v10:r2ndert n:i.et.:J C:tc.n hE,t n;_;;vol6 ,::;nde betoog, IJ;;: ;: 2r,~,?: -•·• 

terru:'l.mte rr,c t codrdin1JtE:n 1~, ••• ~ f:.~/r 2:1:llEin ,.,:J'e a2nge:;vE:n-~ ;_: ---
-- j , 1-, 

_Q__ Ieder·(:; ----j kunn1:m WE: dws voo:r·;:,tellen doer een punt :c·n~ L .. C;; 

grond van eun steekproef x,, ... , X.1'1,. willen we toets2r:. de h? ,:-; .. 

these H0 ~ die inhoudt dat d0 verdelingsdichtheid behoort to~ 

C1); e:;cn dcelruimte vanil. 
De aanncmelijkheirtsfunctia van dG 3teekproef is per defir. 

tie 

LI ·7-7·· j1 / "i' • 11 = / -;:~ /) C . \ i, ) C~ ' 

Het maximur:1 van /..._ ov0r _(I ,;1;.LLcr, we 

(,,.) heeft L het maximum l Cw), Als 

nu 
Lt. (_,~.1) \ 

I\ :-=: 

... , f)k j 
I " ;~ 'i 

a.,:,ngeven met L (.! Lj; L:" .. 

toetsingsgrootheid nemen we 

I ;_?j_-'\ 
!:::. l i-,J 

Als cri~1e1-ce zone y:i.<2zen ·:ire A< A0 , ·,,:-1nrbij 1\ 0 zo gekozen is 

dat -P [,)::., < ,\o \ Mo j:::/l,;~ elf: Q( de onbetrouwbaarheidsdrempel is, 

Als k de dimensie v:-:m_(l sn ' t die van cv> is, dan is voor grote 

steekproeven ~ :2. tr'\.>, biJ ;'i::,;,:);::::."L.·ri.ng ){2.. -verdeeld met k- "C. vrij ... 

h , d d • ._ 0 I I o .e 1 sgra . <'m, 1.naien n O wa2r is " 

In de variantieanalyse n0m0n w~ ols toetsingsgrootheid een 

monoton~ functie van A I waarv2n ds exacte verdeling bekend is. 

Beschouw een aantE:l stochastisclK gt,)otheden .)I;> ... , 
7
YN , We 

maken de volgende onderstellingen: 

1) De :j.c< _ zijn normaal en onderling- onafhankelijk 1.rer·d':~(;:'.Ld 

met gelijke spreiding. 

) t @ . h 
2 S el l. ,Y..: ~~, de J~ zijn lineaire functies van r 1:;ara--

meters /, >. • , 1!31-' ) ,P ~ 1\/ 

c 1+.6) /l«- = fl ~o< Pi: , < o<. = ,, ... ~J 
en de rang van (~-~)=} 
Door de Ji uit ( 4 .6) te elimineren zien we dat onderstE;lL .. nto 

2) overeenkomt met: 

-.;:;-- JJ u O /I;_,.,./)-~. ,111-fJ L- -c. kc<. I 't>( =-: I I.. . 
<X. / 

( 4 .6 ·) 

rang (-lk«) = Al-j> 
De hypothese di~ we willen toetsen is dat bovendien 

(4.7) 
' 

/ i-== I; ... , 5; s::::,b~ ~ ~ 



- 10 -

waarbij de vergelljking van ( !J .• 0) en ( 4, 7) onafhatlkeli jk ziJn, 
• I 

Of., zoals we z:l.en door de ~i u!.t (4JS)- en (4.7) te elimine:ccn 
I 1 . 

k' ~ 

~,,- ,,, , · ,.. l ; s) ,_ £.,l:.o<. ..,,·,l,<'c<.. = o : (. ,r-= .; ... ' ; 
(.)(. c• I 

(4.7·) 

terwijl de 

.-1,;N 

{J-l· .8) rang van e l'-b I . 

1) 

{Jiil • Al 
V ·•f'; IV 

gelijk aan A/-f -J- $ 

I/ I ; ' 

De simultane verdelingsdichtheid vanp,. 

I 

L == o-N (_2 11J N/2 

,.1 L 
h~ 

o<. 

·' 

~ (_l ....• ·,) . 

Als we voor de )·"'lc,1. het rechtc :lld v:=!n ( 4- "6) subs ti tu0rc-n en 

~t,,.... l diff2renti~ren naar o-i er_ nam~ .A,) ... ) /~p en de verkr<Y(1;:.n 

vergeliji:eincen nul stellen, dE.m kl.::.nnGn we de maximum J.ikslihood 
I t ' i ,:LZ , f3Chattingen ~·i,,, ... , •L voo:r- ,81 ., ..• 1 .o !:.i -cm er voor er· o·,;J.ost,-.;:n. 

.. • /J l " . F, J 

In de .P vergelijkingen wasrin clc 611 .•. , &/.> voorkomenJ komt c;/" J.. 

niet voor, rStel 

r) .:: Z: (_ v __ --- :Z~. cz .Al -~ ):l 'q· tX. .,.,:.. I c,..._ t. :/ t.- .,.,_ 

Q(Xis dus het minimum van Q::::: ?-. {xc -.fl,x)onder de VOO}'.'i•ia'.'tI .. 

den (4.6), 

-·- ;V ............ 
2. er:;. 

Dus 

/1/ I Q~ i-
_ ........... ,::::: 0 

2..J-2. //\ \ 
·' i0-3. i 

\...=. ,,i 
/'\ _.}_ Q~ 62. -= N 

Dus 

I.. 
! A \ 

I .n, \ 
-t-iL.J.:.:::::: 

......... .J'/ 

I IV \ Nj,._ 
I --···-·-. ) I Q~ , ') ,.,.1~ \_A./ . o( 

Analoog vinden we dat 



- 4 '1 .•. 

l (_ ,1.V u~- )Al /2 - IY;z CJ_._ Q -l 
. - 2.7T 

't. 

waarin Q't het minimum is van Q onder de voorwaarde ( 4 .6) en 

( 
1, ~) ,,_ , I • Dus 

(4.14) 

Als toetsingsgrootheid gebruiken wij 

(4.15) 
11 / / ;y-p 

s 

....,1 /'\ 
~'t, - ~~ ---................................ .... 

/"~ 
~·o(_ 

0en monotone functie van A, We ve:rwerpen de hypothese (4.7) 

als F ::-?. ~ , waarbij 

P[ f 2 Fo \ C.c;.;:J] = ol 

We zullen bewijzen dat het quotient ( 4 .15) de F -verdelj_;-2-

bezit met .S en !V-p vrijheidsgraden. 

Lemma 4.1. Stal 

IV 

( 4 . 16) L_ Ct- i j ./<i = o J ( c-'-= 11 • • • , k) 
/:::.! (! • 

zijn /: lineair onafhankelijke lineaire betrekkingen tussen 

~······t.••r.i, •. ~,....~" Dem bestaat er een systeem van betrekkingen 

1// 
~,~-~ /.·1 
/ .-·'[;:? • . J.C. . --•· 0 f-·7 1 .. 1 --- _.:··· c· -== I 

1 
• • • ; l::j'\ 

' \... 

vi 
zodat de eerste . .{.: relaties van (4.16) aequivalent zijn met d~ 

_e_e_r_s_t_e_~_l._· _v_a_n__,_(_4_._1..:.7...,_)__,_(_-·t_'-_:S_k--",...,_)_e_n_z_o_d_a_n_i""'g'---d_a_t_d_e_r_· i_,.j_e_n_v_a_n__,_( t L/l 
orthogonaal zijn t.o.v. elkaarJ d.w.z. 

k 
) ,//, . _(l 

✓-~-- tli:. f !a /c/· = ot k 
?.::::I (I 

,t. 
Het bewijs is constructief en verloop zo dat eerst de eerste rlJ 
van ( a.1) genormeerd wordt en dan de tweede rij van ( ./1..,·/) wol'dt 

bepaald als lineaire combinatie van de 1e rf van ( -(/) fn de 

2
8 van ( a,~), waarna we weer normeren. Zo gaan we door, zodot 

b.v. de {i~/ ) 8 rij van (41) wordt bepaald door een lineairc 
combinatie van de eerste -l rijcn van ( 41,.,/) en de (_f-1-; ) e v:in 

( 4.cj) te normeren. 
ilD d'' 1 oor i~ emma toe te passen, kunnen we aannemen dat de 

rijen 

h> s 
I 

van de matrix (4.8) orthogonaal en genormeerd zijn. Als 

vormen we oen aanvullende rij t:11 ) ... 1 ~N' zodat 



- 12 -
N 

L .J... == Q 
L, / o(. 

<X,.-:::1 

> (_ (.: = I) • . ' N-p) J 

Dit ksn; Wt, 

..,,.!t_ b 
'";> h ., ,,-:, 

,..... .•..• ·t, i rX. ·; ol --=- ..,-
0<'. :::·i tJ 

hebben nL iJ-p .,-s 

, {;·-= 1, - -- - > 5) 
vergelijkingen in Al onbekendcn. 

Zc· vullGn W'2 ( l;. .. 8) asn· tot 1::en orthgonc:1e matrix 

(4.19) 

i 

I 
\ 

~,, 

t /41-p, I 
it,. I I 

'!SI 

--6// 

-I:, 
p-lJ I 

-<..IN 
) 

.t IV-p,,41 

,., 
"IN 

'l-5 iV 
I 

"t;N 

I • 

. . . ' t...~-s, IV' 
l 

Wi j bes chouwen nu de tr·anE::formatie: 

- .. ) 
\. 

5\ 
. ../ 

l I I 5\ l?l..::: J·· ')P- .. ...i 

Q 
-.::.:;- l ,:i.. 

De vergelijking = .::::::.. (.'y~-, ..... -t.-1i.x. \stel t in de ii/ -dimension2,h. C,"' I .• ,,• 

Euclidische ruimte met cotsrdinaten )~, ~ .. Y,,v een bol voor, dL::: 

door bovengenoemde orthogonale transformatie in een bol met 

gelijke straal wordt omgezet. Daarbij wordt bovendien het miCuel

punt meegetransformeerd, d. w. z. het nieuwe middelpunt heeft n:L::\ 

cotsrdinaten 

.... {..-(, ~ 
•···· C(. 

""'":;·-... ..:::::: ,·.: ... ,_ 
o<, 

* .. ,:: ... 
(.,.• .) 11,.1 ,1, 

..... / · l,, !V-1 -,.. k -= .::::_ . iC ot ,/v~ 
(/.J c:><. 

* /4,••t I -

.... ....- N-
1
6 -1- ::. + "\. •-... 

We hebben dus 

/ k:..::, /) 
{ .. 

... 
<." \ - -···· ) ~../ 

I i 

I; ... ) A-- s- ; r ./ 
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"'S"- / ).t 
,L_ (_ ¼:: ~ ........ t{. oi.. .:::: 
ex: • 

"')··- / V * - ,,lA_.J€··).Z -4- (_. I~ ./ cl.. 
"'-

.. ••, r. tz,~ is b8t minimum v::m '<=t) ender dE: voorwaarden ( 4 .6'), du:~
/t-6. t.::l ·-:..._; ·'- *.z 

'°"t''·' o<. ::::- ~--- V; 
d.=I /, ·' /i 

de andere /) termen kunnen we nl. nul maken door:_,,bl:_ .:::: )'~ t,; 

nemen. Evenzo gcldt: 

Dus 

Q~. - Q~ -
t;(.:::::-N-j.,-N 

'1 
X"" 

y°' 
Volgens lemma 2. 2 zijn de x: normaal en onafhankelijk ·1er 

deeld en hun verwacht-ing is:, zoals gemakkelijk in te zien :Lop 

rr•al' "k '" I~ t_,(.; 1 J cc,an ~-·····(..,(, , 
1.-'(., ,,,..., / .I) .• 

Volgens hoofdstuk I zijn .'9::'o(. en £'t.-.9::oedus., onder de nu.cr;.y--

~1othese, onafh:::mkeli jk verdeeld volgens ;('..t -verdelingen met/{: .. /) 

resp. S vrijheidsgraden. 

Dus 

9&. 
heeft de .t= v-.,,,'"'1 r- l 1' 11"' met· ' .... t..:.:.1. i.....t~ ..... -·Ci t .S en 1V-t'4 vrijheidsgraden. 



We hebben dus nu bewezen 

Stelling 4.1 . Stel dzit_ ·Yt; ••. ,YN_r:_orr.1a?l en onofhankr:1:lg_::r 

deelde grootheden zijn met dezelfdo vnriantie en gemiddelde~ 

A 1 , .. .,,,f:t.N. 3tel dE1t de ~µo<: voldoen son de onofhankel:.:..J\{c_#_ 

betrel-ckingen 

(4'. 25) i = 1:, ... ,N-p 

Om de hypothese te toetse.n dst de ,.t/41,>( voldoen ::an reL:tie'.::; 

( ~-. 26) 
,._.___ 
/ ~, u. - C 

,;:. ...... l. 1· , ,,,. -~ -
..,(. ;x. 

we het quot;i.ent 

( 1~.27) 
;.:i, - Q -r -x.. 

Q , 

i=1, ... ., s ( 
0 "' •·· • ;..' _,::.: l. / 

wsc rbij Q :><. 
...;'. OI.... )-

het minimur.1 i.s V!';D --.;;:-' (yo.:. - ..,,.,l{.;x:: ) 
2 met betrel-ckir.ig 

tot de _ ..... ~ onder de voorw.:Js rden ( 4. 25) en Qr het minimum VL~r. 

dezelfde uitdrukking onder de voorwaorden (4.25) en (4.26). K( 

verwerpen de hypothese (4.26) ~ls F ~ F
0

., wo8rbij 

?[F ~ F
0 

\ (~-.25)v·(l~.26)] = ~ en O<. is een const2nte. 

Dan geldt: 

1) De beschreven toets is 8equivnlent met de,.\ -toets voor de 

hypothe•,.;e ( J+. 26) 

2) Het quotient (4.27) heeft ae F-verdeling mets en N-p vri~~ 
heidsgr::.iden 

Voorbeeld. We go~n nu stellins 4.1 toepossen op het in hoofd

stuk III behondelde gev~l v2n de enkelvoudige klassific~tie. 

We h::-:dder.i eer, :t:mt~l stoch~,st::sche grootheden X~1" ••• .,X
8

., o.o. 

en N{J,l., o-·) verdeeld. We nomen een steekproef ter grootte n,. 
~ 1 ~ 

ult X., de wa;;rgenomen w2:1rden woren x" 1 , •• • .,x. (i=1, .. . ,s), 
-1 i in1 

We lcunnen dit ols volgt ocinp:::s[,en '.JDn de formulering van stell.J.ng 

4.1: de stoch2stiacha grootheden x1 j(i=1, ••• ,s;j=1, ••• ,n1 ) ziJ~ 

onderling on:-:ifhonkeli._:'k en no 0:•m::ir:l verdeeld., met gemeenschnppc

liJ'ke zn1._ reidinrr, o- en :~emiddelden ,,u . .. De .. 4., . voldoen onn . - '-• ..... J.J ~· ~J 

{n1 -s = line,:, :tr hi..::!?. on2 fh·:-,nkeli.jke betrekkingen ( cm.:: loog i:.::. !, 
4 • 6 ' en 4 • 25) : 

. .tt. - _ .... ..l..(..12 - 0 ,,,. 11 
..(1.,. 

,.... 12 - ,{/l, ,, 13 = 0 

.. •t,··t, - _./-···I,. = 0 -·· s1 s2 

,V{, u 
/ q n -1 - ,~ = O 

~ .. ' S ..... S:1 
s 



/! .,::-

In de vorm van(4 .6) gesc.hreven luidt de toegelaten hypothes~: 
.a _ .. t·l 

./ 11 - ,/ 1 

u - ,u .,,... 1n - . ....- 1 
1 

.u.,. 
.,/ 21 

.... u .,.. 2n 
2 

- ,u.. - ./ 2 

.u = / f") 
c:. 

. .t.·1-
.,.... sn-1 = 

I 
,/ 

,t,t, 
s 

,.u 
.,.. ... sn = 

s 

De hypothese die we willen toetsen, luidt: 
.,.,.L-t-'11 ... /,.d-t-21 ·- O 

.61. ,.c..-t,,. 0 
......... s-1_,'l-,.., s,1 = · 

Dit zijn dus s-1 lineair onafhankelijke betrekkingen. 
In de tweede vorm: 

_.,...t-1.1 - /'/4-1..2 = 0 

,/.,1, _ .t,t - o ~.... s -1 _ .. • s - · 

Om Qol te vinden moeten we naa r de J.-1..,,. 's minimaliseren 
--. .,. l 

Q = 2.. (x,. -, . .?l.)2. 
lJ , l i ., j 

Stel dat xn-i:: de hieruit verkregen schatting is van~1 . Door 

differentiat:l.e naa r' .l-1..,. vinden we dan: 
~·· l 

== 0. 

Dus:. 
x .. , -··x 

1J - i" 

Dus 

Om Qr te vinden minimaliseren we de uitdrukking 
">---
~-, (x1 j - ... .c.~) 

2 
rn:ia r ~ ... 

1, J v· 

De schatting m va~ is dus 

Dus 

Q = r 

1 >-- L.: __ x .. = 
n i.,j lJ 

2 n X 

X . , 



En 

Q - Q = r ()( 

We vinden dus 

F = n-s 
s-1 

~> 2 2 '•y 
r.::: .... _ n O X O - n X ·- .c:.:_ n i ( X O - X 
i l l, • • i l •. 

I \ 
de toetsingsgrootheid(3 ~.10) terug: 
·- 2 .L n .. (x. - x ) i l --1. , . 

"">- 2 
.L'.._ (x.,-i - x .. ) 
, -·•c.1 -l 1.,j - • 

Om te toetsen ,,,...u.1 = ,.../,1,, j = .,,..£-l-'., vinden we Qr door naar de 

/.t-c.k' s en .,..,·U- 1 te 1:1.::.nim2 liseren: 

~- 0 
. ( Pt,. )'-• 
~~l xkl - .,/ k -;·· 

k f; i.,j 

n, 
:>-~~- · .. · 1. \ 2 

/ .. \. ' / 
,/ 

De schattingen m1 v2n ,.u.,, 1 worden dus weer xk Door naar ,u I t,~ 
K / ~ • / 

differentieren, vinden we voor m' de scha tting van /"'v '; ., 

(n.x. - rr.m') + (n .x. - nJ.m') = o. 
l 1. l J J. 

n .x. + n ,xj 
m' = _1 1. J ·• 

Dus 
n1 +n j 

n, 
2 ~1 

- :X: 1 ) + L.- ( X . l 

n 
2 ~j 2 

- m') +L (x. 1 - m') 
K. l:::::'1 l 1=1 J 

= 

Dus 

2-.::,-- 2 
x kl -

k.,l 
11, 

K 
x2 

k. 

2 ·-- 2 = n,, x ~ + !l .. x . 
l l. J iJ• 

( :c . X. + n .X • ) 
2 

l l. J J• 

( :rL X 4 + n .x . ) 2 
J_ ~.. J J. - ~--· ,i--.J_n ___ -

i i ':. j 

We vinden dus opnieuw 

grootheid: 

d2 in hoofdstuk III verkregen 

,.._ n 
-L.l Q 0 

l J 
11 :+n. 

l J 

. 2 
(x. -x.) 
·-l. -J • 

....... QO( ··--

toetsings-

We zullen nu enige ste1.1i.ngen afleiden, die ons in s-cat:r. zi.,~11.•n:i 

s tellen de toetsingsgroctheii (1~. 2~) in vele geva llen esnvoud:Lg -!-;"" 

berekenen. St el 
yo< = 1-)1g1c< + . ,. ,. + bPgP"" . 

Yo<. is dus c.e R 0 1--i::i +-+-i ';g v2n .,/l~"'- onder de voorwaa rde ( 4. 6) 
b 1 , •.. ,bp minimaliseren de uitdrukking 

I 
/) g -- r :>1c<. -

Dus moet gelden 

(4.36) ~-· (yo<. - b 1g.,i.x ••• bpgpo< )gi0<. =0 (i=1., ••• ,p) 

Door de 1e vergelijking van ( 4 .30) te ve:~·~enigvuldigen met bj_ en 
daarna over i te soJTu~0ren~ vinden we 

(4.32) - Yo( ) Yo< = 0, of 
-s:·- 2 y -·, _) y « -- ~-- ex• 



Per definitie geldt: 

. tic ) .. _ ,/ \ /. \2. 
( 

II '"l3) . -·- ,. , \/, -- \,rvJ' ~-
-r • ) ~1 ~--~ ··- i _1/0\.- ;' ... -~ -·· . (.,\.. o<.. ..... ' \ 1* 

Stel fa is de schatting van~_ .. ,f.-(/Y.._-0nder de voorwaarden ( lj. ,0) 

( ~-. '() . Dan vinden we dus analoog aan het 

en 

\ ;Jf \~ 
\,: I 

I c✓.., .... ) :=--

......... _ 
... ..> 

"'-·--ex: 

Dus 

(~·.35) 
_,..-. ...., 

9. 
-.:····- . <;'""" \ I*:;. 

~/~ 
'') \ I " ) 

.~•·••' \! .r:::. ..... ~~ -- - "~-- /ol o<. 
p( o( ✓ 

De voorwaarden (4.;) zijn aequivalent met 

B 2.-::~.:S ... ,1 L. 
. - "ie,. / ,'/",' 

;.. t,. ... _ ...... - .,_,. Vg' 

' l-1 V V r-
Als C/.) ... , C.l>•-s de maximum likelihood schattingen zijn van 

/t) ... ? J;-.s, dan geldt 
/ -K· --s5···->-~ =:: ~~ C..l 

"""·")- 0 -4 I ,1 4-• A;' °t"c,t. t' (.; ., .. / ..... 

Door nu de ,., t 9 vergelijking van (4.JO) te vermenigvuldigen met 
I,,, ,, c.;·• iJ 1t.·.-:..e. .c. en te sommeren over ten i krijgen we 

"""'"'"- l ( / \ I / -)(-> / \ / ; \;' . / , \!, --- ( / / I , - () 
"-····- L.. ·= I°'- j t< --., I .• .; 

e:.:: .•. 

Bovendien geldt, analoog aan (4.32) 

Dus 
\ / \.r , 1 v,, ,~'l 

I \ / ~ \ 
f V, - V 1 

) 
' o<.. 'O'--,_ I I •.••• 

\ ,/ }( \ \ /j/ \ .\ : 7t 
) .. ,/ 

lft 
I / • 

'\ ! _, •· ,") I/'., - .. .,.,, i IC>',_ 

\ ' \ \ ! -~(;~ 
'; I ••• ~-·::,:, 

..::. .. 
c<. 

\ I i / ✓\ I \ / •'I 
i /.t•···-\1 ; \I., 
'- • 1K. / O'- i /ri-~ 

~-:.; .. ,/· 

/ ;\, 
.;.' ! ; . ·-

... ; ..... · ......... r..4... V' J \/, -
/r;-. • .J /v'.... 

I l \. ! 

L... I 1'1••-• 
t t',. 

I .,_, I 

\ I ; \ . 

/

\· i 1 ii· - 0 
<> ........... • ;c:,_ -

Dus 
it-.... "l 

( !.j. 30 \ 
' • :,I J 

... ,· ,. ......... , .... 
t-;(, 

Dus 

I ___ j ' 

/ 
;' I l 

/ \ / 
l \, , ··-\._ /t< 

; . 
\ / ,J{ \ ,l.. )'~~) :::::: 

~::.---
) 

t: __ 

c,.( 

C::', 

)" 
,:/~~ 

i;:--:..., 

/ * \ <') / { / \ / . ).,._, L 'v ,. ---~ '-1..1 
I IX, ! v--._. ., . ./ 

We hebben dus gevonden dat 

~ ...... I! l .,,~·- .?_. 
) / ., • ' •''\ 1 

~ / I \! , -·- \ · , i 
i\l I '-·- \ Ir}.. Ye,.-<. i 

i _ _' if? ~~··; '! \ t\\:1. --
··:- i \.,<. -- Yd. . o:~vl'• i·J 

Uit (4.33) en (4.39) volgt verder dat 

ex... 

)' i r .Z "') . \ /K ( 

~ ... .... 'fal ...... - ..... ~=r .. .. ..l« . 
)' \ I , 

?,... '.✓ cJ_ ... 
es;; 

"'\'' / I 
(..., /\./1--... 
.. :·- L. ;c-.. 

' I ' ~ \ i ! ,. 
\!,._,' ,· .. _ 
'1,·i.. ' ··-

"") " ·<; - 1 if ;,. "\,.· ... ,/ '\ ,t · ,,Z : \1/, 
,(_ \:'' ···- {'_ I~ ' ,_ .::,__ L' /,.._/ ..... ., 
c<. ~ c:< /l.::<. c<., / ...... 

\ ., ":'~/. ' .. ~: ... 
\ ... \ ' 
V .' ; 

/ t..?-... .... / 
tr ..... ,/ '~·· 

Dit resultaat is te JGneraliseren als volgt: 
1 4 t .: l./ Ste- ling '. 2, Stel /7: 

1 
... ) 1, s zijn een stelsel hypothesen be-

treff ende (1.c gem1ddc} ,i2n van dE: ::;tochas tische variabelen .Y.°'- , 
met {' ,, -=-- . .-t..t, van de ,J'C:i'.'t'Y!. 

1 

-/-i>l ,l , tX_ 



i I .-,I 
It • 

' / ~ ' 
I 

,, 
~-· 
L ...• 

,_ 
-r 

µ 1
1 (j / I-! t/ 

11(.)h •.• ,.,l1L.,,I_I'--' '/ , ',.,~ ~-
~.- l 

[_ ct/-i /iJ ,·::: 6 
· ::t • I ./·.:: I .. 

t, 

zodanig dat de lineaire vormen in de k •s 3 die gelijk z1Jn a2~ 
I 

1 \! lt:) ·.f.8.---:.:,.0 nul vclgens tls.; li.neair·· onafha'.lkelijk zijn. St.el .. -
I~ --~·-.. -

schcJtting van (-t- c.>nder de hypot.hese H .... 1..,·) dan is 
~--···,/ e,{. 

·f· 

.,.,_ ....... ,.," 
':: .. 

.t ........ 

-<. 

tt.' ...... 
o<. 

'"'\"'' ,, 
\/ 

., / ~:.:-._.,,. 
I oZ.. c:.Z. 

/, -'<" ;\ 
_: i I \.:::' -,j 
/ 'y/ i - .... 
:._ /CX: 

, ' \ :... \ /Li j 
l \ ! 

I \ ·' \ i ) t.. ..... ~\.{. );~~!. 
--· 

.. , ... 
J 

1.t~:~ 
,:,1.,, 

. ' '\ I ') 

\. / \.:.S.) \ ~ 
'·J I 

• I ,.i -l-/ r:--·... I 
f ........ 

-)- I // 1 
I 

I I \ I ~ / v.l -;- ✓.-:_ -
' c,,:._ ..... I 

, , Cs J 2..... 
\ I ., 
. I 
'j cl,, 

We wlllen nu de vergelijl{ingen ( 4. 50) gaan oplossen. Stel 

-'\~:~-
•' t'') • 

( ..... ~. l (,, o< 
,.,,;_ (/ 

) 

Lemma 4,2. 
trix van de 

Stel ( '}:--~< ~- ;_{'. l . .=. ~JJ ~6-~ J /i j ~ '- ,'1 . 

,!/,i, D no o ,,..-/ /,n \ rang j.) :::a ;V" 81 lDJ.88J'.' 4 ( ~1 -~ , <ti: i ;. 
----------'-"- " ------ 1,;-' // . /l ,.. ""5"' .. • tische vcrm ~·-- ,:,'\_: i positief clefiniet, 

t)j C 
(! 

-,..., ' .. 
.bCWJ_ JS~ 

() ::.·=-

~ ..... ., 
c.::· .. _ 

/ . ' 
[:>(I l;c/ c. 

. , I~ is een ms-• 

Dan is de kw·., 

~ Q Dus '9::/ is zeker pas it ief E:emidefiniet. Als ::c: o 3 dan is du.E: 

(4.45) :?.'~ 
,; ::? <,'c,/_ 

,::-

De rang van (:·\ .. :./) is /J , Dus ( 1+. i+5) heeft alleen de triviale 

O;'.)lossing k',>-:;,. tJ ( t...:.::1; .•. ),..1., ) , Dus is r;;) .ositief d.efin:let, 

Als gevolg hiervan is de determinant / a. i/ / ;/: o , We kunnen 
l (4.30) 

Of in 

schrijven als 
/,. ~--

/ tC .. 
<'- ..... _ (/ 

(i/.::./ 

matrix-no ta tie 

/ \ / ... 7, / .~ ) t.. (ll: / ! I - {j j -...... / (...{ l 

'(·:/ . ..IL.~·- t. ./ 
, waarin 

' 
.,/('...:::./;'·· 
t,,... 

\ 
') 6 \ 

,l .... / 

(,.,1) 
: O; 

• ,? : I 

f-·fJ' ) :::: i : 
·-··· (/ ',:I 

--··: J 
\,.1 I 

p •' 

,.- ' 
.1 iJ 1 

-
:. .. _v\..j- 1 • I 

. ; 
I (!1 • I 
\. /') / 



Daar /_,., • ~.I l 
1 £ •• i, . ., 1 volgens lemma 4.2 niet singulier is, 
\_., ..,,_./ 

(/ / ,/' ) /' . t./) .... ) 
1 "' .1 :::.;a: i CL 1,.- ,(C\ .. 
I_ ,... ..... .~ ..... 

of 
... -

(4.48) (}( ?/·,~.,,. 
, .. ,. 

/ . 
I C ··- I C - ') 

hebben we 

', \ . 't.,: ; 
I .-· 

We zien dat funct:Le is van de (/e<.. Als du;~ de 
,.J C 

-~ normaal ve;rcJ.eeld zt ,jnJ dan zijn de ~t:.,1... ook simul +:aan nc:::•,-r.,::. c:J. 

verdeeld. u~t (4.48) is eenvoudig ef te leiden det 

<7) 1 -a c;./0".:i als er de spreiding is van \I'._, • 
~~- , r~ 

We geven nu ee'h ste.lling zonder bewijs: 

Stelling 1~. 3" Stel {:,). i:s het minimum van de kwadratlsche 
- Le( 

2_· ( 1/, .... . ·t .. -1 .. · )2 , onder de voorwaarde 
·- i ex. ....... I.,,~ ... • 

.'!; 

,· ,t, (, ot. .,.:;::r 
_.,•· l,:::: I 

/, I 
{CX..==·;-· 

,,..) I I . . \ 
~ f;;;;\ het minimum onder de hypo these j12c.,·.::,,. o t l.::::- I; · · ·, ~j 

vo:::·m 

. ) .. }) 

Stel ,( ( t'-"" 0 ... J s.J , -6 r1, { d ~ s-11, .. •)f'J..J zijn de maximum 

likelihood schattingen van 1tA1 } .. ')#'~vD onder de voorwaarden (\ .::,·1) 

en stel 

Dan geldt 

,.1 . 
i...-t,. I 

l 

)-

4-
V, ( 
)(! 

/ ;' ,.,,,, / 
t. ... 't, - ) . . . ) s) 

.... 

Uit deze.stelling 

is: 

Stel dat de hypothese in stelling 

.L * A. --== , (,, 

waarbij de r-a.ng van (-.l <"i) :::::: S" 

Stel verder 
"')""~ 

.::~-----t.-
,1 .f t:* •.· • I ./' l -~ ' 

..(,,l1;- V-c;---·· 91,, 

Dan geldt -, .... 
c· ¼' • ,,:7· r/ 

-,(! 

<... ...... l \ 
··1~~1?.1 

/, .. , ... ,,. I--/ 
/(./,,,, .,, !, \ 

I ~ I t,, \ 
i ~(.,. --,,1 l t "-•n••••• .... •-pL- -.., 

\.._ tr2- _./ 

/I • • 
'-' l I 

(! 

Bewijs: Daar de rang van {?~--i-) gelijk is aan _'S !J kunnen we 
, , 4 \ 
~l,-.">.) rijen toevoegen zodat we een niet ~inguliere matrix t'~iri·) 

krijgen met ) rijon en p kolommen .. De :Et- zijn dan ook line-
. f t. ! ~- ""',, - / / / ,/ •\ aire .-unc ies van /::.11~ .:.::;:; c .... -i:vt /B-t (.,1/..::/;-. 'J/J). Door nu ;:telJ.''.t,_·.' 

\' -1-.-

4.3. toe te passen op de 

Vaak komt het geval 

(., j, " 
J.:Sv:,r zien we dat het gestelde wc:ar L;, 

voor dat S- I !J dan geldt du~, 
;f 2... ' 
0, v"--
-·-···--···-

0"',1 :i. 

/'"\, /'°'") 
f'.")j I,..,_, ....... 
'-T '2, ~ ct, e,, ---

l>/ 
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Met behulp van de gevolgtrekking u1t stelling 4.3 kunnen we op 
zeer eenvoudige wijze het tweede gedeelte van het opp. 16 be
handelde voorbeeld oplossen. 
Stel 

Dus 

Du.::, 

en 

.l°· - xi ' '-· I. 

·he: "t.: 
-•·••····-····r,iC-v "'h . ·f-- ·?1,: 

lo-' ( 

-11...i: 1-(. .• 

-···-·--rt--: 
r}I.,; ,t,- 'h,: 

( 

,/, • 1A ,£ . It!,. -II"--.· ;' . l.. _.,. I ·~, 

Als tweede voorbeeld beschour:en '.·re .ie re~ressie-vergelij 1re1n.; 
C, / 

'-··• - ,,::!SI ·-~ . A / . • •· 
/"' -fl - .r +, ::;:, )f!. • 

wao :':Ji,J ,.~e /V •w,:: a:cne,1·.lngen Y, J. . , .. ½., doen voor de waa:rden , • ,,. • • rv 

1::
1

, • .• > . ..C,1-'Jar. -~ • M!.n3tcn.=::. l"-•,1,rearr1en :noeten verschillend zijn; 
_,_,te; •:!at :':i.t ?C1 en "'2. zijn. D(;; toE:,,.,elaten hypothese heeft dus 

c:e vorrr. 

We kunnen . -~ ... :: ':lo!:': :c.;chri Jvt:n line2tr onafhankelijke betrek" 
;(ingen tussen :'1 •. u&:<: ..... 

. ') / . / ' 
..... . x/ ( ·l';;. - r-;_. t-_, .. A···Ctr, ~ 1r? :..·~~I) -:'~:-·•·k.,; { ?r!/ .:- .£'~.;.::: <) 

~ C. t. .t. .s, • • . ., IV) 
We toe ts en de hypo these /-:J-. .::..- u , of in de tweede vorm: ,..t-<-, ~<-'-Al-:t. 

~~ .::::: ?- ( Y.x - ~ -- ~ ~~ -;,::::arin ~ en ~ de kleinste kwad:r-&•• 

tenschattingen van .. ~, en /i3,_ zi;jn. We bi;;pelen ~ en ~ met oehul·; 

van form~ -t4-~l.. ~ ~ ,&ev:{i. is J,~:: I en p.tot =, ~ 

Dus 

a.1, = ./f/ 

(i..z I:::. c.:.Z ... -
,/-',,. -

C{I:::: ? ¼ ~ /Vy, 

ct.t=? ~½. 

C ,p( c '4" " ·• N) 

,ti(! . 

I 
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Cl,//.:: 
II/ ) / \.t, 
fr ~ .... .- ~ - /c!, I 

~ l.. ✓ 

I 

We vinden dus voor onze parameters: 
)·-
-- ;re,<. 1., °' 
p( " -------·-·-------"' '\~ ,_...· 

z I""' M \ "v.· >/ . ~ l-,',it_ ... ¥(.;~., ~-~- - ' .•• i .,.-. - .. ·- ·;::. 
c... t ~V" • ,(' .• 
"'( 

is ;:;e,r:":lkKelijk te verif:U::ren d2t 

~ -~ y 
Dus 

,. ·r .. · 

l./ t
/' 

-~ 

I \ 
[;t"'- x:.). 

j •.,2 "'ii: { - ··G, ): )' = ~:.. :_ \, - V )- I: I~ .... 
I .<. "'- ..: ;'°' ✓I , ·· ·- "'-

·, , \-2.- ~-/-<- .... 
(,.)!. .... ·

~ ,~· •... 

0<'1 Q"l - Q«- met bE:hulp van s tel ling- ( 11 : ) te bepalen, 

(T,.:. bereKenen. Zoals we op -, • 10 hebben af P-el8 L.1 1.; <i. 
"5··· . 

• ..:. ('!'"·· 
,\". ' .. :.. 

"'·· 

Dus 
. ... 

'-·-
o.,.· 

IC ...... / 

.. , 

J
. -. 

A!_!,.. .--:: 

Dit is ook al~ volgt in t8 zien. Om 
)- / 1,1 

~,~ tc vinden, rnot!tan w.:. 

.-:::_ <-,../"'-
o<. ... 

.-t/~ 1: . 
.-.. ini.'."laliseren naar 1-31 

' 
schat-ting -'✓

1 

van 1'31 : 

/S \.'.l.. Di t rreeft voor 1..i(; 
/1' ~-:1_ C 

Dus 

Q -
......,_ 

/ 
)11 ',<, .. •· ,..._ lYo1. --~ 'z., - a,(_ ·J en 

1~- /''i .1-l 7 I \ ti. ,v~ - G. ... _ C :t'oe .... 7C,) .c ")._, 
o<. 
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De gezoch-te toetsingsgroetheid is dus: 

111-.2. A.t. i- { ~o<.- ~J.:! 
--------.. -·-·-•-•"·•--···-··-

I ri- {;f~ - ;f,)a._ j/ {~- .tJ~ 
.) 

waar.tn 
,-· I , ... _ C ire<. -.,.__ 

Ii~- ,eJQ. 
.:Sorm~ rnoet Qc<. wo1·den benaald als het minimum van ., 

'

' ""':,- j I \~ 

.,.'.:::::: L.. /~ _ .:;,.. ·
1
7 · 3. ·•)nd1;;;1• ?.ekere bijvoorwaarden 0, .. -1/;1:.. i.i:.,.,d 

• \-, • C>(. I I 

aan dt:J /4 · s. c' t.· ',/···· 

.. 6 !. 
~ - ,./ ,; - · - 0 ,..1 .:.: :::: I., ... > .s_· \ "'-- ~.:... ~i ii:);· - t- - ..... '_) 

~- ~1 (7 t-' 

rang / ~-· · '):::: S <( ,b 

(4.6r.) 

- 1-/ I 

Door middel van (4.56) ~unnen al de) )s worden VQ&'ges1 -:. • 

als lineaire 1'uncties van 1~/, • • ·, ./41, /ai-:,;) · · · 1~/f, wafl'' r1 

de ff lineaire functies van 19.n .. ) ,.~ zi,in. StLl '..lat '17•: -.:: • -

len toetsen de hypothese /i/.::: . -= )~ t:- :.::. () . We k,rn1,,.;n \::le:" 

schr• l jven als J'unctie van 
1
~/, ... : ./3).,,r,,. s , rius we kunni::n :.i tt.1 ... 

ling (4.j) tr>e:,)8SSt..n oo de r::t.xi.rrium ll.k1::lihOM..c:;.chatcingen 
,(, .,t.t • I).,,_ •• , ' 

Vaak is het eenvoudiber om dE; methode van ct~ mul t ·1 .. l:t.•. :-. .. -

tor-en van Lagrange toe te r·assen. Hi (:;I"b L j wor<it .:k u ~ t'"i r·u.•.,. ~n:· 

( 4 • l~O) Q· 1 = Q + ;'\, !_/ i- · · + ) 5 !_ s 

(;(;diff\:rentieerd naar .-i1 , •.• , ,,.i?,1 en don wo.rden ult 

c) Q: 
- -= 0 J;( 

6 \ / I ., ... .,,.,; 

en ( 4.G5) cte f:,+-$ onbekenden /g,;,. , 1~;, en /L) .. • . _),.svi.g,, -

lof; t. De :; '. •:iui:; v~rkregen wac1.1•den voor .,g,, ... , -~)... :2. 1.)n .i.•1 i. t .-k 
',, , f"" 

maxir.ium 11:.·:~lihoodschat tingt;:n .... ~) ... , 1;, onder ch: b ;_j'f').,J>'"' ,;.:•.•· 

den ( i+ • 61: ) • 

§tellin:; ;~. :,. : Stel 

Neerr, aan dat 

1) 

Als dit het ~evul ls noemen we het al emiddeloe. 

2) 

'1 )' 
.I 
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wordt geminimrlisee1•d met betrekkin5 tot 
• 

..,St~ , &, ..,-
/A/) ... ., Ah .e..-;,..,. f .. ,. t· i i ,.: = 0 , rt:..... -f:: ( =I O 

r t~I , 

. ..: . .i1... ,;;1\it4e J
0
eperking opgelegd aan fa,, ... , /os J ~/a, en ah; /~ _':.., 

:u1,,t.Lt.l;Jlicato-s: van La5range is di\; behOO£t bij 
.:s 

"'>- . ·' ~ · 4 · dP .. n geldt .1 o f--.. - " i t.; , ,._, /l 1 -=-
t .::: I 

...:::r :nRg_ op woJ:>den gewezen dat nog een willekeurig aantnl ·r;,:.:,0.;:•• 

·<:1.ngen mag z1;jn opgelegd aan f ~_+-t , .•. , fi)~i Uit 3) vc:tgt .. 

. . < 
en t-J/ - s 

w,·nt van •t1c , etallen ':7t,p1. { f:- ~1, • . , , ~ is er cen gel.t,:i·-: az. n ·'. 

~n de ander1:. ?.ijn o. A].s we <le schattingen voor /Bn . .. /-,· .. · -
;.,;even met 4, . ., ... 1 -~clan vinden we ,::\-,.or Q'te differ..,nti.~r~n ,.c.: : 

,2, J ••• , /3.s ..:n fa;, dt; volgende ve "':::$Glijki~ {r-eken1ng .bv:.,1<.1.,, n•· 

d~ m~t 3)) 

('-i .tt) t .s 

L LI - ?: .{ 7 - ~ ~1,~ e< 1"- i,,::: I K ., d ... -S+I 
:$ 

Volgens '1'00rwaarc.~ '.1) is ?~ L )-
~ "-

,,' °' (,..-::,./ 

Uit 2) volgt: 

Volgens 3) ge.tcit ve~dcr . 
:!_ .. 2- -,--«~ ,;i /.:',;t :i.-it',v: .:::: ;:··· J!.tt~ . 

A,ls we nu d\; eerste s reie.toteo van (4.68) sommer(1n ove~ i en 
d&arfta :.ie l&.fl'i:;:.~tt :r>elat1d van (!L 58) er van af tr\':kk~n z1en we 
dat 

-
Volgens het gegeven is ,?; -?i=!-c, dus Ar~ o 

St~llin~ 4.5: Stel 

Stel dat. 

1,,"o( /;; f 
van (l ogder de biJvoorwaard.1;; 

$JV ' 



pn ande~s biJvoorwaarden die alleen betrekkin& hebb6n op 

/~fr;, ... , faJ . Noem de schattingen van /21 ., ... > }s ender ::czE: 

voorwaardcn ~i,~) ... , -~. ~ Q~ het minimum zijn onde:· ::c ·r,o;:'•·· 

waarde fa1 -= , · · == ./d.s ::::: O en alle andere voorwaarden. 

~ Q,t - {r,~ een syrnmetrische functie is van --1( • . ) ... , ·
1 

en als de ".{2orwaarden van stelling 4 ,4 vervuld zijn dan ,;..1::;lt:>: .. 

( 1+,70) 
S-1 

SC 3 waarin 

Bewijs: Volgens stelling l~. 3 J.s Qt - Q ex.... een kwadrat:J.sc:h-:_ 

vorm in ~,. "J i,,.. . Volgens het gegeven is het een symr:1c:'cr L; .· :1,.-
1 / . ......- I/ vorm in ... ··h,, ... , '-'7sen daar bovendten t:.'._ 0i.:::o, geldt 

s . s s 
~ t1; I' ~ I ;J , ~ ? . .. ;". //:.· 

(!Jr. '71) Q'-c. ·- ¥a !::.' .( :<.
1 

--1:Ji..., + · I\ ;~ ...-Gt-· ~ .::::- r...li- ,() .L G,,; . 
t-~ "'I:::;/ (I C.=; 

Vanwege de symmetrie moeten de varJ.anties van de --<.· al1e gic~-· 
· • . 4 n n , ,,.~ . l~_,jk ziJn. Volgens stellin,°: ... 1 heeft ~t, -· l..(d ae ;l -vcr,.,.-: ... 

ling met ( 5--/ ) vr:i.jhei.ds.Q:;:i:2.-:::1en. Dus 

Dus 

9~--, , "' ,,. \ 
V //, /\ \ 

t I . : 1 

C l ~ ... ,... -·· .,..;:i,·.' . .::::; 
-"' ..... 1.~ -··• .......... 

/ ./ f. \ 
I--J.,, - K' , -·· L __ ... -

r-· • ..::::-.-
c:· ... .,,~ 

... ·· .. ,, 
,•-.,P 

-·. . I'., ·... ..... 

Uit { 4. '71) volgt nu r.1eteen he i~ ,se ~, tc ldE:. 

~t) S C 
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en ande_re bijvoorwaarden, ·die alleen ·betrekking hebben op 

/¾+h .. '>/1, . Noem de s;chattinE5en van A>: .. )/Ss onder deze voor
waar9-en ~~; ... > 4 . Laat Q het minimum z•tjn ender de voorwaarde 

A~ ... ~ . .,, 0 en alle andere v~orwaarden. 

· Al~- ~'t - ~ een symmetris,che functie is_ van "'' ... , &s ~ 
5eldt 

s , 
( 4. 70) Q1- - Qo.1 = ~~1 Z t/ 1 waarin er/ = e o-~ 

t-= I i,; 

Bewi,js: We kunnen -t; -vervangen door -(-6;+ - - · - ~-tJ· Volgens stel
ling 4. 3 is Eit -~ een kwadratische vorm in t✓ J ••• , _ ~-, en dus 
ook in ~ ~ ... J ~ • Volge~ het gegeven 1s het een symmetr1ache 
vorm en daar bovendien ?-...&i ~ 0 , geldt 

(.::, I 

Dus voor t".::: ~ .•. , s_- I ~ 

c ~ff -L Ll ~-i 
-= o=,2 == Ii-I.- A , waarin 

s-1 
Li?) =t ~ ~ .• .• : 

- J 2 I . .. 

I I· · · 
ofwel I 

c= I,~ 
S-1 -s 

/.) k ~ .... ,._·_ = SC. 
,_ 

I I ~ (n rijen en kolom-
2. men) 

0-.f. 
Maar ook cf½ =-C , want het voorgaande blijft gelden als we 

niet -t: maar een willekeurige ·( ( i ~ s ) uitdrukken in de 

andere (; 1 s en stelling 4.3 toepassen. 

Dus 
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We behandelen nu het voorbeeld van de tweevoudige classif1-

catie. Stel b. v. dat i.s vartcens van 'l verschillende rassen S 

verschillende di~ten krijgen toegediend, zodanig dat juist ~fn 
' 'I ' ,1 

varken van het l" ras ( i-~ />. • • t. ) het /· ·~aieet krijgt ~;'-=-I)··· __ .., ) • 

We willen zowel de verschillen tussen de rassen als tussen de 

di§ten onderzoeken. l~;is de gewichtstoename van het varken van 

het l. e. ras dat het ;·,./ die et kri jgt. 

We onderstellen nu dat de gewichtstoename wordt veroorzaa:ct 

door twee factoren, ras en voedsel, die onafhankelijk van elkaar 

werken. Verder onder·stellen we dat de J;_,:;, normaal en onafhankeL1.<)1;: 
(J 

verdeeld zj_Jn., alle met dezelfde spreiding. De toegelaten hy'.)o-• 

these is de volgende: 

(4.82) 
C 

1· X . . - ,(..{. . + __ ,/4 l , 1' + _/t-1, "----'-~1---/ ~- ' &.-! .,,/ 

~ ....,-,-
.c::~ j( ,· :::: L ,ht, ,· --= {) ' ) ; .. · ... . __ ,' / ✓-' "' .,. .. 

cl 
Indien we de aannamG, dat de beide factoren onafhankel:1..jk 

van elkaar werken laten varen> gebruiken we het model: 
/ ··- -···- ""j··- ) 

E l. ) j ) U · ·~ c:. {1-l • - c. /,l ·- 0 
( "· . 8 2 I ) X . . - i,(, • . ..J,. A'.·t. . -f ,.u . -1--,,AA, . L- , ,{ l,,.'j =:t. "~--/ ,· I - . :.-- . {, . - :-;,,, . I -

'1 - / - / "./ ' .,,,, {.,, ~_.,, ·/ ,,. l ,.- II ~/, " ' /. :· 

We hebben nu evenveel parameters (nl. (z-1)(.s-1 )+('l-1)+(.s-1)-:-1:-:::'CS) 

als stochastische c;rootheden. Well{e hypothese we dan ook willen -------

toetsen, de toetsingsgrootheid (4.27) wordt onbepaald. In 

F:::: .1:i~ fr't,Qr,1,Q"' , is nl. Al-/,= o en ~1 = o . W~ kunnen 4?.,1_ nl, nul 

maken door voor de schattingen van de parameters te nemen: 

/},-, .:::::: )C,. 

,,,,._. . .::: tr: . - .)e 

I ·1 .. ? 

·1?'1, =t ;t. -:r 
t, {,, .. ) 

..,, .,. . . ) 
'1-rl--. · r'-' ·; - k , ·- k · i- IC ( c -=-- I; . · · , 'i J. j --==· /, · • • S , 7f' ~~ e,, cl .. Cl , 

In het algemeen als we N stochastische grootheoenx_hebben en 

de ~oc hangen van /V parameters at", dan kunnen we de parameters zo 

schatten uit 11/ vergelijkingen met /l/ onbekenden, dat 

Q\«. = ml;.£0-'~ -;l~f ge li jk wordt aan nul. 
In het model (4,82 1

) levert de interpretatie van de parame-

ters ,..,,IA,"·· en//ui moeilijkheden op, Stel we hebben een rechthoekig 

veld, waarop een graansoort wordt verbouwd, die wordt bemest met 

de meststoffen A, in hoeveelheden O; ,\-<) . . . /t,-1 en _B in de hoevee1-

heden o> 1) 2, . .. ) S-I . Het is nu niet zo dat ,.t-{,r,:_, de invloed is van 

een bemesting i. met A , zonder dat 13 wo;~t toegediend, zelfs 

niet dat [ { 2£ c:o - ?t.0) ::::i/1-t-,. ;., ... .-u/. , Di t laats te geld t alleen., indien 

_.,<:-<-,·.,,::::AI",... ofwel: ;:,: /l/4t:i::::: ,--Z: //,,(_,,.{/ • Als .-?t.t-·i =-0 voor iedere 1-: en i .· 
~· .., '-' / -- "'"' ..;#o <f (JNC:, C' / tr ' 

dan wordt het op'j;)ervlak E, :c =_ .. -N·t-·. -1-; .. ht.. / ,;.,.?l. boven het 11-.B -vlak vast 
--~ ~ v'' 

legd door de r andwn8rden langs de li jnen A..;. o en .. 2:? = o . Het ont-. 

staat door_ de lijn ll·co evenwijc1t2, aan zich.zelf te verplaatsen 
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langs de lijn B = o of omgekeerc1 .. 

Als de~v-·¥0 zijn is het een w:1_l•·· 

lekeurig vlak, waarvan alle punten 

bekend moeten zijn om het te kunnen 

karakteriseren. 
"'\ -~ 

Om Qo<. te vinden moeten we ~, :::::: 
..... - / ).z . ' - / (_ .t .. - .-ti/.,· - .11. . - .. tA., m1.n1.ma--- :;-· "! ,...... .. ...... ·" ii ......... -

J.iser'n met inachtneming van de 

relatie (4.82), 
Nu gelden de voorwaarden van stelling 4.4 zowel voor de~~~ 

,-· 

als voor de ....... tt., ,·. We hoeven dus geen rekening te houden met de - ,( ,. .. 
beperkingen "2_~_ .. u1,·,::: o J L.'. .• ~lt.i:::o. Dus de meest aannemelijke schat--

tingen <'??1- i-.:; t'}·h) , en 'n-i van ... ?~&°. J •••• •·M ,i en,,µ zi jn: 
v· . ,· (' ' 

..L ""i"'" 
('/! .. ?c r)'Y}, ..:;; '? S' ,:~-- = 

"i/ 
(,, .t ' 
p 

'rh • ../.. / )C .. ?c If .:::: s ..... _ .. - h, .:::::: . -t,., 

I t/ (,,, 
' ) 

rt 

/')·n,. _L y 
7C .. - 1'>7. ;c 1c -- 'Z "~.- - -

'I 
(, / / . ' (, c t 

Dus de regressiewaarde \1; is 
l\r 

( 4 83) \/ -·· ?C.. ·t- ?~ , - ~ . ! (, / .- (, ' ( " 
We gaan nu stelling ~.2 toepassen en beschouwen het stelsel 

hypothesen 

(4.84) 

Volgens 

/ 
L-

i\/ 

I I 

h' 
2., 

.. t-l,•;· .:::; .)A,,: -f AA, . 
•·· v / ..,, e' •) , ~ . ~ ( 

'~. &. ,.•····1,11, ~- = CJ . 

h~ K .. 4t ·=o ,'. /. cl 

stelling 4.2 geldt nu dus 

ft ) .... ~ 

I • ) (_./..::::0. '')~ .. 
V 

? ) I 

?tt: ~- = (-; (_ )ei-i ·-
f c., ' 17 

/C · - ?t · f. ~. ,_):i. ·f S L { 1c c: - k J 2 
,, .. ~\ I i I I I 

:.>,,/ 

+ ~- ~: ( 'le · - ?c ).2. + 
j ~.; \ ' .. 

t (/ 
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Dus 

Om te 

z: 
i.); 

.l 
(i 

7/1 a.. 
....::· c:, ,· 

( 

toe ts en ,t.·l• -~ o hebben we 
~••••• (.,, I) I ) ~ 

j- / {I/ ' ;C~) ... Q'i- Q, ~= L_ I~/ .. -· V .. .:::: 
-- •-(X, • / I.._ -l,£ .../-1,,;. (,,) .{' u .t 

(i V 

s l l?t:. - ~- ._)~ 
(~ 

Onze toetsingsgrootheid is dus 

F 
:.. 2.. --

Als we 

A1. - ..2 :c· -~ I - . ·-· 

.)""" '),. :i. - I, s \,o.J., s <'. ...... .c,• ·c, "'-
i.: -· v, ---------•-................................... _ .. _ 

,.... :l ")-
r::..... ?(!.: i' -- S' c.. -i.-,:Z. 
1' .s' - .l 'i ... .:..."-1.,, 
(/ C- c, 

t) . 11 t t . ... t,.t,: = o A- ... t<-, ,·:::O wi en ·oe sen is ,..... ,,.., , .. •· 'cf 

Q .~ . --y-·- / 1 v) ½ (.'.3)).2. ·y- / 
., - tr· x'.. ::::::: .::::__ l' i/. . - . . .::: ,.:.... (. ! ~ . ..;.. 
(., -·- (, t)' l I (;) j ?~/ - {,,,c. / 

✓ , ,,. V 

6;-J {,-<,) 
-··-·-··--

Dus F.. - 3 ....... 
(~.-;) <.'. $-1) ,::.·:·- ( ?; t,,:. i- lJ i -- 2., :c . . )'2. 

~· ' -
fi?o<.. 

j;;_, 

Willen we bv. toetsen /f;~ : .. At-; .. --.:::~_,....C-t::,. 1 dan pass en we de gevole;-
trekking uit stelling 4.3 toe: 

Dus 

Dus 

Hoof ds tuic V 

/,1,1 
(__ ...... /. 

' " 'I(} \"' 
I, :z ..... / 

.2 -·· o-:;,, 
s 

Variantie-analyse bij een ~-voudig classificatieschema. 

In het laatste voorbeeld van het vorige hoofdstuk hadden we 

i S grootheden !t,i . De waarnemingen konden op twee manieren in 

klassen worden gerangschikt en l::i:.i was de waarde die werd waar:~~c-.. 
. L u e. 

nomen in de /.., klasse van de eerste en de / klasse van de tweedc 
(/ 

classificatie, 

In dit hoofdstuk zal hiervan een generalisatie worden behan

deld, nl. de 't -voudige classificatie. Om practische redenen zc.:11 
~ beperkt blijven tot hoogstens 4 of 5, 

Als voorbeeld van een drievoudige classificatie beschouwen 

we het volgende geval. Stel we hebben ~ weerstations. Gedurende 

~opeenvolgende jaren is door deze stations voor tz maanden d8 

gemiddelde regenval gemeten. Iedere waarneming is dan gekarakte•

riseerd door drie getallen 2 het nummer van het station, de maand 
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en het jaar waarin de waarneming werd verricht. De waarnemingen 
/ 

kunnen we dus aangeven met ~a. a a ( ,i, ::::- I; ... , --1:: 1 ) a:i..:::- !; ... , ·t:/2..) 

,::t 1 ::: I) ... t-3 ) ' . I ,I. i c.. I 

We willen bv. weten of de regenval verschil voor de versch 7 L · 

lende plaatsen of in verschillende jaren. Dater tussen de ver

schillende maanden verschillen zijn is wel zeker. Daarnaast is hct 

ook van belang te weten of de combinatie van een bepaalde plaat~ 

met een bepaalde maand invloed heeft op de regenval, of dat de 

regenval ongewoon groat was in Juli van een bepaald jaar. Zo lie>• 

schouwen we de gemiddelde regenval in een bepaald station in ecn 

bepaalde maand en in een bepaald jaar als te zijn samengesteld 

uit de effecten van stationJ maand en jaar even goed als uit het 

effect van de II interac t:Les 11 (interaction) van ma and en j aar;, mct8Dc: 

en station, jaar en station en ten slotte ~~n effect tengevolge 

van de intcractie van maand, jaar en station. Dus is 

( 5 .1) 

waarbij 

-_.,-· ... 
.. ' ' .· I , - .:.·.__ .. ,i .. .,. l: '; " .... . ) 

c.;,3 

\ 
c:-:i.; > l:\.:,._, c,\; _);:::: 

~-- . \ 
- t.'. .. - , .... hL { t'/ , 1,.).. ' C:~ • <c , I ----,~ . ) Ir; ) ~ C, ..t .. ./ ...... . 

v 3, 

/ , ' 2) :} ). /, 3 A')···'/~ ? c.. c,,) l-;i_ = -~ 0 J V ~ 

... 
•'-, tl '.")J .. ,, .. -1)"'-)0 

(/ 

Ook hier zullen we weer in het model moeten opnemen: 

_ .... •U,. /I;-<) 3 >.(I.,,, ~.l J c1 3 _).::-o; (tl1 .:::/; · · ·> t-1 j ~.1. -~ /.1 - - ·; f.2., j ct 1 .::t, /;. 

daar we anders geen hypothese kunnen toetsen. 

In het algemeen stellen we bij een t -voudige variantie-ana
lyse: 

(5,3) 
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s;;;:-·· I . ) 
Met L!!:. _/u L t-1, · · ·, ~,,<; a~i J • • · • 

4 i~ ~even we aan dat ge-
I, .. ·,'!.-

sommeerd wordt over alle combinaties ~>- .. , ,~ gekozen uit · 

/> . . . , i met t-~ < t ·~ < - , · < i ,;,(. 
We hebben nu juist t 1 • .. tt onafhankelijke parameters, D:.,.!· 

is als volgt in te zien: In de, .. 4.-t..{I). • •, '1-- .i t2.-,,. •. > c1-"Z,.) hebbcm we 

(t,-J!.ti-;)· .. (-t'i-1) onafhankelijlce parametersj in de 

•... ,.1..1.,. !Ji,- .. , t.'.1.; a.i:,
1
;. ") a.1.~) <_'tr;,,-i) · ... (.'i-i.1. - I) , enz. Er ZJ.Jn 

in totaal dus 

t, ... t 1 onafhankelijke parameters. ,.,,,t,-c {t>; .. -, i,,1._, j rLi:,1 , • •;a<,<) noemen WE. 

een interactie van de ordc ~-/. 
We berekenen nu eerst de schattingen-1--h.{t-;r •· > l~j "ic.i,· • ·id,."') 

van de /h1.-/t~)·. ·1 t:X, ;,1.i..~,-. -,C?.i,;,.__) onder de voorwaarden (5,3), 

Deze berkening zullen we ui tvoeren voor het geval ~ ,;,.--:: 3 • 

We definieren )z~(t-'/J . . ') t.~ j a,i,.'
1

; .. - ;?i'.i.~) als 

(J,n('' ' ) 
It.., II_, . . ') tc<'., ; dr.~) .. )~~ - lT·t. 

</ I t 

I 

a. 
I 

/ . , ' \ Cl -=I= l I ' ... J 1.,0(,) 

Bij het bereksnen van de ?r\ .. 's zullen we eerst dat decl bereke-

nen dat we krijgen door de multiplicatoren van Lagrange nul te 

stellen. Daarna verifieren we dat de schattingen voor de/M..- 1 s 

die we aldus verkrijgen voldoen aan de restricties van (5.3) en 

dat ze bovendien de eenduid1g bepaalde oplossing van het alge-
mene minimumprobleem vormen. Het minimaliseren van 

a """"')- l·- )_ ... l.. . C····---,,. ')1(- I ' • t .::: L..._ ·1ec,L et ~ ··- c::~--~ L /✓t,(_,. { II .I ••. ) c.,d j ~- ) . 
i::1 A. r,; - -1) i, .l c<-a I') 3 , t 

I> !l.;'3 - )A} J
,l 

.. )re~.) .::::: 
--~-- r 

;;:; /..:_ L k..:. ... " ··- .,..,1 .. 1,..(11:i.J.$jq;c:'.l.zJa3 ) --,.,..t-t(.2.JJj ~,<. 1 ~ 3 )-.•tt/~3jd1 J,,) 
·1,"'.2.J 3 .,.. ,.. ,.. - -·· 

"1.,)'1'.,.J.J(,j3 

leidt tot de vergelijkingen: 
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'lt,{,1)· ti,) .:::t "rrt,//3 ~)-1- ,-i-vv 

?e [I) .:!. ; 4 1 A ,1.) = . l'"rv / 0 {!~; c:.y , A ;i... )-1-- 1h, ( lj °"f )-f- '1/v>.{2 ) cft;. j t- 1'Yv 

.., I, ) I; ) / 1 / ) ·f- .. ,...,_, (._,jJ '1 i t:i.; ; v'1 3 __ f- ··h'\.I L J 2 > V:: /, c:t.2. f- '/1,,.{. / > c1.t Jf- l1t\ ( !2.i' t't;c_ ,,1.. 

f- ·1··Vv ('·3, ) t1 "!, ) I-- -~ • 

Hiertn stelt ...,.,." (,,t--~) .. ) c./4 > .:.?1.i , .. 1 ,~(",;.)de schatting voor van 
I ' • ' 

~··•"''•' (,,. t-,) . .. ' (,.9'- ) "'ct.:/ J ••• ) a, l
0

<><, ) • 

Loss en we hierui t 1?i I s Ol), cJ an vinden we: 

! ' { \ 'l'}t. l I j ~ j .:::::: Jt'!. . I;' c:y j -- · '}(l. 

( 5 ° 5 I) 

In het algemene geval geldt: 

(5.4) 

en 

(5,5) 

C.; ). ¾ . "" ;) 

ol. ,·-

c: • a. ) -,5- l.jrx-/3 ... )* I.I 4 
·1 ~' , (...··, , · · '> a.. · --- / l "'·-- ?a c· k 1Q_ • tJ. t1 vv I ~- x., - £_., • , /) • • 'I 'ig ) 1?. ) ' • .. /?=IJ (...n ... ,t.f. i t 

Voor t = ~ is het eenvoudig na te gaan dat 

2_ 
Cl.i; 

i/.:::1,:?, 3) 

i') ~.f~, ,~ 



- 31 -

Vullen we deze Th I s in in Q, dnn zien we dat (1 = o, 
danr de m· 's voldoen aan de laatste '.octrekking van ( 5, 4 1 ), of 

voor het ~ -voudige geval aan die ver2elijking van (5.4) waarin 

o(,,=:;'1,. Onder de restric:ties van (5,3) vormen de'h-,.. 1 s uit (5,5) 

dus de oplossing van het alsemene minimumprobleem. 

Uit (5.4) volgt 

(5.10) 

meren, dan vallen alle dubbcle productcn weg en blijven alleen 

de kwadraten, met als coefficient~ di.e uit het rechterlid van 

(5.10) over, 

Voor ol .:..- i. krijgen we het speciale geval 

(5.7) 
.:::: 

r -1~-
1 \ I I ' ' \ \ 

L'Yrv (_(.,I' .•. > cc<, j c:?..1,,;) . .. 'vf.e-;.;,Jj 

We vervangen nu in (5.7) ?c~,- ... )a.'t- door ?e-~
11 

_ _ ,~..::::: 

I;, .. ; i, 

1' ' , \ 

/t."1..- / t 1 , · · ·1 l :,(, ; c,t: 1 • , • 1 c>L/, ) 
,,..- \.... ' _. I "1./ 

Dus: 

?c, I / /' ,, ' . \ ~-
I.. V I). ' . {j'.,g ) I;.? .. ·; 1i2 ) -

c:= ?c //' / . .-, .... ) - 'i /-~ ,., /Kl 
·-· L,.,; / J . ' . ) I' /.l ) ;'·"-, J ••• ) C.-t • . I..- ,..... /Vv i /) . 

{/ VI" ,I ,/g.1 /~ ;' ,( V 
· "I r-Od'1, ... ;f,, .,, ,l/:5 

Stel nu ,,.,__ I / _/ ,l , ,:P J .,, /J \ 
r n,. ( .... ,e., ) . . ~) ~ .... I/ ) v~ le. J . . . ) (.,..., 7t" I ,/ -

' ' r~ 
/,1 ;) I , ;J ,,J ., 

••• ·h,., LR,) .. '/ f!._? ; ,;;t/) .. 'J L'},/1. /-- ,A1. I ;el,' . .. Jo. . 4,,/ J , '') a. /I' /\. 
, ,, ,,. -· I (1' ,•• ,.. I,, , ) Kl If,/'~ 

Dan zien we dat (5.4J b1ii:f1- ryc:,l,lpn ,gl:3 we ?C door k- 1 en?--r. 

door 'f'h 1 Vervangen. 

Maar de 'h-i werd Juist ondubbelzinn:i.g bepaald door ( 5 .~-), 
Dus als we in ( 5, 7) 1c vervangen door IC./) moet "h-1 door "h-·1 'wordcn 
vervangen. Ui.t (5,7) volgt dus 



.. 32 .. 

--v. 
(.,~ ; ~- ' ••• ) G{(~ )( ~ 

{ . :J 

Willen we nu Y minimaliseren ondcr de rcstricties van (5,3) en 

bv. onder de hypothese f-/{t-', 1. • •; t'JJ 

.. I · ,·, ,·1 .,.,. '1 0 voor allc ,:¾-,· ) ... ) ,:.-::\., •, J dan word t 
/,(,.l l 1 } ... , L /( j -'t,;,) . .. ) vi./ A../:::::- ..,. '<:: 

.., 

,__ 
a·, 
'k 

r-
1 

; / ' 
! 11-. I l 
' "fV\., i.. ·, j • • ·; L._ e,J ,; &½:1 J ••. /?.t/c• )] ..:. 

Het minimum word.t nl. bereikt door in (5.9) als schatt:i.ng voor 
I • ,. ' ' (...'(. / l l ' ' (1. " _.., • )" t ,.,,.,. .-' 1 • I • 1 • ,- · ,•? • ' 0(; ,./ 'c,.· 'jJ' • . _, ·t,) ''1,tJ" ·., "'l•c,{ 8 D8ffieTI Irv(, vp • · ") ""'- .J '-'½,,/J. ·.JC--t.t,,.c __ ; 

voor alle ... .t..-t .. 1 s die niet nul zi jn volc,Jcns de hypo these 2 w2nt ., 

de ze -?··>1-, 1 s voldoen aan de res tric b.es uit ( 5. 3) zoals we 1 ietcn 

zien. 

We zien dus dat als zekerE:_ ... •··¾ 1 s volgens de hypothese gel:i.jk 

ZlJn aan nul, de schattingen voor de ander~_ .. A,'(,., 's dezelfde bllj

van als in hct geval dat alleen de restricties (5,3) gelden. 

Indien een stelsel interacties_ ..... 'f,·t.(t-;,. • •; <-~,;,:~;✓)· •• ).::i,;,_-..) 
ondersteld wordt gelijk te zijn aan nu1 voor iedere c::i1.:1r. •) ~:"' 

noemen we dit interacties van het type I. Andere interacties 

,, ... A-·t(t;i .. ·.) t..~; "1t";i· . . ),::~t;;) zijn onbekend. voor alle ?-\.ii· .. ., C.l/0<. ) 

dit noemen we interactics van het type II. 

Indien we hypotnese willen toetsen betreffende enkele 

individuele waarden van zo 1 n stelsel 1nteracties, dan zijn dit 

interacties van het type III. 
'\ ,...., 

Uit_ vergelijking (:i.9) zien we, dst we om ty'Z- en ty~ te 

vinden __ , .. c.,c { t', J • • ·, l~:; ,:'¼_:1 , • . •; c:::f..1.:c,L )=o moeten stelle.n voor inter--
✓ ~ -

act ies van he t type I en ... --t1. t. 1. ·,) ... ) c~ j "~"; .1. • • , ,~t-l ·f.'l _) .::::: 

-= H"" ('t'j J ..• , (~ ;' ,,ti,·
1 

i. _ . ., ~i~_) voor interacties van het type II, 

J 
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Voor ~nteracties van het type III moeten we b.v. 

minimaliseren onder de voorwaarden 

)" / , , J I, !) 
£ .. _ .. ,/4"v· ( j / -, • ···· J ). / •) (~_. I' '.) • • ·) ,:J .. / /. ::;;::;- 0 l. (. = 0 • • ") IC , 
A ,. /i I /' IC •• , ✓ IC ... , ft.:- v· V I t 

en zekere andere voorwaarden opgelegd door onderstelling en 

hypothese. 

Stel b.v we hebben een drievoudige classificatie en we 
onderstellen.,,,.,.,,t,1,/;J,2; '3i .::~)a~; ct3);;:ovoor alle c.:t 1 ) Ct-;i. en c.\. 3 • 

We Willen de hypothese toetsen dat 
1
//v1..,.(..IJ). > I) 1) =/?t(l;2j /J:2..) 

Om ~ te v·,.nden stellen we alle 

.,, .. ,1,,1,, { ?; ;; . . . 1 (.~ ,; ,:.\'; J ••• ) ¾ix; J .·:-:::: ,·i'v\., (.~ t-~ J . • - :, i~ j c::lt.•°; .'.l ~ •• _, c:'lt"c,t _j 

voor ~.~~ (interacties van het type II). De interacties van de 

tweede orde ztjn van het type I;, dus 

Om ~'t, te vinden moeten we mtntma11seren 

d d 
)""' ,, , / / 2 ' Gl. c \I - ,- , /; ,, · ,,., ,., "\ .. on er .e voo:cwaarden (. .. -- ,,.V\,•C. J > ·7; "";i., - t._ .,vtc .J~ >""'.) ""~ 1 .:::: c..1 

... '.\ / .. I l::\,. / I \;l\''' 

( 
\ ";I ·•, ) . 

<:tvv __ .,,,.t--t I) l i />> I) .-:::: _,,.AA, (I , :J.. ; I J .2,.) . .... 
Het is nu evenwel eenvoudiger om het gevolg uit stelling 

4.3. toe te passen op de lineaire vorm 

~ (l;,2 j 0 I) --.,. .. 1,.1, ii; .t j /j :i..) · 
• 

We moeten dan de vartantie vino.en van 

t'fh.. ( IJ:J.; !) Jj -- ~1 JJ .Z j ly~j :..= 

[1t{ ;);;_ _; I)/)-·- ·?e-(1)· 1)-~ 'c ( 2. _; 1) i- ?e] -
[·-c(11 :_ j l;.2.)- ?c/ I/<)- 'k/.Z) J:) -1- Jc_~.]:-::: 

tk { I; ..2 ). I) ) -- "'le, ( I; 2 j I; ~ j + 1c!.. ( :! _j -2) - -~-/,zj /) . 
Deze is geliJk aan: 



Q 
...:;., ,Q 

~--i J rr -z. --~ 6/t-3 v- .2. ···-

0 cr.2 i:] -- I 
I><, t; -I: 3 I 

Dus 1, 1) - n-v OJ .2, i J J ;f J0 

De toetsingngrootheid is dus: 

r-

Om het berekenen van de voorkomende sommen van kwadraten 

te vergemalckelijken kunnen we gebruilc maken van de formule 

"'>..... ~) · r , . j " ·' -- -- - ,:_' L ,., ,' t . I ·'.1 ) 
,(.,..__ ...•.• th- { /) .. -- '> .,_.K.. ) •·t-t~ , - - J c:·.:t t' I .• _ ::;-

a?~ c:?.i; k ·i K-"' .. I I .,., .... _ ~,--- ") .... - i:(;I I •• tl'k 
1 1..-J -~ ~)~- £..2 -· .... L ..1. /.. 

( t=: 11 ) .:: t.,_ L~ d---·- --~ 
_)o cx'.==O . ., (R,• c:~. ":"li····..;.-;'~ 

?,;- -;lf,;; ../1 ./r-< V ( 

v r.~ c> ,· . . 1.• ~-)2., 
/ '1,:,, C,..;; J • • ·-, ..!c;,1 ) l•j,) - ·, c:l. ,:,_;' 
L- v (I, v , cl~_ 

B,Vo 

- i i-- -I;- ·7(J_, .2, 
, ::Z. 3 

Dit laatste is gemakkelijk te verifi~ren. Formule (5.11) bewijst 

men met behulp van het principe van volledige inductie, 



Een belangrijk speciaal geval doet zich voor wanneer we 

'bij een 't- ··VOUdige classificatie niet een; maar meerdere waar• 

neminge11 van iedere combinatie doen. Dit kunnen we opvatten al2 

een (~+1)-voudig schema,· waarb1j we aannemen dat de (~~;) 8 cla~-

sificatie het gemiddelde niet betnvloedt. 

(.~~ C:Zz....,...; 

. ,;~ )'-t- 1- I j "};' J ~;_ J "'Hf• 
(volgens 5,10) 

,-
[ __ / / 

Lit(_;;·· .,z_-1---1)' Ill .--, 
- /1 

i;. - -· +~ '\-
---··· ........ ___ I 

L 
- r -~- , -· -· I A I , . ' . ' ... 

/_ i r .. 1✓ 1..)/J . .. ,)e1.)~· , ... 1 i\'.•) ·-
,,, ' L.- (/ (I ()' I ,/rx, -"r,l .· I 

( volgens r5 .10) 

---- 2- )·- r· 
-- - - ~- / /fl (_ ~ . . "J i-J-1 ), c;1 J _ 
~ , .. t., ·!- I --· 

(5.14) /;,__ +-1 ,_7·- - L_"'f. r~./ Ii .. . .) t; a~ J ••• J ,~@i. )1··1 ~ 
(.. a.., •·'4,.. l.- 7 ,. lj 

Z- · 2 l r;, / / 1-, ..t. I · _,..., ,.-"}, ) -'~ /; ,, · a ... \? _ - •~ c , • . - 1 1, • - ) vi.; J . - - ) -1.. + 1 - re . J • .. ,,. 1 0 , . . .J ,A.#1.,.,) 
c:~'i.rl -·- ... 

Deze formule J.s gemakkel 1jk te :rnterpreteren. Daar de verdelin: 

van :Cc11 . _ .. > a'tA·I onafhankelJ.jk is van c:½~+1) staat hier een 

schatting van de spreiding met i1. -· ft {i-t.+i - 1J vrijheidsgra-

den, 

Dit is ook het aantal Gat WG volsuns onze th8orio vinden, 

Het aantal stochastische groothcdcn N J.3 nl. -I:, . ... t't.+I en 

hct aantal onrShonlrnlij 1cc p~n·Dmctcrs j> d8t ovcrblijft n2 onz~ r:m-

dcrstEJlling is ,juist c1c,t Vc.:n e:cn "t .. ·;;ouchge classific2ti1; en due 

t1 .. . t 7.. • Dus N ..... p-== t, ... t·'i- L i-'7..+- 1 -- ~) 
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Een eenvou.dlg voorbeeld is het vol.',_ende: We hebben 2 ge-· 
neesmiddelen A en B, die ·s morgens of ·s avonds kunnen worden 
toegediend. De uitwerking van een geneesmiddel kunnen we meten. 
4n patienten worden in 4 groepen van n verdeeld. We hebben dan 

het volgende schema: 

morgen 

avond 

{ 

:i:, •. .. , te,.,.,. 

'j, > ••• ,,?v 
(A) 

(B) 

(A) 

{
t;) ... ,.t~ 

l~) .. '?~ (B) 

Hierin stellen 1::1 > .. • , JC?v de uitwerldngen voor die 
geneesmiddel A heeft 's morgens toegediend aan een van 

het 
de groe--

pen van n pati~nten enz. We kunnen dit opvatten als een twee
voudige classificatie met n herhalingen. In de notatie van het 

. voorafgaande is dus a 1 :::: I:; 2 ( A of B):. a_,z =- I, i ( morgen of 
avond) en a,.:::: I,• .. , h- • Het model is 

metals bijvoorwaarden 
.t 

'.r £l C,IJ :Z _; c-t0 Ci:i_ _) ::::' 
tt,:1/ 

.2 
) 

_ L- _..t,{,(1ia✓).-::::-
dl.1..:::-1 / 

'Je. l /) 2 ) I, 1) = 1,-., f ~ ;_ =: 2: ) 

';r!. (1) 2 _;i, 1)-~ k f '" .:: )I) 
)!_, {_ 0 ;?_ )• /J iJ ;:::: z t xf ::: ':;EI} 

?rt { 1;2 j 2)2):::: h. ! Ji·= pl' 
We vlnden dus 

Q., = {{1c"-rj'+ f t7.--fY+? (~1-xj'+ f ty:-yJ 
~ s,2 s:i. s.z s,2 
- ,+ ;;.+ 37 'i' 

Q heeft 2,2.(~-,) = 4(~-i) vrijheidsgraden. 

8 t 8,,1/i ( 1, 2 j 1 , 1 ) = ;:~l ( 1, 2; 1, 2) 7 ( 1., 2; 2; 2) = 



/l ( 1 ; 1 ) = -;_,,,tl ( 1 _; 2 ) = -4 en 
,,U., (2;1) = "'.:,,..U.(2;2) = C 

,,.,;' ,,,. 
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In het volgende schema vinden we de verwachtingen van de 
2:'4 et ,., • De derde classif:1.catie heeft geen invloed en hoevcn 
- I> :., ""J. 

we daarom dus niet in aanmerking te n~men. 

morgen 
avond 

A 

a+b+c'l"' 
-a+b-c-t,,u. 

-a-b+c0 

a--b-c~ 
}~ ___ __,_ ____ ___,,___ __ _ 

We willen toetsen of de geneesmiddelen A en B gelijkwaar•
dig zijn. Dan moeten zowel 1 s morgens als 's middags de ver
wachtingen gelijk zijn. Dus moet belden 

of 

a,-,,.. --1+ ~+,U..= -a.--8+c TA,l. ...... ·· -·••' 

a. - t-c t, .... M 

a. - 0 ~ -{] .;:;: 0 

Na enige herleiding vinden we 

Q, - Q .. ~ ~,,, [(x-yf.,. {2'- 1/'Y] 
De toetsingsgrootheid 1s dus 

¼ ~ [ { F - 9Jz+ ( E'- f ~7) 
S,-.J. 5- " \ ,<, s: ~ '/ + :i + ..J.3 + 1./ 

Willen we toetsen ~ : M; Z ~~{_1J.2; c:i,l~J~4 
we met behulp van (5.9) 

1/y 'h, [{:t-7)-(E'- 9J]~ 

dan vinden 

0 wordt dus 

Jy rn [ft- gJ-( J:I_ 71J]~~ 
S ~ - s·• ~ s-.l. s-:z.. ,-1 ~./,- 3+ 'i 

Nemen we in het model op/ (1;2;a..,) a..:i.) = o, dan wordt de toe
gelaten hypothese de nulhypothese van de vorige toets. De nJ.euwe 

Qol wordt dus gelijk aan de Q"?. in het vorige geval. Dus 



We kunnen nu toetsen 

Ult 

dus 

f/1i //3 & ,/Pv c I j a, .) = <> . 

l/_ (?1,-1) rl 

I 

Gaan we ten slotte weer uit van het oorspronkelijke model 
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en willen we toetsen fir : It; 6<.,,,··"{.,l I j aJ .:=D, dan vinden we voor 
onze toetsin$sgrootheid 

De laatste drie toetsen kunnen we ook vervangen door Student .. 
toetsen door de wortel uit de desbetreffende toetsingsgrootheict 

te nemen. 

Hoofdstuk VII 
Latijnse vierkanten en evenwichtige schema's met onvolled:Le,e 
blokken, 

Stel dat we m tarwevari~teiten willen vergelijken met 
betrekking tot hun gemiddelde opbrengst o) een bepaald type 
grand. We hebbGn daartoe tot onze beschJ.kking een rechthoekig 
veld, verdeeld in m2 vakken. We spreken nu van een Latijns vier
kant, indien iedere vari~teit een keer in iedere rij en een 
keer in iedere kolom voorkomt; De opbrengst van het vak in de 
ie rij en de je kolom, dat de ke vari~teit bevat geven we aan 

met fy:i- . We onderstellen dat 

[Dy?;_ =/,Ut, + }• "r /!. ,I- ;° :J 

( 7 .1) 

f /'• = J} ~ ? Pk .,, o. 
Deze onderstelling is b.v. steeds vervuld als de vrucht-

baarheid een lineaire functie is van de co~rdinaten. Verder wordt 

ondersteld dat de /fl·tt onderling onafhankelijk en normac:l ver
deeld zijn met dezelfde spreiding a. 

Om Qlll te vinden moeten we minimaliseren 

Q = 'J: L ( 1/,, ·k - ,.t1.:: - lJ. -p1 - o 12 
(., i " 1- ,..... I I " 1-:J 
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onder de bijvoorw~arden van (7.1). Volgens stelling 4.4 hoeven 
we met deze bijvoorwaarden evenwel geen rekening te houden. Dit 

levert als schattingen 

( 7 0 2) 
...... 

I\ 
.. ,t•li, .::.:-

,1 

van ,.,.,,-',{t', :;· J f k en f op 

,;;. ff 'Iv k co Y... , 
)Ii'.. - ✓· .. 

JJ, . .:::: Lj · - U 
l ti";;· ?"". ' 

fl:* /" k ~j .. · 
Daar we te maken hebben met een Latijns VJ.erkant, komen in de 

termen van ~ ~ die /-l? bevatten alle 7-· en fJk. juist een keer 
voor, zodat 1n de som de kolom- en variUteitseffecten wegvallen. 
Dus 

( 7. 3) 

Door 

/) ;:: z ~! {l/ • ' ~ - 'Zf, - l..f . • ..:_ l./ I 7"' ,2 ~ ),2 • 
~d (.,, I v~ I< r,r,~.. c7 'I~. I'".._ ✓ ... 

hee ft <h,,., :i._ [3 (1m -1) i-' 1] .::;- hi.z- 31-h r.Z :;·(1-n- ,){'l1i1-,Vvri jhe idsgraden. 

stelling 4.2 toe te passen op het stelsel hypothesen 

0 de onderstelling van (7.1)> 

I--~ ~ & /./.I_?- = () ( i-==- /) . . . ) 'Y',')) 1 

H3 };_ & )); = o {;· ;;:; I J • • , -»i) > 

fl'-/ ½ & Pk -=- C> ( k .::-/) . . . , 'J,1J, 
vinden we 

z l/ ~ . / = z { l/ .. k - t.t, . - u . - lj L +- -< LL ) .z 
t.ij I ~K ,.;/,. cf',l (f ?-.. ?-;- ' 11' .. {t". (!' .. ~ 
I y ;· I ).z ) { ).t 

-I- 'h-i ~ (_ lj. - y -I- 1--'l-"v .::.- (..j_. - t/ 
"...,_eft- .. c1·.. I (f/• c"· 

-f- 1-n L {t.£,,, -!.f J-2.,r- 171!< LL-<- . . 
k ~••?i; P'" ~· .. 

We vinden dezelfde ontbinding als we de hypothesen ½,, H
3 

en Hy anders nummeren. Dus de hypo these fl; : 1-1;· t.x 
1
oJ::::::: o wordt 

getoetst door 

F -= Im-/ 

·y- 2. 
---~;;- :f .. lc- ~- ·11-.\y.? .. 

2:- :f tL -~ L. - rn 0; ti. i. -f. ?- lf ~ r 7 ~ '- 1.Ji-.2 ni" v .l 
1, /- ti 1 fl. L '7 f ~ .. / !J"/• k r .. ~ 1" · 

Voor de berekening van de verschillende toetsingsgrootheden ge
bruikt men vaak het volgende schema: 
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vrijheids- sommen van kwa- gem, s. v. F graden draten kw 

rijen 11,,- I Q -'ml I,). - Th:.l~ G21 h-.1-/ ~1 • 1)(?-ri -.i.) 6(, 
/- 7 ,.:., ... "rh-1 -Qi>( 

kolommen 'rro - I G =·'ho z 1~·. - 'rr\1,2 Q2/4,,-1 ~1-1)(%-.2) b)7.. 
~ l .. 'I ... tth~I) crC\, varHl- ,,,--n - I ~ -'h-1 f l ..\. - -n-..2u:i. {?3)~1-/ l'¾-1) {'11-1-.1..) teiten }.... ;,.i ✓. ... Q3 

~J~ Q- t?,- Ql ~ q\ %/ 'J"h-1 -~0(, 

&,-1)('rri-:J.) 
161-!)(%-~) 

i: .ota._J.l 'h1 :i._ / i L l :!. - 'rn:? :i 
:::::: • • • t .~ 

Als wG b. v. willen toetsen ,,.u. /=- o -4-. ,o 1 .. .:='~voor iedere i.. en 
./ V ( IV.. 

f, dan tellen we de grootheden Fvan de 1e en de 2e rij van 

het schema op en delen de som door 2. D8 grootheid die we dan 

krijgen heeft ender de te toetsen hypothose de j=' -verdeb.ng met 

i (1-r.-1_) en (r-n-1)~-:i..) vrijheidsgraden. 

De teller van de toetsingsgrootheid is nl. {;?1 -t- ft.z zeals 

eenvoudig is na te gaan en deze heeft ! (rn- 1) vrijheidsgraden. 
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Worden 111, vari~tei ten ui tgezaaid op 't- verschillende velden, 
die alle onderverdeeld. zijn als een Latijns vierkant, dan heb
ben we het volgende model: 

[~ .,l .J. .e 
C. tf't;f: = ~(; + I" f- f Ii: r- olf ~ 

(7.7) 
{ ?ti~ k ... I, .. '} 1>-.) 

.L.=-1~ . •. ) "') 

f✓al- lz I(:,-? fp lo(,t•tl 
De indexc:.' geeft het Latijnse vierkant, i de riJ,) de kolom en 
fae variijteit aan. De schattingen voor de parameters onder de 
onderstellingen (7.7) worden: 

I\ I 

~ :;s l. . . , 
~.e = 1! .. -, .... , 

"1 • • 

f i :: I·. k - l... ' 
"'t t I µ,. - ZL • - Z£. 
~ - ff~· ~ '"' ,1f ~ ..e 

?; = /i .. - 1... ' 
Door stelling (4.2) toe te passen op het stelsel hypothesen 

fl;: onderstelling (7.7). 
H)..: If; t.. ,.,,u,.t-= e> (t-·.:.,1; . .. ,?-.-,. _; -'~1) ... )~), 
/-13: ½_ & ~.t: 0 ~·--1,.,,-,.,, ; ..t ~1,, .. , t), 
Hy ~ & fk::: O {k~ I) • .. ) %) , 

/21 S : /l'f & rx. .e_ .:::: C> ( ../ .:;::- I; . . . , 't!) ) 
vinden we 

y°{f/JkJ = Q ;- ~ ~ (1f. -J~Y-i~ {j./.-;/J 

+ M f {y.'. k -y.: .) ! m'f lj,'.. -y }-1- m \ {rj-.'. J 
We verkrijgen weer dezelfde' splitsing als we in plaats 

van ~, ... , ¼ een ander stelsel nemen met b. v. 
1-1;: H, £ fk•~· De toetsingsgrootheid voor deze hypothese is dus 

f- (rr,-IJ{'t'l?-.- ~-{) ~ l lt: .: k - ;t.'.),., 
- ,,,,,,_, Qo1. ' t )2 

waarin we ~cx.vinden uit de bovenstaande splitsing vanZ (l.'-ik' 
Vaak kunnen we nog tegelijkertijd andere factoren toetsen, 

die invloed hebben op de opbrengst, bijv. kunnen we.,.,,,verschil
lende meststoffen toedienen en wel zo dat het proefveld een La
tijns vierkant vormt voor vari~teiten en meststoffen en dat ie-
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dere combinatie van vari~teit met meststof juist e~ns voorkomt. 
We zeggen dan dat de beide Lat1jnse vierkanten orthogonaal zijn. 
Dit kunnen we gerieraliseren tot het geval van t factoren, waar
bij ieder twe·etal van de --c.. betreffende Latijnse vierkanten or
thogonaal is. 

De toetsingsgrootheden vinden we door een directe toepas
sing van stelling 4.1, volgens een methodie die geheel analoog 
is aan die bij een Latijns vierkant. De ondersteling die we 
hierbij moeten maken is, dater geen interactie bestaat tussen 
de factoren. 

Indien het a2ntal vari~teiten groot is wordt het Latijns 
vierkant zo 3root dat de onderstelling (7.1) niet meer zal zijn 
vervuld. Hieraan wordt tegemoetgekomen door het gebruik van de 
schema's met onvolledige blokken, Door kleine blokken te nemen 
bereiken we, Gat we kunnen aannemen, dat de vruchtbaarheid con
stant is in zo 1 n blok. 

We noemen een schema van i~ vari~teiten,verdeeld over~ 
blokken van k velden (plots), een evenwichtig schema met onvol
ledige blokken (balanced incomplete block design), indien het 
aan de volgente voorwaarden voldoet: 
1) Geen enkel blok bevat dezelfde vari~teit meer dan een keer; 
2) Iedere vari~teit komt ~ keer voor; 
3) Iedere vari~teit V~ komt met iedere andere vari~teit ~
A keer samen in ~~n blok voor. 

Het tot ale a ant al velden is r1 / , maar ook /t. tY-, dus 

Iedere varil:YceJ. t 1.:-;,· komt voor in 1.. verschillende blokl-cen. Ieder 
van deze blokken be vat nog {~-;) andere vari~tei ten. Dus het 
totale aantal keren, dat 1p;- met een andere vari~teit in een 
blok voorkomt is tt. (__-~-;). Eveneens moet tp-· met iedere der (t>-1) 
andere vari~teiten A in een blok voorkomen, dus 

(7.13) 

Verder is nog '.Jewezen, dat, als .-1-:_ ..(It)- is, moet gelden: 

(7.14) 

Deze 3 voorwaarden zijn evenwel nog niet voldoende. Van het sche•• 
ma 1J-..= -& = c..; 3 , 'Z.::::: /:,,,. 7 , I\-=-! is b. v. bekend dat het onbestaan-
baar is. 

We onderstellen dat de verwachting van de opbrengst een 11-

neaire functie is van vari~teit- en blokinvloed: 
-i .. 1. -t 

Z {.t • .::; L i,. = o. 
,.·~ I (... l.::J/ I (7.8) 
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Het minimaliseren van 

Q.:: ? (_ {ii:J _ rlJ.; _ ~- --: .. ,¼) ~, 
";/ v' f , .... 'J 

leidt tot de vergelijkingen 

:z.- 4 .. = ~v-.,....a, 
~,) t/''l .~ 

( 7 . 15 ) v;: = 'I v',; +- 2a l ;. -1- ~,A. , 
~) I A 

J?:;~ = f , tJj~. t- k 1· f -fY,t . 
,, 

. I\ ,I ,1 
Hierin stellet:.-··.u., ~·}· en ?>i de meest aannemelijke schattingen 

van?, ~- en Vi:, voor. l{; is de som van de opbrengsten van de t..'' 
varH!tei t., '!5,;, is de som van de opbrengs~ in het ;··'- blok., 4fi) 
betekent datv gesomm~erd wordt over die blokken, die de t'tl vari•• 

etei t bevatten. ::zJI- betekent dat we sommeren over de varH!tei•-· 
i 

ten., die voorkomen in_ het tll~ blok. 

We stellen Y; -::: 'Jp·J ~: en sommeren de derde verge11jking in 

(7, 15) over alle 'tilokken die de t.:·t. varH!teit bevatten; dit leve,. ~ 

( 7 .16) T, = {1t- -A),(;;, -1- / l{}i) + -1- "- ,(,t. · 
Iedere varH!teit -t:,~: .:/ v?· komt in de som nl. ,,\ keer voor en Ye.: 

Cl . A 

zelf IC. keer, terwijl -~ ~- =- - l.-4-i • Door de tweede vergelijking 
van (7.15) met I te lermenigvuldigen vinden we: 

( 1. 11) .. l: V· -= 1z. l: 1)-: + t t.£t) I. +-t4/a . 
V I rl 

We trekken nu (7.16) af van (7.17); dit geeft 

( 7 .18) '~· - r; .:=- 61- ~ -r).) ~~. 
Volgens (7.1~) en (7.13) is 

(j i - 1 -1-· A J-== i- (-1- 1) -;-;\.::: ;\ /11--.J r A ==- A 'll-. 

(7.19) 

We passen nu 

Dus 
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Dus 

{ 
?. li:- = e +? (~ -f ~IJv-i)

2

~ f l,.B/•
2 

> 

y rr~ "t ' rl 
-~ ( (I) ($.)JR ..,- (I'\ .J. )(j) ,.._ )2 . 

44_ -~ = ~ ½i - \{; = ~ ~ - k 4- l{ · 
."/ , I~ I,'/ " 

Q'7.. - c;2 is dus een symmetrische vorm in de ~ . Volgens stelling 

(7.21) 

4.5 is dus 

/J /J /J--1 ). v-i ~ "'.i .At>- ~ I'\ t 
Dus Y-i - ¥°' == ~ T; ,, -<- Vt,• ::::- , 4- V-i en volgens { 7. 21) 

V -~ (.. I,>-!) (, f\ (, 

Q ) ,l -'-2..,,,-·z::>:2. - &z "i. -= L l/ .. - I_ /.). L µ_ 
~ l',j ti'" 'i ~ I· --- -;; " "' " 

De to'etsingsgrootheid voor de hypothese ~ is dus 

(7,22) 

f ::: Z V- ,d - Z-> i- I A 'i'k L zJ. / --.. ·-·---
?fa-/ ~~ 1-1'°~ - -f_ 

1
J E/- f' 'Z 6-/ ' 

tf ~d' ~ '-
waarin ~ --= ~~ ( f ~. - 7:) 



Willen we toetsen H; : f{ &. ~·-= I.? {1·=-1; · · •, tj 
ten we de schattingen van ~- ery,.,..U- onder 1 bepalen. 

Deze zijn: .-1 

,,,,,a,.::: y. . 
" I fl 

1~ = ,z. Yi - )f .. 

Dus I/ , _ - //, _ / l/;. I I )~ ~ 
I.. cf 'l i t, - ;7 (/''i 
.J.. Z 23 ~ .1_ Z . v. ,<, -1-
/r I; ?.c:, t-

,,,~ ,L •' 4, _ r1- {k v. - 7-) 
~ (.,, - I\V- t,,. {,, ' 
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, dan moe•• 
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Om de hypothese ~- ~/: te kunnen toetsen moeten we de va .. 
A I\ 

riantie kennen van ~ - ~ , Er geldt 

rr-2. r.-2. n-2.. _ .-; -T~ A 

V _A I, ::::::: 'J "' f- V A -~ .,__ - ' " ic.. i,,. i:._ · l(L r;•i. Z?·, · (7.23) 
c:- J /., (,/ . / 

A I\ 

Nu word en i~. en 23· gegeven door ( 'T-. '19) , 
termen gemeen. 11 · en T_ , zowel als ~; -,..... ~l j-t ,l 

l/ en V hebben geen 
c;n ,. 7~~- h~bben A termen 

gemeen en I;, en i kXtermen. Dus: 
J 

___ .!_ I / '\ 
{1·~ (_ ,., I ,\ ,.. -·- J'l ., - 1\,. 

lJ-. IJ-· - /\~?J"' 
i ,f 

ii 

Dus, daar crJ. = _k&:=J {F;_ , v, ,'\ "'Ir :z.. (zie pa[o. 1~4) 5 is 

(l .. -z 
A ···-

{i.- - 1.~.. --
(., t' 

"L ) j ' ~ ~ ... :.::-........ r, J .... 

7'"" ;\ 7_}- ;2, V ~ :;:::.· ,\'"2-; 

_/; 

Met het gevolg uit stelling 4,3 v1nden we dan voor de toetsings

grootheid: 

f -
--

l) \ 
''t l)· - --b - l'" - I _h .. ·1 '· 

J I 2./<:. .. 

De doeltreffendheidsfactor (efficiency factor) van het schema 

met betrekktng tot de schatting i\, def'iniE3ren we als volgt. S tel 

dat we het experiment uit konden voaren met volledige blokken. 

We hadden dan z_ blokken en ieder bl.ok had v- velden, We vondcm dan 
A I 

een andere schatting ?~ met variantie 
I\ 

heidsf actor ..t!, met be trekking tot V-i 

Nu geldt 

A I 
V·. - u -·- W 

l, - cl e-·. (),,:.,. 

cr-2 
f;. ! -

I, 

Dus 

(Ti.. 
V-• 

i 

2. v11,. 
?J-i· 

is nu 

De doel treffend--

We kunnen ook de doeltreffendheidsfactor bepalen met betrekking 
tot de schatting van '?)·. -·- u-. " I. 
In het schema met de volledige blokken hebben we: 



Dus . .e .::::: 

t\ I A I 
1}-, - v-. ::::::; '1/. , 

L, t .-, - l,, 
~ Z/. 

c:{/. <J C 

<1 I 
...:.. /,.1, 

i i.• 

.tf:/\ ,1,~ -· 

(?"' 2.. ,·-, z 
• l:f ' -r• \J I:' , 

, .. ,,-'-•• (/' 
\.· ,,.l ·J ,'-

-/ \ L·· 

en 

We vinden dus in beide gevallen dezelfde factor. 
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Voor het berekenen van de toetsingsgrootheden gebruikt men 

het volgende schema: 
. ···.···· ... ····•····· .. ···········-··· .. ·•·············-··· .. · ... -.... __ ........................ ··•········ .. ······-········r····· ............. ----... -.......................... . 

,, I ✓., ; i ' 
l/-r,.,~·-1(,. ~· ,,., .. >.,..,,,"'-e-vv h::t,,,-v /.l-1-,.-.:,(,c.,, .. •'1.ciA-e -vv I ? e ;/,l 

r:' , / 1 I /<;, ) , "" 71-1...t- ~?tAc{e .. 
~/'t.a..Cl~:--n,• LI .,, '-..... ,.. i 

.. , ............ f.......................... I ;....· ------····--·........................................ [-;,~ ] . ···r . r~;-·1····· .. ···· .. ·--1 

'V l -·······~--....:'.. .. : ....... - ! 1"--/ ··,+· ( '7,. ·-· ,\.) 71/.1-./ (l1•-k) cl-1) . ······i ........... '-':: ......................... -···· ... _____ .. ; .... .. 

i- ......................... . . . . . . . . . . . . . . -- . . .•. .. •. . ........... ······•·-·-----! 
I 
I '7)_ " . /1 LJ 
1 ,';$ C-11 ;ie.,.,e_.,¢-,,.._, 

! ( ;-~ ttn,d_l/'t., ,-.ll, ~'f 
ie. ·AiJvt.,OU, ...... t"°h.t.-•·* 

1~t1.l1,J.,',.;Je,,,_:,/t'IA.) 
.-, ........... q ............................... . 

z1--/ 

·+·········•·--

De vierkante haken betekenen: de som nemen van de kwadraten van 

de desbetreffende grootheid verminderd met zjj:1. gemiddelde, b,vo 

·,•-- (_ k-i) J, 
·D 

waarin 7- de som van alle waarnemingen voorstel t; 
/) d.11./ IV, -r lc(l, __ J. f<( .;,, -- I l . 

De termen aangegeven met het teken t vindt men door optellen 
of aftrekken, 

De tellers van de toetsingsgrootheden voor de toetsen 

/1: 11-~•:::-() (,t'.:::·/2-· ., u) en 1--!{ : f :::o (;-·: }_; · • ·, {.) , vinden we 

in het schema met de aanduiding varieteiten (blokinvloed geeli

mineerd) en blokken (varieteitsinvloed geelimineerd), Door een 

eenvoudige berekening is na te gaan dat dit overeenkomt met wat 
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opp. 44 en p. 45 is afgeleid. 
Bepalen we de verwachtingen van de ver~chillende sommen 

van kwadraten uit dit schcmaJ dan v~nden we (zelfde volgorde 

als in het vorige schema): 

/ ,,.., . c~· ,> .. -

,· \ l, 
lt'z,z,..._/)v c... 

"\-I 
L 1'-:- ,(, 

,(;·······➔ 

wil zeggen dat we alleen sommeren over de producten ~/ /,, I 
"'1,,-, /. waarvan dE: varietei t ~- in het 1:..,lok ~/,- voorkomt. 

t ✓ ,., ti /1 
De berekeningen worden eenvoudiger als ,.,b= i,-., de term op de 

tweede regel van het schema wordt in dat geval namelijk gelijk 

aan nul. Om dit te kunnen bewiJzen leiden we eerst het volgen-

de lemma af: 
Lemma 7 .1, In een evenwichtig sch2ma met onvolledige blol-cken 1 

waarin het aantal vari~teiten geliJk is aan het aantal blokken 

komt in ieder tweetal blokken eenzelfde aantal gemeenschappelijke 

vari~teiten voor, Dit aantal is gelijk aan ~, het aantal malen 

dat twee vari~teiten samen in ~~n blok voorkomen. 
I 

Beschouw een willekeurig blok. Hierin komen k vari~teitcn 
I ' 

voor en dus /2 k[k-J paren vari~teiten. Deze paren komen in de 

andere blokken ieder nog 11-1 keren voor, De 2 .. 1.,-/ andere blok
ken nummeren we van /) ... ) l,c:,.-1, Stel cl.at van de k vari~tei ten

1 
I 

die in ons blok voorkomen er /I~ in het r;. .e blok voorkomen., dus 

½. 1\~ {1\~ -1) paren, Er geldt dus 

~.:-J l / 1 \ / / k \ ), '\ ;J l l 'I /. I 1 
(7.25) ½ <-- 111,'(/'1~-0--=-- :{ t::( -1j(_11-1)::= hl {1-/){f"-(J? 

e, :::cl 

/ ,11 k immers ·&, = 1,,iL en daar & k·= i lr is ook ~ = en bovendien ge ldt 
1-z ( k--1)""' ),, ( rv---1) , 

Iedere variEltei t komt in de andere blokken nog {i_ - /) keren 
dit geeft ons dus 

'r--J I 

( 7. 26) 7~ /\ =- l:(i-J = )\ (i.r--1) 
(,::::-( 

voorJ 



Uit (7.25) en (7.26) volgt 
'f-J 
-,.. / ' ~ ' 0 \ 

I ,. \ .... J .... I 
,:::._ I /\ ' - /I I {.) • 

t,_. •. ~ I_) 
h:::/ 

;~,/:::- I ! ' •) -~ / ! t ·1 ..(.. 

Maar 
i , ,1 , 11 , 

,:::... L ''l ~ l.J 
3 w2.nt 

i. .. ::.~· I 
\ 

gemiddel~e van de A•. 
{:.-J ' r ' , " /· 
/ / ,I , _)\ \- ,, 

D (___ I il 1 -- i i ··"=' 0 us . \.. .... •· J 

t,. ::-"' I 

---4 )\ > ---~ ,,\ 
,• I l,, ----• I \ 

.. · ' l ( ~ 

- ~-9 -

volgens (7.26) is A hut 

I 
I) ' • .. -' 

M.a.w. het door ans beschouwde blok heeft met elk der andere 

blokken ,,\ varH:Hei ten gemeen 
Uit een evenwichtig schema m2t --l onvolledige blokl-rnn en 

/ 
1~ varieteiten kunnen we een ander schema afleiden met b va-
rietei ten en 1.t blokken. door nl. de J.•e varietei t in het t-',:: 

✓ (/ 

". e ~ .. blok te plaatsen als in het oorspronkelijke schema de " var:i.e---

teit in het ;tblok voorkwam. Het nieuwe schema wordt alleen 
(' 

dan weer een evenwichtig schema indien in het eerste schema 

ieder tweetal blokken evenve~l vari~teiten gemeen heeft. Een 
I) 

voldoende voorwaarde hiervoor is volgens lemma 7.1 dus dat &~ P. 

Deze voorwaarde is ook nodig; men zie hiervoor b.v. K.M.MAJUM~ARJ 

On some theorems in combinatories relating to incomplete block 

designs, A.M.S. 23 (1953), p. 377-389. 
- l 

In het geval dat ✓-6..,,_- V--·, geldt 

(7.28) ) -7·- 2.. 
c,._...., .1' ::::;:: 

( v 

1 j l \ -}··- r··, 2. I /"' ,Z / ("' /\l) / I-., _L J\ '--·1 t.,--., 1 '-....'--·' r ..... 
.. / ,J-· (/ 

{i ii 

Immers in het linkerlid komen alle kwadraten van de bloktotalen 
]]. 
(I 

/ 1 

K keren voor en alle dubbele producten /\ keer., op grond van 
lemma 

' / ')'- ')) )\ 
2 

/ /_ :X) ")'"" ,,., 2 / I \ \ '"-'i - 1) ).. 1 ·P ,, 
A 1 ,_,:__ 1-..)

1
· i- ( l'C"---/1 l b, _::::: 1 tr-/1) / D' -t 1\ ,::1 ~ 

...... t' v·· - . -~- i,, v ~- ·-:- -,; vr 
i . ,./ o rl fl 

We wilden bewijzen dat de term op de tweede regel van ons reken
schema gelijk 

geldt 

/ 
werd aan nul indien 0~ ~- Dit is dus het geval 

indien 

(7.29) 
r 7-· -] I . 

··-· (, 

Het gemiddelde van T;, :Ls gelijk aan 
y- -r k I-;- IC: r" -~---- = '--1. 

v--· 'I--,., ,~ 
Dus 

f·r] , I • 
1-· (, . 

I 

k {ii -A.) k{t->0 (volgens 7.28) 



Immers 

' 
cl 

c?· 

I 

/ ___ ,~~ 
i ,! , , ' 
I ;f {t-·A i \, .,, 

--~- -·· ,. __ .., ~-·--· _., ~-- / 
.:,. ·c .. ',.,_\'J 
;-• I • (.... ;.,• , ,,/ 

). 
I '. 
,'. , , 

I l 1/-,j ..:::::: 

/ ! 1' ! / i )' ---··- l ,.4:----- / ' -~::.:· ---·- / --~- •···· / ; , 
J ~ -

·- ... -1 ,, 
( 

dus 

Hiermee is het gestelde dus bewszen. 

(daar ,f_,,. t.-

7""'1 
.,,··;, .2 
i~ •..• ·-· Ir:'·& (' 

i ? J 

-·- k ::..... ,t J 

'r' L- .::,- ~11' ,, i.> I"\ 

Een voorbeeld van toepassing van Latijnse vierkanten. 
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als 
,.l 
i? ~'.:N• ,;.. 

r- ~·1 L :1s,,- ___ , 
-·····{{--J'( 

Dit voarbeeld werd ontleend a2n TT.A.FISHER, The design of 

experiments, pg. 196 en verder. 

We denken ans het hele proefveld met dezelfde vari~teit 

bezaaid, terwijl de verschillende ·ra.l:1{en verschillend bemest 

warden. Als model kan nu weer (7.1) gebruikt warden, waarin nu 

~/..~·/k de apbrengst is van het vak in ciG l. e rij en de j e kolom 
t·· (f ; (' 

dat de~~ soort bemesting heeft ontvangen. Ter bepaling van de 

) 

gedachten onder:3tellen we ·hi=,(, ; ex· lcunnen dus 6 verschillende 

bemestingen vergeleken warden. Van deze soorten bemesting is 

verder gegeven dat zeals in het onderstaande schema uit verschil

lende doses phosphaat- en nitraat-verbindingen zijn samengesteld: 

1 dosis ! dos is phosphaat1 
I.. 

!ni tra2t i 0 1 
i 

i i 
f<; I 0 I /', 

;/ 

I ! 
I I ,., I 
I I 1 /:t. f, 
! j 
i I 

I 2 I /J /'/, 
I I ' 3 

Op grand hiervan beschrijft Fisher de toetsing van de volgende 

5 hypothese, welke sam~n met de hypothese p; = o voorstellen: 
I tr 

Ten einde de betekenis van deze hypothesen nader te analyseren, 

bekijken we in plaats van model (7.1) het volgende 
(D 

( 
/✓ ' l,/, ..t,.. r)"" ..J... /. ..,(, LJ f'.) 

1...1 ' , I ~--···•'"\,t,' 'I"' r/ I ·s r· /)i:: ,·rs+ + ) 
-• -:fr C.f S" T . ( 

(l V 
met 
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waarin sen --b resp. op de 5-i. nitraat dosis en de -cephosphaat 

dos is slaan, Daa~_ .. --t-c:: , ~/ en 
1
1.J dE ze lfde betekenis be zit ten 

als bij (7. 1) en 11
5

, /:is 1
' en f'?s·t samcn weer 5 onafhanl-celijl{e para

meters opleveren evenal:3 de /'-1/;, zullen de modellen ( 7, 1) en 

( 7. 1 1 ) volkomen aequi v::ilcnt zi jn en de ze lfde ui tdrukking ( 7. 3) 

voor ~1 oph,vercn, 
De parametor3 /'Jc ui. t ( 7 .1) z~i_jn bi j ( 7. 1' ) als vo lgt ver--

vangen: 

/! "· -t- / ..,t. ") ) /' r·· -··+ 1 1
'/ . / _, / - /"1/ I 

/-
;"\ _,,, /.- _,,.-, 
·;, ....... -.,, · r"h, +· ,)..J,, r"

1
L<, A 

~ ,,(... £,' {., I ,""\ (,/ 

_I'.! I ..... ~ '?-1.:,.? -;i-- ,;•'l) + .(} n / 
)/''''. " f"',<.. ' 

zodat de hypothesen 1), .•. ,5) overgaan in (na uitwerking met be

hulp van de bijvoorwaarden): 

1) )1 ~), .:::::; () 

2) 

3) ) 

5) /) /) ··- /) ri o :::.~ ('I I ..... ' 

Cgeen phosphaateffec t 11
) , 

Hypothesen 2) en 3) s amcm zeg;:;en: 1?z.5 .:-_;,a o ( geen II ni traateff ec t 11
), 

terwi j 1 de hypo the sen 4) en 5) s amen: /s-&:- -"'"' a opleveren ( geen 

interactie). 

Analoog met het op pg. 25 e.v. besprokene bij model (4.82i) 
. ' l h. d , ,, \ . l' 'k t ' t t ziJn oo <: ier e parame cers /1-.$. en/- t:- moei lJ e in erpre eren, 

indien de interact le parameters /1--t- :../4 o zijn, zodat toetsing van 

alleen hypothese 1) of 2) of 3) minder zinvol is. De hypothese 

dat de phosphaat doses bij geen der nitraatdoses een verschillend 

effect hebben luidt: f 

f; =,111/ g. /2 = /,00 t />:s == (/) t 

en blijkt bij uitwerking identiek te zijn met de hypothesen 1), 

4) en 5) s amen, dus: ft- .. -:: o 61 /Js i:: -:::::: o, 

Evenzo is de hypothese dat de nitraat-doses bij geen van 

beide phosphaatdoses ln ui twerking verschillen, dus 
1
q =--/72.. ·== /-)"J 

& fl/ =::: p'::i"' .. c:::= />6; is identiek met 2), 3), 4) en 5) s amen., dus met: 
('I'\ •·- () 'P /) I ,_.... >1 '·"'<; -· ,. ex t·'s 'C' ...... , •• 
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Hoofdstuk X 

Ontbrekende waarnemingen 
Het komt vaak voor· dat bv. in Latijns vierkant een of meer 

waarnemingen ontbreken tengevolge van een mislukking van het ex
periment, of dat in een ~ -voudige klassificatie de aantallen in 
de klassen niet gelijk zijn. Dit laatste kan o.a. een gevolg zijn 
van het feit dat we de factoren die de klassegrootte bepalen niet 
in de hand hebben. 

In al deze gevallen moeten we e_ en Y'z. -
Dat wil zeggen we moeten een kwadratische vorm 

Al 1f z 

¼ zien te vinden. 

(10.1) Q ~ ? v~ - ~_: ,~-~/Si J 
minimaliseren onder de bijvoorwaarden 

):_ 

( 10. 2) ;;;;.· Co/· /:fi = 0 > U= I). . >r:. <I: ? ~/ {c"'/)= "e-

Di t minimum is gelijk aan Q, indien ( 10. 2) de voorwaarden _ 
zijn onder de toegelaten hypothesen opgelegd aan de /-8":., terwijl 
het g is als (10,2) de voorwaarden zijn onder de nulhypothese" 

We zullen nu bewijzen: 
Stelling 10.1: Stel Sis het minimum 
de /S;. onder de· voorwaarden ( 10. 2) . 

van Q met betrekking tot 

Stel 

( 10. 3) 

Dan is 

j--1 L1 
(10.4) -

~00 ' 

indien 

'<-oo °'01 a.Ok 0 0 

0-; 0 0...11 a1k Cl/ c::.;I 

Li 0.k:_o a,k., a.kk C1/c • c..1-k 
0 C11 <21 k 0 a 

0 C 
7,,/ c.'1--k, 0 . 0 



en 6, de. minor is van 0...
00 

in l '1). 
0() 

Om Ste vinden moeten we 
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Q -;- ~ )I ;\~ C~, ~-

diff erentH~ren naar de .. dt: en de. Aw en in de gevonden ui tdruk-
-,:1 / ;f 

kingen /'.jt-' substitueren voor ;Bi :, waarna we de /,.g", en de /\1-1., kun-

nen oplossen uit de vergelijkingen gelijk gesteld aan nul. We 

vinden dan voor de eerste k vergelijkingen 

( ~\ i-- SA fi -

'"),.qj., l , .. I vi,, '-t,t..~ -

r,- ~'1i'q1 ~ 

2.. { - a,;, ,-. ,f ah A ) 

I\ 

We vermenigvuldigen de /; e. vergelijking met /? b en sommeren daar-
h ""5-:. I .., I 

na over r . Daar ~ <!.,,t,r.../, /-£I' =- O levert di t 

(10.7) -)l (4~P;Sf r& Ii~;,9/-i~/4 =:O 

We ontwikkelen S als volgt ( vgl. ( 10 .1)) 

(10.8) 5 = Cl.oo -.Z f. "'-o;,A, f- Jl Jj ah f~ /8~ 
(volgens 10.7) .= a&o - l.f c;:i,ei!,/2;, 

We krij~en nu de volg;mde-" k + 'Z.-1--/ vergelijkingen voor de 
onbekenden /o =-I, /If;) . - . )/k" , ) ... ' , . . . , j't,.: 

(5-~.)A -f .2t a0;/4 ==-0 _: ; 

I\ li ,1 z.;. ;/~ / I I) 
-a.of /,q"' r c; Cr.j,7 /qf i- u.- :z- C.u.,f -= 0 ✓ l_p= /.;- · ·) 'S> 

Ii C..e,._, 1 /'6~ ::=- 0 7 { u::::. 1.., . . . -' 'Z,) . 
,, 

Dit systeem heeft een niet triviale oplossing, immers /4= / 
2 

dus de determinant van het stelsel is gelijk aan nul. 
S -c:t.,a a.,0/ . 

-a/tJ a.II ' . 

--a.lo ai:_f Ci..,tlc (!/,t- c.'t-6 o. 
(3 C;; (yf 0 0 

0 <!.17,,-, c'"t../; c;:, . . 0 
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ofwel S Ll"a,- t6 = o, ,9.e..d. 

In sommige gevallen is het evenwel eenvoudiger om direct de 
kleinste kwadratenvergelijkingen op te lossen. Nemen we b.v. het 
geval van een tweevoudige klassificatie, waarin beide klassifi
caties uit 2 klassen bestaan, terwijl van iedere combinatie 4 
waarnemingen zijn gedaan. In een van de groepen ontbreekt een 
waarneming. We hebben dus het model: 

f! ':?;II 1.' :,;::-~ -f.- J,; f- j' f- Z:: 
(1) 

t.. -~.Z t,'. .:::: , ..... 6<- - J..,J - fJ + i;; , c:~ I; :i., :3; t.; J 

Z <c:ll 
1
_; .:::::- -;.,,.¼- t-Y-;<J -1--i;; .) e,.'-= /J 2-; 3 ~ 

('10 5) 

(: 

We hadden dus ditzelfde resultaat gevonden, wanneer we in plaats 
van de ontbrekende waarneming in de 3e groep het gemiddelde van 
de drie andere waarnemingen hadden gesubstitueerd. 

We Willen nu toetsen f .::::- CJ , dan berekenen we 

°ii,.,= ii ( er;_ +-~: i- o-:i .,.. er 2- \ -== 
F -11. . -1:J, 'Z-:J. /. ~a. ) 

- /4 (_ ~ +- ~ + -j f- ~J ~1-~ ft. fl er~ 

Dus volgens stelling 4,3 geldt 
C) CJ , ;.;., ,q., 
ct\ - 9::e><: = I 0 · 13 t .::::-


