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Hoofdstuk I

Qg'x¢-verdeling 2n de PF-verdeling.

Z
1. De :K -verdeling. Als Xs...5 Xy onderling onafhanke.irjk
en normaal verdeeld zijn met gemiddelde O en spreiding 1, dan
heeft de uitdrukking

2 .
Ko xie e e Xi
L , : . 2,
een ){ -verdeling. De verdellnvsdichtheld van ;{ is

fi}ﬁa %/—W) (X) .

Het getalﬁ/ wordt het aantal vrljheidsgraden genoemd Voer prote
waarden van /N is ZXQJ% (Z/V //2‘ evenals, /U/Z/V)// Ui
benadering normaal verdeeld met gemiddelde O‘én spréldlng 1.
Als Xf 7, vrijheidsgraden heeft en X heeft n, vrij-
heidsgraden, dan is :XZ 'Xz dus verdeeld als de som van
"+ v, normaal verdeelde onderling onafhankelijke variabelen.
Dus we hebben
2 2 2 .
Stelling 1.1: Als 'X, Xas RN 'X{ onafhankeli jk verdeeld zijn,

terwijl :Xz =4 ) een 7(-verde11ng heeft met =n,vrij-

heldsgraden dan heeft
S A A ko

een Xﬁ—verdellng met M= N+ n, e+ v vrijheldsgraden.

2. De F;verdellng Stel dat )C,een }( ~-verdeling bezit met
n,vrijheldsgraden en dat :Xz een X,—verdellng heeft met g,
vrijheidsgraden. Onderstel verder dat X, en jﬁybonderllng on-
afhankeli jk verdeeld zijn. Dan heeft de uitdrukking

/2
/C m!._).:l
= /}b--"
P
een /T-verdeling met ‘h, en n, vrijheidsgraden. Deze verdeling
speelt de belangrijkste rol in de variantie-analyse.

Hoofdstuk II

Matrices, kwadratische vormen en de meerdimensional normale ver-

deling.

. 1. Matrices en kwadratische vormen. Een matrix is een recht-
hoekig stelsel van co&fficiénten
C s Oy

',




2

Als de getallenM en v bekend zijn kunnen we zo'n matrix aan-
geven met { )

Beschouwen we cen stelsel lineaire vormen

(2 1) /ib = a‘alx, C g R » L= fy—mmmry e

dan noemen we de matrix Lﬁu4) de matrix van de linealre vornen
Lbln X;a-.-5 Xy Als nu de X weer linealre vormen in vy, cep Ve

zljn,
Ry o= 0/ Yot oot d;/s Vs
dan is '
" " <$~ S
e - e
L& Zj d‘? >:,v' = /; et Q“/ ,4-‘!' I/C //< ko=t <k \:YA
v /7
waarbi] jym [ (= 1 n
Q / ‘ - ’ ’
o s R e

Het ligt dus voor de hand om het product van twee matrices =zls
volgt te definié&ren:
o~
(“V)L/K)“ Z; ¢ Jé}
Het product 1s dus alleen geqeflnleerd als het aantal kolommen
van de eerste matrix gelijk is aan het aantal rijen van de twee-
de. Schrijven we
l, )
(L= | K= |
L., Xon

dan kunnen we (201) ook aldus schrijven:

\
& 4= Ldu LX)
De vermenigvuldiging van matrlces is associatief, d.w.z. als
78 o
/4, Ben € matrices zijn zo dat é'!"} A en {:3 C) gedefinieerd zijn,

dan geldt , ,
P {
| #Aa)c = A(BC)

De vermenigvuldiging is niet commutatief.
De determinant van een vierkante matTlXZL“/J-—~4 geven we &sn
met ‘aé‘{ of}qug Er geldt

{
| [AB|= |A]B]
De matriy
I G¢...0
o/...0 -[
\OO.../.ﬁ

noemt men de eenheidsmatrix. Voor iedere matrix A R waarvoor ,+J
en.]A gedelinieerd zijn geldt dan f4f=.fﬂz,ﬂ, Een vierkante

s A ] Al ; . -/ .
matrix A, WaafVOOP;gégqéC) bezit een inverse A , waarvoor geldt




. o - o —-/ p ‘:'
We gebruiken de notatie (&) o (o%)
. / L

Bij iedere matrix A bestaat een getransponeerde matrix 4 . dic
we verkrijgen door de rijen en kolommen te verwisselen. Het #
eénvoudig e verifiéren dat ey

i -/ g~ ;-"/ ~/ I_ "=

(43)'= BA, ¢y7=-874", A )= @)

We beschouwen kwadratische vormen

G = xAx
waarpbl j
X (&= fm=——y 2V
K= ': A: C/‘ﬁi/.) i/': ly ~ =~ =1 “
X’h, @C/.; R}['b’
Stel J
( b
X« Py P Z’é'” Frm ye |
A g ) / :
! ’ /én/"'ﬁn"" Yom
e ?
Dan is @: XA X = \/’ FA ’D}’/

dus de matrix vanCQ als kwadratische vorm 1n de y"s is’b AED

Een kwadratische vorm Q{ in X000 thordt positief (wemi)-
definiet genoemd als Q? groter dan (of gelijk aan) nul is voor
cy Xy

kwadratische vorm kan door een niet singuliere transformatic

alle refle waarden van X,,. . uitgezonderd &,..., 0, Tederc

(d.w.z. dat de determinant waarde van de transformatiematrix

%(Ji s) —_— n
/f._,é- o /?.; (.?;,;;j X/ s £ = /) e A2

worden omgezet in ,
< 7 A
Q=2 Cl; ,esn o
Het getal ¢ heet de rang van.é? en 1s onafhankelijk van de ge-
bruilkte transformatie.

Als Q}oositicf semidefiniet is zijn alle ®. > O . Dan kunnen we
dus stellen / Ve, Z en

7

NG 2
2 Ly
L=/

Lemma 2.1: De som van de rangen van een aantal kwadratische

vormen is niet kleiner dan de rang van hun som.

Stel b.v. dat Cg,de rang h, heeft en é@kde rang ", .
r"’)’\-/ Mg,

A A % s fV&
é&'ﬁ'@& WE%‘Zw 71{5} ﬁz




A . s . .
De Zi en de /[ kunnen alle onafhankelijk zijn, maar er kunnchn
ook lineairec relaties bestaan tussen sommige Z enz@Q; Met o

\

s

. Vs RN
hulp van deze relaties kunnen dan een aantal van de Lpoen Jur
Lon
worden gedlimineerd. De overblijvende noemen we A , Ay« 1
(7n's n,+=n, ) We vinden dus: ., '
@ . & - Z em; bf/ /1/4/
P //'

s 2 ,'/![/ a 2 a s o (3 Ty e
waarbij de /i onafhankelijke linealre vormen zijn in de X.. D¢
rang van Qz+»é21 is dus a’¢ a,+ n, , want volgens de hiervoor
genoemde elgenschap is QZ+ Qk,weer te schrijven als de som van
n! kwadraten.,

2. De meerdimensionale normale verdeling. Stel X,,-. .5 &n

zijn simultaan normaal verdeeld met gemiddelde O en covariant.ic.-

matrix hQJJ
De vefdcllngsdichthc1d is dan

, \ / - 4 x' ()X
Sl X =G ¢

waarblj

We passen een niet singuliev lineaire transformatie toe

2 Py i

De deteriiiaunt van JWCODI van deze transformatie is]ﬁ;[L:rP]
De absolute waarde van{?} geven we aan met {TPH . De verde-
lingsdichtheid van de Yy 's is dus:

Pl ATy

{ [}
aly R
PV AT A (7r)‘,:'z {(/7,”/2..

waarin (%Y%) = ?'C&*")‘)?

} {
Daar (sz i?%}?V s kunnen we de constante factor schrigven

[l / B S
Gn [l emYe P (o R T @) (o %

als

We zien dus dat de y"s ook simultaan normaal verdeeld ziJjn
met gemiddelde O en covaflantﬂematrixc = ;y*a%/)7y~f

7/

De matrix'P wordt orthogoncal genoemd als




Als X,,.-.» X, onderling onafhankelijk en normaal verdeeld z.ia
met spreiding < , dan is Jgy Cf a’ { éi? =o0als c#/  en=
als é:ff ). Stel dat dit het geval 1s en dat P orthogonaa- e
Dus ﬁ/
-] 1
: b
o* .0
octo. .o / /<f 0. ..0Q &
P P= PP =
N &
(O I lo o...q*% o o0...9;
\
A...O

want een scalalire matrix

Q.

iedere ancere matrix.
hebben:
Als

Dus we

» X

Lemma 2.2 X,

.0

mogen we commuteren met

A

normaal verdeeld zijn met gemid-

delde 0 en
matrlx is,
gemlddelde

dan zijin }ir
0 en sprelding o

ST«
"h_

al
N

Lemma 2. 5:

(2.22)

ey,

waarbij g> ﬂx' een kwadratische vorm is in X,,.. .,

soreiding cj.&g x;=73/, waarbij P een orthogonale
..,;4» oog 0.0. normaal verdeeld met

S

P e Qe r G0

X,, van de

rang m, . Dan bestaat er een orthogonale transfermatie
it
y ! Lo, v .
(2.24) K= e pok Xk, o=
* K=t
gzodat
M,k Ry
B \——-..,...‘.« l
; / .
(2.25) di;= Lo ka , L=f., S
ke mewhg, i
dan en slechts dan als
P, M, me s oW = N
; 2

Bewil js:

Stel dat er een orthogonale transformatie bestaat die

aan bovengenocemde elsen voldoet. Dan is de rang van het rech-

s /e : .
terlid van&ﬁuzﬁdus TR IR Sl 4 . De rang van het linkei-
1id is '}’13 dus o= 4"‘.’/'1" M n o o g 7’\.-5-

Stel nu dat av,+. .. +»ng= N . De rang van.é},is h, . Er

besteat dus een transformatie
328
(2.28) Lo o= 7
k::l

zodat




? /
Q- Z 4
We kunnen ook zeggen: de transiormatie Qﬁ &) heeft . rijen,
waarvan er N, gekwadrateerd en opgesteld Q} geven; we nummerin
zo dat dit de eerste n, ziin; de overige doen er voor'g? niev
toe.
Dit kunnen we doen voor alle gz. Er bestaat dus een translicim<-
tie(ﬁ 28)wa”blg/ /.oy, zodat

2

;Z é? ‘“.QZTIK waarbij
/h/':l---f'hé

g A
Lz By B, Al /

e
De L~"s zijn lineair onafhankeliljk, want anders zou de”rang
van het rechterlid <:§;7L zijn en de rang is n en M= 2 g
Dus P= wé A) is een niet singuliere matrix en heeft dus een
inverse 'P"

-1
CL: ?X , X o= "P Z__
T v -/t -/ 3 p !
Q.—. X,_[X_.___ Z_,;D I/PD L = ZL/:: Z.IA
Dus i _ _ o
LT o PP
Dus ?) is orthogonaal en dus # eveneens.

Stelling 2.4: Stel X,,..., X, z2Jn onderling onafhankelijk en

——

normaal verdeeld met gemiddelde O en spreiding 1.

Is nu
"
.E‘ —')Si’-: Q +...+QS?
Py -

waarbij é) (¢=4--. 5 ) een kwadratische vorm in X,,. .., Xu
is met rang m,, dan zijn de é}; onderling onafhankelijk ver-
deeld en Ql;heeft de 'XT-verdellng met s, vrijheidsgraden dan

en slechts dan als ZZ e = N
ex=/

(Stelling van COCHRAN)

Bewijs: De noodzekelijkheld van de voorwaarde volgt uit stel-
ling 1.1, het voldoende zijn uit lemma 2.3 en lemma 2.2.

Gevolgtrekking uit stelling 2.1:

Als X,,. .., X, normaal en onderling onafhankelljk verdeeld ziin
met gemiddelde O en spreiding O en als QQC (e=4. .5 ) kwe
dratische vermen zijn in X, . .., X%met rang h,; en

gQ,'+~- : C} - f




R YA
dan heeft —p—=t dulf—vev*ﬂllng met %, en &, vrijheldsgraden
‘77»5,"4),*,; f

. dan en slechts dan als ;E‘%w‘: &
.ﬂ
(SR

v & &~ .
(Volgt uit definitie van de /~ -verdeling)

Hoofdstuk IIT

Variantieanalyse in het geval van eeh enkelvoudige classifics-
tie.

e ]

/
Ste1.£§,,...,}§5213n cnderling onafhankeli jk en normaal verdecld

met gemeenschappelijke variantie < en gemiddelde ,é¢,,. .- Moo
We willen toetsen de hypothese dat 4 = . . c= Mo Stel dat cen
aselecte steekproef ter grootte x  is getrokken uit (- De waare
genomen waarden noemen we X;,, . . . ., XLn‘
- XKeptoo =X ome K¢ s
We stellen X, 5 22147 £7¢ en K= =4 waaruij
s n
gi_
= L
o=/
Als toetsingsgrootheid neemt men 2
6.10) fo s Erelecd
310 L = S =7 Z‘ SN X.z'
. < L..z/ ~ D¢
c‘.',/

b <l }%u/%¢u
waarbi ] AU e =
Om dit te kunnen bewiljzen moeten we de volgende elgenschap ge-
bruiken: Als we T getallen &), ..., &t hebben en K= ks ',;:_'_}“Gﬁ
dan is:
Z xF=2 («; ~<Q ol ®

Door deze eigenschap twee keer toe te passen kunnen we ook L¢-
wijzen dat

2 (Xb}' ”/"QZ" 2 (Xc/' ~ X;:)zvt- D my (xp=x)t WX p )
g - 3 ) k
ég/'* C%%L“* C;}g

Daar er tussen de 1 lineaire vormenvli- X%# XL) S lineair
onafhankelljke relaties bestaan is de rang van / < h~S . De
rang van ég is evenzo £ -/ en de rang van épgzz/ . Maar

,41 g,hbs 4,% / > dus volgens lemma 2.1 is de rang van é2
&.% S} en van Ly C -3 Als i, = - 'ﬁ_./ﬁ‘isl—y’«(, dan zijn@'g{;ﬁ/‘i&)
onderling onafhankelljk en normaal verdeeld met gemiddelde O en

spreiding Gro




Uit de gevolgtrekking uilt stelling 2.1 volgt dan, dot .
(? ?O) fracfr—erd671né heeft met (S-4) ch”«S)'vrlghechgxb\bﬂ
Als we willen toetsen of,AQ'cﬁigﬁ dan is onze toetving. -

Ed 3

grootheid:

X, f= 5T o -
9) | /e M z% Q
Deze£€~heeft de /[lverching met 1 en (r-S) vrijheidsgraden

Dit zien we als volgt:

> Lel? b 2 my (xgo k) D Ve
: Lx%“;—" = YT T L LA J Py BT

4 24

/ Syl i AV i
f Lhd')‘-’ hdl’vtx-—-bg = LA*I.IL’C_,} P

/}1 I\/L i ‘%_/' ;\
waarin Xl ¢ MY
et hy
é
De rang van
e tqiaad I 1
v ~ £ \ < feo \
cf..>.,,__ h{LX{» Gy %"hﬂﬁ',} (X=X s = Q-4
£ . ) ‘
£ =4 he Ay VN Y V2 . .
en de rang van —oFf (,A¢'~' Lo is 1. Dus volgens de gevolig-
Lty g~
‘ Lo £
trekking uit 2.1 heeft & dezcnverdeling met 1 en - <) vrijneids-

graden. :

Voor het geval dat S = 2 komt dit overeen met de toctis
van STUDENT voor het verschil tussen de gemiddelden van twee
normaal verdeeld grootheden met geliljke spreiding. De toetsing:s

grootheid ig dan

R
¢ = L — My R (Pt an b
- \2 -
VZ >"c,“ </\/' 2 L&zc.“_?gz) Tyt Ny

We zien dus dat als S=2, ~= .
Als we in(%, Cﬂ S=2 nemen krijgen we dezelfde uitdrukking na

enige herleidingen.




Hoofdstuk IV

o | :
A-Toctien en het toetsen var lineaire Py?OLhVSOﬂ
che grootheid X met wverdelivn.s-

L We. :achochn de sto ! X
dicbtthd [LX (3,,.w }ﬁ; : X wsz oni sen stochastische veelor

zijn, dit verandert niletz awn het navoligende betoog. e

terruimte ut cotrdinaten é;,...,(oﬁ ziullen we aangeven net
AT : Pt

mfl Ieueru¢ﬁf kunnen we dus vocratellen doer sen punt a4, D

grond van ecn steekproef ¥X,,...,X, willen we toetsen de ny o

=

!
these ?40 . die inhoudt dat 4
(W), ecn deelruimte vanlrln

De aanncmelijkheidsfunctiae van

& VGTdellnnglChtheld behoort to:

de: steekproef is per defir .-

tie
T
/ TSN AN i
L. = /7 75 L.-M;""zw-'v@k>
& A
/ . ( Z '/.) \ .
Het maximum van 4. over AL zullen we azngeven met ( ;L
N 2 A, -
(D heeft /. het maximum C (&) Ais toetsingsgrootheld nemen we
4 &85
nu , "
)\ _é_ ({_,AJ/)
- L /_Q./

Als critieke Zunb kileczen we )\<4AD, waarbl] Aw,zo gekozen is
dat ;>£5\’ ”Ol H@J &, alsg « de onbetrouwbaarheidsdrempel 1is.

Als k de dimensie van_fl.en . die van ¢+ is, dan is voor grote

]
steekproeven — 2 b A bij fering }fz-vcrdeeld met k—T‘ VIl

heidsgraden, indien Ho'waar is.

In de variantieanalyse nemen we 218 toetsingsgrootheld een
monotone functie van A waarvar Qe exacte verdeling bekend is.

Beschouw een aantzl stochastische grootheden />"‘>;ﬁv . We
maken de voligende onderstellingen:

De ;ﬁx,zijn normaal en onderling. onafhankeli jk verdzecld

met gelijke soreiding. ‘

2) Stel é?)@ =p, de g}{{ zijn lineaire functies van ﬁ Lara-
meters ,,...,/ép s AN

(%.6) M= G fpr | (x=bo b
en de rang van C}%«).:

Door de /@L uit (4.6) te elimineren zien we dat onderstelling
2) overeenkomt met:

(4.67) g Cow Hr=© ($= 1 =- s Wp)
vong (L )= Aup

De hypothese die we willen toetsen 1is dat bovendien

< , )
(4.7) 2- /Q-/ /{/:0 s L




b 5
£, zoals we zien door de /? t (4.9
&
(4.7) s 7 2L o 1
A . e,
= Tk ¢
terwijl de
[/ 2,0 ]
"1 N
(4.8) rang van f' ?
‘ i (S
/ ”;‘S 5! - ¥4
r‘(:,/ ‘ﬁ‘/ IV
2 / 2 SN J
\

De simultane verdelingsdichtheid van)ﬁ).

/
N

L
!

£

- - /2' A«tc’"zn/;&

Als we voor dc'/ v het rechterlid var

vergelljkingen nul stellen,

> é'/é voor &,, . ..

schattingen 4QJ---

In de ﬁr vergelijkingen wasrin dc¢ @).

? jzb'oc

Stel

& =

niet voor.

/ . s i
n L differentisren nsar ¢ “or naar B,,..
Gan kKunnen we de maximum like

)/Qf) cn 57& voor (7—-2 opnlosgen.

(&.7) cnafhahkeligk zijn.
Y en (4.7) te elimineren

i

A
i

»5)

’ 2
C‘,M“ /MGL)
w...a:.l-...._. ‘

P

. O

) substitucren en

(4

A R
© Bp en de verwrcien

lihood

. éévoorkomen, komt ¢ *

4 :

&

é) is dus het minimum van @2 \Nﬁ ,./“JM%Q>OndeP de voOorwuuy -
den (4.6).
/ =
.a.é:. o - ~4.. o /'\' > J— (/C \2
PPt ior T oon 4 L
Dus
/\/’/ ..u/., Q
— i AN J Ll 9]
28" () !
'/\2. A
St = W &x
Dus
N ’
R A e
[ (A2 [ ) e
~ T Gy /

Analoog vinden we dat




w 41 .

/[ (&) —é;%m )A//Z PG

waarin C;)Lhet minimum is van QQ onder de voorwaarde (4.6) en
(4.7). Dus

. \ N/
( 2
(%.14) )\ = (“g‘?f ) '
En

Als toetsingsgrootheid gebruiken wi]

2 N /
(4.15) F_ N=p Oy - B«
— g D
S u
gen monotone functie van.A . We verwerpen de hypothese (4.7)
als F=2F , wearbi]

PLfE Fo I\C‘/,?)]:-.aé

We zullen bewljzen dat het quoti&nt (4.15) de [ -verdelin:
bezit met S en -4 vrijheidsgraden.
Lemma 4.1. Stel
i
(4.16) ;2_ Ctif My o= 0 i (fdsfg...,»é)
e A

zijn./é lineair onafhankelijke linealre betrekkingen tussen

Aty oy Dan bestaat er cen systeem van betrekkingen
(4 17) /:”‘ ’&;//ééL =0 \, =7y 0, é.)

S 7
&

17 . I} “
zodat de eerste ¢ relaties van (4.16) aequivalent zijn met Ao

/
7

t de
cerste < van (4.17) (- < &) en zodanlg dat de rijen van (£.;)
orthogonaal zijn t.o.v. elkasr, d.w.z. ‘

4

y a
P Qt;' ’é’,l - (}(/k
f,!;::/ é f

Het bewljs is constructief en verloop zo dat eerst de eerste vi;
van (41?9 genormeerd wordt en dan de tweede rij van (-4U) wordt
bepaald als lineaire combinatie van de 1° ry van (éaJ) en de

o€ van (a;;), waarna we weer normeren. Zo gaan we door, zodat
b.v. de (4+)° rij van (4., ) wordt bepaald door een lineaire
combinatie van de eerste -£ rijen van ({%f) en de (£+/ )€ van
(a¢;) te normeren.

lfDoor- dit lemma toe te passen, kunnen we aannemen dat de

rijen van de matrix (4.8) orthogonaal en genormeerd zijn. Als

/b:PS_ vormen we ¢en aanvullende rij f%l}... )f zodat

w’




N
! . \
2 b 3 - AN
S Ay by =0 =g, M),
o= !
%:.4?.’;* é. N /'f * 5)
L gl /Z,f[d Tl = s Lf=h - —
ol =/
Dit kan; we hebben nl. A/jé+'5 vergelijkingen in N onbekenden.
Zc vullen we (4.8) asn tot een orthgonsle matrix

e
£, £,
2
gy‘é)/ ht/y';é)/v
(%.19) I
i Y .ZS'IV
¢ ¢
Lt /N
. /-
! ~““,:5—#‘,/ Ce s Yhes )
\ ra
Wi1j beschouwen nu de transformatie:
% "ﬁ" ) 1 .'l:, ‘_.. —
>/¢< :‘:Aj.“"él}é >fo< Ld,.._/) . . .7/1//5/.)
% g .l Y
¢ P M z ’,‘-" ey - S H
fN-prio= ‘(-{;.\/..n. "‘koc Yol L= G ’ /
£
/ "L Ly bos)
r\ bt s T L “ \//p(, = ? 2/ /
g». s \*.'2‘
De vergelijking (== o (V- stelt in de N -dimensionals

Euclidische ruimte met oo@rdinaten§4,f-. Vy een bol voor, dic

) i
door bovengenocemde orthogonale transformatie in een bol met
gelljke straal wordt omgezet. Daarbij wordt bovendien het middel-

punt meegetransformeerd, d.w.z. het nieuwe middelpunt heeft al:s
coBrdinaten
b ST / e
o {ngj, flovers 4'.‘.;._, L"é‘\': ,."{/(.(x{ L L{' = /) > ! “p-j
" o
. ¥ Ty, rot k
L c - S
e prk = = Mg My, Lkt o — 8]
X.. .
/C.nt. /A , “:) "‘:’_4" ‘é‘(, K 1 A
! ST WY, R/ s -
y i:’—«i.o'/-SM\, ol no - /) P8

We hebben dus




- 13 -
4 DAL g zfifv* w* Ve
o = - Lfur o) = L LY M
P - L
L~ ‘.1 ‘ v ) ) )
&7 15 het minimum van & onder de voorwaarden (4.6'), du:
it
&) 2y ¥
X T x A

i

de andere é termen kunnen we nl. nul maken door,éqi
. .

}/';4 .t L

nemen. Evenzo geldt:

Nep +-5
@y = T
Dus N=prs
Q.- DRV
. = 0. == /"'....;. >/<><
el = N~ /6 >~/

Volgens lemma 2.2 zijn de ;éf normaal en onafhankelijk ver
deeld en hun verwachting is, zoals gemakkelijk in te zien ig,

gelijk aan ,igf,
e . X/\- .f’ _/) N
, Volgens hoofdstuk I zijn EzzLen.ﬁ};~£xgdus, onder de nuiliyv~

nothese, onafhankell jk verdeeld volgens :Xé-verdelingen metfﬁ%ﬁ

resp. S vrijhetldsgraden.
Dus Voo VY 5
- V=p &y -k o4

fo = s @ ~

heeft de f:wverreling met S en /-4 vrijheldsgraden.

¢




4
We hebben duz nu bewezen
Stelling 4.1 . Stel dat Fqsee s Ty nOTIED al en onafhankeiiik

Jjn met dezelide J”Flaﬂt‘e an gemlddcxda
tel dat de A&ﬁx vold0°n zan de Oﬁufhaﬂkc**duL

deelde groothieden zl]
75?1,...,‘ALN, 3t

betrekkingen o
(4.25) %1:&:%@ =0 i=1,...,Np

Om de hypothese te toetsen dat dew/&g{voldoen aan relotiss
(4.26) 2Ty M= C i=1,.00,8 (8 =)

cnafhankelijk von de bebrekkingen (4.25) en van elkagr, vopmei
we het guotient

(%.27) g N0

9]
1o
™

oL
s .- . a2 , .
weorbid Q , het minimum is von 4 (y°< - _At, )" met betrekking

tot de _.-*t, onder de voorwnarden (4.25) en Q, het minimum var

dezelfde uitdrukking onder de voorwaarden (4. 25) en (4.26).

verwerpen de hypothese (4.26) als F 2 FO, waarbij
P[:F_ 2 F, & (4.25) (4.26) ] = € en & is een constante.

Dan geldt:

1) De beschreven toets is neguivalent met de A -toets voor de
hypothese (4.26)

2) Het quotient (4.27) heeft He P-verdeling met & en N-p vri -
heidsgradpn

'Y

3

Voorbeeld. We goon nu stel

-t
l.J

ng 4,1 toepassen op het in hoofd-
stuk IIT behondelde geval van de enkelvoudige klassificatie.
We hndden een <

en N(/é »7) verdeeld. We nomen een steekproef ter grootte nl

]
[
)

nl stochngtische grootheden Xgseeesdys 0.0,

S

uit Ki’ de wanrgenomen woarden waren KiqovvosXgy (i=1,...,8).

We kunnen dit als volgt conpnssen can de formulering van stelliing

4.4: de stochasﬁische grootheden x. . (i=1,,..,8;j= Tseveshy ) =

onderling onafhankeliik en ncormanl verdeeld, met gemeenschﬂppu—
1ijke spreldlng ¢ en gemlddelden 4t. ., De“ﬁ%ij voldoen 2an

ijs
Zn P

7048 = lineairlg:§ oncfhankelijke betrekkingen (onzloo

L 6" en 4,25):

41 A -
<1 =92 = 0
L4 s
v/ /‘2 - 13 O
2 s

4,n1 - 4n1= 0




o0

- In de vorm van(4;§)gestheven luidt de toegelaten hypothese:

/¥
<791 T
o _ /M
/a%nq =
F2A - A
e -
LA ° 2t
21] 2 = » 2
Ll
- 3 - A
an “ s
ET _ pes
- sSn S = A S,

De hypothese die we willen toetsen, luidt:

‘2. s .
A4 = 2 = 0
,&‘1. I,&'('/ — O .

=117 7 8,1
Dit zijn dus 8-1 lineair onafhankelijke betrekkingen.
In de tweede vorm:

/-&41 - /,/M/g = 0

T g T

Om Q, te vinden moeten we naar de/ﬁti's minimaliseren
Q=< (x,, -2

1,5 x
Stel dat m,; de hierult verkregen schatting is van/ﬁbi. Door

differentiatie naaruﬁﬁi vinden we dan:

Dy
e A X, . = 1N, = U,
e 1] i
n,
Dus: : 4 s
m = s Xe , =X
i ny 5o i i
Dus B e
- e - o
> 2 > ;> n.x.
Qup = < (xﬁj - x,)7 = Lo Xgij T A
9 r -— et < a )
1,J 1sd +

‘?ix(xij -Jét)g naar_&(..
:L’J /l -S--
De schatting m van &£ 1s dus a f;»xij = X
1sd
Dus g

Qp = :é:(xe

[}
- x )5 = 2 %2 .
r A . o o
1,4



e
)

kg“ A o 5T 5
o -
- = 1, Ko - < = L 1) o= X
U %x. i pr i DR ) ‘i(Xll }.-)

/ \
We vinden dus de toetsimgsgrootheid(B;10)terug:

[or—

2 n.(x, - x .)2

A= 1 11, .
.:E. = 3 1
- 'n-:S-—- 2
L (K y - X, )
i,3 7 )

Om te toetsen,fzi =fﬁ%J = ', vinden we Q,. door naar de

_ﬂﬁk's en ' te minimaliseren:

— n, N,
o —L .0 J o o
- xkl-/./%'k)“-a };M T e +§ (%.q »/(4’)
K.l Ll 1=1 ¥
k# 1,7
De schattingen my, van &, worden dus weer X, Door naar 4t ' te

differentieren, vinden we voor m' de schatting van « ';
4

n, -nn') + (n.x, - nm') = 0,
(nyx; = mm') + (ngx; - nm')
n,x + n.x
m! o= et L. JJ. .
n, +n,
|
Dus ﬁ§— 0y nJ
Q, = A= (% g = %, )2 L (xyq - m')2 +-§;.(xﬂl - m')2
k,1 : 1=1 1=1 9
k#i, J .
) ~r— 2 §>§~. i 2 (:-':Tle‘%— anj‘)
- - ET—— ? .L( - 1 1 ?
k,1 0 m Rk ny + oy
kfi, 3
Dus . 2
o o (nixﬂ tnaxy )
Q. - & = nN,X, + n,X et : =
r ol 11, Ja. e e
i 3
n.,n,
173 (. . A2
= e (X, o~ X, T,
ni-H’IJ 1. J e
We vinden dus opnieuw ¢z in hoofdstuk III verkregen toetsings-
grootheid: - - _ 2
= D-8 “inj £y, §j.)
F o= == e - .
1 n, Qo

We zullen nu enige stellingen afleiden, die ons in stast zZuller

gtellen de toet51np%gr0‘“he1ﬂ(ﬁ 2731n vele gevallen ecnvoudig “¢
berekenen., Stel
Y ... F bpgp“ .

Y is dus de sehatting von L6, onder de voorwaarde (4.6)

o T 2484y

b,],...,bp mninimaliseren de uiltdrukking

'\>~- Vs A/ /é )2
Lo (e ™ Bracm e = o )7
Dus moet gelden
(Ll' 36) 2 (ycx - b’]g’]\x '°°bpgpcx )gj;x =0 (ir—-’l,...’p)

Door de 1e V@PFGlJJV¢ﬂW van {(4.30) te verrenigvuldigen met b en
daarna over i te sommeren, vinden we

(#.32) 2 (. - Y. )Y, =0, of




Per definitie geldt:
....... \! 2‘ b >Lopmaind ‘Q"’"—" 'l
(4.33) ' = :> &l‘“ ) ) = @” e gﬁi \/
33) qu= £ (ks Lol = LV
Lo ¥ /
Stel \%; is de schatting van_<{{onder de voorwaarden (4.0) en
(4.7). Dan vinden we dus analoog aan het voorgaande:

f,,—“'-\ —— / % i w)_ .......... / 7‘/- s
£ Vi g P
(4 . 34) %’f"& o ii :\, Vg ™ \/ S o=l }1 »

o
Dus
N VERED VA &
sy O . o N2
" 22 e o ;;.-"”‘ f/cs( (;'( /OC

-5
& S 2L s
()-{L o 3\3) /,é - «éh ’eé;./ {,7[:6‘ (&= b+ aﬁ“)

[~
S

Als G, .. ,C4 s de maximum likelihood schattingen zijn van
/.

57""°Z§‘55 dan geldt

S ,IE L © 7
0(.- ""Lp ’ -7L‘ f
e aa .
Door nu de t~ vergeiijking van (4.30)
)
£ . 9 .
€19 Cf en te sommeren over ¥ en T krijgen we

ez e £ X

f‘{ \ A
5.38) 2 (=Y Yo =0 |
< s neen o s 5
DAV R
Bovendien geldt, analoog aan (4.32) & LYo Yl ) vz =
Dus
s f P g 4 ! ’
...l-? \\ .,-"/ v/ }‘: | !\ /: ..‘{C b [{'\: , \\/ % \‘ {/% 2 {,' Y.
loe Yad e W2 Y G T SVE I A% SR VS Yol "
of, ~ / = s AL ol - P /e ol ~
Dus
) Ty, Y P XL
A RN A L/ PR
( : ) Y Y | e ! - \ o
+.39) < Lol ™ el o ST ! Lo e (£
el ol R
Dus /’._,-;.\! {:_, ;-u‘. 'w-::.s-- A1 / \\ _;% \‘)2.:
{ . .‘.‘ ~ 0 P g e A A

We hebben dus gevonden dat

Dit resultaat is te :
Stelling 4.2. Stel ff;‘_,.)/is zijn een stelsel hypothesen be-
treffende de gemlddelden van de gtochastische variabelen y@ s
met éﬁy; =1, van de vorm

LA~ oL




A3

£
/_ﬂ/ i ' [ . {‘;‘g !
T GUALU U T UL @Yy 80
/ a ] o v
. Stz J
o F A
& \
Lo K= _ “S-é;w/ 7 *,) : T 3'?:, 2 :f."“ = 7

zodanlg dat de lineaire vormen in delé ‘s, die gelijk zijn gan
! v e N - 3wt P “3 ; - A
nul volgens fﬁ%» linealy onafhankelijk zijn. Stel \{;(1 18 a2
schatting van y. , onder de hypothese fﬁg; dan 1s
o [ e Ao e ——"

oo emng crevere Y L) e ol ’ 7 . ,-';Y?. ‘, ‘.'; ~
RN . T VL LA VAN ERAVECE
s £ ) i - { ’ ) P
R \f" ’ = Hoe ?‘;,J e \"‘, ’ f A \//:( - /7-..\. K
o / ol ol - F Bl /,‘. . e i Y S
- RN e
e e N IS LY
7 Y o f e /7
;“\,. T el Jolo A Ve \/G\C
We willen nu de vergelijkingen (4.50) gaan oplossen. Stel
S e 4 ST o .
Lo ";.' [ '“ o Ay . [N ¥ - ‘—:" Jel =ty
g ¢ ('.»J & vg,, b Py A
. . 1N
L S ey B .
Lemma 4.2, Stel Can by st 00 h e, U/K}is een ma-
o N \ o ! ff" o n\.: ¥ i —: / . 4 . A .
trix van de rang 5= /. Definieer ﬁ%?-:’(@ﬁ/}, Dan is de Wwrol -
o O R S A il 33 M s [/‘ ; e -

tische vorm 2. oy positief definiet.

iy g (f) r i
Bewijs:s ¥

(4.45) 29wy =0 e n o H)

- e s 0{1 ¢ 7
R .
Vo, 4 " . P
De rang van ~ ) 18 g . Dus (%.45) heeft alleen de triviale

oplossing X,= ¢ ( ¢=4. .., 4 ). Dus 1is 63 ositief definlet,
!

Als gevolg hiervan is de determinant {5Ldf/;50 . We kunnen

~ ') (:
(4.30) schrijven als
A
.'Q;w‘ e PN A s \\
. N ’ﬁ/' mw Ao, Ll A ')'.é.,}
= 4
L) 3 o (/ .
Of in matrix-notatie
T (-1'4 ;r"‘(./‘ ‘ \z
\ » b, 0 ;
Lao NSy A T ‘
AU R a ! H i —— . .
(Rgr){bi={a) , wasrin &0 )= | | {&i= | |
4 - ,f,j e
L“|,b . L",z; )




“o

/ A . . ; e
Daar {}%a{) volgens lemma 4.2 niet singuller is, hebben we
7 P
x,, 123 _," Posirer {.; £
of
-«{i‘. Lo 4 N,
7 > -2 o . / it ,/ »}
(4.48) e 2 AT E=h ol
e s £

2 L . . o

We zilen dat &, een llnsalre functie is yan de {4 Joe . Als Jdus de
v

)& normaal verdeeld zijn, dan zijn de *%4 ook simultaan normoal

verdeeld. Uit (4.48) 1is eenvoudig af te leiden dat

T £
re G e 2
S A

o
J# 2 =a v ¢ als ¢ de spreiding is van \, .

We geven nu eéé otelling zonder bewljs:

Stelling “.3. Stel ét' is het minimum van de kwadratische vorm

2 v, et Y, onder de voorwaarde

- /'Y(x' ‘:‘\‘J--"
s s

. PN ?ﬁ 5. i =/ A

(4 . 5/]} ey P /3{5 (;/; PV I /:?/(, { A o e N L
- L-=xt ¢ A=5+s ’
/‘}) /. Y
en ég het minimum onder de hypothese 5/”* 0 [zl S .
Stel éz Jt=g4.08) éﬁi [d = $%4...W§) zijn de maxlmun
likelihood schattingen van 4,,. “>f%ﬁ onder de voorwaarden (%.3>1)
n stel

oz 0\ ,
.M,.E.ya R (_’ S £ sl P y )
e L “ 4 ﬁ -
v/ f
Dan geldt
/“\. //“\ Y'—- A ,.jﬁ. .‘:"'
Qzﬂ;;’)‘ — 'l.,'jq..»‘; ,_\{‘ g 4’»—4 g 7 2e v'f
L T !,/) rl- ¢ ¢
)
Uit deze, stelling voligt: Stel dat de hypothese in stelling 4.}
is: A
ifram P s . £ - o o L \}
) 4
waarbij de rang van {wigéjssi
Stel verder )
oy ’e‘f“ {,..é o é’: . ..w"__;g:; ] = & L'%,'
,.L \\ 7_. 2 ) / ]
Dan geldt
é “\t ../‘m‘ (5»- (.T-L . o :(: {:’ , ,A(
t z — \(:\\' C\'{ Encand 5;/. (,1 :-
v
Bewijs: Daar de rang van <¢(¢j gelijk is aan.S , kunnen we

éwsﬁ rijen toevoegen zodat we een nlet 81ngu1iere matrix ébV?/

krlggen met /5 rijen en /5 kolommen De ;gf 21jn dan ook line-
aire functies van f@f o f% éVb §- ﬂﬂ_g— ,gj Door nu wtell:

.3. toe te passen op de ;@T"len we dat het gestelde waar ius.
Vaak komt het geval voor dat S=/ , dan geldt dux

N N LR i
(}‘/ /Z — (':'t";ﬁ&l Bcvg -..-./........i_
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Met behulp van de gevolgtrekking uit stelling 4.3 kunnen we op
zeer eenvoudige wijze het tweede gedeelte van het op p. 46 be-
handelde voorbeeld oplossen,

Stel /é ﬂ'::/‘(“a'. -.../_,Ku‘/_"
Dus
¥
A¥= x,;, ~ 7:5/ 5
/ / %6. * s
2 2 I il
Ohp = 7+ & " = ;g na:) I S
% . b / 4 A
s . %, 4 ¢
Ds.‘.v
i }L‘; h.’
OB il
¢
en
N I < T r &3 / \2
Q,b__ o = (R =Xy
Ay F RS 7

Als tweede voorheeld beschouwen we Je regressie-vergelijking
v

/
~ £ o
I\...- Z/ = 'g/ had ':(ﬂ; )c °

A , .
waarul,y we Vo wsarnesingen Y, . , ¥ doen voor de waarden
x,,. .,&van L. Minstens I Fwearden moeten verschillend zijn;

stel acat it % en “,zijn. De toe.eclaten hyvothese heeft dus

-

M"&‘Cd - '..'/.3’, e ‘-':';.z )ﬁ-

; ; e . . ,
We kunnen -t co¥ schrijven sl:z +~< linezlr onafhankelijke betrekw
<ingen tussen 7 g

L

/'.. " 3 3 ,""” . i » .‘/
~“¢'/ L r;‘ had ”&_‘,) 7‘:.."'"‘.2 “ 7?& -~ ’%‘,/‘; 7/:“'6 ‘;;70/ :' ‘@3-.:)"'" 0

o TN AP 49
We toetsen de hypothese f@lsuyﬂ of in de tweede vorm:{;&,:;du&“

-

X

Q; = Z _,/}, —- /f; - ‘(2 tz;,,‘ wrarin ’4 en &;_ de kleinste kwadre-

tenschattingen van ..é‘, en .,.él ziyn., We bepelen 5: en {; met behud:
van formule $4.48). IR ons geval is é}, =/ en 5‘./.20( =

* (4’(" ‘&*""’AC)
Dus ‘

<
Ty e Ay = e N :.:-:f?e
275 ¢ o T
2
‘221'“ ﬁ?i‘g%
4= 2 x= Ay
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Ly 2z ¥ 172 \Z
lafo | S0 e WD - Wi D (e )
o ) 5
22y 22
2
2
a” ...g' o4
fl \L
V2 e
/2 - %
a ™ R 2
RANY SR
/
22 ';7"" T
@ = o L, <)
4,
We vinden dus voor onze parameters: ff
~R:—<~ .
< &.*_ ?
/g " 22 l?f- i Ko xz, o 7(’& £
) = A &, A Ay o ¥ = T
u-z.. (_%OC- k“_(.-
’ 5" Ny
E ¥ 22 Nﬂ/zyf".‘zé‘%‘ Z&./Q'x ‘E »a‘“/'
é = A a,+a a,«= = il -
é.{'k,cw?.',”: Z (xv\."

Het is gemakwelljk te verifidren dnt

Dus
/ hY

2Tl
=,
bl \ < & sy Ve
e o~ G, NS T -
of ¢ [4 ¢ ] L] o . o

, / .
497 - Qgi met behulp van stelling (4 ) te bepalen, noeten we

g# berekenen. Zoals we op 7. 49 hebben afpeleld 1s

<,
* érz Ry Tt
Dus «

. . 2 . v oa
Q- Qu= 4 = ion- o)
y 04 b3 B - v
4 (=N

Dit is ook z2is volgt in te zien. Ow %@ te vinden, moeten we

sinimaliseren nzar A, P /z%Q_.ﬁg Y2, Dit geeft voor uc
‘ 5 “ ¢ it

i

schatting %f van 2, 4=\
Dus




.Y,

De gezochte toetsingsgroetheid is dus:

‘2' ey . o A’.
F Mz 4 2 (re-)
RS / e O ——— N

waarin

Soum moet o, worden benaald als het minimum van
hd

és’: ;:: t—;@ - j*' ;/oc ,é ‘:"md&l‘" vekere bijvoorwaarden O.v i,
A I 4 (/"'
aan de /é s
% ' :
(l],.ér’) <& v“"fi--/{:’, - ZL: = @ C'.t'«..*:/_,...>$—>
/‘:/ / ‘:/ ? kY
rang "/CJZ; J=353 </é

Door middel van (4.56) kunnen al de 5 worden voarggsf

als lineaire functies van é,,- : /éf > £+,, /é¢~s, waa"

de /é lineaire functies van én . ~,;€p zlijn. Stcl dat we wi.-
len toetsen de hypothese AFf= . . = &% = O . We kumun bé
schrijven als functie van //ﬁ -':.ééis , dus we kunnen sicle

ling (4.3) toenasscen oo de maximum llkelihoedschattingen
"{/: R 'é)tf v

Vaak is het eenvoudiger om de¢ methode van de mult: . lias-
toren van Lagrange toe te passen, Hierblj wordt Je ultdru-sins

(hoo) &= ) +AL s el L

1
gedifferentiecrd naar é,,- --,ﬁ%sen dan worden ult

D& )
{4 .67) Y o ey b)

DA
en (4.53) de b+S onbekenden f,,. .f,fgé en 4, , . .-s,ASQ.g«-
lost, De uldus verkregen waurden voor é ,...,'hﬁ alin jaior do
maximum livelihoodschattingen 44,. - ﬂ/ onder de devuermfaru

don (#.6F)
Stelliine .4: Stel

Neem aan dat

1) Fpa =t (st )
Als dit het geval is noemen we Aéé het algemeen gemiddelde.
2) gg‘.“ = o ()‘// (6.;—/1. .-JS:)
5
0 E Gen=t (K=l H)

L=/l {‘




3a
e

. ol \ 4 .
. Als we nu de eerste S relatics van (4.63) sommeren over < ca
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' Q:: 5 ‘/th. -~ ‘f ?t’a ;éé‘/)

E=1

wordt geminimeliseerd met betrekking toil

e,
4

.,é,_, s /é,b v ‘;f; T .-’éb' =0 2. tp #o

i .it_v_«:nige veperking opgelegd aan ﬁ,,...,/gs R /é} en als /i &
auiltiplicatolr van Lagrange is di¢ behoert blj
3

& £ A, dmngelat A =o
L : :

Sronag op worden gewezen dat noz een willekeurig aantal bores
<lngen mag zljn opgelegd aan /éSH o ey /_%5_; Uit 3) volgt.

CED A~ S S e voor ¢z en ¢,/ £ S
3 & 7”( .f/_a # W

went gan Ye o stallen f,?f—p( (‘L‘:-'/,- cy ?) is er cen gelljix atun -
en de andere zijn 0, AJs we de schatiingen voor /5,, Coe /é R
seven met /J) ces ‘é;dan vinden we Joor Q/te differ«.nti.érén Len
{@;...,fés “n ,éé de volgende verzelijkingep {rekeuning houlcn-
de met 3°)) '

Py pAD I ‘53 .7
Lk ea~t Z0h L A L o= T

f"\ ex/ ol S+ s
@ e e 0D - Z o~ 2 vy Lf T . ;o
Volgens vborwsarde 2) is Yo = & o, je Al

o
vit 2) volgt: 2 o = S I

Volgens 3) getot vergder .
. 75-
2 2, _J.-'x e = 5 ;;,(.5 ,

ésr &

dagrma de laalste relatie van (4.58) er van af irckken zien we

dat T 44

.
o é .
Rt S

2
Volgens het gegeven is ; .40, dus /\,:.-o

Stelling 4.55_'9;: Stel

Q= 2 O~ 2 g0t

Stel dat @ xhe’c ninimum is van Q onder de biljvoorwaaric

<
2 piso

L/




en ancere hisvoorwearden die alleen betrekking hebben og
/ﬂb . Noem de schattingen van /@, . ﬁ% onder Jdere

/Jcr,,..
voorwaarden -%7,.‘ Z Qggg é;> het minimum zijn onder ¢ viOii-
waarde /é = e ':=/és @ en alle andere voorwaarden.
Als q»» ~ &), een symmetrische functie is van 4., . .., 7
e¢n als de voorwaarden ven stelling 4.4 vervuld zijn dan pelid?
- Ny ) 3
(%.70) Qgt-u é?uf‘“ fEJ ;g; fi , waarin ?%5 = ot

Bewijs: Volgens stelling %.3 is Q? c{d_ gen kwadratisch
vorm in 4€,..v é;. Volgens het gegeven 1s het een symmetris i

e

. é o ~5 N -
vorm in -w%,...)gﬁen daar bovendlen . #-=0, geldt

(2.!“".,?1) é}z - é??o( = {.” ,( «Z /{ /‘L/ /€
" L,fz—/
Vanwege de symmetrle moeten de varianties van de 441 aile ge-
» & .
1ijk zljn. Volgens stellins 4.1 heeft &), — &, de ) F-veriu-
ling met (S$-/ ) vrijheidsgraden. Dus

PJM

J*

”’r

.
gL) / K i /\} } 2 s S, 4 ,:37 4 @
! - L. < ST / 1T
ol —ml = 0rdic K- k) S g
Dus .&/ 2 e
(j’ e~ K e
S
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en andere levoorwaarden, ‘die alleen betrekking hebben op:

/2(1”,,,_ ﬂ/‘ . Noem de schattlngen van'ﬁj,f ﬁs onder deze VvVOOIr-
_waarden £

AT 5;, . Laat Q het minimum zijn onder de voorwaarde
ﬂ,...__/s_’{ p€n alle andere voorwaarden.

Als Q.,_ @een symmetrische functie 1s van 4, C gs
geldt

(4.70) Q QN._ /Z 5;2 s waarin 02‘_.—:(.'0;“3.

(2

dan

Bewijs: We kunnen {; vervangen door-—-(ﬁ'+-~~ s-/J Volgens stel-
ling 4.3 is @L Q een kwadratische vorm in {,’3 .« Us., en dus

ook in g,',- cey fs . Volgef_ het gegeven 1s het een symmetrische
vorm en daar bovendien £ -€ = 0 , geldt

£, - 4542/ 2 A4 (-h) 2 4

# S'*/
2(/4)7 /2+ [[’-'é)‘f:/ /
cFEL

Volgens stelling (4 3) geldt dus nu

(Q"/) ([HS ]L%kj

Dus voor (=i , S-1 e ;
7z 1 A f ;{ )
= el =TS . A .
= T A4 A, waarin M, =| (n rijen en kolom-
' //. .. 2| men)
A ,(* S 2
$—=/
A= k= sc¢

P
vy
Maar ook B.fé =C , want het voorgaande blijft gelden als we

niet '/ maar een willlekeurige l’/ (££ 5 ) uitdrukken in de
andere f 's en stelling 4.3 toepassen.

Dus @Az” Qod = ({——é) &:__2,— «'é:j:: LZ; ’g
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We behandelen nu het voorbeeld van de tweevoudige classifi.
catie. Stel b.v, dat ¢S varkens van 7 verschillende rassen ¢
verschillende di&ten krijgen toegediend, zodanig dat juist één
varken van het (° ras (c=dne ot ) het “dieet krijgt g/:/w'vd ).
We willen zowel de verschillen tussen de rassen als tussen de
digten onderzoeken. X,,is de gewichtstoename van het varken van
het ¢° ras dat het /¢ dieet krijgt.

We onderstellen nu dat de gewichtstoename wordt veroorzaait
door twee factoren, ras en voedsel, die onafhankelijk van elkaar
werken. Verder onderstellen we dat de ga? normaal en onafhankeli
verdeeld zijn, alle met dezelfde spreiding. De toegelaten hywo-
these is de volgende:

c ST P .
(4.82) Kejm Mo+ Al + it b Sy = o L) = O
/ (/" 4 “ 0« /

Indien we de aanname, dat de beide factoren onafhankeli jk

van elkaar werken laten varen, rebru1ken we het model

S R,
(4 82') CCXL/ = L)+ AL, +_,,,,u F A (4,/<LJ = (Z_/,u.ﬁ/ rﬁt,— ey =

We hebben nu evenveel parameters (nl. (z-/)(s- /)+(%~/)+(5~/)+1:7S)
als stochaStische grootheden. Welke hypothese we dan ook willen
toetsen, de toetsingsgrootheid (%.27) wordt onbepaald. In

f= = ﬁéi“ , is nl. ¥4 =0 en g, =¢ . We kunnen &, nl. nul
maken door voor de schattingen van de parameters te nemen:

I =X ,
/,‘«’)’l:/; =1 }C"/ — ‘,‘c” \,f:/:_— /) Cee, 5) ,
A X, =X RS ,

/}'n% = ?C,;,w?c- - k’a”' S A )'/::'/ ‘ S)

In het algemeen als we A’SLochastlsche grootheden%pebben €
de 1, hangen vanw@’parameters af’, dan kunnen we de parameters zo
schatten uit A/verpellelngen met A/ onbekendenﬁ dat
Qk'_7négzéﬁj(ﬁ>g@lljk wordt aan nul.

In het model (4.82') levert de interpretatie van de parame-
tersﬁ/%;lenﬁxa/ moeilijkheden op. Stel we hebben een rechthoekig
veld, waarop een graansoort wordt verbouwd, die wordt bemest met
de meststoffen A, in hoeveelheden g /42, ..t/ en B in de hoeveel-
heden 0,4 %,...,5~/ ., Het is nu niet zo dat #¢;, de invloed is van
een bemesting ‘ met 4 zonder dat A wordt toegediend, zelfls
niet dat & (k5 24y)s 4; - g . Dit laatste geldt alleen, indien
Aty iy, OTWEl: :%b/%w,igz./&é% . Als_«,; =0 voor ledere ¢ en /.
dan wordt het oﬁpervlak Ex = - 4ty £, oeDOVED het A-& -vlak vastge-
legd door de randwaarden langs de 113nen A=0 en.B=o0 , Het ont-

staat door de lijn- H=o0 evenwl jdilg aan zichzelf te verplaatsen




langs de l1lijn B =0 of omgekeerd.
Als de//%i/#C7 zijn is het een wil-
lekeurig vlak, waarvan alle punten
bekend moeten zijn om het te kunnen
karakteriseren.
Om égxte vinden moeten we Q?;:
= zi.{xaupﬁhj;ﬁ%"TyMszinima“
lise?én met inachtneﬁiné van de
relatie (4.82).
Nu gelden de voorwaarden van stelling 4.4 zowel voor de <t
als voor dexxﬁjo We hoev§n dus geen rekening te houden met ée
Uﬁ;ﬁhg=o) %ﬁ%/zdo Dus de meest aannemelijke schat-

beperkingen
. ’ ¢ . .
tingendn, , ™ ; en Mmvan et , 4, en u zijn:
g ” - {:" -
;-
/)’)’l = ,2.? z";... 4‘}8&- /' = r}C| R
b)/ 6,*’
LT ,
,)")’1—0" e S i}--- }@L/ - oz {é’b e ?@' 5
1 4
M ;Z~/ 2 - M= X
y ¢ Y o

/
Dus de regressiewaarde >Q; is
) {4
>” = ?Cc R - <

4.8 s .
( 3) b{fl 6“'
We gaan nu stelling %.2 toepassen en beschouwen het stelsel
hypothesen
/// . -fdvz(‘lij ::'.‘ A{(/(l‘ *"'/{"I(/‘j' '/""'.,'M 3
1y ! ¢ 24 (:
(L}_ .84) /72 S /;7; '.'11,4/‘(,‘/-‘ = 0 {; L o= /) 3 "3> 5
I/ 7 3
175 7 & Moom0 (u=lnS)
“ , A (.;;/ % -

De bijbehowvende regressiewaarden zijn:

¢)
>/&/ = % ?c‘/- -,

Volgens stelling 4.2 geldt nu dus

-~ 2 i R 2
Lovp o= Ly g e w J s 2 (v -2 )
“/ / 94 7 4 ' ¢
(4
e >~ C’?é\/ -k ‘>'¢ + s 2t

‘;:'?’M ¢




] 4 2
= Lo A =D + o
Dus Qo(‘ Y C Ly AR / Z
¢
< _ 2,
e wr s D e e V= e i )~ 2?
= . o L/",L (/ ey — / [
&2;" ¢ I /

Om te toetsen (. =0 hebben we

/ « 9
B s,-.. '/"/ (//) \ , 7 f:"”“.) )"‘ _ \5~ ,}/ > 2
-g.)'z" é?o\’, o f“: C ;!ca; "‘li{,- ya S L [y - )
Py i
‘-

Onze toetsingsgrootheid is dus

ﬁ = ,
£ &sD s g 2y — RS
- . 5= - _—
(e-1) & 2('.’.;-2[ -5 ) 6l -t I P2 s %
b Y ¢ Xu, iy L
P, ¢ : ¢ 4
Als we i =0 é&.&t,:ﬁ)willen toetsen 1is
P / )
R #‘} S L‘g ’3“"‘ " 2
qu < }/ ) X, 4~ k. —-2%
'z' - ‘;é é)/l L / L)/ Loy 4 / fhy .
¢
B 2
E G-is-) o (2o * _@, -2, 2 )
- e ; ¢ -
Dus D3 = i 4 g
) Qe
Willen we bv. toetsen // ,ﬂ? :ﬂﬂgls dan passen we de gevolg-

trekking uit stelling 4,3 toe:

z{f A ot ,;}_7 2
Dus - - A ’f'g.‘
- ? 2
TE 0w ot =g
¥ x Yo TS
. . Nz
& e 5 '/ p \"{4
Dus &y - o = 5 (%, = )

Hoofdstuk V
Variantie-analyse bij een & -voudig classificatieschema.

In het laatste voorbeeld van het vorige hoofdstuk hadden wec
Z S grootheden Z,;,. De waarnemingen konden op twee manieren in
klassen worden gerangschikt en &bj wag de waarde die werd waarric-
nomen in de s klasse van de eerste en delgd klasse van de tweedc
classificatie. ‘

In dit hoofdstuk zal hiervan een generalisatie worden behan-
deld, nl. de ¢ ~voudige classificatie. Om practische redenen zal
% beperkt blijven tot hoogstens 4 of 5.

Als voorbeeld van een drievoudige classificatie beschouwen
we het volgende geval. Stel we hebben 2@ weerstations. Gedurende

Z}opeenvolgende Jjaren is door deze stations voor fz maanden de

gemliddelde regenval gemeten. Iedere waarneming is dan gekarakte-

riseerd door drie getallen, het nummer van het station, de maand
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en het jaar waarin de waarneming werd verricht. De waarnemingen
kunnen we dus aangeven met X, , . §%y=v,‘..,f, R P
g = /)--"f‘_g)q '

We willen bv. weten of de regenval verschil voor de verschil.-
lende plaatsen of in verschillende jaren. Dat er tussen de ver-
schillende maanden verschillen zijn is wel zeker. Daarnaast is het
ook van belang te weten of de combinatie van een bepaalde plaats
met een bepaalde maand invloed heeft op de regenval, of dat de
regenval ongewoon groot was in Juli van een bepaald jaar. Zo bvo-
schouwen we de gemiddelde regenval in een bepaald station in ecn
bepaalde maand en in een bepaald jaar als te zijn samengesteld
uit de effecten van station, maand en jaar even goed als uit het
effect van de "interacties" (interaction) van maand en jaar, maand
en station, jaar en station en ten slotte één effect tengevolge
van de intcractie van maand, Jjaar en station. Dus is

)
s i / ) N
] 9 e 4 =
é‘ _7__6@ Ag ay ,4.-""““(»/3‘% 35 Y An,s m*’u) 7‘“ (<535, 28 )
e . \
( 5 . ’l) ‘.,Lv.a“"‘."{lt(: (/J 3 3 Cﬂ«/ 5 J(g) TL""L (_ /',) s:l 3 \;L/ I Cﬂ,.zw) e

rd A 7 N s
- .{"t { /J ﬂa"if ) +’{",.~‘§.'--’f.-d' o ;; :7_3 ) ”"”5( { 3 5 t?t_g \‘) ‘7"—:."',"€f."(, N

waarbi]
>~ ? "t;\ o
o AL <y 35 L’177[)’.,'2_3‘«';"\»3>-::: b iR, 33 fi-'}w‘,dvtl)é’tg_):;
L-t/ - - R ¢ h
Ryt N
- NN R N RV )
e G enen “'.-'b" L ) ,g') 3 ) wt? 5 &\l 3 €A 3 i — P '.‘,.'Utw [ f 3 [,‘.21 J\ C‘%&, , {Q&' -
5{3 et 4“'?»& » 7 a
<3 S N ﬁvw i
— r 2 ; A k) . P ,,. »./ \ ) R ‘ .
— i.:« \ 'l . "} ] L,,.'L ) (,4‘&/ 3 “e&’g‘ Lo A ) wie O / B G'L"}l ) Josie &
M(’L - (4\;&' (/) & -
,// \ - o n / __‘/ /9 y ¢
e [‘/)‘{l": <y 33‘:.]" R A p =/, 2, 3 .
Ook hier zullen we weer in het model moeten opnemen:
- R - P , " ,
,‘-"“L, H,3, 4, dk’ﬂi.):m C"{'/"/J‘ o Ty ) Ry - m, Ty J Ry /L "5"3),

daar we anders geen hypothese kunnen toetsen.
In het algemeen stellen we bij een & -voudige variantie-ane-

lyse: o
~gte e
$ - ;>* (e Ly 4, 3 )
Laay, - -, Ay = — -y Sy
D V=0 4, /2 ) - /,¢ >
. atms %)
2e [
S ! L ’ . !
L Elppor oty @y, » oy ) =0 (-'::/’ , /(‘) '
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Met zif IMZ%;~-»Q; Ry oo Ay ) 2even we aan dat ge-
Lot

sommeerd wordt over alle combinatices ¢,..., ¢ gekozen uit -

Ao met &< e <y gy .

We hebben nu juist ?%,... 7y onafhankelljke parameters. Dit
is als volgt ﬁn te zilen: In deﬂmbza.~-,%; mn-'.>a@u) hebben we
éi~)¢@—¢) , _(> onafhankelijke parameters, in de

. g WA
Jmugw>-~,c¢) 6)‘“)ﬂkg) IUHNL) - ‘Cfud /) , enz., Er zijn
in totaal dus

'2'. ~ 4, /o 1 !
> F fa) o ) e (e
DZ:O /)"')z / L'

t...tzonafhankelijke parameters,(/M,ﬁq).”,gijaé,.».)axg>rmwmen we
een interactie van de orde «—/.
We berekenen nu eerst de schattingenrﬁnzg,...,%@;ﬂqy-A,ﬂ%>
R . A 3 ) -
van de 4t e by 5, - 5, ) onder de voorwaarden (5.3).
Deze berkening zullen we ultvoeren voor het geval 2=3 .

We definidren 27¢,,. .., g455g>)...)a;g> als
. Wj“
na Sy > L
““(QJ" " & $ % )“t.) o é Oﬂ@,.“fxm '

;éa,)...)4;>

Bij het berekenen van de . 's zullen we eerst dat deel bereke-
nen dat we krijgen door de multiplicatoren van Lagrenge nul te
stellen. Daarna verifi&ren we dat de schattingen voor de st 's
die we aldus verkrijgen voldoen aan de restricties van (5.3) en
dat ze bovendien de eenduidig bepaalde oplossing van het alge-

mene minimumprobleem vormen. Het minimaliseran van
' 3

O 7 [, I P [
V= e L aaa, T g, A ey

Gyaly A K= /)2,3

"Q“sm— [— / /
= L L. }C‘% ay o ay TAELAL 3R, 4, T, \> Tt (2335 Ay )“3)".,.- /3 4,0 3)
@ & 43 PR I o E .

LAA” I R

,“Lé /)m)jﬁmffy%)~ L&ji) ﬂm(gah)~¢{j

leidt tot de vergelijkingen:
N =

w(3a)= M (3;4;) + 1
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lo . o, y
&’LZ,dzz): M)Ay | e

7'(5{,/)‘ c?,,) = Mg/ 679)7"' %
e 2 aa Ve L Ve m b ) a4, )
3=y Fy A )= L-)';‘ﬂ/;”‘g/' Wl 6 jF Ml 2 )+

e Y
?[! /'35 ‘ﬂ’/,e‘ftgj..:: % / g U(;);(Xj) . r;fl//) 9/7!"/21{\,(‘6-)%3 ’/'M

(5.47)

0 i 72 9 m a4y VIR
&P’\,/j\"j 32@2)9?43) P %"V'\J 3) (/1'2)[/‘3“/ ‘;"/)’\r‘\/é,:)) ﬂ&)‘/"‘ P, 53;‘1}_}7"7’\'\/

3 ! p . o A ,

(1 2,350,,d4,,85 )= g 12,35 &, a5,43 ) (203550,

IRy Ay ) e (//3"‘) /a"’“z) k(150 w258, )
7"‘1V\/L3:')41-5)#~ M,

Hierin stelt o 2o,

) ’ b . N\ 3 .a i
by A Jutw)de gchatting voor wvan

RLTATRRE C s, e “’Lo&)
Lossen we hierultm's op, dan vinden we:

M s K
)= wlia )
(5.5") /

. » . 3 M P . /o ) ya
Ml ks F a’z;“‘"g):‘-’ /’a-'(.,"‘) 35 45,4, _)" b{")al)”‘%[ 35&25)7‘— e

/"]7'1’(/3233)’@/)“17“,7;)’:%'[/)213 ‘/?‘1.2)"‘11)'” 7L["‘J3 Azsh 5J"x 4H3 ‘4‘?7'3’5’”2,,;‘

~ (1,2 >a/)<".z. ) X7 ’%. /f~')<i{ Qi o XBsea,y Jz

In het algemene geval gelct:

(504) )z‘;’/a;,‘~-, a‘;\,)'ﬂcb;/)...,‘;1%4),~

en

Voor %2.=3 1s het eenvoudig na te gaan dat

e e
) Ve s 5
: Cem o - e 2 ' . - . \
I 0”"’5/) .2',3 )01;:,&\,2’):&3> foren ;—m... e L'-/J 02‘ )QL/DQC"&): <« ,”w(")@.):,: [
a, o/ Ly
le=42,3) (/_r/,z) (E=1,2,3)
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Vullen we deze ™ 's in in Q?s dan zien we dat Q215<9
daar de v 's voldoen aan de laatste vetrekking van (5.4'), of
voor het % -voudige geval aan die vergelijking van (5.4) waarin
o=% . Onder de restricties van (5.3) vormen de m 's uit (5.5)
dus de oplossing van het algemene minimumprobleem.

Uit (5.4) volgt

5[ , 7
L g ’ P
/ bt L vy v
(5.10) < b B, < 5[ .
s Ll L T A Lﬁm{igyn)%é}ﬁ%wﬂ%>
Bmo Lyl £y thoap 4 LR
/ oA s

Gaan we het rechterlid van (5.4) nl. kwadrateren en dan som-
meren, dan vallen alle dubbele producten weg en blijven alleen

de kwadraten, met als coéfficiénty die uit het rechterlid van
(5.10) over,
Voor o = ¢ krijgen we het speciale geval
TS T 7
Lo T [ R =
(2‘, a% L‘ (;l . (/Lﬂz,
o ...,2‘
R
— by —— Y el e A
=0 ) )'Z— I (.«& Qé:/ d@:{_ f-..
We vervangen nu in (5 ®© , door %’
e () 7) 4, s An, Xy, s Ry,
S
— X — ‘:‘.L:.)./\: A ,’/ o’ , )
- d/.: 2Py, p?:':o A , L o v (AL’ 3 )L?’/’v )
Dus:
?C/C/ /' 2 . @ . —
/ b] )r,":' 2 -
4 7 ST
2 e i ':S“% /, 4 A\
= (/// s ’/ b Vi b L MK //{ az as |
) J ) Y ' AL N A PR /,/
' ar?’ A 2/ . g / ‘
7B o g 6 /
: e g . . .
Stel nu I L‘é:»- 3 5y ;‘ké/3-~~)‘4g,)~=
.

= "}‘;?,4 g vt Y, ‘ /’ /e/ ,éj/ ) N
[ Loy 0"'&“) wL!/J Cy "/é{//'/ -:«[4 I o) g{ ) C/z,{/ S d,/eﬂ/l‘j

Dan zien we dat (5.4) bliift oelden als we X door Je’en

door m’ vervangen,
Maar de ™ werd juist ondubbelzinnig bepaald door (5.4),
Dus als we in (5.7) % vervangen door %/, moet # door # 'worden
!

vervangen. Uit (5 ) volgt dus




) T L em N
@ > R C/T / % ,:5"- ?% !‘(. ,e"’é ' [‘ . at. a,- )2 o
a = - a A a - j""' "'./V Cbpyr oo b e R =
(5 9) - tfl./ ‘2"11 - 100y B Y /}, )7. L)
5 £ A4
S Se hotey oy . FR
= £ Lo . AR 2!}%("&““,) Coé;ﬂ‘})...)al"‘ ‘j‘.-’f"‘Léuu'; ZG\{)'R/L'/;H.;K'«CL‘;{
ol=0 [, T TR ay A, ‘

Willen we nu é} minimaliseren onder de restricties van (5.3) en
bv. onder de hypothese /f[h3...,ak) :

el e, L A Ay o VOOT BLlE Ay Ay dan wordt

ﬂ," i .

v

éf./ L 7{ N 5~ S- ’, ) .}
T A s ; /o 7o 2 .
@7’ Py 7:’-: _& foreeme - L_%L LH' -y ‘f’é’) a?;]:«..,a?rbéﬁ‘-)”

L Lhg A, &,
/ k g i

Het minimum wordt nl. bereikt door in (5.9) als schatting voor

Pa) s ‘ PR - .
L S T NP AV Ryl NN IS

de el by b .. 4, ) te nemen
voor allefﬁt‘s die niet nul zijn volzens de hypothese, want

deze 7 's voldoen aan de restricties uit (5.3) zoals we lieten
zien.,

We zlen dus dat als zekerest 's volgens de hypothese gelijk
zijn aan nul, de schattingen véor de andere 4t 's degelfde blij-
van als in het geval dat alleen de restricties (5.3) gelden.

Indien een stelsel interactieswmﬁtf4}:-~-; €3y s - Ry )
ondersteld wordt gelijk te zljn aan nul voor iedere &,.-.-, &y
noemen we dit interacties van het type I. Andere interacties
At e, ¢¢5u%&)..,)aqgj zijn onbekend voor alle a.,..., @, ;
dit noemen we interacties van het type II.

Indien we hypotnese willen toetsen betreffende enkele
individuele waarden van zo'n stelsel interacties, dan zijn dit
interacties van het type III. )

Uit vergelijking (5.9) zlen we, dat we om ézfen agéte
vinden/ﬁidb}g-~-;ééj %43.--)5QQ):amoeten stellen voor inter-
acties van het type I en Hi?('g,...J Q45gd73,..,¢m¢k }_x

. L 2 PR g : ) ~
- pmwle,.-JLNJURI)‘__)MiN) voor interacties van het type II.




- 33

tyne III moeten we b.v.

Voor 1nteracties van net Cy:
2.”1 - - <-  [ w\,( A Vet f1re -1, \MIW
- - yn I M eV SR AN A
2 // )(/k) ) ;/"Jw’ 7 (::_,/,c,);;/a k)]
minimaliseren onder de voorwaarden
5" ,
L i ’"' R / -
ot V,.-’/Z"‘L' (. ,// B J'/ji(« b ‘w*lle' 5% ") ";;,/ / = 0 /-——{l) ) A.).
i V; f" [l P

s

en zekere andere voorwaarden opgelegd door onderstelling en

hypothese.

Stel b.v. we hebben een drievoudige classificatie en we

Y ﬂzg‘qu:é>voor elle &, , &y en A

onderstelleq/ﬁ¢6%3J3)
We willen de hypothese ftoetsen datpfbvé/gig /,{)~/A¢/42, Hha )

te v.nden stellen we alle

Om
el 2. P o 3
SAELl gy bt J 5 ‘”‘m) e LBy s bl S A e e Ay )
voor K= & (interacties van het type II). De interacties van cc
dus

tweede orde zijn van het type I,

Q) ~ 2 2 b (10,35 4, ay 43”,>j

Om é;;te vinden moeten we minimaliseren

Qe % 71 [t nessm) salnziane))”
5 il ia e S e
onder de voorwaarden &- ol 1) 25 Fafa )= o LA A Ay ) =0
) !
@ 44»(/)2 a”)/; sz mg;yz.)/,.z) A
Het 1s nu evenwel eenvoudiger om het gevolg uilt stelling

toe te passen op de lineaire vorm
. 0o o * A
/"K/)f"'g / /) ,’f"'/t'T"Z/J'i) /s 2)»
1
We moeten dan de variantie vinden van

A has h1D 2 hA) =

4.3,

[?a(/ 25 0 )=olrs =2l 250) w2 ]
[2ena502)= %l 1) - l253) r 2] -
/73(/),2,' / /) - ’7!1(//),2)* /, ;,:)

Deze is gelijk aan:

5\

+ R(250) ~ 2f25/).

~< 2 2 1
oA - 20 ST, e
;R l251) 20025 01) 2(251) " Rl h3050)

A +
wl(n2540) " mlnaina) " “riasn)




/ A, I A
- o ? e A B S 1 e F 7
o /3 ¢ o ?’43 7 'Z{/ 1_3 v # Z{‘, ; C
oL 2,
hae .. e 1-4,2' s
L/“ 71_3 a7 é/ i_s e
- '2 (/).,.z :;L . ; I, \_:: ‘\(:‘ o é‘[ ] ’
= ALY, 2%

+ _L[: I s, ‘2‘4/
Dus é%) Zogw ”"/M"j' /__%"(/J’“ /J/)"’ P 42 /J%)J

I G- b=t~ £ [ 5'425 b )=/ 025 h3) |
e ) I 5

& Sty :
£ 5?'51 4 Z?;VL/JQJ 359520, 0,

o
o~

Om het berekenen van de voorkomende sommen van kwadraten
te vergemakkelil jken kunnen we gebruik maken van de formule

- S, , -2
P — e e e S 7 . - e
e L'Z"t(" # P i % %*
) e 78"’ ol k'.::,;’*— "k’;“ '“)‘ L, 0 k
7 /..-‘-) PE P é, ! SR——— A
(5.11) = Lo ~ . & = 7T
=0 Ga- -tk & A T e
A ' )
[, . \
¥ A X _ b
/_j”'uyf/; 27 0 >°/'Z;l</3 "é’.”oﬁ)

B.v
> S L TR T [ VI
é? gl ﬁ@ Lmﬂéﬂla3)£h“&Jd3> = %; %Q Esilkﬁégjy)%ydz’ﬁxij

5 - r‘m - 2
vo— C_,/ Conen o (..._)5 { Q-J 3 2 L"/\R ) tﬁ)3 )w] J L ::_./ ﬁl i;..3 [x 6{13 ‘) o , )J

/ 2

Dit laatste is gemakkelijk te verifi&ren. Formule (5.11) bewijst
men met behulp van het principe van volledige inductie.
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Een belangrijk speciaal geval doet zlch voor wanneer we
bij een Z -voudige classificatie niet één, maar meerdere waar.
nemingen van iedere combinatie doen. Dit kunnen we opvatten als
een (%¢+/)~voudig schema, waarbij we aannemen dat de (t+/)e clae-
gificatie het gemiddelde niet beinvlocedt.

Dus - AA’(L'/Q D] ‘:"Ie(,')‘z";“‘/ )' ‘/Eg, ..y ‘:;‘%L"L\/, 3 %lef_/):dvoor alle
by Ky <A/ en alle A, .-, Ay, , . Volgens (5.9)
wordt é%idan ) w
) o Z bt 377
Q-2 Z, e Ll 2
3 Oé""(.’ /) //' o V./”}’m ‘C-'?L'/ (;’['\:;/,../ fl;\; 0?.274../ ~-j
/mf.nv /;,'7[!’/3 . ‘}/04 )“f/ 7"/)' C;;/'/J '-’a/;&&)“’fiqti’)‘)‘:u

(volgens 5.10)

2= ) [y Bk
= ¢, @ L;% Cloee oy bt ) &/7 -y Py
* ey £
,..Z. —:—lz’- Z; :é; - * '\T-— )" /I' 2
- L, - :,.., S b T £ D / / @ A -
Lt/ - . £, - Sl B W E R DS TR AL )“
ol=0 [ .50 ki [/,,é e},-/ ?/tv L ¢ [
(volgens 5.10)
o ;7* oo 12
. T A ;e Z VA A A, A >]
P [,‘ 3 J ) gy T /zy.//d
% g ey R ’ g
£ D) /o 4
(5.14) N ey 5{;" f‘;(, LB IR @J. »)a@l> =2
;-.:- T 2» / Q:'(_//J ") IZJ~/) ‘/{4‘] - ‘42171.,/‘)""/2///] L/(’]]J }AML)JAZ
A Ay, b

Deze formule is gemakkelijk te interpreteren. Daar de verdelin/
van %&%__“)tx%w/ onafhankeli jk 1s van /%%¢, staat hier een
schatting van de spreiding met ’é / R C> vrljheidsgrs-
den.

Dit is ook het aantal cat we volgensg onze theorie vinden.
Het aantal stochastische grootheden Mig nl. % . . .. %y, en
het aantal onafhankeli jko parametcrs/ﬁ aat overblijft na onze¢ »n-
derstelling is julst det ven cen*t-voudige classificatic en dus

z‘:,.. . z’:% . Dus /Vw--/b::: T:, co Ty éﬁ"'zn'—/ - ") :
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Een eenvoudig voorbeeld is het volzende: We hebben 2 ge-
neesmiddelen A en B, die ‘s morgens of '3 avonds kunnen worden
toegediend. De uiltwerking van een geneesmiddel kunnen we meten.
bn patiénten worden in 4 groepen van n verdeeld. We hebben den
het volgende schema:

{r,,...,h?w (A>
morgen
oo (2)
X!, X (A)
avond
! ! (B)

;Z“.. ~2%%r

Hierin stellen %,,.. ., X,, de ultwerkingen voor die het
geneesmiddel A heeft 's morgens toegediend aan één van de groe-
pen van n pati&nten enz. We kunnen dit onvatten als een twee-
voudige classificatie met n herhalingen. In de notatie van het
voorafgaande is dus & = A2 (A of B), @,=/ 2 (morgen of
avond) en %;= /4. .., , Het model is

/z ; (’@Em,,ax,ag = At (/).2)'@,%) Z;,a,[/)'a/) v:,..u(,z_; C‘.z) 7~;u 5
met als levoorwaﬂrden

Z/é(,[/z a,,a, )= Z—/(A/(/.z a,,a)

- Z Ml a,) = 2: }A,(Z'cft) o
. Py . LAy ey, J o 6(:'2 _ J 2 £

Volgens vergelijking (5.14) is

> [ 1
@“ :d‘/a‘ﬁzyﬁg L)Ca,,ab% B xléz} e aL)J b)
?CC/)Q)‘/,/);:/% Z’}gé = 55

L
v (h2;2,0)= ) ?%b :pi;?
elsz;ny)= % Tw - ¥
% (42;1,2)= AU =7

We vinden dus

% ?‘*/m) Tty s T 002 Z o5

I

QL heeft 202.(h~/) = U(n-1) vrijheidsgraden.

Stel’/c (1,2:1,1) =/-;,u(1,2;4,2) = (1,252,2) = - u(1,2;2,1) =4,
- / P
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it
i

L (131) = su(qe) = en
s (231) = -u(2;2) = ¢
In het volgende schema vinden we de verwachtingen van de

P
-~

gﬁlﬁa‘% . De derde classificatie heeft geen invloed en hoeven
b B
we daarom dus niet in aanmerking te nemen,

A ‘ B J

morgen a+b+ct/4 ~a-b+Ct
avond -atb~C+ a~b-ciu

We willen toetsen of de geneesmiddelen A en B gelijkwaar-
dlg zijn. Dan moeten zowel ‘s morgens als 's middags de ver-
wachtingen gelijk zijn. Dus moet gelden

aw 4y e 4 e 7 AL

~a £t b -C it = a- (6-¢rn

of
= 0 en ~~g.-_.~o

De hypothese ig dus

/7/2 : /z C@/&(, (/J 2, a, JCZ%).-.: ,.a.(/)'a):ovoor ledere 4, en @,

»

0 @) \?
QL~ QC = Z (>/0‘1>“1.sd3 a %/»“z’@):

A, Ay, 2,

, 2 ) 2
- fs Z [’)’Y\ (/)2 ; alxotz_') +%C//)CZ’/%7 :f\ga?zﬁ- [xé/)z;a’/\m?.)“ '}:Cizg'a.vj]:
19%2

@2,
Na enige herleiding vinden we
Q- Qoo sim [(z-7) v (2]
De toetsingsgrootheid is dus
F o 460 Anl (F-g) (7-7]
. ST G S5 i/z

Willen we toetsen 6§ : /4 85/4¢(4236@,4%)=q dan vinden
we met behulp van (5.9)

7 m — - <2
Q‘z" ro = //t/%[(.?c-;;)_.(;g/_?gj
/i wordt dus
L A\
£oowed S [ED-(m-7])]
/ S/.z ~ Spf + S—~3-7.+ S:;Z'
Nemen we in het model op: At (1;2;a,,a;) = 0, dan wordt de toe-

geiaten hypothese de nulhypothese van de vorige toets. De nieuwe
gzéwordt dus gelijk aan de g)tin het vorige geval. Dus
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- - 2 _ - o - bR
Qoé: .3/2-# 5‘,_14—53 + S',fv“- ’/L/ %[Qc~y>—(x/..é/!)]
We kunnen nu toetsen
%@ :1% gﬁu03%):0,
Uit’(5.9) volgt:

Q- Q= ity [rtrsap]= hym [(5-7)e (7 )]

dus

Fogtwdw o [Ege (2] ;,
= STH S5 e Sie Si et [Pz

Gaan we ten slotte weer uit van het oorspronkelijke model
en willen we toetsen fé.: A{Cg;zogxng;:o, dan vinden we voor
onze toetsingsgrootheld T

~ ¢/ (n-1) %M,[Cf‘g)+ﬁg:yd]

. / S% e S 53% # S

De laatste drie toetsen kunnen we ook vervangen door Student-
toetsen door de wortel ult de desbetreffende toetsingsgrootheid

te nemen.

Hoofdstuk VII
Latijnse vierkanten en evenwichtige schema's met onvolledige
blokken.

Stel dat we m tarwevari&teiten willen vergelijken met

betrekking tot hun gemiddelde opbrengst oD een bepaald type
grond. We hebben daartoe tot onze beschikking een rechthoekig
veld, verdeeld in m2 vakken. We spreken nu van een Latijns vier-
kant, indien iedere varidteit één keer in iedere riJ en één
keer in iedere kolom voorkomt. De opbrengst van het vak in de

1€ rij en de je kolom, dat de k° vari€teit bevat geven we aan
met‘;%/é . We onderstellen dat

gz‘*’;;fé =Ry fe P
Frum Ty Lppso

Deze onderstelling is b.v. steeds vervuld als de vrucht-
baarheid een lineaire functie is van de co8rdinaten. Verder wordt
ondersteld dat de ¥, ¢ onderling onalhenkelijk en normaal ver-
deeld zijn met dezelfde spreiding o .

(7.1)

Om é;& te vinden moeten we minimaliseren

e 2 v f o Al — v - ?
- ?/Z (j/?‘ bt Y fr = p)
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onder de bijvoorwaarden van (7.1). Volgens stelling 4.4 hoeven
we met deze bijvoorwaarden evenwel geen rekening te houden. Dit

levert als schattingen
/_//L‘b') )f/jj /SJ(_A en/g van'/zc,', " /54_ en /O op
£= ///‘ %
A
e -
A
;AT E
Bie =g

Daar we te maken hebben met een Latijns vierkant, komen in de

termen van 5%9 die 4ty bevatten alle ), en o4 Julst één keer
voor, zodat in de som de kolom- en varitteitseffecten wegvallen.

L

L

(7.2)

Dus
7 - , )2
(7.3) @ (/’/,4 . f/ Yoat28. )
@O‘ heeft 7wt~ [_3 (%—4)7‘—/_] ..—:M-ej’?fm“z::-(%-I)(’*ﬂ~2)vrijheidsgraden.

Door stelling 4.2 toe te passen op het stelsel hypothesen

/i : de onderstelling van (7.1),

/L/ /% &/,.(L[;::.@ LCL“-‘-“/;"‘)%)‘)

vinden we
G Hpt = G Gpnm it pp o map )
7L/}'m<.__(/ /)va-’}% c...(// />
C/fgm/)%—’fﬂ%
We vinden dezelfde ontbinding als we de hypothesen Aﬁ, A@

/ .
en /%{anders nummeren., Dus de hypothese /9; : /z Zi f%.:é> wordt
getoetst door

M3 2 £ 7" % £ - }%lé‘
Z}V/K”W[} *2%/+nf@}%3

Voor de berekening van de verschillende toetsingsgrootheden ge-

bruikt men vaak het volgende schema:




vrijheids«[ sommen van kwa-

- bo -

gem s. v, F
graden draten
rijen ANy Q/:% 2 %% @//m- @%ﬁfnl-z) "%""
. (=4
kolommen -~/ o -
e @m?%%- WH ey (B G
varig- P —m 4 ~W$u Cf
teiten /;,/ 373/% y (m=1) (mm-1) q,
w M~/ 5.
Gl [fr)om-2) @- & ézféz-s 2 s -
Yy / = - s
totaal | M~/ /@: L}Z;&M Qﬂp(/]
Als we b.v. willen toetsen At :MO-&MuCy'~ovoor iedere ¢ en

k dan tellen we de grootheden /_van de 1°

en de 2° rij van

het schema op en delen de som door 2. De grootheid die we dan

krijgen heeft onder de te toetsen hypothcse de/c ~verdeling met

2(m=1) en (m-i)fm-2) vrijheidsgraden.
De teller van de toetsingsgrootheid is nl. é27~§% zoals

eenvoudig is na te gaan en degze heeft!wﬁm~/) vrijheidsgraden.
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Worden 7 varigteiten uitgezaald op = verschillende velden,

die alle onderverdeeld zijn als een Latijns vierkant, dan heb-
ben we het volgende model'

2

A
%&/é *‘/"’{’a ;Z */ok- "'d‘f *’/M ("‘6/;’6"/3 SX4B)

Lty oy )
Z//&t[; /Z/( Z/D/cz ;DQ{-NO

De indextf geeft het Latijnse vierkant, ¢ de rij,gj de kolom en

&'de vari8teit aan. De schattingen voor de parame‘ers onder de
onderstellingen (7. 7) worden:

/‘;f’

o?z/ ; ;
R OLAan
o%%
W

Door stelling (4 2) toe te passen op het stelsel hypothesen

(7.7)

%/ : onderstelling (7.7).

//X //&,a‘~o (¢xfo oty L=ty n),

/'/3 //2& ? = O C/ .,%SZ:/_,..-,'C))
HL/.%& P Ozzéz-).-.)q’h)o
bia R

A/y =0 [j:/J,..,’E))

vinden we

Thie) = Qowm Z Lyt -5 S 4
e Tt Tl oy )

We verkrijgen weer dezelfde splitsing als we in plaats
van %/ s een ander stelsel nemen met b.v.

A/’ //cﬁf%zo De toetsingsgrootheild voor deze hypothese is dus

F. fm})(“rw.«'z-) e ;(ﬁ £ -4 )L
= m - )
Qu )
waarin we Q}Lvinden uit de bovenstaande splitsing van‘zrfz k)
Vaak kunnen we nog tegelijkertijd andere factoren toetsen,
die invloed hebben op de opbrengst, bijv. kunnen we M verschil-
lende meststoffen toedienen en wel zo dat het proefveld een La-
tijns vierkant vormt voor vari&teiten en meststoffen en dat ie-




- 4o -

dere combinatie van variteit met meststof Jjuist ééns voorkomt.
We zeggen dan dat de beide Latijnse vierkanten orthogonaal zijn.
Dit kunnen we peneraliseren tot het geval van ¢ factoren, waar-
bij ieder tweetal van de < betreffende Latijnse vierkanten or-
thogonaal is. |

De toetsingsgrootheden vinden we door een directe toepas-
sing van stelling 4.1, volgens een methodie dle geheel analoog
is aan die bij één Latijns vierkant. De ondersteling die we
hierbij moeten maken is, dat er geen interactie bestaat tussen
de factoren. '

Indien het aantal variéteiten groot is wordt het Latijns
vierkant zo proot dat'de onderstelling (7.1) niet meer zal zijn
vervuld. Hieraan wordt tegemoetgekomen door het gebruik van de
schema's met onvolledige blokken. Door kleine blokken te nemen
bereiken we, cat we kunnen aannemen, dat de vruchtbaarheld con-
stant is in zo'n blok.

We noemen een schema van * vari&teiten, verdeeld over A
blokken van A‘velden (plots), een evenwichtig schema met onvol
ledige blokken (balanced incomplete block design), indien het
aan de volgence voorwaarden voldoet:

1) Geen enkel blok bevat dezelfde variBteit meer dan één keer;

2) Iedere varittelt komt ¢ keer voor;

3) Iedere variBteit 7 komt met iledere andere varisteit ¢
A keer samen in één blok voor. /

Het totale aantal velden is gfq, maar ook ¢, dus
(7.12) AT
Iedere vari&teit 74 komt voor in % verschillende blokken. Ieder
van deze blokken bevat nog {9@~Q)andere variéteiten. Dus het
totale aantal keren, dat 1% met een andere vari&teit in een
blok voorkomt is # (75—0, Eveneens moet %;'met iedere der (v-/)
andere vari&teiten A in een blok voorkomen, dus

(7.13) wl(R=-)= A1),
Verder 1is nog bewezen, dat, als-%ﬁAﬁw*is, moet gelden:
(7.14) b=

Deze 3 voorwaarden zijn evenwel nog niet voldoende. Van het sche-
ma zx=w@==qs s = é=.7 ,,/\;:/ is b.v. bekend dat het onbestaan--
baar is. .

We onderstellen dat de verwachting van de opbrengst een 1li-
neaire functie is van vari&teit- en blokinvloed:

T L.f .
(7.8) oy m e brn 2te D A= 0,
;o ey, (%’.-:/ //
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Het minimaliseren van

Q- 7 lyy- w2,

leidt tot de vergelljkingen

{iﬁ ;f = zf,éi )
+ Z_} éj +/E/¢2,

(7.15) \4 T
734* ’

- A - goA

_.B' — ,V‘ 7~ E"g' ')L 'ﬁ o

A
Hierin’ stellen éc Jé en Z* de meest aannemeli jke schattingen

C

van 44, (f, en ’z» voor V is de som van de opbrengsten van dec¢ 4
variéteit, 2 is de som van de opbrengsfqﬂin het/ blok, Z)
betekent dat gesommeerd wordt over die blokken, die de ¢¢° vari-
eteit bevatten. <~ betekent dat we sommeren over de varié&tel-

T

ten, die voorkomen in het /€¢blok.
We stellen 7* EE)Z% en sommeren de derde vergelijking in
(7.15) over alle blokken die de & ‘¢varitteit bevatten; dit leve:.

(7.16) 7o fo-h) b, + £ 2)4:’/ v R

Iedere varidteit {¢ # 14 komt in de som nl. /\ keer voor en U
- A

zelf /A keer, terwijl . 5 = — ¥, . Door de tweede vergelijking
van ( .15) met igte V%rmenigvuldigen vinden we:
(7.47) B R S O M A 4 vy

We trekken nu (7.16) af van (7.17); dit geeft
(7.48) V=T, = fA-nsd)h,.

~ Volgens (7.12) en (7.13) is

At M) = o (E-1)+hs Afv-D)ed = A,

Dus- ,
//:: ﬂ%/
(7.19) j";: v [# %“TJ
= Qf ) Z‘“[/él/ 7') Y,

S
= A

We passen nu stelling (4.2) toe op het stelsel hypothesen

ﬁ%: 2;? = ‘U- * é{ * A
L / 2
Hy: # /K, W o (f=fo 1)
G
Dus vgaﬁ%*[z«'”//g;{)%f)p
V& _ L
cy k‘ Vo




Dus | | 2
;/ Q‘ ; ZJZ"ZL ‘Zp)i\?)i FZ—B/ )

(7.21) {) &)\ - /WA .
2 Q-2 () - 2tk 2]

/s Y ‘
C? gj is dus een symmetrische vorm in de U‘ Volgens stelling
4.5 ig dus

Q Qx- U—/Z , waarin C= -_U:.%e

b=t o

i b (LK) e 0\ = (7 )]

(/('-Q Vb en 7~ V zijn onafhankelijk, dus

-;é;.-_— ;\;/;, [(A-/)Q'z + 'z(,é_Q] - 7’%(;"): “’é(?*—d.

A% > A D3
Lt 2 >
Dus Q.L- Qx = = Av > 40 A Z U- en volgens (7.21)

voE(ve) T
(7.22) Qa{,:’ 5%,2 .(.2“»./.2 2:}; A2
De toetsingsgrootheid voor dgzhygothese A/ is dus
/c- R ZI/‘-4~?)+/ /\% Z
(ot 2/ '23; ’i-—”‘.‘.zﬁz;Z ’
vt g L (pem) TS

We hadden onze afleiding ook kunnen geven zonder stelling 4.5
te gebruiken. We hadden nl.

Q &, - Z(v-—wfw),,
@Z zi'. + F Z'L//ZW")]

./\V‘ A 2
Z by Er geldt nl.

2’[7é/é>:w )] AZ(Z? e oy T o

A
want alle U Komen % keer voor in Z(zé‘ 3’) en alle dubbele
producten Z" %  komen A keer voor, dus

/Z Z?w%’) = A (% 2@) ” é--“’\);ﬁ;: é_/\)&zzéuz.
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/ . ,
Willen we ftoetsen Hz : /% & é =0 [/:/,...) g) , Gan moe-
: £
ten we de schattingen van 2% ervx_/é onder /4'/! bepalen,
Deze zijn: a




- b6 .

Om de hypothese U = U te kunnen toetsen moeten we de vi
A A
riantie kennen van Qg-?- . Er geldt
2 — 2 R e 4
(7.23) U%,%-*J%:*v&: 2(%£
" a? J 4 / \/
Nu worden % en U; gegeven door (7.19) (“Lp © hebben geen
termen gemeen. ¥ 7? s zowel al L; /& hebben A termen
7

gemeen en -Z?en 7r A%termen Dus:

/ Ny
07 & = 2. kA =k N+ M) T = e T
)

Dus, daar Vﬁ:x' "3“51«0" (zie pab, hyy
(‘ v
- ‘/ 2 /Y"’ ZP"'/) - ) 2 -
s . e TV O R A é¢"2
Th = ars v+ A 7
¢

Met het gevolg uit stelling 4.3 vinden we dan voor de toetsingec-

grootheid: )
) . A A
== o l. R~ .
/ LR Q%

De doeltreffendheidsfactor (effic%enoy factor) van het schems

met betrekking tot de schatting 'ﬁzdefiniéren we als volgt. Stel
dat we het experiment uit konden vocren met volledige blokken

We hadden dan Z. blokken en ieder blok had ¥ velden. We vonden dan
een andere schatting i&'met variantie G?ff, De doeltreffend-

(2

heidsfactor € met betrekking tot i% is nu

dof  CE:
€=
.
&
Nu geldt
A ¢ et d L
/A VN ¥ S ¥ b U
¢ /& (;:f‘"' [ b - 14;‘, & /
/=12 V-l \ =/
2 / §
~ [ e + o o 2 - s -yl
Thr = ik?f“ vl}ﬂcc’““ v
Av
Dus = TF

We kunnen ook de doeltreffendheidsfactor bepalen met betrekking
tot de schatting van @t~~?g

In het schema met de volledige blokken hebben we:




pus R/ Y

- 4 7 _.

A en

s

i1
oy
<

We vinden dus in beide gevallen dezelfde factor.

Voor het berekenen van de toetsingsgrootheden gebruikt men

het volgende schema:

} V4 '; .;.S;’?",\vvw\ 1=t /‘5/14/7;(_0/ AL Y [
i L*&% i : o 7@ s i
) e L/aéé, g»mmﬂ L/ ) ! (2) <7 e cle. |
; [ 7 ¢ W] |

Ty '[{,T'?::_V\‘\ fm, / Ql ,{_)U/_/)

Rly b a2
(2 rndlon *o )é’xvvm;q f{"/"/ &

ZI(:’. ‘”A,ﬂ”l/t_,—(f‘u/v\/ 7‘1’\1% )
)

- ' ; e
VA e e, a /‘ 4)]

P . H ! - t
[ Elobiinvired o,
Eﬁ?e&éfmmmd@u’() ; )( /é W

-~
T ek f

De vierkante haken betekenen: de

.'ﬂwz» é } *59

.T 5@&»7

il M*vu:ﬁe-wf'm réred.

f o . ) ;(: )
; é?—dﬁ,‘ rmann @l A,
P )t

i ﬁ"‘b*l«wf/e,waw

»/V\.«&C"L 28. /é:ﬂr’vvvx‘)'
P Efg @M’&««/ LW/F‘

. o !
¢ , [ , ] CEEN [ Yy | G, s 4 f:
Jr-aa l ) 2;/ > g j SR a L §
1

som nemen van de kwadraten van

de desbetreffende groothcid verminderd met zih gemiddelde, b.v.

[% = 2 [B~ zz )

\/\//. ::::. L‘ ‘<) 1// =
[~

)7 (h-) @

"0
waarin qude som van alle waarnemingen voorstelt;

0.4 Ly_ T

2

De termen aangegeven met het teken T vindt men door optellen

of aftrekken,

De tellers van de toetsingsgrootheden voor de toetsen

//7:{ =0 CA.:/) N e»} en ,L/Z

G0 =t &)

s Vvinden we

in het schema met de aanduiding varisteiten (blokinvloed ge&li-

mineerd) en blokken (varisteitsinvloed geglimineerd),

Door een

eenvoudige berekening is na te gaan dat dit overeenkomt met wat
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op p. 44 en p. 45 is afgeleid.
Bepalen we de verwachtingen van de verdchillende sommen
van kwadraten uit dit schema, dan v.nden we (zelfde volgorde

als in het vorige scheme):

‘ O A \2 /\ 1~ -ns:** / -
g 2o -'}ji\ ST, A 0 ) / 4. .’.é.‘. T‘ 3/') oy - V oot . /Cp i" ‘
@-Du*+ A % b ARy Gt e {// (v~ %ﬁ-,\) 5 <,/_. Fy
7 / P [
/’3 . I"\;' \2 R, — e
1) o L AL b= T Z.[U/g LoD
/;/ A é - .‘?L.
RS 2 'Z'*\ """ ¢ -/ ? / . 3 // 2 7 3/ ’/\“‘:‘
(é——/)d‘ % A é Z-— (;/' # /{) A b, ZL‘Z‘7L 2 ‘(——- 2‘& :;’ lf . )(”"‘Zv— /., / 2‘* 0/ —/Ej z._‘ e ','//
A : e / 4
y /! I < X 4)0/ { . ~A . )‘z '\ / y,
(7‘*/)0”?' 7+ :,2;’" Lom ‘o -&(7%122.22,@ k ?f‘)f’ +,2‘;§’:2~
. A / ) ! y
7 s 7 ¢
Kz o 7’““"/]\ g = PSRN SR SR Ryl
(. ; & N
T A /oo e # !
%w—UVL*QC?%'%N - +122¢¥ R - = - - -
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’/’ wil zeggen dat we alleen sommeren over de producten
)/
v, 4, waarven de varigteit oy in het blok 15 voorkomt .

De berekeningen worden eenvoudlger als /L », de term op dec
tweede regel van het schema wordt in dat geval nameliljk geliljk
aan nul. Om dit te kunnen bewijzen lelden we eerst het volgen-
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o
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de lemma af:
Lemma 7.1. In een evenwichtilg scheama met onvolledige blokkern,

waarin het aantal varigteiten gelijk is aan het aantal blokken
komt in leder tweetal blokken eenzelfde aantal gemeenschappeli jke

variéteiten voor. Dit aantal is gelijk aan A , het aantal malen

dat twee varisteiten gamen in één blok voorkomen

/

Beschouw een willekeurig blok. Hierin komen A varisteiten
voor en dus %_%Zé*{) paren variéteiten. Deze paren komen in de
andere blokken ieder nog A=/ keren voor, De 1I¢-/ andere blok-
ken nummeren we van /, ..., *-/. Stel dat van de A varigteiten,
die in ons blok voorkomen er /t,in het ¢ € blok voorkomen, dus
A_ oLA Q Oaron Br geldt dus

(7.25)  h 2« Alhi=t) = B ECED (A=) = b A UA-0(1),

immers éa W en daar géerV'is ook'zs—A‘ en bovendien geldt

w (e M)

Tedere vari&teit komt in de andere blokken nog 5?*/) keren voor,
dit geeft ons dus

(7.26) >:- /}L = /é/fz“/) = /\ ('-2,,»___/.)‘

(=
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Uit (7.25) en (7.20) volgt

,)—-
:i)“/ . <9
LAV TR ol BN
- L’/\L ' S J w—
e £ W) !
Maar . g =A== <o (A= /U , want volgens (7.26) is /A het
(f': ll ‘—' /
gemlddclge van de A.
- F
3 A \ A2 4 \ !
3 2 )
Lot

M.a.w. het door ons beschouwde blolk heeft met elk der andere
blokken A varitteitcn gemeen >

Uit een evenwichtig schema met wg onvolledige blokken en
9 varigteiten kunnen we een ander schema afleiden met é: va-
rigteiten en 1* blokken, door nl. de ﬁ[gvariéteit in het ¢ °
blok te plaatsen alg in het oorspronkelljke schema de ¢ varie-
teit in het Jsﬁblok voorkwam. Het nie¢uwe schema wordt alleen
dan weer ecn evenwichtig schema indien 1n het eerste schema
ieder tweetal blokken evenvecl variiéteiten gemeen heeff. Een
voldoende voorwaarde hiervoor is volgens lemma 7.1 dus dat ﬁ;Z“u
Deze voorwaarde is ook nodig; men zie hiervoor b.v. K.M.MAJUMDAR,
On some theorems in combinatories relating to incomplete block
designs, A.M.S. 23 (1953), p. 377-38

In het geval dat b i, geldt

( 7 . 28) c>m« :;:." /M /E/ # A
Immers in het linkerlid komen alle kwadraten van de bloktotalen
1? ﬁ‘keren voor en ulle dubbele producten /ﬂ keer, op grond van
1emma 7.1. Dus
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We wilden bewijzen dat de term op de tweede regel van ons reken-
schema gelijk werd aan nul indien ‘5c2*° Dit is dus het geval
indien geldt

L] L&)
(7.29) &:?;;A) - A
5 -
Het gemiddelde van 7; ts gelijk aan j;;,,/:o': ,é :;Z
Dus _
méuiégm I D= £ Py
bloo)) — kb 57 vh) = (volgens 7.28)
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Hiermee is het gestelde dus bewszen.,

Een voorbeeld van toepassing van Latljnse vierkanten
Dit voorbeeld werd ontleend aun R.A.FISHER, The design of

experiments, pg. 196 en verder.

We denken ons het hele proelveld met dezelfde varidgteit
bezaald, terwijl de verschillende waltken verschillend bemest
worden. Als model kan nu weer (751) gebrulkt worden, waarin nu
ﬁ“'% de opbrengst is van het vak in de £ °rij en de(fe kolom

/
dat de A7 soort bemesting heeflt ontvangen. Ter bepaling van de

7
.

gedachten onderstellen we =& 3 er lkunnen dus 6 verschillende
bemestingen vergeleken worden. Van deze soorten bemesting is
verder gegeven dat 2e als in het onderstaande schema ult verschil-
lende doses phosphaat- en nitraat-verbindingen zijn samengesteld:

- dosis i dos1s phosphaat
nitraast 0 1

9] /’0’ f p‘/

/ fe

’Z 1/03 f’ {:

Op grond hiervan beschrijft Fisher de toetsing van de volgende
5 hypothese, welke samen met de hypothese ) =0 voorstellen:
/ (8

I R R A R o e
2) 0,4 F o £ O
3) )t 2Py 4 Oyt 05~ L = 0
W) 0= pPs (8~ 05) =0
5) [0+ = s = L2 s = 0

Ten einde de betekenis van deze hypothesen nader te analyseren,
bekijken we in plaats van model (7.1) het volgende

%
(7.1") ‘. ;&f’c’;’s% --:M,,.vfr~céf - ll’ N F /QL’ Lot O,

met
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waarin S en % resp. op de S nitraat dosis en de ¢ “ophosphaat
dosis slaan. Daar 4, , » en & dezelfde betekenis bezitten
als bij (7.1) entﬁs,/ASAun'gg% samecn weer 5 onafhankeliljke para-
meters opleveren evenals de o, zullen de modellen (7.1) en
(7.1') volkomen aequivaslent zijn en dezelfde uitdrukking (7.3)
voor Q;L opleveren,

De parameters g uit (7.1) zijn bij (7.1') als volgt ver-

vangen: /
o I A 0 N N g ?
/A'_/ o3 %ﬂ 7 ";—4.10 7 /"C.b”c’ ) j“- _:, = ; L:.:y + ’,"5/ oo / o
0 - . §] o o A .
) /e i )z/ e 7_’; ) 5 /( o 3 /,/f o / L-/ ey -+ //\..7/ /
Y ~ - '«’w e ‘ ,‘f" FA— ) e 4“‘]' L
/Lg —p P 22 2 5‘.:‘/\)0 P! /,ff;? J ) /o o ’71’2 . I./w/: e /()’,L/ )

zodat de hypothesen 1),...,5) overgaen in (na uitwerking met be-
hulp van de bijvoorwaarden):
1) /ﬁwayéd«: ¢ (zeen phosphaateffect') ,

Np= T,

o

)

) A ) @ R

Ll‘) /6’0/ ,:..’;'l/é?'g /r {:“/00 P .»:T/{P).z 0\
) /f) 0 = /,\/} T &

Hypothesen 2) en 3) samen zegzen: M.=0¢ (geen "nitraateffect"),

2

M’

terwijl de hypothesen 4) en 5) samen: L5+ =0 opleveren (geen
interactie).

Analoog met het op pg. 25 €.v. besprokene bij model (4.827)
z1ljn ook hier de parameters ??S en/éﬁ- moeilijk te interpreteren,
indien de interactie parameters/ﬁgﬁxﬁzo zijn, zodat toetsing van
alleen hypothese 1) of 2) of 3) minder zinvol is. De hypothese
dat de phosphaat doses bil] geen‘der nitraatdoses een verschillend

effect hebben luidt: (6 P
Sy = /.-05, & 1, =04

en blijkt bij uitwerking identiek te zijn met de hypothesen 1),

R—A(/

LY en 5) samen, dus: /égAwO %%ﬁ&:too
Evenzo is de hypothese dat de nitraat-doses bij geen van
beide phosphaatdoses in uitwerking verschillen, dus/@ zx%_:fﬁg
/@ = Os == 04, 1s identiek met 2), 3), 4) en 5) samen, dus met:

('}'\,g = O & /OS & = o,
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Ontbrekende waarnemingen
Het komt vaak voor dat bv. in Latijns vierkant één of meer

waarnemingen ontbreken ftengevolge van een mislukking van het ex-
periment, of dat in een % -voudige klassificatie de aantallen in
de klassen niet gelijk zijn. Dit laatste kan o0.a. een gevolg‘zijn
van het feit dat we de factoren die de klassegrootte bepalen niet
in de hand hebben.

In al deze gevallen moeten we é%i en(%%;~ QZ zlen te vinden.
Dat wil zeggen we moeten een kwadratische vorm

&

(10;4) | Q:..- O (;24—- Za‘oc/%)z

/

minimaliseren onder de bijvoorwaarden

04
o) F gm0 o enn ek e s
Dit minimum 1s gelijk aan 4;2, indien (10.2) de voorwaarden
zijn onder de toegelaten hypothesen opgelegd aan de /5, , terwijl
het 6;; is als (10.2) de voorwaarden zijn onder de nulhypothese.
We zullen nu bewi jzen:
Stelling 10.1: Stel Jr is het minimum van 6? met betrekking tot
de,/62 onder de voorwaarden (10.2).

Stel éig
o
&y - > .
7= ﬁ%“ﬁ%‘ %nfzﬁ>o)%=?>o
: Vi
- s
(10.3) | Q?o-:{‘(‘af - "T- C,ﬁx&f?oc >
N 4
2
1707 -~ / ;04« '
Dan is
(10.4) P
0. o= > :
Kﬁoo
indien
Qy Gy Qe cy - C:z/
A= Vo, ar. - ayy Cie - -0 Crg
C‘) CN . .. G_//C o . o o

OC,”...C,tk QO




en A de, minor is van &, in (A)

“Om 5 te vinden moeten we

Qr 224, Cﬂ//%?

dlfferentleren naar de 3 en de w €n in de gevonden uitdruk-
kingen /57 substltueren voorﬂb ; waarna we de :5’ en de /\w kun-
nen oplossen uit de vergelijkingen gelijk gesteld aan nul, We
vinden dan voor de eerste /é vergelil jkingen

— 7

(fsty ooy £,

We vermenigvuldigen de ﬁ"’ vergell jking met /g en sommeren daar-
na over # . Daar Zc%’é ,6;6 =0 levert dit

(10.7) : ‘“Zé a,/g/é;é e Z‘g Zaﬁ,?i,-gé/d; = O
We ontwikkelen J als volgt (vgl. (10.1))

(10.8) 5::: lpy —< Z/’.fcz,%/g% e 2229@/5?/3/9 /;?7 =

(volgens 10.7) = Ryy — .a::‘Lb cf%é/,.é’ﬁ
We krijgen nu_ de volg/\endeA '4-/- T+ v)\ rgeli jkingen voor de
onbekendenﬁo-“/;/ 2 / IR -_-27"9-'

13

O—an)i+ > a,

6
o4 o 4 Z;’ /{
T Gop G LAYy 5, -

c%p OJé'yZ) /J").//))
“ /
Z;Qw7/,f?:0 )éAL:/),..Jrz,).

Dit systeem heeft een niet triviale oplossing, immers',(fgz,: /
dus de determinant van het stelsel is gelijk aan nul.
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ofwel Sﬂm—- A = 0, .5.-;,— A g.e.cL.

ou

In sommige gevallen 1is het evenwel eenvoudiger om direct de
kleinste kwadraten@ergelijkingen op te lossen. Nemen we b.v. het
geval van een tweevoudige klassifilcatie, waarin belide klassifi-
caties uilt 2 klassen bestaan, terwijl van iedere combinatie 4
waarnemingen zijn gedaan. In één van de groepen ontbreekt een
waarneming. We hebben dus het model:

= MAAPFprT = 44,3y,
= ’/,-(«C"-'l/-—-/O';‘-E’

D
Z &::.‘ /J.Z, 3) é/)

2

w
(10 5) o
Lasi

V=0T e R,3

e

ga ?Q&g": e 7/(«&"‘?7‘707‘5" s L= /2,3, .
Differentiéren we g? naar Z‘,/O , YV en/}o , dan vinden we
A

A A A
TRy Fly Ry, 3%y, F YUy, AL E =0 —TT )
p A A .«
=Yy FyHp 73y, =l Gy, — A RIS ,

]
<

q
Q

(10.6) -
R IR E YR NV . A =
”Qﬁ%“Q@L%Bk *V%lfﬁﬁ%ﬂjpf§ o.

A A

“
Hleruit lossen weur , ¥V , # en r op:

%

I wa .

A=y (d%a = H, T Xy - kzzx) :

~ L/ — -
r= g Loy, =%y, + %y, = Ky )
(10.7) p ;

f = [ (75//. - X, Tk, * ’c.u./)a
A _ ..L pd

T = o (Y, + %y + Ry, + ”%zuj'

We hadden dus ditzelfde resultaat gevonden, wanneer we in plaats
van de ontbrekende waarneming in de 3e groep het gemiddelde van
de drie andere waarnemingen hadden gesubstitueerd.

We w111en nu toetsen fxz ¢ , dan berekenen we

C z JrY 2 -2
~ 0 v
-_é' 2/2 /’5.2/ . Zzn. ) =

_ Lo L _zn_z) _ /3 gz
”E(9+9+37¢9’. vt 7%‘/@0“'

Dus volgens stelling 4.3 geldt

&, -G = 16, AT R,




