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confiance generaux 
, . non para---1netr1ques 

par M. D. VAN DANTZIG (Amsterdam) 

"\ SOMMA[RE 

On discute une methode pour estimer des ensembles de confiance 
par rapport a I '"ensemble de toutes les alternatives d 'un test, oi1 les 
variables aleatoires sont independantes et continues, isomoi1~es ou non. 

D'ailleurs on donne une methode pour etudier d 'une maniere uni­
fiee quelques tests non parametriques recents, generalisant celles de 
M. G. Kendall (1948), M. Friedman (1937) et F. Wilcoxon (1945). On 
considere le cas, ou les << sondes )> ( << test-st a tis tics >>) peuven t s 'exp1·i-
mer en fonctions lineaires, bilineaires, ql1adra tiqt1es ou biquadra tiques 
des << signes >> ((< scores )>) x 11 === sgn (x; - x1), les xi etant des nombres - - - -
aleatoires, le plus souvent supposes independants, continu et iso-
1noires sous l 'hypothese essayee. 

Considerons une << categorie d'epreuves >> selon la termi­
nologie de M. Frechet, et soient x 1 , •.. , Xn des nombres alea-
toires definis sur elle. lei le soulignement des x, indique leur 
caractere aleatoire. De preference, mais point du tout necessai­
rement, un nombre aleatoire et une valeur qu 'ii peut prendre 
(ou prend actuellement dans une experience) seront denotes 
par la m.eme lettre. Supposons qu'on sache que la fonction de 
repartition H de }'ensemble des xi appartient en tout cas a un 
ensemble Q de telles fonctions. Pour tester une fonction par­
ticuliere H 0 E Q on utilise un cc test statistic)>, c'est-a-dire une 
fonction univoque des valeurs x1 , ••• , Xn observees ( qui peut 
done etre calculee independamment de la fonction de repar­
tition inconnue, mais qui peut dependre de !'ensemble Q), et 
t.elle qu 'on rejette l 'hypothese essayee lorsque sa valeur 
depasse une valeur determinee qui ne depend que du << seuil 
de mefiance >> (level of significance, onbetrouwbaarhcidsdreni­
pel) admis, par exemple 0,05. Accepter un seuil de mefiance a. 
determine veut dire admettre qu 'une fraction a des enonces 
stati.stiques (rejections d 'h-ypotheses, predictions, etc.) au plus 

• 
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pourront. etre f0t1x dans 11ne suite prolongee infiniment de 
tels enonces incleJ)endants. Puisc1t1e cette fractic>n mesure le 
degre de mefiance ql1 'on donne a ces enonces et IX est le seuil 
qu 'il ne doi t pas s11rpasser, nous avor1s choisi le t.e1·me c< seuil 
de mefiance >> crui explique plus clairement la signification de 
ce concept ql1e le terme angli1is << level of significance>>. Nous 
proposons la den()mination << sonc1e )) pour line telle fonct,ion 
des 1101nbres a lea toires. Soi t t == t ( x 1 , •.• , x 1i) cet.t.e son de. En 

•-w- --.,.. 

employant t seulement pot1r tester 110 , on determine le nombre 
fr:1.l, le plus petit t.el que Pl t > l'J.0 ! 110 t < a et l'on re,jet,te 

~ 
l'hypothese H===H0 Iorsq11e !'observation donne un nombre 
t > f a 0

, et on ne la rejette pas lorsque t < tCI. 0 • 

1~outefois il serait beaucoup plus important de connaitre 
I' ensemble w de toutes les J·I E Q tels que t < la ou t(/. est le 
plus petit nombte tel que 

J) ~ f > la I 1-1 ~ < rJ.. - . 
C 'est-a-dire OU 

l)lt>tlHt>o:. (l) -
L' ensemble w de tous ces H est un e1i.<;emble de co1ifiance 

par rapport au seuil de mefiance IX pour l'hypothese 11. 
En general il ne sera pas possible de determiner I 'en­

semble w dans une forme raisonnablement simple pour un t 
et un a. (et une sonde t et un ensemble Q) donnes. Par exemple 

-
cela ne sera pas possible lorsque H est le produit des fonclions 
Hi continues des xi separement, c'est-a-dire lorsqu'on sait seu­
lement que les aleatoires xi sont independan·tes ( et contin11es). 
Dans ce cas II depend d'l1ne infinite de parametres inconnus 
et (1) exprime une inegalite entre ces parametres. Pour cette 
raison le terme << met,hodes non parametriques >>, que I' on ut,i­
lise dans ce cas, n 'est pas tres approprie. 

Or ce qu 'on peu·t faire sou vent, le nombre t, de meme 
que Q, la sonde t e·t IX, etant donnes, c'est determiner deux 
ensembles w* et w*, tels que l 'on a 

w*cwcw*. (2) 

C'est-a-dire l'on sait que !'ensemble de confiance spr a con­
tient w* et qu'il est contenu dans w*. lei spr a exprime que 
I 'ensemble de confiance, qui est aleatoire pl1isqu'il depend de 
la valeur t derivee des observations, contient la fonction de 
reparl~ition inconnue, sauf une probabilite < a ( << salva pro­
babilitate a.>>). En general on a done pour un enonce aleatoire 
L't quelconque 

a spr a < > P l et ~ > 1 - Cl. • 
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Done << spr O >) ex prime ce qu 'on app,elle sou vent << presque 
certainemenl >>. 

Nolf1mment on peut determiner tt>* et w* lorsqu'on sait 
calculer les moments des deux premiers ordres de t p )ur 
chaque H E Q, supposes finis. En effet, posons 

0 ( fl ) cl<'! & ! t I I-I ( ( 1 ) , -
rs ( H ) 2 clef v ,tr l l I 1-1 ( , rs ( 1-1 ) > 0 . 
. -

Alors on aura, d'apres Cantelli ( 2
), 

(4) 

(5) 

"'\.l QJ,I V cl·' l) ) l - ----- ( 6) 
" 1 _ = { = c2 + a- ( H) z , 

ou le symbole -v 
V ~; (< pour tous 
D 'ailleurs P est 
t > 8(H) 

signifie << pour tou ( te) s les >>, et no tam men l 
les x qui sonl elements de I 'ensemble E >>. 
I' ensemble des nombres positifs. Done si 

Pl , > t 1 1-1 l = 1_) i ,, - o c H) > t - e (H) l H t -
7(H) 2 

< ----:;-----,------
l t - & ( II J \ 2 + a- ( H) 2 

• 

Cette probabilite est done certainement < a. si le membre droit 
est < a. Done, en definissant w 1 comme l'ensemble de toutes 
les H t,elles que 

0(H)<t et a(II) 2 <a[1t-6(H)t 2 +a(H) 2
] 

on sait que chaque H E w 1 devra etre rejetee. En definissant 
done w* comme le complement de w 1 , c'est-a-dire comme 
1 'ensemble de tou tes les H tell es que 

- Cl. ½ 
0(H) +·-a-

on aura done w Cw* (cf. fig. 1). 

( w*) 
• 

D'autre part on tire de (6) que, si t < 9 (H) 1 

P l t < t I H ( == P ~ e (H) - t > 8 (H)- t I H t -
a- (H)2 

<-----,.-----
~ t - e·cH) i2 + ~<H) 2 

, 

def 

(7) 

( 1 ) Le symbole = designe une egalite, definissant le membre 
gauche. 

( 2 ) L'amelioration des bornes (7'j et (8), obtenue par l 'emploi de 
l 'inegalite de Cantelli au lieu de celle de Bienayme, que j 'avais utilisee 
d'abord, est due a M. R. Doornhos1 qui a aussi bien voulu m 'aider dans 
la redactio11 de cette conference. 
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done certainement < 1-a si le rnembre droit l'est. Dans ce 
cas or1 aura done 

• 

1) ) { > t I II ~ > a 

el ces hypolheses-ci ne seront pas re,jet.ees. On aura done 
ci)* cw si w* esl l'e11sen1ble de toules les H telles que 0 (II)> t et 

OU 

• 

• 

a- (_1£) 2 < (1- o:) [ J t - 0(H) (2 + o- (Il) 2
] 

O(H)-
1 

_a_ ~- a- (II) > t 
1-

( w*) 

uH /. 1~ 
0H=t+oc rrH 

1-CY-

t 8 H 
FIG. 1. 

(8) 

II va sans rlit'e que I 'ensemble d'inclecision w* - w. peut 
etre dimin,1e si I 'on peut calct1ler ql1elque moment absolu 
d'ordre s11pe1·ie11r· de l 1)011r cliaqiie II E Q, ou si l'on peut 
demon lrer fJt1e (ptlr exe111ple) la distribt1lion de t est pour 
cliac1ue II E i2 asymptoliquernent normale et que I 'on estimer 
la diffe1·er1ce e11tr·e la f()nction de repartition de t et son 
approximation 1101·male. · 

Si, par· exernple, on peut estimer la difference entre Ia 
f<)11ction de I .. cvy ( 3

) cle t (r·eduit et standardise) pour chaque -I-I po1.1r lolIR l(~S a 1·gurr1ents u suffisamment petits et c-u212 
, on 

e11 J)et1t declt1ir·e une estimation 

I 1) ;_!_- O(II) < xa-(1l)J l·I (-<P(x)l < e(H) (9) 
" ·- ' 

f)Our 1,ous lcs x s11ffisamment grands, disons pour x > c (H), 
.<t>(x) ctant lt1 fonction de repartition normale. Done, ~ (~) 

• 

(
3

) Nous p1·efero11s ce no1n 
ler·rne lr·es peu ca1·acte1·istique. 

celui de << fonction caracteristique >>, 
• • ' 
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elant puur 11n ~>O la fonctic)n inverse de 1-<I)(~), c'est­
a-dire la solul ion de I 'equation 

<I>[;(~)]== 1- ~ 

on aura 

<a 

si e(II) ~ a et 

t-O(H) >o-(II)~[cx-e:(H)] 

et I' on peu t prendre pour w * I' ensemble de to u tes les H tel les 
que 

t -G(H) < o-(II) ~ [ a-E (H)] 

OU e(H) > a 

De meme on aura 

si s(lI)< 1-a et 

( w*) . 

t-0 (H)< a-(H) ~[a +c:(lf)] 

t - 0 (II) 

(10) 

>a 

(11) 

Dans ~e cas ces H-ci ne seront, pas rejetees. J~n utilisant 
cette methode-ci on pot1rra souvent redl1ire considez--ablement 
!'ensemble d'indecision w,w,-w* (cf. fig. 2). 

FIG. 2. 

Lorsqu 'on peu t es timer et rend re petite la difference en tre 
la fonction de repartition de t et une autre Lelle fonction (par 
exemple celle de X2 pour un nombre determine de degres de 
liberte) on pourra evidemment employer la meme methode, 
en rempla«;ant ~ (~) par la fonction inverse de cette autre fonc-
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tion de repartition. Ces methodes-ci se laissent appliciuer a 
bien des tests, parametriq11es ou non. 

Quoique, de cette maniere, on n 'obtiend1·a pas en general 
des resultats optimaux, ceci ne diminue pas be:.1t1coup l'appli­
cabilite de la methode esquissee. Car, on ne doit ptlS oublier 
qu'en general l'optimalite d'une melhode de lest, OU d'estima­
tion ne vaut que sous des conditions bien iclealisees. Et, ce 
qui est optimal sous des conditions ideales J)et1 t etre loin de 
l 'etre sous des conditions reelles. 

Nous mentionnons maintenant quelques-unes de ces me­
thodes non parametriques. 

Considerons une suite finie de n nombres x 1 , .•• , Xn . 

Dans la plupart des applications ces nombres represenleront 
des valeurs que n aleatoires x 1 , ••• , Xn prennent dans une 
observation ( ou dans plusieurs observations) . 

Pour commencer abandonnons les alealoires. Soil 

={1, ... , n} 

}'ensemble des indices. Lorsque les xi(i E 3) sont remplc1.cees 
par y,=f (xi), ou f (x) est une fonction monotone croissante, 
les n2 quantites, que nous a ppellerons sign es ( anglais 
<< scores >>) 

OU 

def 

xii=== sgn (xi - x1) 

def 

sgn(x)=== 
1 Si X > 0 
0 Si X === 0 
1 Si X < 0 

• 

(13) 

restent les memes, et on peut prouver ql1e chaque quantile, 
lonction des xi , qui possede cette in variance par rapport a 
ioutes les transformations monotones se laisse exprimer en 
fonction des xi1 • 

Les n 2 tailles salisfont aux conditions 

3 Zf 3 
Vt VJ x ii == xiJ , ( 14) 

t J X11 Xit == , ( 15) 
:1 a a Vt V1 V1c xi1x 1kxki +xii+ x 1k + xki -- (). (16) 

Plus gcneralement on a 

identite qui se deduit de (16). On demontre facilement que 
chaque matrice xt1 ayant les proprietes (14), (15), (16) se 

' 
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laisse exprimer dans la forme (12) au moyen d.e 11 nombres 
X1 conventtblement choisis. Notamment on peut choisir x 1==si, 
OU 

def 

.s,. === 

j E J 

L'idenlite (16) se laisse 1·emplacer par 

(18) 

(19) 

OU o,jk est, 11n symbole de Kronecker generalise, a savoir = 1 
si xi== x1 === xk et === 0 dans tout autre cas. Si les xi sont diffe­
rent.s les si sont intimement lies a,1x << rangs >> ri des valeurs 
obser·vees xi , lorsque celles-ci sont rangees par ordre de gran­
deur croissante : 

(20) 

Dans le cas general, (20) servira comme definition des r,. 
Lorsque quelques-uns des xi sont egaux on appellera un <<lien>> 
( anglais : <( t.ie >>, hollandais << knoop >>) un sous-ensemble de a 
tel que les xi correspondants soient egaux et qui n 'est pas con­
lenu dans un sous-ensemble plus large ayant la meme pro­
priete. On attribue selon M. G. Kendall (1948) a chaque tel xi 
comme rang re, la mo-yenne arithmetique des rangs qu'ils 
auront lorsqu'ils sont assujettis a des changements de valeur 
suffisamment petits, mais tels qu'ils deviennent taus diffe­
rents. On voit aisement que la definition .. de Kendall (1948) 
est d'accord avec (20). Au lieu des ri nous emploierons tou­
jours les si, qu' on pourrait appeler les << doubles rangs 
reduit .. s >>, mais que nous appellerons brievement << rangs >> 

dans les descriptions verbales. 
Les signes et les rangs entrent dans plusieurs tests non 

paramet.riques d'hypotheses statistiques. Nous en enumere­
rons les plus importantes en int,roduisant entre temps quel-
ques abreviations litiles. 

Considerons d'abord le test de deux echantillons (<<two 
sample test>>) de Wilcoxon (1945), dans la forme generale 
developpee par H. B. Mann et D. R. Whitney (1947). Soient 
donnes deux echantillons X1, ... , Xm; Y1, ... , Yn qui sont les 
,--aleurs prises par m + n variables aleatoires, dont on sait (Q) 
qu'elles sont toutes independantes, et que les xi, de meme que 
les y1 sont << isomoires >,, c'est-a-dire qu'elles ont toutes la 
meme fonction de repartition, qui d'ailleurs est continue, par 
exemple ~fi (x) pour les xi, qJ (y) pour les y 1 • Afin de tester 
si :Ji (x) et g, (x) sont identiques, 011 utilise la sonde, egale 
au nombre de fois qu 'un des xi, i E { 1, ... , m} surpasse un 
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cles y1 , j { 1, ... , ,i} £)()t1rvu <I u 'a t1 ct1 n cles xi ne soit eg,11 
y,. l~n introduisar1t lc1 fo11clio11 cle snt1l ur1il[1i1~e 

... a un 

si ~r > () --
si :r_: < 0 

(21) 

cel.te c1uan tile est do11c eg11le a 
Ill 11 

\V===- (22) 
1 I 

Or, excepte pc)111· la vr1leur x == 0, on a 

Dans le cas general, ou des valeurs egales sont admises, 
on peut definir 

111 11 

<I"' f l 
• • 

l l 1 

\V sgn (xi (24) Y ·) + ---:-- m11, • --
') ~' J 2 
~ 

1 1 

Au lieu de W on peut aussi bien. utiliser tw == 2 W - rnn 
comme sonde. Cl1angeons les notations. Mettons nA = m, 
11,B == n et ecrivons n pour m + n. Rangeons main tenant les 
nA. + nB vale11rs observees dans une seule suite, dans un ordre 
arbitraire, que nous appelons x 1 , •.• , Xn. Le premier echan-
1.illon est determine par I 'ensemble A des indices i, tels que x, 
lui appartient ; de Il1eme B denotera I' ensemble des indices des 
valel1rs appa1-tenant c111 de11xieme echantillon, de meme que 
A+ B ==={ 1, ... , 11,}. A ,rec ces notal.ions on aura 

clef 

t \\' -

iEA jEB 

(25) 

iEA jEB 

Puisque nous aurons souvent a sommer un nombre de 
quantites, denotees par une lettre avec un indice, par exemple 
ui, lorsque l 'indice parcourt un ensemble (fini), par exemple 
A, ii est ulile de denoter cette somme par la lettre avec le sym­
bole de l'ensemble comme indice. Done 

d c.·f 

lL.1'. === (26) 
i EA 

De meme avec plusieurs indices, par exemple 

l.l.,.\, B = (27) 
• iEA jEB 
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A vec ces notations la sonde de \Vilcoxon (1945) ( dt1ulllee 
et reduit,e) s'ec1·it 

(28) 

La fonction de repnrt.it,ion solts l 'hypotl1ese (JUe to11s les xi 
sont independants, conti11t1s et isorr1oir·es est, co11.nue~ et asy1·np­
totiquement normale ; on rejette cctte l1ypol.l1ese lorsc1ue I xA. BI 
surpasse la valel1r corresponda11te avec le set1il de n1efic:111ce 
JJrescrit a. 

Or, on pet1t consider·er les s01nmes x_.\., 11 lorsc111e 1\. et, B 
sont des sous-ensembles de :J arl>ilraircs, nc)n nec~essairement. 
complementaires. Alors x_11.,., B est t111e fonct.ion adc·lilive de A 
(de meme que de B), c'est-a-dire 

' 

pourvu que les ensembles A1 et A2 soient disjoint.r;. D 'ailleurs 
on a 

(30) 

done specialement xA . .A.=== 0. D'ailleurs, lor·sqt1e A et B sont 
dis.joints 

xA, A+B === xA, A+ xA, B == Xi, B (31 ), 
' ' . 

et lorsque A et B ont l 'inl;ersection C === A , 1 B 
' 

xA, B === XA-C. B + Xe, B - XA-C, B + Xe, B-C 

=== XA-C, B-0 + XA-0, a+ Xe, B-0 (32) 

puisque Xc,c-==O, ou A-C et B-C denotent les comple­
ments de C dans A et B respectivernent. Par. (32) xA, B" pour 
Lt\. et B non disjoints est exprime at1 moyen de t.elles ql1r1nt.ites 
se rapportant aux ensembles dis.ioints. . 

En prenant pour A I 'ensemble qui n 'existe c·rue d'l1n ele­
ment i, et deno·tant, cet ensemble par i sim.plement (au liet1 de 
{i}) et l'ensemble comple.mentaire par :J-i, et pour A !'en-
semble /J, on obtienl ,· · 

X· J == X · M • 1,c.. l,u-l X;i ' 

jE:J 

c'est-a-dire le <<rang>> (double rang reduit) si. Celui-ci est 
done un cas special d11 wilcoxonien x_A,., n . . 

Passons maintenant aux aleatoires. Le plt1s souvent on 
Leste l 'hypot hese I-I0 , exprimant que Jes alert t,oircs 

• 
' 
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supposees continues, sont independan1es et· iso1noires. Ce!te 
hypolhese implique l 'h-ypothese, <lite Hoo, disant que la dis­
tribution simultanee des X; est invarianle par rapport au -groupe de toutes les permutations des indices i. Rest.reignons-
nous d 'abord au cas ou les distril)utions des aleatoires X1 sont -
d 'ailleurs continues, de meme qu 'il n 'y a pas de liens ( c 'est-
a-dire que tous les liens ont Ia longuel1r 1), c'est-a-dire que 
tous les xi son t differen ts spr O. -Sous l 'hypothese H00 , ou aussi sous H 0 et dans le cas de 
continuite non seulement l'esperance 

1 
2 

mn 

et la variance, 

1 
&0 W--

2
- mn 

2 

mais aussi la fonction de repartition de W est connue depuis 
Mann et ,Vhitney ( 194 7) . On suit d' ailleurs qu 'elle est asymp­
totiquement normale. 

Plus generalement on prouve facilement (toujours dans 
le cas de continuite) 

&o X,; 0, 

&o xhixik 0 si h, i, j, k sont inegaux , 

&0Xh1X1, 
1 

si li, • • sont inegaux , z, J . ' 

3 • 

C 2 1 si h, • sont inegaux . l!Vo X1ii l 

OU generalement, 

OU 

1 
3 o,,1- oij- - - oijoh") 

= l (I.+ 011) (1 + oik)- c1 + oiJ) c1 + ohk) ~ , 

1 si h === j 
0 si h -=!= j ' 

(33) 

(34) 

(35) 

(~6) 

est le symbole de Kronecker. La relation (35) montre claire­
me!lt la ~ym~trie P!r rapport aux deux paires d 'indices hi 
et Jk, et 1 ant1symetr1e par rapport a ch.acune de ces paires. 

Done, en considerant la forme lineaire generale 
1 i, j 

(37) 

• 
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ou i et j parcourent 3, et ou l'on peut supposer sans restriction 

l,1 === - lji , 

on obtient immediatement 

ou, comme auparavant 

&;n L ==0 
1 , /1. i 1 

6 

l11, :J == --1 lhj . 
jE.:J 

(38) 

(39) 

(40) 

L'esperance et la variance de W se deduisent directement de 
celles de lw = xA, B, ce qui est un cas special de L, qu 'on - -
obtient en posant 

(_ 41) 

ou, pour lin sous-ensemble donne de S et :J, Iis est la << fonction 
caracteristique )> de cet ensemble, c'est-a-dire === 1 lorsque 
i E S et === 0 si non. Evidemment Iis est une generalisation du o 
de Kronecker qu 'il devient pour n 8 == 1. Alors on obtient 

l i, :; === n 13 I l + n A I! , 

ou n 8 est le nombre d 'elem en ts de S, tan dis que n:; === n. 
Done pour Ar:B===(). (Cf. Mann and Whitney.) 

( 42) 

Dans le cas plus general OU ,.!\. et B peuvent avoir nc ele­
ments communs l'additivite (31) ou (32) donne au lieu de la 
derniere expression clans ( 42) 

l 

En prenant en particulier A===i(==={i}), B===3, done 

n .1 = nc === 1. , ri:; === n , x ,\, ii == xi, :J == Si : 

l (43) 

identite qu ~on peut aussi deriver directement . 

• 
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Remar'quons que les relations (34) se laisser1l generaliser 
en remplavnnt les signes par· cles V\1 ilcoxoniens. 1•:n effet, en 
somm::1r1t, les dc11x rr1emltres <le c;35) J)ar I'tlJ)port, a /1 E A' 
i EI{, j E (:, /{EI) <)t1 1\, I~, (~, l) S()Ilt des sous-ensembles, 
clis~joint.s Oll nor1, cle S, on ()btient 

/l 11 tl c: 11,\, 11 I> 

( 44 .) 

Specialeme11 t, ~i :\ U 11 c~ t, (: l_J I) S<)Il l (]is.joints, &0x A, Bxc, n === 0, et, 
si .i\, B, D S<)11t clis,joints, 

CJ::i (J =-. \ , 1-; _:1:':_,\ , l) --- -;_{ I 1. ~.\ fl 11 11 r > • · 

Les 1·elc1tions ( 44) se laissen t. ecrire d 'une maniere plus 
simple lc)rsc1u '011 inlr'C)c1t1it al1 liet1 des sommes 

ll, .\ == 
i E ,\ 

les nioyen,ies corresponda11tes, que nous denotons par un suf­
fixe en haut, qui in clique 1 'ensemble sur lequel la mo-yenne est 

• prise 
cl t•f 1 

lL .\. == --,----
11.,\ 

'·'-i =-= 
i E 1\ i E ./\ 

U· l 1 . (46) 

i E 1\ 

I-'orsq11e 11A == 0 nous clefi11issons uA. comme 0, quels que 
soient. les 11ornbres 1i; (fi11is et, en 11on1llr·e fini). 

Spccia lem en t or1 pe11t, int rocll1i r·e les qua,11t i tes 

,)' •. ,\ , 1, === x· / ,. • 1 i "' / ,\, ll I i\ t 1i , (47) 
() lJ i ()11 l, ll~ c:1 rn ctere cie (( sign es moyen nes por1cle r·ees )) . J,:11es 
sc,)11l cl('s n1<)yen11es de signes, done toujo11rs < 1 en valet1r 
:tbsolt.ie, et ;:1l1ssi nr1lisyrr1E:~t1·ir111es par rapport at1x deux indices. 
P . l 'f" . . A, 1~ 0 . A B "d ar ( (' 1111l1on X == SI Oll est, VI e. 

Remarciuons c1t1e l'ident,itc correspondante nvec (31) est 
11 n (Je11 ci i ffcr·e 11 te po11 r les moyennes 

11,'\. + D 
(48) 

ou nA+B - 11A + 11.n si A et B sont clisjc)i11 Ls. 
Au moyen des notr1lions ( 4 7) et. 

(49) 
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si r1.A.nB~o (et, oA,B===O si n,.Ann==O), ce (Jlli est u11e aut.re 
generalisation des Kronecker o, clans laquelle elle pc:.1sse pot1r· 
n . .A. === 1iB == 1, ( 44) devient 

1 

ce qui est une generalisation immediate de (35), clans laquelle 
les effectifs nA, ... , nn ne paraissent plus explicitement. 

Specialement, lorsq·ue A, B et D sont disjoints et non 
vides, 

&ox·', B xA, I> 1 .1 
3 ' ,·i .i\ 

1 1 1 1 \ 

I 

' 
v cl r O x·,\, B &o(x·.\,B)2 

3 nA T 
11B + 71.A nn 

ce qui se deduit aussi de ( 42) en divisant, les dei1x memb1·es 
pr1r nA nB. 

Avant de disculer les usages plus amples qu '011 peut, faire 
de la sonde de Wilcoxon, nous en vo11lons introduire qut~lques 
autres. 

La forme la plus simple du coefficient dit, de << co1·1·elation 
de rang>> de M. G. Kendall (1948) (introduit avant lui par 
R. Greiner (1909) et F. Esscher ( 1924) comme est.imateur du 
coefficient de correlt1lion 01·dinaire d 'une distr·ibution binor­
male) s 'ecr·i t, a IJc1rt d 'un facteur constant, 

;-----, i, j 1 
Xi1 == -,J 

N 

i> j 
C 'est done aussi une fonction 

selon (37) , lt1 - sgn ( i - j) , done 

1 
f:i ,,1 (n - l) &t0K.== 0, Vtlr0 t0 ,K= - -

sg11 ( i -- j) xii . (51) 

lineaire des signes, avec, 
l • n -== 2 i - n - I et 
I' t...J 

3 
1 

( 2 /1 - 11 - 1 ) 2 === 18 11 ( ,1 - 1 ) l 2 11 + 5) (52) 

Cette s011de sert a tester s 'il y a un progres ( anglais : 
<<trend>>, hollandais : << verloop >>) (positif ou negatif) clans 
la suite des xi. 

Ce test a ete generalise par 1.,. J. Terpstra ( 1952a) pour 

• 

• 
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le cas 011 l'on ve11t sr1voi1~ s'il ya 1111 JlI'<)g·ri~s (·)1t11s 11ne stiite 
de g1·oupes d 'olJservalio11s, les obsrr·vali<)ns (1 't111 mt~rr1e grol1pe 
et ant t() ll.j O ll I'S i S() Irl ,->i 1•es. l"'c1 l'S(J l l (', C() Til Il1 e a tl J1<l ['fl V i.l 11 l, J 
designe l'ensen1l>le de tc)11tes lc's (>l>s(~1·v(1tic)11s, t;1r1dis c111e 
A,\(). E A==={l, ... , k}) sor1t les grot1pes (c)is,jc)int.s) <l'obse1·vT<-1-
tions, on pe11t 11tiliser, er1 r·en111laQ,tr1t, 1(1 sonde T de "I~erpstra 
par (") 

f ---- •) 'J~ -(), ·1· --•·- ,_ , 
., ,,.- -

\ I 

' 

1 --, I, rJ. 

· sg11 ( ) .. - p.) :r_\.)., .. \.tJ. , (53) 

expression qui montr·e immec:Iiat,ement l'analogie avec (51). 
Pour le cas special, ou les alft1toires ne prennent que deux 
valeurs et, ou par consec1t1ent chaque g·ro11pe d 'observations 
E.:xiste de deux liens, ~1110 van Eeden et 1\1. J _ IIemelrijk (1955) 
ont demontre q11 'ii est prefer·al>le de rem placer la son1me (53) 

, 
par une somme pesce 

C 'est-a-dire 

1 
f l~ll === ,5·-
-- /,._, 

lr~H === -
1 
9 ~ 

A vec cette methode-ci on obtien t CJlJe la classe d 'hypotheses 
contre lesquelles le test est consistant ne depend pas des 
nombres n.A.,\ • 

Pt1isque la sonde (53) aussi est lineaire, e1le est de la 
for.me (37) avec 

l .. === ._!_ 
!J 2 

A, !l 
r i j 
sgn (), - p.) I Al l.~u. === 

I 

) ' p. 
Ii . 11 . 

a\ ), J\ p. (54) 

'"fandis qu 'evidernment &t0 • T === 0, on trouve at1 moyen de 
-

( 44) avec llil J)Cll d '~1lgebre 

2 ) /1 .,\,). ' (55) 

resullat (}Ui s'nc(~orcle avec cel11i tr<)t1ve par 1~erpst,ra. I~n effet, 
lo, T est eqt1ivale11t avec t0 • x duns le ens 011 les xi t~nt1·ant duns 
celte sonde-ci ne sont pas t,ous clifferents, rnais forment les 
liens A>... 

Jusqu 'ici nous n 't1vo11s considert~ <1t1e des fonctions 
lineaires des sig·nes. Or, plusieurs sondes sont des fonc·tions 

(
4

) Veuillez li1·e A;.. et Aµ. au lieu de AA et .. ..\.µ dans les formules 
suivantes. 

, 
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bilinel1ires ou ql1t1clr(1tiques. Remarquons d'abord que Ia 
forme gener·ale de ltt sonde t 0 • x de Kendall (1948) s'obtient 
lorsqu'on remplace Ies nombres donnes i <lans sgn (i-j) par 
lin second systcme de noml)res alcttloires Yi;== sgn (y, - Yi) 

·- - -

(56) 
--, ... -

lei la clr1sse d 't1ypotl1cses admises consiste de t,out,es les 
clistribt1tions ou Jes 1·i paires (x1 , y 1), ••• , (xn, Yn) sont inde-

-
pendr1ntes (mais po11r chaq11e i, x, et y, peuvent etre depen-

~ 

dantes), et l'l1ypotl1ese t.estee 110 exprime qu'elles sont iso-
moires et que les Yi sont independant.s des xi. Dans le cas ou -
Jes fonctions cJe repar·tilion communes des xi et des yi restent 
continues, li1 vale11r de la variance (et naturellement nussi 
eel le de la mo yen ne) r·este la meme, donnee par ( 52) . Dans le 
cas des dist ribt1lions discontinues on a encore &0tx = 0 et la 

-
variance a ete calculee par M. G. Kendall (1948). 

La son(ie tK se laisse gene1·aliser pour le cas ou :J est la -
somme clc 111 enscn1bl es clis:joints 1\.>. (A E { 1, ... , m}), et qu 'on 
sait (Jtie les ale(1toires appart,enant a chaque A>. sor1t i.somoires. 
On pourrait alc)rs remplacer les signes x 11 , yi1 dans (56) par 
leurs gener·alisations XA>.. Aµ; YA>.. Aµ' ce qui a ete propose recem­
ment par rr. J. 1,erpstra (1954a), qui utilise done 

1 
2 

A., µ 

XA)., Ap. YA)., Aµ • (57) 

lei aussi on s011p9onne q11'un denominateur dans chaque te1'me 
comme nA>.. nAµ pourrait etre utile. 

Ap1"es ces det1x cas de fonctions bilineaires nous discutons 
enfin quelques fonctions quadratiques. Pour le probleme de 
k echantillons, independamment l'un de l'autre, W. II. Krus­
kal (1952), T. J. rr erpstra (1952b) et (1954b) e·t P. J. Rijkoort 
(1952) ont propose un test. En supposant que ). parcourt les 
nombres 1, ... , k, que les indices des observations du Ame 
echant.illon forment I 'ensemble A>.., de meme que les A>- sont 
des sous-ensembles disjoints de :J, tel que ./J = ~AA , la sonde 
de Rijkoort (1952) s'obtient comme suit. Supposons toutes 
les observations arrangees selon grandeur croissante, et soit ri 
le rang de xi et S). la somme des rangs appartenant au )_me 
echantillon. Alors la sonde de Rijkoort (1952) est 

s === 
A 1 2 

S:t - - (58) 
-

Elle se laisse exprimer facil,ement au moyen des wilcoxoniens. 
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On trouve pour 4 S 
----. ' ,,,. 

2 
X A}, M • 

t..J 
(50) 

La sonde de Kr·uskal s'ecrit 

• (60) 
-

I ... e premier test de rferpstra (1952b) coincide avec (60), 
le second est 

l,1 'I' === "' . -

2 
X A)., Af.L-

11J\). nAf.L­
). < P-

-
1 

n+l 

). X 2 A). j 
• 

nA). 
(61) 

U ne autre sonde, pour le probleme des deux echantillo11s, 
introd11it recemment par A. Renyi (1954), et servant done le 
meme but que celui de Wilcoxon (mais etant cc)nsistant contre 
une classe plus etendue d 'hypotheses alternatives), est 

1 
lR~=---------

2 nA /11~ ( llB -

nr1-2 7·1, - 2 .i\. 

2 ( fl,\ - l) . 
(62) 

La sonde de Kendall (1948) (56) pol1rrait etre llt.ilisee 
po11r t.ester l 'hypothese, implif1uant aussi l 'l1ypothese 11 00 , que 
les Yi sont independnnts des xi. 11 a et.e demontre cependant 
l)ar W. Iloeffding (1948a) que ce test n 'est pas consistant 
cor1t1·e to11tes les hypotheses ou les fonctions de r·eparti t.ion des 
xi et des y1 sont, cont,inues. Un test ayant cett.e propriete a ete 
developpe par vV. lloeffding (1948a), qui utilise la sonde 

l11 - (x,,i -· x,1 1) (y,,i -y,,i) (xhk - X1iz) (yhk - Yhi) , 
- --- - • 

(ft, i,i, k, l) =A 

fonction biquadratique des signes. La notation (a.1 , .•. , cx1i) ~ 
veut dire que a.i ~ a.; des que i ~ j. 

Pour la cor·r·elation de rang il existe encore un autre coef­
ficient, du a C. Spearman (l 904), coefficient q11i est une fonc­
tion lineaire de 

' 
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ce qt1i, SOllS l 'hypot.l1ese IIoo (clone aussi sous Ilo) est equi­
valent, sauf une transformation linef1ire, avec 

l .' == :-, 
-

• 
l 

et. aussi, pour le cas ou Yi== i, avec 

ls" == 
-

• 
1 

Une gener·i1lisation de celte metl1c)de-ci est la methode des 
m groupement,s ( cc rrt ranki11gs >>) de NI. Friedman (1937). 
Dans ce cas on a rn g·roupements cle lt1 meme longt1eur ,i. On 
veut essayer l 'hypothese que pour cl1aque groupement toutes 
les permutations des 1·ar1gs ont la meme pr·obabilite. Designons 
les Observatl. ODS X (l) X (i) • X (2 ) X <2 ) • • (m.l (m) 

· ' 1 , · · · , n , 1 , • • • , n , • • • , X 1 , • • • , Xn. . 

Alors, la sonde de Friedman s 'ecrit, a par·t d,un facteur 
constant, 

n m 
j i (i) 2 

X 1•. M • 
- '~J 

l l 
• 

La methode de Friedman (1937) se laisse appliquer seu-
lement au cas d 'un schema rectangulaire de cases, avec pre­
cisemen t une observation clans chaque case. La methode a ete 
generalisee parl,iellement par J. Durbirl (1951), et a peu pres 
completement par 1\.. Be,n.:trd et Pl1. van Elt,eren (1953), qui 
admette11t des nornbres d 'observal,ions arbit.raires, assujettis a 
des restrictions faibles. Leur methode contient plt1sie11rs autres 
comme cas specia11x, par exemple le test de Friedn1a11 (1937), 
la generalisation de Durbin (lf)51), les tests pour le probleme 
des k echantillons de Kruskal (1952) et de 'l,erpstr·a (1952b), 
et le test de Wilcoxor1 (1945). , 

La sonde est une fonction quadratique des 

def 

-
1 

en supposant, que les indices des observations dt1 in10 groupe­
ment dans la jme case forment }'ensemble A.11 • Si le nomhre 
d'observations avec indices ar1partenant a l'ensemble Ai1 est 
.designe par k 11 et le r1omb1·e d 'obse1·vations du ime groupement 
par 

,, 

• 
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on obtient pour la covarinnce de u1 et u, 

i 

Ci•i=== 1, 1-rii ( 011 Iii - lriz) ( lit + l) , 
1 

ou o1l est le symbole de Kronecker clefini par (36). Alors la 
sonde de Benard et van Elteren (1953) est egale a 

-

• 
• 
• 

er n - 1, 1 • · • cr n -1 , n - 1 Un - 1 -
••• Un-1 0 - -

• 
• • 

• 

O"n-1.1 ••• crn-1.n-1 

-1 

Puisqu 'il est facile de calculer la moyenne et la variance 
d'une fonction lineaire des xi1 pour toute la classe Q d'hypo--
tl1eses H ou les xi sont independant,es, isomoires ou non, con-
tinues ou non, la premiere methode a det.erminer des bornes 
d 'un ensemble de confiance pour l 'hypothese H, decrite plus 
haul, s'y laisse toujours appliquer. Quant aux fonctions qua­
dratiques, le calcul de la mo-yenne dt1ns ce cas gener·al reste 
encore simple, mais celui de la variance devient deja un peu 
complique. 

L'asymptoticite normale a ete demontree dans plusieurs 
cas par les recherches de W. Hoeffding (1948b), E. Lehmann 
(1951) et d 'autres. 

Recemment D. J. Stoker (1955) a examine une classe de 
sondes pour le probleme des deux echantillons, proposee par 
D. van Dantzig et J. Hemelrijk (1953). Un cas special de cette 
classe est entre autres la sonde de Wilcoxon ( 1945) . Stoker a 
demontre que sous des conditions assez generales les sondes 
de la classe · consideree sont asymptotiquement distribuees selon 
la loi normale. lei le cas ou Ies fonctions de repartition ne sont 
pas continues a ete recherche specialement. 

De plus Stoker a examine la deviation de la normalite de 
la sonde de Wilcoxon. II a derive une borne superieure pour 
la deviation extreme de normalite de la fonction de repartition 
de la sonde sous une hypothese generale, ou les fonctions de 
repartition des observations peuvent etre discontinues. Au 
moyen de ce resultat-ci la demonstration de la consistance du 
test de Wilcoxon par D. van Dantzig (1951) a ete generalisee 
pour des fonctions de repartition discontinues. Aussi des 
ensembles de cc surconfiance >> w• par rapport a la classe des 
hypotheses alternatives ont ete derives comme application de 
la theorie decrite dans D. van Dantzig (1951) et D. van Dant­
zig et J. llemelrijk (1953). 

• 



SUI\ I ... ES F:NSE~1BI .. ES DE CONI◄'l,\NCf•: GENf:I"\,.\UX 91 

Bibliographie 

BF:NAitn, A. and v,s\N I~r.TF:RF~N, Ph. (195:J), A generalizatiori of t,lie metholl 
of r11 r(1,nkings ( lr1<iagationes 1\,f atliematicae, i5, :3~58-369). 

VAN 1·)AN·rz1G, D. (1951), On the consisten.cy and the poiuer of lVil­
coxc>ri ',;,; t ivo sarn J>le test ( lr1,(iagczti ones 1\1 atlierrialicae. i3, 1-8). 

VAN f)AN'I'z1c;, D. ar1cl IIr•:l\tELRIJK, .T. (195:3), Statistical 1\,fethocls l>ase<l on 
few t1s.c;1zrriptions, 28th Sessic>n, Internt1tional Statistical Ir1.stit.t1te, 
Rc!111,~. 6-12 Se1lt. (Bullet.in de l!lristilllt Iritern.ation(1l <il~ .~t<ztisli<]lle, 
t,1rr1e 34, 2e livraison, 239-267). 

DtJitBIN, ~T. (lf)51), In.con11Jlt~te bloc~ks in ranking experimerits (British 
Joizrrial of Psychology, 4! 85-90). 

VAN Ei;:t)t~N, C. and HtsM,EI,RtJR, J. (195.5), A test for the eq,1ality o.f prob­
abilities against a class of specified alternative hypotrieses, incl11ding 
trend, 1\{athematical Centre, Statistical Departrnent, Rep,ort S 157 
(VP 3\ (lnrl,1gatior1es l\,fa,the,riaticae, i7, 191-1.98, :301-308). 

EsscaER, F. (1924), On a method of determining correlation from the 
rariks of t>ariates (Skandinavisk AktL1arietidslirift, 7, 2()1-219). 

f'Rrr;:DMAN, ?tf. (1937), The iise of ranks to avoid the assi1n1ption of nor­
mali t~y irr1plici t, in t1ie analyses of i,aria.rtce (.Toz,irnal of l/1.e A m.erican 
Stc1tistical ,4ssocitztion, 32, 675-699). 

G1,1::1NJPR, R. (1909), Obt:.~r das Felilersystem ,ier Kollektivmasslehre 
(Zeitschri/t fiir Afathen1atik llnd Physik., 57, 1.21, 225, 337). 

Hor:pi,•nrNG, ,v. (1948a), A non-parametric test of indeperiderice (Ar1nals 
of l\,fath.ematical Statistics, 19, 546-557). 
(1948b) 1 A class of statistics ivith a.<;ymptoticall.Y normal dist,ri­
btl tion (,4 nnals of ltfatliematical Statistics, 19, 293-325). 

KF.ND,,\I,r., l\f. G. (1948), Ra.nk Correlation Methods, I .. onclon. 
Knt.rsKAI,, \\r_ H. (1952), A non-parametric test for the setJeral sample 

problern ('Annals of Mathematictil Statistics, 23, 525-&'59). 
L:m:~HMANN, E. I,.,. (1951), Consistency a,nd z1nbiasedn,ess of certain non­

pararnetric tests (Annals of 1\•fathematical Statistics. 2{, 165-179). 
l\fANN, H. B. and WnrrNr{Y, D. R. (1947), On a test tvhetlier o,ie of two 

ra,ndom t..?Oriables is stochasticall.v larger than the other (Annals 
of 1\f atliematiral Statistics, {8, 50-60). 

RtJKOORT, P. J. (1952), A generalization of ii,rilcoxon's test (Indagu~ 
tiones ~falhe1t1aticae, 14, 394-40,3). 

RENJr, A. (1954). On t11e tlieory or orl1er statistic, (Proceedings of the 
International r:ongress l)j l\f£ztliem,aticians, 1964, V()l. 1, Amster~ 
dam). 

SPEARMAN, C. (1904), The proof and meast1remerit of a.c;~oci,1tion be• 
tween t,.vo thinqs ( Americ<zri Jor.t1·nal of Ps.vchologv, {5, 88). 

ST01t11R, D. ~T. (1956), Oor 'n klas van toetsingsqrootht!cle vir die J)ro~ 
bleem 1,an tivee steekproetve, dissertation, Amsierda,n. 

T-t~f\PSTRA, T. J. (1952a), Een parametl!rvriie toets t~qen trend i1oor 
groepen u,aarr1.eminqer1. t{athematisch Centrum, Statistische Afde­
lin~. Rapport S 73 (?vi 28). 
(1952b), A non-parametric k sample test and its conn~etion t.vith 
the H-test. 1\fathematical C,er1tre, St.atistical Departn1ent,, Report S 92' 
(VP 2). 
(1954a), Ben generalisatie van Kendall•, rangcorrelatietoets, Mat,he-­
mati~rh Cent.rl1m, Statistische .. i\.fdeling. Raoport, S 145 (~I 49). 
(19,54b). A non-parametric test for the problerri of k sam1>lcs (lnda­
gatione$ Mathematicae. 16, 005-521). 

\Vr1.coxoN. F. (1945), Indit,1idt:zal compariso,ns by ranking methods (Bio-
metrics Bi1lletin, f, 80-83). 


