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1. Récemment M. J. KARAMATA 2 Genéve me posait le probléme
suivant: | S

Soit a,, a,, ... une suite de nombres réels, telle que

1® pour chaque entier n > 1

Bpt1 — @y < m71 (1)
2° pour chaque entier N > 1
|2y nla, <1 ﬂ (2)

Est-ce qu’il existe alors un nombre réel p > 1, et une suite
d’entiers %, avec

1® pour chaque entier 2 > 1

_ I <np < nyq < oy (3)
20 lim a, =0 (4)
k00

Nous démontrerons que la réponse 4 ce probléme doit étre néga-
tive, en donnant un contre-exemple.

2. Soit f(x) une fonction réelle et continue pour ¥ > O, telle que
1° pour touslesx > 0,y > O '

7(x) — fW)I< |# — v (5)
2° pour tous les &£ > O

L /5 fx)dx| < 1 (6)

Est-ce qu’il existe un nombre réel y > O et une suite croissante de

nombres réels et positifs 0 < & < & < ..., telle que &, — oo
pour 7 — oo, et |

1° lim f(&,) =0 (7

>0 '
2° pour chaque # ;
| Snpr — En <y ' - (8)
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Nous démontrerons que la réponse a cette question aussi doit
&tre négative, en donnant un contre-exemple, duquel nous déduirons
celul qui conterdit ’assertion du probleme de M. KARAMATA.

3. Pour un ¢ > O (¢ < 1) arbitraire nous définissons la fonction

(fig. 1)
¢ (cx)

Fig. 1
X s1|x| < c
def | CSEN X sic < |x] < ¢}t 9
Plo %) = (c+ct—2x)sgnxsic? < |x] <c+c™? ®)
| O silx|] > c+ ¢c™
ou
lsix >0
sgn x2<t Osix =0 (10)
— 1s1x <O

et nous posons pour un £ > O entier
(%) =2 p(27F, x) (11)

Evidemment on a pour tous les x et y réels et tous les ¢ > O

lp(c, y) — @lc, )| < |y — % (12)
et
| /2 p(c, 2)dz| < 1 (13)

tandis que ¢.(x) n’est différente de z€ro que sur un intervalle de
longueur | | ‘
I, 322 (2% 4 2%) - (14)

Soit maintenant #,, 74, 7s, 73, - - . une suite de nombres naturels
(entiers > 0), qui contient chaque nombre naturel une infinité. de
fois. Parexemple:7, = 0;7, = 0,7, = 1;73 = 0,7, = 1,75 = 2;. ..
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géneralement 7, = m si A = in(n — 1) + m pour un entier # > 1
et 0 < m < »n — 1. Posons maintenant pour chaque % naturel

Lh f_i-:?—-f Zg_l Zr, (15)

V%) 2Z — @,,(x — L, — §,,) (16)

f(x) 2= ZF Wy(x) (17)

Autrement dit, la fonction f(x) est obtenue par superposition des
fonctions @r, (%) 9"r1(x)’ ®,,(%), ..., translatées tellement que leurs

parties non-nulles soient juxtaposées (fig. 2, ot I’échelle sur I’axe
des x est raccourcie).

Evidemment cette fonction f(x), définie par (17), satisfait aux
conditions (5), (6).

f(X)

NATACATA S

Fig. 2

Supposons maihtenant qu’il existe des nombres y, &, &, ..., sa-
tisfaisant a (8). Choisissons un entier 2 > 1 tel que 2% > 2y, et met-
tons a = 27%. Etant donné un entier n, > O arbitraire, il existe un
havec L, > §,, et un 7; =k avec 7 > h. Alors ¥, prend la valeur
2-71 = 2% = ¢ sur un intervalle de longueur 2% — 2-% > 2%1 > 4,
Mais a cause de (8) et &, - oo pour #n — oo cet intervalle doit

contenir au moins un &, avec # > m,. Donc pour chaque 7, il
existe un n > n, avec

f(§n) = @ >0,

c.a.d. 1l y a une mfl.mté de tels #, de méme que (7) ne peut pas étre
vrai, ce qui contredit I’assertion du probléme posé.

4. Revenons maintenant au probléme de M. KARAMATA.

Soit f(x) la fonction définie ci-dessus (fig. 2), et posons pour chaque
entier » > 1 avec un ¢ positif et < 1

a, 2L cf(In n) (18)
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Alors, & cause de (5) pour chaque 7n > 1
Apy1 — o] = clf(In(z + 1)) — fdn n)| <

<cllnr+ 1) —lnn) <cnt <nt,

c.a.d. (1). _
D’ailleurs pour un entier » > 1 quelconque

| flnntl) fix)dx — n~t f(ln #)]| <

Inn

<hn(l +#Y.  max  |f(x) — f(nn)] + (19)

Inn <z <Iln{n+1)
+ |fdn n)| |»t — In(1 + »71)| < 3.(2n%)~1
puisque pour # < &* < 7 + 1 t
f(#) — fn )] < |x — Inn| < In(l + 27 < n,
tandis que |f(x)] < 1 pour chaque x et »! — In(1 + »™) < in—2
pour n = 1.
Il s’ensuit que pour un entier N > 1 quelconque

c BV f(x)dx — ZN T ulg,| < cZYtwn? < in¥ (20)

donc, a cause de (6)
1TV nla, < (372 + e < 1 (21)

si nous choisissons ¢ < (3n2 + 1)1 (Méme des valeurs de ¢ plus
grands suffiraient).
D’autre part, si

iir: a,, = 0 - (22)
donc f(In n,) = 0, nous avons vu qu’il existe une infinité de valeurs
de » pour lesquelles In %, ; —In »,, donc aussi #, !#,, ; surpassent
un nombre arbitrairement donné. Ceci démontre que le probléeme de
M. KARAMATA doit étre répondu au sens négatif.

(Regu le 13 Octobre, 1954)



