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SUR UN PROBLEME DE M. KARAMATA 
', 

PAR 

D. VAN DANTZIG 
(Amsterdam) 

1. Recemment M. J. KARAMATA a Geneve me posait le probleme 
suivant ! · · · · · · · · · · ·· · · · ... 

• 

Soit a1 , a 2, ••• une suite de nombres reels, telle que 
1 ° pour chaque entier n > 1 - · · · ·· 

• 

Jan+l - an! < n-1 (1) 
2° pour chaque entier N > 1 

I ~f n-1 anl < 1 (2) 
. 

. . 

Est-ce qu'il existe alors un nombre reel e > 1, et une suite 
d'entiers nk avec 

1 ° pour chaque entier k > 1 

20 
} < 11-1c < nk+l ¾ en1c 

lim a111c = 0 
k-+oo 

(3) 

(4) 

Nous demontrerons que la reponse a ce probleme doit etre nega
tive, en donnant un contre-exemple. 

2. Soit / (x) une fonction reelle et continue pour x > 0, telle que 
1 ° pour tous les x > 0, y > 0 

lf(x) - f(y) I< Ix - YI 
2° pour taus les ~ > 0 

1/J /(x)dxl < 1 · 

(5) 

(6) 

Est-ce qu'il existe un nombre reel y > 0 et une suite croissarite de 
nombres reels et positifs O < ~1 < ~2 < ... , telle que ~n > oo 
pour n > oo, et 

10 

2° pour chaque n 

• 

lim /(En) = 0 (7) 

'(8) 
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Nous demontrerons que la reponse a cette question aussi doit 
etre negative, en donnant un contre-exemple, duquel nous deduirons 
celui qui conterdit !'assertion du probleme de M. KARAMATA. 

3. Pour un c > 0 (c < 1) arbitraire nous definissons la fonction 
(fig. 1) 

• 

'f (c;x) 

C ..,___ __ ------

--:-----------~ ;.._ _ _..i... _____ _i....._....;: ---x 

<p(c, x) def 

OU 

C 

Fig. 1 

x si lxl < c 
c sgn x si c < Jxl < c-1 

(c + c-1 - x) sgn x si c-1 < }xi < c + c-1 

0 si Jxj > c + c-1 

1 six> 0 
Osix = 0 

-lsix<O 

et nous posons pour un k > 0 entier 

<pk(x) def <p(2-k, x) 

(9) 

(10) 

( 11) 

Evidemment on a pour tous les x et y reels et tous les c > 0 

et 

tandis que · 'P1c(x) 
.longuet1r 

!(}J(c, y) - cp(c, x) I < IY - xi 

\ /% <p(c, z)dzl < 1 

(12) 

(13) 

n'est differente de zero que sur un intervalle de 
• 

• . ( 14) 

Soit maintenant r 0, r1, r2, r 3, ~ •• une suite de nombres naturels 
(entiers > 0), qui contient chaque nombre naturel une infinite. de 
fois. Par exemple: r 0 = O; r1 = 0,, r2 = 1; r 3 = 0, r4 = 1, r5 = 2; • • • 

• 
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generalement rh = m si h = ½n(n - 1) + m pour un entier n > 1 
et O < m < n 1. Posons maintenant pour chaque h naturel 

L def Lh-1 l 
h O r; 

V',,,(x) def - 'Pr,. (x . Lk - ½l,.,.) 
f (x) def :I:~ l/' h(x) 

(15) 

(16) 

( 17) 

Autrement dit, la fonction f(x) est obtenue par superposition des 
fonctions <p,,.0 (x), <fJr

1
(x), <p,.

2
(x), ... , translatees tellernent que leurs 

parties non-nulles soient juxtaposees (fig. 2, ou l'echelle sur l'axe 
des x est raccourcie). 

Evidemment cette fonction f(x), definie par (17), satisfait aux 
conditions (5), (6). 

f(X) 

, 
~ 

V. 
0 

-1 

8 13 17 

Fig. 2 

Supposons maihtenant qu'il existe des nombres y, ~1 , ~ 2, ••• , sa
tisfaisant a (8). Choisissons un entier k > 1 tel que 2k > 2y, et met
tons a = 2-k. Etant donne un entier n 0 > 0 arbitraire, il existe un 
h avec L,,, > Eno, et un r1 = k avec 1· > h .. Alors 1P; prend la valeur 
2-r;·= 2-k = a sur un intervalle de longueur 2k - 2-k > 2k-t > y. 
Mais a cause de (8) et ~n > oo pour n • >· oo cet intervalle doit 
contenir au mains un ~n avec n > n0 • Done pour chaque n0 il 
existe un n > n0 avec · · 

• ',, ... 
• 

f(~1i) = a> 0, 
• 

c.a.d. il y a une infinite de tels n, de meme que (7) ne peut pas ~tre 
' . 

vrai, ce qui contredit !'assertion du probleme pose. 
4. Revenons maintenant au probleme de M. KARAMATA. 

Soit /(x) la fonction definie ci-dessus (fig. 2), et posons pour chaque 
entier n > 1 avec un c positif et < 1 

an def c/(ln n) (18) 



92 

Alors, a cause de (5) pour chaque n > 1 

c.a.d. ( 1). 

lan+l - anl = clf(In(n + 1 )) - /(Inn) I < 
< c(ln(n + 1) - ln n) < cn-1 < n-1 , . 

D'ailleurs pour un entier 11, > 1 quelconque 

I Ji~n~n+l) f(x)dx - n-1 /(In n) I < 
< ln(l + n-1). max 1/(x) - /(Inn) I + 

Inn :is;; x ~ In(n+ 1) 

+ lf(ln n) I ln-1 - ln(l + n-1) I < 3. (2n2
)-

1 

' 

puisque pour n < ea, < n + 1 

1/(x) - /(In n)I < Ix - In nl < ln(I + n 1
) < n-1

, 

(19) 

tandis que 1/(x)I < 1 pour chaque x et n-1 - ln(l + n-1) < ½n-2 

pour n > 1. 
II s'ensuit que pour un entier N > I quelconque 

le JJ0 N f(x)dx - ~r- 1 n-1anl < -Ic ~r-1 n-2 < ¼n2C (20) 

done, a cause de (6) 

l ~f n-1 anl < (¼n2 + l)c < 1 

si nous choisissons c < (¼n2 + 1)-1 (Meme des 
grands suffiraient). 

D 1autre part, si 
lim an = 0 ,, 
~00 

{21) 

valeurs de c plus 

(22) 

done /(Inn,,) • ·> 0, nous avons vu qu'il existe une infinite de valeurs 
de v pour lesquelles In n,,+1 -ln n.,,, done aussi n;1n,,+ 1 surpassent 
un nombre arbitrairement donne. Ceci demontre que le probleme.de 
M .. KARAMATA doit ~tre repondu au sens negatif. 

(Reyu le 13 Octobre, 1954) • 
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• 


