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Chaines de Markof
dans les ensembles abstraits

et applications aux processus avec régions
absorbantes et au probléme des boucles

par

D.van DANTZIG.

PREFACE.

Au moyen de fonctions génératrices généralisées (fonctionnelles) (§7)
et de matrices généralisées (§2,7), on introduit un opérateur linéaire Coa
dans un espace de fonclions mesurables sur un ensemble donné E
(conienant, par exemple, toutes les fonctions bornées), dépendant du
sous-ensemble A ot a lieu « Pabsorption » (§3). Une interprétation (§1)
donnée antérieurement des variables et des fonctions auxiliaires comme
probabilités, par exemple, de la non-apparition d’'une certaine « calas-
trophe » s’avére aussi trés utile pour ce type de problémes. On
démontre (§4) que €, est un opérateur de projection et que pour
Ay > As, Cyy et C o,y sont commutables et que leur produit est égal
a C4y- Gelle 1dentité contient comme cas particulier une identité
obtenue dans une These de doctorat a Amsterdam par J. H. B. Kem-
perman. En outre (§5), I'identité tondamentale d’A. Wald est généra-
lisée et 'on monltre que la foncton caractéristique d’une distribution
peut étre considérée comwme un cas particulier de valeur propre dans un
sens généralisé, ou la fonction propre (dans ce cas particulier une fonc-
tion exponentielle) doit étre proportionnelle a sa transformée par 'opé-
rateur linéaire en dehors de l'ensemble absorbant A4 seulement.
Finalement (§6), on démontre quelques théordmes relatifs aux boucles
dans la trajectoire d’un point mobile et quelques résultats similaires en

f

dérivant la fonctionnelle généralrice par rapport a la fonction dont elle

J

l
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dépend. La théorie purement mathématique de la muluplication de
matrices généralisées est développée dans I'Appendice (§ 7-10). En
particulicr, on donne des conditions suffisantes pour l'associativité
également dans des cas ou les niatrices ne sont pas bornées (§3).
[’Appendice contient, en oulre, une généralisation d’un processus
« daccroissements indépendants » pour le cas d'un ensemble sur lequel,
sous certaines conditions, opére un groupe transitif (§9) ainsi qu'une
extension des résultats du paragraphe 3 a des processus non marko-
viens (§10).

Ce Mémoire a 6té écrit pendant que Pauteur travaillait en hotle au
Statistical Engineering Laboratory du National Bureau of Standards
durant I’été 1951, sous le contrat CGST-528 entre le National Bureau of
Standards et 'Université de la Caroline du Nord. Il fut ensuite révisé
avec l'assistance de M. J. J. de Iongh, auquel auteur est redevable de
plusieurs améliorations du texte. Un nombre limité de copies en torme
miméographée fut mis en circulation par le National Bureau of Standards
A Washington, et, & Amsterdam, par le Centre Mathématique, en 1'été
1952 sous le titre : 7Time-discrete stochastic processes in arbitrary
sets, with applications to processes with absorbing regions and (o the
problem of loops in Markoff chacns. Depuis lors, le texte a encore été
révisé en profitant de laide de MM. G. L. Scheffer, R. Doornbos et
G. Zoutendijk. Néanmoins, quelques petits détails mis & part, il coincide
avec la version originale et, en ce qui concerne les cing premiers
chapitres, avec 'envol de 'auteur a la Réunion de 'lnstitute of Mathe-
matical Statistics tenue & Santa Monica le 15 juin 1g51. Le contenu prin-
cipal de cet article forme d’ailleurs la substance des quatre conférences
données par l'auteur & I'lnsutut Henr: Poincaré au mois d’avril 1953.
[’auteur tient a remercier MM. Fénon, Fourgeaud, Fuchs et Soulé
qui ont eu Pamabilité et la patience de traduire cet article, de méme
que M. Fréchet, qui a bien voulu surveiller Pceuvre de traduction.

1. La méthode des marques collectives. — Suivant A. Kolmogorolt,
un champ de probabilité est défini comme un ensemble IT sur lequel est
donnée une fonction d’ensemble complétement additive (1) [ définie,

Elrirnay irmpymitie R TP SUPF M N S TARSSISAI - AP PP SERRTCIIE PSS EREUII LSRR R SRR VR S RIS SRR SRR R B S ST ATT :

(1) Les fonctions d’ensemble complétement additives, définies par la condition (1.2},
sont quelquefois appelées fonctions d’ensemble totalement additives, absolument
additives ou c-additives.
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> 0 et =~ 1 pour Lous les sous-cnsembles A de IlI appartenant a un
g~corps oy (?), qui conlient II et chacun de ses éléments|. Désignant
cette fonction d’ensemble par P, la valeur qu’elle prend sur un ensemble A
par Pa) [au heu de P(A)], nous avons, en renvoyant le lecteur pour
plus de détails concernant les notations et les propriétés a PAppen-
dice (§ 1),

(1.1) 0= Py =1 = P,

e

”
(1.2) Py = :;E P st A :::U A, et A, nA,=o0 pour m £ n.
i

1

Dans beaucoup de problémes de la théorie des probabilités, nous
avons affaire & plusieurs fonctions d’ensemble completement additives,
toutes définies sur un seul ensemble II, ¢’est-a-dire P peut varier sur un
autre ensemble &, quelquetois appelé '« ensemble des hypotheses admas-
sibles » ou « espace paramdétrique ». Alors, pour tout 0 € 2 nous avons
un P, désigné par P, prenant sur A la valeur P;O«L St II est un
ensemble dénombrable (c’est-a-dire fini ou infini dénombrable), nous
avons P;{}\’) _ }:Pi?; et s1 II et & sont des ensembles finis, P%G{} est

L e\
déterminé par la matrice reclangulaire ordinaire des nombres Pi?;j avec

™

A e Il. Pour cette raison on appelle matrice (généralisée) le systéme des
valeurs PE?{) avee e, A€oy, soumises a la condition d’additivité
complete par rapport a A. Quelques-unes des propriétés fondamentales
de ces malrices scront considérées sous des hypothéses un peu plus

| "

oénérales dans un Appendice (§7.3) (?).
En généralisant une 1dée de laplace, selon laquelle un systeme de
probabilités p,(n =0, 1, 2, .. .) est représenté par sa « fonction géné-

ratrice »

(L.3)

z étant une variable auxiliaire, 1l s’avéra utile (¢/. D. van Dantzig, 1941)

o R R i . B e TRl ity S R P e ekl L

(*) Un o-corps est une classe d’ensembles contenant avec chaque ensemble son
complément et avee chaque suite (dénombrable) d’ensembles leur union, donc aussi leur
intersection.

(3) La notation dans l"Appendice (P{ au lieu de P?\) est légérement différente de
celle dans ce paragraphe, mais est conforme a celle du paragraphe 2.
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de représenter un champ de probabilité Py par la fonctionnelle corres-
pondante d’une fonction auxiliaive U/ définie sur II. En admeltant que
cette fonction est mesurable o et que I'imtégrale (1.4) existe et en
désignant la valeur que U prend en un point 4 €Il par U [au lieu de
habitwel U7(2)], la fonctionnelle correspondante peut s’éerire comme

une ntégrale de Stielljes-—-Lebesglgle--Radon

def

SRy C(U)= [ Pan U™

Si C(U) est connue pour une classe suffisamment large de fonc-
tions U, elle détermine P. Dans le cas le plus simple, s1 ¢lle est connue

pour toules les fonctions U+ (%) borndes et mesurables o, nous aurons
(‘1.5) P;\ﬂC(IA)}

ot Ia(l=1iota) désigne la fonction caractérisuique de l'ensemble A,
délinie par

“‘ o def {1 st A €A,
(1.6) I = -
| 0 sl L&A

(¢/. D. van Dantzig, 1935). Dans le cas plus général, ou £ varie sur un
ensemble Q, nous pouvons aussi introduire une fonction d’ensemble
auxiliaire, completement additive /7 sur.un o-corps ¢, de sous-ensem-
bles de &, en supposant que pour toul A fixé P?.\ est mesurable o,

et détinir la fonctionnelle correspondante
) ~_ .; def 2 0
(1,7) C(FU)= | 1qupd;,*w.

Ces fonctionnelles furent introduites dans nos cours a Amsterdam en
1947 et dans un exposé fait & Lyon en 1948 (publié¢ en 1949) et quelques
applications de la méthode y turent données. Les fonctions auxiliaires
furent désignées par « marques », leur lonctionnelle par « marque collec-
Live ». Il s’avérera utile d’employer une notation ¢t une terminologie,
mtiroduite & une autre occasion (1933), a savoir d’appeler des fonctions
de points et des fonctions d’ensemble complétement addilives (soumises

L e o T o SR o T Ry Ny e P

(*) Dorenavant nous omeltrons les parenthéses et écrirons P, Pl et P{K au lieu de

0
I’J(ﬁ)g 1)(6} el Pé

Ay Tespectivement, parce qu'en ce qui suit, il n’y aura pas d’ambiguité
dans les notations.
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a certaines conditions légérement restrictives spécifiées dans ’Appen-
dice) respectivement fonctions de la premiére et de la seconde espéce
et de désigner systématiquement les arguments (points) des premiéres
par des lettres minuscules écrites en indices supéricurs et ceux (ensem-
bles) des secondes par des majuscules écrites en indices inférieurs.
Exceptionnellement, dans le cas ot l'on effectue une intégrale, les
limites d’ensembles « élémentaires » ou « petils » sont représentées par
le symbole désignant le point variable correspondant, précédé de la
lettre d, au lieu d’une leltre majuscule (par exemple d2 au lieu de A).

Des applications antérieures ont monlré que Papplication de la
méthode était souvent considérablement facilitée s1 'on interpréfait les
variables auxiliaires et collectives, fonctions et fonctionnelles comme des
probabilités, en restreignant temporairement leur domaine de valeurs
a l'intervalle réel (o,1). Ainsi, dans (l1.7) nous pouvons restreindre
Fe(@€oy)d oL FgL1=1F,, et interpréter £y comme la probabilité
que, au moyen d'un certain mécanisme aléatoire, on ait choisiun 0 € 0.
De méme, en supposant o= U*=_1, nous pouvons considérer un
événement auxilaire C (qui n’a rien a voir avec le probléme de probabi-
l1tés que 'on considére) et supposer que, chaque fois que le résultat de
ce dernier est A € I, un mécanisme aldatoire, dépendant de A, détermine
avec une probabilité 1-U* contre U*, s1 C a lieu ou non. Alors C(F, U)
est la probabilité totale que C n’ait pas lieu. Il est essentiel que le
mdécanisme aldatoire demeure (au moins partiellement) ndéterminé,
de fagon & garanur la variabilité de /" et de U/ sur des ensembles suffi-
samment larges de fonctions. En gros, plus la classe de fonctions sur
lesquelles /" et U peuvent varier est large, plus la classe de probleémes
pour lesquels lcur introduction est utile est étendue. L’interprétation
d’'un /' auxiliaire comme une distribution de probabilités est due a
J. von Neumann (1928) et futlargement utilisée dans : J. von Neumann
et O. Morgenstern, Theory of Games and Economic Behavior (1947 )
et dans A. Wald, Statistical Decision Functions (1930).

Cependant on donne souvent une Interprétation économique de
« gains » et « pertes » aux fonctions de la premiére espéce, quand elles
interviennent dans ces textes. Ceci, sans aucun doute, a Iavantage
qu’elles peuvent varier sur ltout I'ensemble des nombres réels, sans
restriction a I'intervalle (o, 1), mais aussi inconvénient que les produits

et les puissances de gains ou de pertes n’ont pas d’interprétation évidente,
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alors que les produits de probabihilé peuvent directement étre interprétés
comme des probabilités.

Pour la méme raison C et U™ ont été interprétées comme les probabi-
lités totales et conditionnelles pour qu'un événement n’ait pas lieu (au
heude : ait lrew). Nous appellerons cet événement C une « catastrophe ».
I’avantage de terminologie de prendre la réalisation de non-C au lieu
de celle de C réside dans le fait que la conjonction de plusieurs non-
réalisations de C peut éire décrite comme une non-réalisation (totale)
de C alors que la conjonction de plusieurs réalisations de € ne peut étre
décrite aussi simplement comme une réalisation. Quoi qu’il en soit,
Vinterprétation des quantilés auxiliaires n’est pas de¢ premiére impor-
tance et, de plus, rien ne nous empéche, tant que n'apparaissent pas des
ditficultés de convergence, d’appliquer la terminologie probabiliste
¢galement a des quantités négatives ou complexes, de la méme maniére
qu’on I'a fart pour la terminologie géométrique [¢/f. aussi Bardett (1944)].

Le but de ce Mémoire est d’obtenir certains vésultats concernant les
processus stochastiques par celte méthode.

2. Processus stochastiques. — Nous considérons des variables aléa-
toires, c’est-a-dire des fonctions sur I, dont les « valeurs » sont des
éléments x, ¥, 5, d’'un ensemble arbitraire . Des variables aléatoires
(ou des événements aléatoires) seront désignées en omettant I'argument
#€ll et en soulignant le symbole de la fonction : par exemple,
Zy ¥y Bny - .- (*). Nous supposons encore que sur I'ensemble /£ et sur
ses produits directs (B < LB, Ex<FE>x<I, ...)onaitdonné deso-corps
de sous-ensembles ¢, oz, o5 (des conditions plus générales sont consi-
dérées dans I’Appendice (§7) (¢).

Nous définirons un processus stochastique (discret dans le temps)
comme une suite de variables aléatoires xy, x4, 22, ... dans FE, telles

H perTry

i denlrni vl N, l__-—__mm'__m.' ———

a——— T T A " — et i "

- AR ey Bl s
= A : v L

AR ST P ol S s binly

(") On désigne souvent des variables aléatoires par des lettres majuscules. Ceci est
rarcment fait d'une fagon cohérente, vu que les majuscules sont également utilisées &
d'autres fins ct que certaines variables aléatoircs sont aussi désignees par d’autres
symboles. Notre systeme de notations nous permet d’utiliser &4 ’autres fins tout un
alphabet (lettres majuscules).

(%) Pour obtenir une définition de la distribution de probabilité sur L, nous devons
restreindre les variables aléatoires aux fonctions sur IT qui sont mesurables (T gy o1), CTESL-

a-dire pour lesquelles les originaux d’ensembles €0, sont toujours des ensembles €oyy-
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que la distribution des probabilités conditionnelles de chacune d’elles,

les précédentes étant donndes, existe

& ’ ;-I-;“«‘ o« b =% :L'ﬂ__,,’[ — ) B . Lt ; w —— s -~y —
(QI) ) X ----[l_{{n,es{ 1:;{_,0“-- g oe vy Iy = »L'nm'l];

T T

O0 Ly, +» -y Zn_q sont des ¢léments arbitraires de £ et A est un élément
de o,. On suppose que ces distributions de probabilité sont mesu-

rables-c..(en x4, ..., ,_1) ct completement additives en .1 et qu’elles

satisfont aux relations

(f l.:-i} - 2 ) {M} :::;_; P;k;;}; ey :}t?{:’i ...4 I —— *]_:};,t‘{i! N IEI:T};_;_.I ,

La distribution de probabilité de 'ensemble 24, ..., 2, est donnée

par

(2. 3) P v, Plarye Ty, ..o, 'y € 1z, 1.
» =\ﬁ.‘s-*':"‘ I _ .

Nous nous resircindrons au cas ot elle est complétement additive,
non seulement par rapport a chaque X, séparément, mais aussl par
rapporta ’ensemble des 1, donc par rapport a ¢, .. I'n admettant, en
outre, qu'unc intégrale muluple est égale au résultat d’intégrations
successives, elle est alors lide a (2.1) par la relauon recurrente
pour 72 = I

(2.4) PO = f e P e Pl
v X, N |

D’une fagcon descriptive nous appellerons cette suite de variables
aléatoires un « cheminement aléatoire » dans £ ou un point « cheminant »
ou « saulant » & travers ou sur £, les éléments x € £ les « états » ou les
« posttions » out 1l se trouve ct Py * la « probabilité de passage »
d'un point ayant « passé par » Zy, ..., Znp_1 Successivement pour
arriver 4 un élat quelconque dans 1. La suite des états &y, 24, ... par
lesquels passe le point cheminant s’appelle sa trajectorre, la suite zy,...,2,
son segment de trajectoire d’ordre 7, xy son état initial, la transition
de z,_1 & 2, le »'*™¢ échelon (ou saut).

Un processus stochastique est un processus de Markof (simple) si
les probabilités de passage pour 2 >» 1 dépendent seulement du dernier
état par lequel a passé le point cheminant

. 5 AV N AF I 3 .
(2.5) Py st = Pyt (72 1);

[
#



1D D. VAN DANTZIG.

Pny est appelée la matrice de transition de la 2'*™¢ transition; P,, ¥ est
la probabilité pour que le point cheminant, si # est son (n —1)®»e §tat
(c’est-a-dire z, s =x), saute dans un élément de X (c’est-a-dire z, € X ).

La probabilité, sous la condition x, ==, que Z,., € X thj Pla P ixs

que nous écrirons, en utilisant la notation matricielle discutée en plus

de détails dans ’Appendice [déﬁnltlon (8 39)]s (Piny Pinsa))¥. D'une

facon générale, nous avons pour n X 1

(26) P [-i;n——-‘l-r{-ke/rl Xp—y = :Z'] — (P(i?.) . P(n-~1+k})§*

la muluplication matricielle élant associative (¢f. Appendice, § 8,
lemme ).

- Le processus de Markof est stationnaire si toutes les matrices de
transition P, sont égales & une seule et méme matrice P

(2.7) Pinx=Px (nx=r1).

La matrice définie par (2. 6) est alors simplement la A'™° puissance P*
de P, indépendante de n. Les propriétés asymptotiques des processus
de Markof stationnaires généraux ont é1é étudiés dans un excellent
Mémoire de W. Doeblin (1940).

Un cas particulier important est celur o £ est ’'ensemble de tous les
nombres réels et pour lequel le processus de Markof est invariant par
rapport & une translation, c’est-a-dire

(_"28) Puz'x-}-w"" ft

YN gy ™ FIARY
defl
pour tous les nombres réels ¢. En posant p,, x= P,y nous avons alors
(Q(ﬂ P{!l}%m P{;IL)%__Q;W P{n)xmmm / P{n)d;f li+ V.

Un tel processus est quelquefois appelé « processus a accrolssements
indépendants », puisque la coordonnée du (n + 1)*™° état est la somme
de (7 + 1) variables S*{ﬁochastiquemem imdépendantes

(%.IO) {E?;g:::ug{}"l"()i‘l".;;_{‘ o)

¢ 6lant distribuée suivanl p g, ;3 nous préférons le terme « processus
invariant ».

Plus généralement nous pouvons considérer le cas ou £ est un espace
euclidien a r dimensions. Alors, en définissant un processus 1nvariant
par (2.8) ou z ety sont des vecteurs a r dimensions, (2.9) reste valable.
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La méme chose est valable dans des cas encore plus généraux ou £ est
un groupe abélien arbitraire, écrit sous forme additive, z et ¢ étant alors
des éléments du groupe.

Le cas ou £ est un groupe non abélien peul étre considéré comme
une spécialisation du cas encore plus général o 1l existe un groupe de
transformations de £ dans lui-méme, qui est transiuf sur E et par
rapport auquel P est invariant (¢f. Appendice, § 9).

3. La matrice collective d’un processus de Markof stationnaire dans
un milieu absorbant. — Nous considérons un processus de Markof
stationnaire dans un ensemble £ détermind par la matrice de transi-
tion P¥. Nous supposons que le point cheminant part d’'un état donné
quelconque z, que s’il est dans un état y, il existe une probabilité A
pour que le processus ne se continue pas (nous disons alors que le
pomnt cheminant est « absorbé » en ), auquel cas il existe une
probabilité 1— U> pour que la catastrophe C arrive; et une proba-
bilité BY=1— A7 qu’il se continue, auquel cas il existe une pro-
babilité 1 — 77 pour que C arrive (*).

Au lieu de la probabilité totale C que € n’arrive pas, nous intro-
.duisons la probabilité conditionnelle C* pour que le point cheminant,
s'1l part de z, soit éventuellement absorbé sans qu'aucune catastrophe
ne sott arrivéee.

Il est a1sé de calculer C*. Le point élant en z, il est ou bien absorbé
immédiatement (probabilité 4+) auquel cas non-C a la probabilité U>,
ou non (probabilité B+) auquel cas la probabilité de non-C est 7°=. Mais
alors 1l saute en un certain point y (probabilité de transition P, st dy
représente un ensemble « élémentaire » contenant y, a savoir un
ensemble sur lequel la'variation dela quantité a intégrer tend vers zéro)

et. alors la probabilité d’une absorption éventuelle sans C est 7. d’ou
‘ b,

(3.1) - (= A Ur 4 Br T« f Pg.CY.

Pour obtenir une solution de cette é¢quation, nous troduisons Ia

iittelnlu i

(*) On peut interpréter un processus de Markof avec absorption comme un processus
dans un ensemble ZUw, ot @ consiste d’an seul ¢lément seulement, n‘appartenant pas
‘4 £ Pour la matrice Q du processus dans EuUw on aura, avec z€ k£, Y'e S, arbitraires :

VE . Do P £ g I 30
(\.)A s .[? ; ..a-‘L’ Qu) i 1 ' %\.: —-s f):’ {&)w —F

Une interprétation similaire se laisse donner a ’événement d’une catastrophe.
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« matrice collective » C% qui désigne la probabilité pour qu’un point,
partant de z, soit éventuellement absorbé quelque part dans _I', sans
qu’une calastrophe arrive. L’équation pour Gy, correspondant a(3.1)

est alors [cf. (1.6)] Ci= A*U* 13+ B T”l P ¢

Si nous faisons I'hypothése quune cataslrophe ne peut arriver (avec
la probabilité 1 — 7') que dans un étal ou le point n’est pas absorbé,
nous devrons substituer 7*=1 et l'équation pour C{ se rédurira a

(3.2) Cy= AxIi+ Br T /‘Pm

I’introduction d’une « calastrophe » € peut étre ainsi interprétée
comme suit. Ajoutons a ensemble E des états un nouvel élément, que
nous dénoterons aussi par C, et passons de la matrice de Markot P sur &
3 une maltrice O sur £ + C délime par O\=T"Py, Qi=1—T"
size F, I eoy et =0, (S =131 X €op, Uélément € érant stochas-
thuemcnt fermé. Par rapport & 'absorpuon et dans le cas géndéral une
interprétation 111:110“11@ est possible.

Le C* total (pour un U~ général) peut alors &lre exprimeé par rapport
aux C{ particuliers par

(3.3) C’*HCIT(D)*/CMUJ‘,

ce qu’on peut démontrer en utilisant le lemme 3 (Appendice, § 8) el en
monlrant que la solution de (3.1) est unique. Cetle démonstration sera
donnée plus bas pour U*=1 ¢t peut étre étendue au cas de (3.1) en
remarquant qu'alors | U* | <= 1.

Nous considérons en particulier le cas ou les probabilités d’absorption
locale A% ont seulement les valeurs o ou 1. Si alors 4 est I’ensemble de
tous les z avec A=1¢el b son complément, nous aurons

(3.4) Ax = 1%, Br = 1j.

En substituant (3.4) dans (3.2), on obtient en accord avec les

définitions des matrices diagonales (§ 8)
| del def
- ’ " e BT
(8.7) (L= Fiax= 1315,  (Ip)x=3ax=Ilx,
def

(8.8) (7Y%= Ty

et de la multiplication matricielle

def
(8.13) (QPYie= [ Qi P¥
« K
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considérée d’'une fagon plus détaillée dans 'Appendice (§ 8), I'équation
Cx=(La)y+(Iz7PC)%

ou, en notation matricielle,

(3.5) C =1+ 1p7PC.

En multipliant les deux membres de (3.5) a gauche par I ,ou parl, et
ennolant que | dz=1,1 ,—=o, 1 ,=1,1;1;

|

|, on obtient les 1dentités
impartantes et souvent utilisées

(3.6) [, C =14, 1,0 = 17T PC.

De (3.5) on obtient par induction

N
W
3.7 (=N (IgTPyl + (IzTPYC.
()1,.) .H(B ) 41‘+‘(ﬁ )
{)
Maintenant, en supposanlt d’abord que [|7'|=Sup 7% <1, on a
e
[ (8.42) de ’Appendice]
(3.8) NI TP C I < | IsTP N C I TN
puisque |l = 1 (4 moins que B =o, Iensemble vide, cas banal que
nous excluons), | Pl=1 et |[C| L1, CY étant une distribution de

pro}mbilités. Ainst le second terme dans le second membre de (37)
tend vers zdéro et

(3.9) é’mzft (I TPy 4,
0

ou la série converge si |7'|<C1. Nous savons cependant seulement
que | 7'} < 1. 51 nous remplacons 7 dans (8.9) par 07, 0 étant un '
nombre réel, la série dans le second membre de (3.9) est convergente
pour o0 £ 0 <1, donc une fonction analytique de 0. Comme tous ses
lermes sont > o et que sa valeur, étant une probabilité, demeure <1,
donc bornée pour o6 <1, la série demeure aussi convergente
pour 0 =1 et sa valeur demeurc < 1. Donc (3.9) est valable non
seulement pour | 7’| <1, mais aussi pour | 77| = 1.

A la rigucur, nous pouvons également abandonner I'interprétation
des 7* comme probabilités (§ 5, 10) et les remplacer par des valeurs
complexes arbitraires. Alors € devient une fonctionnelle analytique
(complexe) de 77, définie (au moins) pour | 7§ = 1.
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Pour | 7" | << 1, nous pouvons éerire, a cause de (8.50)

i ' i ) o

(3.10) C=(—Ig7TP) "1,

g el

En multipliant les deux membres de (3.9) a drotte par 1, on oblient
'identité
(3 .11 ) * Cly= C

qui implique le fait que Pabsorption se produit en 4 seulement, c’est-a-
dire que
(3.12) (Y= Chnx-

Pour 7% =1 (c’est-a-dire si aucune calastrophe ne se produit),
(3.9) implique la probabilité totale pour qu’un point, partant de 2 soit
absorbé éventuellement quelque part dans 1. Dans le cas paruculier

“

- . " e
ou I est 'ensemble des entiers, de sorte que Py zl P, ou
YEN

£ =1,

“ e p St )
3.13 PE =. ¥
( ) ? L — 1

l1—p s1 Yy

| =

|

et — o dans tous les autres cas, et ou

B = Ens i @ el

0<x<a+b}§

C;f avec 7% =1 pour y=x—a et y =2z + b résout le probléeme
classique de la ruine des joueurs. En effet, (3.9) est essentiellement
équivalent a la solution classique d’Abraham de Motivre. Pour 7""="17
— const., on obtient la fonction génératrice du probleéme de la durée de
~ jeu. La généralisation qui avait é1¢é utilisée dans la théorie originale de
Wald et Barnard sur I'analyse séquentielle est obtenue si dans (3.13)
les conditions sont remplacées par y =z + 3 ely —=x—« respecti-
vement, « et 3 étant des nombres réels positifs, alors que 7+=17.. En
particulier, la fonction génératrice utilisée par Barnard correspond au
cas o= 1, P =entier > 1. Des cas plus géndraux ont été étudiés
par D. Blackwell et M. A. Girshick, G. Blom, M. A. Girshick et
J. H. B. Kemperman. Ce dernier a considéré le processus stochastique
A accroissements indépendants général dans un espace euclidien a n
dimensions et a étudié en grand détail le cas ou E est 'ensemble
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de tous les entiers et Py = p,_, arbitraire ( mais évidemment >

Le cas ott un poinl cheminantarrive quelque part dans un ensemble A,
sans étre passé préalablement dans un ensemble A, est dgalement
contenu dans notre formule générale en prenant A = 4, u 4,, .Y = A,.
Quelques applications de 'emploi de 7 non constant seront données
dans le paragraphe 6.

4. Cas de deux régions absorbantes. — Nous allons maintenant
établir une relation entre la matrice collective relative & une certaine
région absorbante A, ct celle relative a une deuxiéme région absor-
bante 4, contenue dans 4,. On peut penser a deux espéces de particules
cheminantes, celles de premiere espece étant absorbées dans A4, celles
de seconde espeéce dans A seulement. Nous dénolerons ces deux matrices
collectives par C,, et (4, respectivement el montrerons que :

TakoreEme 1. — ST A, > A, alors

e RARD SR r - —n TR T A -v—-r-w_ b "

(4.1) Cia) Clan = Cray= Cray) Clay-

T, il i il LT .

|

On remarque (ue le théoreéme s’applique si 4; = A4, et affirme alors
que C est idempotent (opéraleur projectit). L’équation (4.1) suggére
une analogie entre les matrices €, et les opérateurs spcctraux. Ces

matrices cependant ne sont pas additives dans les ensembles A.

Démonstration. — La seconde égalité dans (4.1) est banale; elle
tart usage seulement du fait que d’apres (3.171)

(4-2) | Ciay= Cr1plu,

et que d’aprés (3.5) et (3.6)

(4.3) Clay= L4 =+ 1B, Cryy.

Alors la définition de la multiplication matricielle (8.37) implique pour
les matrices diagonales Iy et Iy que

(4.[;) L{l}'m ll"n}-",

0

par COHSéqUG}Hl} COI’III'I’IGJ*J& C .141 el déS 101‘8 Bi C Bg, .z‘fl 1 M .Bi ::A:z N BE: ),
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.541 UvBiﬂ;‘I*gU,Bg:_Er? ,,:‘5133(\81: O, ..:*El-i UngEj

(4.9) Lo by, = e by, = Ly,

(4.6) Ip tp,= lp,ip, = Ipn,

(4.7) Ljalgzmigllﬁjgm Q.

(4.8) by, =gl =14— V= 1Ip—1lp

De (4.2), (4.3), (4.5), (4.7) on déduil immédiatement
C{,’gﬁ} C(,[l\y — C(ffzy Lja L,.fi i Cg_s{ﬁj; (:L;‘g IBi \) C(;—'fiz — C(;Ig} 'f!ﬁ —+ O = C{.-d’g)'

Nous donnerons deux ddémonstrations de la premire partie de
I’équation (4. 1). La seconde démonstration qui est purement algébrique
comme la précédente sera donnée plus tard et sous une forme légérement
généralisée de manidre a obtenir en méme temps un autre résultat.

La premidre démonstration est basée sur Pinterprétation probabiliste
de C,, et C ;..

C...% est la probabilité de I’événement suivant (L : un point partant
de z arrive finalement dans .1, n .Y sans qu'une catastrophe soit arrivée,

def

et y est absorbé. Maintenant considérons la région D = 4, n B, c’est-
i-dire la partie entre A, et A,. St &L arrive, alors le point cheminant

peut avolr ou ne pas avoir passé par un pomnt de [. Les deux cas étant
exclusifs et exhausufs C , ¥ est la somme des deux probabilités corres-
pondantes. Dans le premier cas la probabilité est la méme que s1la plus
orande région A4, avait été la région absorbante pourvu que le pointait
é6té absorbé non seulement dans .Y mais encore dans AN Y. Donc sa
probabilité est C,, /Av=(C_,1,)y. Dans le second cas 1l y a un
point ¥ € ) ot le point cheminant vient pour la premeére fois dans 0.
La probabilité pour qu’il arrive dans un petit ensemble dy est la proba-
bilité d’étre absorbé la s1 A, avait été la région absorbante, c’est-a-
dire (C ,,)q,- Gect doit étre multiplié par la probabilité que le point
aille de y a un point de .¥' n 4, (toujours sans catastrophe), 4. étant la
région absorbante, c¢’est-a-dire par €, ¢ est inlégré sur y € . Fina-
lement nous oblenons

1 A X o ¥
(4‘ 9) C(*‘{ﬁj X C(fi{ﬂ AN X +f C(ﬂ’i) dy C(*”’JE} X
D %

ou en notation matricielle

("i" ID) C(*‘JE) — C(ffs.) L‘I&z —+ C(“:(i} lD C[*{{ﬂ)?
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I‘l'l.aiS l,) = IBiM IB.-;; ; Cf{f;fi] IBI —— C(Arz) l-41 IB —_— O*, dOllC

1

“y ™ Y i 4
Ciap=Cra)(Vay=+15,Clay) = Ci4,C 1,

d’aprés une 1dentité analogue & (4.3). Ce qui prouve le théoreme.
Avant de donner la seconde démonstration, considérons un cas trés
particulier. Soit £ l'ensemble de lous les entiers. Les intégrations
peuvent alors (et d’une maniére générale s1 £ est dénombrable) étre
remplacées par des sommations et nous connaissons les matrices et les
foncltions de seconde esptce s1 nous connaissons leurs valeurs pour les
ensembles qui ne conticnnent qu’un seul ¢lément. Soil 2, linter-
valle —a <2 << b et B, I'intervalle —d <2< b, o0t —a<—d <0< b
(a, b et d sont des entiers posiuts). En outre, nous prenons z =0
et nous prenons pour I” I'ensemble réduit au seul élément — /
avec — { <Z— « ({ enlier). Supposons, en outre, que le processus soit

invariant de sorte que Py = Pt} = p,_, pour tous les entiers z, y et A
el 7% = const. Alors (4.9) devient, avec y =—=—/,
Q—-—-j
(4.11) C{ffg}-—? - C(fmm?“’*“}:quifi)m ‘C&Jg-%—j)-—- f+/:‘
d

~

ou

As—+ j = LEns f xr -+ J ! reds ;

Avec des notations diftérentes, cette relation a été lrouvée par
J. H. B. Kemperman dans sa These de doctorat & Amsterdam (p. 71).
Griace a (4.10), on peut trouver C 7, pour tout z et . si la
matrice C ,, est complétement connue ¢t C 7,y pour z € D sculement.
Par itération comme dans le paragraphe 3, nous pouvons cependant
exprimer completement €, en fonction de C .
En cffet
| CiaplnCisy= Cialp,Ci1y= Ciap,TPC 4,,

d’apres (8.6) et (4.10) est équivalente a
(4.12) Ciay= Ciup\la,~+ Capylp TPC4,.

Au moyen du méme processus itératit que celuy utilisé précédemment
cecl donne

L

("‘i" 13) C(;fg) — C(Ai} Z ( ll) ?‘7}30(311;)’? L,;fﬁ

0
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ouw d’apres (8.50) s1 || 77| <1

L e T, A e il il i

(4.14)  Ciay=Cuy(l —IpTPC )~ 14,.

e e o P Ay L i

Dans le cas particulier o 4, = F, donc By=o0, D = B., Cop=1I;
cect nous rameéne & (3.10).

La solution (4.14) est particulicrement sunple si [ se compose
seulement d’un seul pomnt . En notant par | + () le facteur du milieu

du dernier membre de (4.14) nous avons donc

(%.19) (V=1 TPCiygy) (b+ Q) =1
Ou
(4.& 16 ) Q = l TJDC(,.;{L}—}- 1, TPC(_,{Q (.

montrant que (Jx s’annule a moins que z=d (généralement z e D)
auquel cas

Q%= TU(PCiiy)5+ T4 (PCiiy)aQx;
c’est-a~dire

d r b — | o
(4.17) Q= T¢ 1— T PCrsy))i {7 (PCLay)k-
La solution (4.14) devient alors
(‘i’* . 18) C(.A'g) X = C(JII},JIEQX"{" C(._Ji) 7 Qﬁan'

S1 £ est dénombyrable, (4.17) et (4.18) donnent une méthode récur-
rente pour calculer successivement les C, (k=1, 2, 3, ...) si nous
prenons By =0 (par éonséquent Cay=1)et ajdutons & chaque fois un
élément a ,B/;. .

Nous supposons, pour simplifier les notations, que les éléments z,

¥, 2, ... de £ sont les entiers 1, 2, 3, ... eux-mémes,. dans 'ordre
dans lequel 1ls sont pris dans B, de sorte que

Br=1{1, ..., ki, Ar=4tk+1, k+2, ...

¢t nous noterons C; au lieu de C,,. En outre, nous remarquerons que
pour ¥ > Ak,

o4 K-—1
. : - y | : - .
(PCisYfi= Nz PE(Cima)i= ¥ s PE(Ci1)j+ Pt
1 1

pulsque (C;;m_i)‘ji:: 0 s1 x > k & moins que z = y. La relation récursive
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devient alors
( Cr ):; = O sl ) . A

Cl

_ -y

{Im—-T’(P'{ ]“Z A(CAHI)A: 1%
5
|

-1 - i Ty W -
< ¢ % —!—-\ PE(Cr )5 S
i, Y :} L ¥ ?

dans laquelle nous rappelons que (C,_y)7 et (C})7 sont fonctions d'une
infinité de variables indépendantes 77, 772, 7', ... (les indices supé-
rieurs ne sont pas des exposants !).

>

9. Seconde démonstration et ’identité fondamentale de Wald. — lL.a
seconde démonstration de la premiére équation de (4.1) peul étre
donnée de plusieurs maniéres, et consiste simplement a vérifier (4. 1),
(4.10) ou (4.12) au moyen de (3.5), (3.9) ou (3.10), appliqués
a €, et C,,. Nous choisirons la forme suivante. A la place de (3.5),
nous pouvons écrire | — C=1,—1,7TPC ou

(D.1) Ig(l —7P)=(1 —1p7P) (I —C)
ou st || 77| <1
(5,2) | — C =1 —137P)tig(l — TP).

D’ou, si nous multiplions les deux membres a droite par une matrice
bornée [), nous trouvons

5.3) ‘ CD=D
s1 I) saltistait 'identitd
3.’;) 13('WTP)l)mO.

En prenant maimntenant, comme précédemment,

C = Ciu,, B = by, L = Cray,

(D.4) est satistaite. Car, en vertu de (3.6),

1, Clorg=7TPC, ;,;

st les deux membres sont multipliés a gauche parl, , (4.6) prouve (5.4).
Donc (8.3), c’est-a-dire la premicre partie de (4. 1), est vraze.
Les 1dentités (5.1), (H.2), conduisent a d’aulres résullats imtéres-

*)

w—-
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sanls. Comme ensemble X" dont dépend D% n’inlervient pas, pour
autant que /) n’entre dans les équalions que comme dernier facteur
(a droite), nous pouvons tout aussi bien le remplacer par une tonction f*
de premitre espéce. Alors, du point de vue formel, notre résultat pré-
cédent (5.3), (5.4) devient : f+ satisfait P'équation

( :; v 5 ) f Cé} . fa J, —_ fﬁ‘ '

(¢’est-a-dire / est une fonction propre de € appartenant a la valeur

propre 1), sl

c’esl-a~dire si

( 3 . 6 ) | t/“{lf — _f[t};‘ Q [)‘/‘ ).“L‘ I}OUF x> e B*

D’autre part, si (5.5) est vérifice, (5.2) montre que (9.6) vaut éga-
lement. Le résultat que (5.5) est impliqué par (5.6) est valable s1 f est
bornée, et si les séries intervenant implicitement dans C et dans le
membre de droite de (5. 2) sont uniformément convergentes. Pour cela
i suffit que || 1; TP, || <1, c’est-a-dire que | 77| < (Pp)~! pour chaque x
dans B, ou, plus généralement, que || (1,7'Plz)" || <1 pour quelque n.

Dans 'application la plus importante, cependant, / n’est pas bornée,
el l'assoclativité doit alors élre garantie d’une aulre maniére, mettons
par les conditions du lemme 4 (Appendice, § 8). Nous avons alors :

-
;

Tneortne 2. — Sl existe une fooetun T = o0 tels que

| { J——— § Jpa—
(9-7) [E= TE(Pf) st rebB
cl que
(5.8) [ PTlp|| = sup f w Iy
aeB B )

ctlors pour deuxr constantes non Jzégaéives quelconqzws 0 et c
y

avec ) <1, pour tout T* et fr avec |f*|ZLcf" et avec |T*| L0177,
pour tout z € B les équations (5.3) et (5.6) sont équivalentes (7).

N i, _ _

(") Cf. J. H. B. Kemperman, th. 2 (p. 14) pour les cas ou £ est P'axe réel, le pro-

cessus est immvariant (mais pas nécessairement stationnaire), 7'* et 7§ sont constants,
et A est une demi-droite. Pour le cas général non stationnaire, ¢f. § 10.
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Démonstration. — Nous avons, griace & (3.9) et (5.2),

. Y .
( MZH (lfj[P)"I,g,
0
| — C MZH (IR )tlp(l — 1TP),
0

pourvu que les membres de droite existent, ce que nous prouverons ¢n
premier lieu. De (5.8) on obtient par induction

(M| | P)r 5= 00[(1g Ty P ) Jx = 0015 T'%.
Puisque pour » =1 nous avons
(T P)y = I3 TPy = 13T,
et, en supposant que |(1;7 P)* 5 <15 7", nous obtenons

[('ETOPy?_*_i]ffm (T P)(1pTo P )" |\ £ (BT P)(1870) 1™

R T e p e Yy Ve YO W } Nl AV & > \ oy
....._.flﬁjg d*rlBTf»{j-—-IB?ﬁde}, == I d’apres (5.8).
B

Alors
; C o i
1 Zn (lB l 7 I [J)ft L-_.,”_,.;‘}-J?z ) IE‘; Tf; == (I e ﬂ)-—-—i l}} f .}z;:‘?
.0 X 0

de sorte que C et le membre de droite de (5.2) existent absolument.

def = ot
O : L I
Donc, pour R = ln (Ig| T'| P)", R exisle, ainsi que Sn (1, TP)".

{} 0

(BR[| )" exisle aussl, puisque

(1&’ }/ l 1)-‘{‘ ] j ln CIB J 7 l j))z; lt/ { ) o Czn ()¢ : ( ',B _770]).);;‘/“ i;
0 )4

(L'ordre de la sommation et de l'intégration peul étre inversé parce
que f exasle el est posilif.) _
En outre,
(Lo )" fo 10 = (Mg fo)*

pour tout 72, ce (qu Oon prouve encore par imduction. comme suit.
POl_ll" 72— 1.,

BT P ) fo (= N5T¢( P fo)ye =I5 dapres (5.7).)
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En supposant que 'inégalité soit vraie pour 22, nous avons pour n —1

(T Py+t fo 2= {[(IBToP) (Lo P)] fo |

= {(1pToPY (g T,y P)fo |v dapreslemme 4 ( Appendice, § 8),
parce que [(I1z70P)fo]* et { (170 P) (11 P) |y existent pour tout
xel'el . l'eoyce quon a démontrd plus haul ¢t parce que

'E (IB Tt}Py’(lB Tu,.l')lfn }'sz ; (l]; 1y p)“ lﬁ‘f(; ;’é ’E ('B "]’DP)H,‘/'G I;;:::
2 (Ipfo)r <o d'apres la supposition d’induction.

Done (R|f])*< e(x—0)71 (1, /0)" el existe.
Maintenant, de 'équation (5.2) 1l résulte que (€ f)* existe aussi

¢l alors, également
(N ) 1 = [ — J CE /Y.

D’aprés (D.2) nous avons

=0 | e (TP a0 = 7 slf J
{

| - - “ Z
m[ l;a (lgjp)”*lg(lwlp)j ] :

)

selon le lemme 4 (Appendice, § 8), parce que

o N iy
o [Zn (TP (1 — TP)] exisle pour toul .Y €oy;

0 X

(JBTPf )= (| TP S| )= VZT (L fo)yr < cOlg /55

> Y
3¢ g Zzz (lB 77})\)“ lB(' a— YTP>J‘ < o0 pOUl" tout r € lﬁ?, car
0

s ¥
v (TP s/ ) | =(R]S])*<eo

0 |

i A

“:'% 7Y A - *\ ar ) | | |
(Zié (llijpjﬁ‘ lB.l]—)j’) ::,._:;(.{“llﬁl TIP[/ [ )r

[\ o

o

- ‘“-1 ! 5 r »

= CGZ” 0L A To P)" Wy Ly P fo |
0

an
.

= CBZ“ bn s (s To P) fo |,
0
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suivant (9. 7 ) |
= cb—10) (/o)™

comme on a démontré plus haut, done < <.

S1 (9.6) est vraie, le troisieme membre de (5.8") est égal & zéro,
le premier membre ausst et (5.5) est vraie.

On démontre de la méme maniere le passage de (5.5) a (5.6) e
d’une facon plus simple en utilisant I’équation (5. 1).

Nous allons appliquer maintenant ce résultal au cas d’un processus a
accroissements indépendants. Nous prenons f* de la forme expo-
nentielle
(3.9) S = ebx

et 7'*= 1= const., £ et 7" ¢tant des nombres réels ou complexes.

Alors si[¢f. (2.8)]

(::) IO) _%:‘/ Ipm,l;_“’?
Nnous aurons
"9y 7 * . h . s o ?:-_ bz._..{; £ e
Ban B f e [t st
ou
del =
(‘5.12> ?(E)m pd;*eap

est la fonction caractéristique de la fonction de répartition. On peut
certainement- changer l'ordre des i1ntégrations s1 les intégrales
dans (5.11) convergent absolument, c’est-a-dire s1 (5.12) converge
absolument, c’est-a-dire s1 o(Ref) existe. Donc nous avons établi le

Tueorene 3. — Pour chague i pour lequel o (Rek) existe, f*—= e
est une fonction propre de la matrice P d’un processus de Markof
stationnaire ¢ accroissements indépendants. satisfaisant (5.10) et

appartenant « la valeur propre ¢ (2).

La substitution de (5.¢9) ¢t (5.11) dans (5.6) montre que celle

‘1”

derniére équation esl satisfaite s1 et seulement si

(dés que B n’est pas vide), et vaut alors pour lout x € /£ (et pas seule-
ment € f3).

€Y

0%

Dans le but d’appliquer le théorgme 2, nous choisirons fj=e%",
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Zo ¢tant réel et tel que Pfy, donc o(Zo) existe, et 77 == 14y= const.,
réel >0, et Z (|| Py||®)'. La derniére condition, donc (3.8),

To-="1. La condition (5.7) (avee le signe

est Louiours satisfaite st
d égalité) est satisfaite si

(:) I 1 " 7?{3 ¥ f E() ?] Rl O

-
>

; . _, “ iy ¥ . ~
En outre, nous prendrons un el un Z satistfaisant (5 13>, avec
Yz > —Inc pour lout x dans 5.

7?
T, =0<1, ettels que (5,— Ref)z >

7
Alors, en dcrivani

©osg - Y N ry

(. 10) (. m\ 7, C

{l

de sorte que Cnyx est la probabilité d’absorption dans I apreés le pitm

¢chelon, nous aurons

b

. . o e " 1 > Ve .
(3.16) S = et N P [, e
'3 t # f, E : ‘!' ]
L ¥

{}

¢t nous trouvons quc (D.13 ) entraine, pour x == O, le membre de

cauche de (0.16) étant égal a 1,

s

& -
RN, - 2 O I | = .-
(L'}' I:’) Fi ?(E) HJ C(ﬁ}{l}' 8‘1) — I?

(J

[’identité (8. 17) est connue comme 'identité fondamentale de Wald.
Nous avons vu que c’est un cas spécial de Uidentité Cf = f, valable
pour tout f sausfaisant f=7Pf sur B sous les conditions du
théoreme 2.

Une géndralisation partielle pour des processus stochastigues avbi-
triires est congidérde dans PAppendice (§ 10).

6. Le probléme des boucles. — Nous considérons an processus stas
Llonnaire sans absorption. Comme cependant nous désirons considérer
les propriétés de segments initiaux de longueur donnée 2 du parcours,
nous devons admettre la discontinuité de processus & un moment quel-
conque. Nous partirons donc de 'expression (3.1) et nous substituerons

(G.1) Bx = B éonst., X=1— B,

ol B est une variable auxiliaire. En outve, nous prendroins U¥=7"* et
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un point initial déterminé x = «. Nous obtenons

<
(6.2 Ca=N Br(i— BY((TP "7 ),
ded
t}
de sorte que (non €, mais) Cv(1— )~ est la fonclion génératrice
avec 2 comme variable auxiliaire.

Pour certaines applications de la théoriec de Markof et d’autres
processus stochasuques, par exemple dans la statistique chimique des
molécules a longue chaine (¢f., par exemple, G. King, 1048, 1940
E. W. Montroll, 1950; Ch. M. Tchen, 1951; J. J. Hermans,
M. 5. Klamkin et R. Ullman, 1952 et la littérature signalée dans ces
articles) il peut ¢tre d'une certaine utilité d’avoir des méthodes pour
étudier 'occurrence de « boucles » dans le parcours, c’est-a-dire de
relours du point mobile & une position ot il s’est trouve auparavant. Sans
entrer dans ces applications el sans préjuger de sa valeur pratique ou de
sa capacité a fournir des résultats non triviaux dans des cas pratiquement
importants, nous allons exposer une telle méthode iet, qul en tout cas
pourrait fournir une ligne d’attaque de ces problémes et de problémes
similaires, et qui est susceptible d’étre généralisée pour étre adaplée a

d’autres pi‘obléﬁms;

»
i |

Evidemment, la probabilité de la coincidence de 2 et pour A=/
est nulle si les 2, ont des distributions continues. B

Pour ¢éviter des complications hors de Propos, nous supposerons gue
ces distributionis sont purement discontinues, c¢'est-a-dire que £ est un
efiseriible dénombrable. Dans certaines des applications mentionndées,
E est un tel ensemble; a savoir un réseau de polnts (par'exéinple un
réseau tétraédrique) dans espace. Selon 'Appendice (8. 1), Ia matrice
de transition P% est alors complelement déterminée par ld matrice ordi-

naire (infinie) Pl (x ek, y € ), et les intégrales J 1, /" deviennent

des sommes (en géndral infinies) T/, .

(' est mainlenant une fonction iinaly'tique d’une infinité dénombrable
de variables 77%, ¢’est-a-dire d’un vecteur dans un espace & une infinitd
de dimensions. Les dérivées partielles d’une fonction des 7'* par rapport
a ces variables peuvent étre considérées comme les composantes d’un

autre vecleur dans 1’espace dual : le gradient. Nous désignerons l’opé-
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rateur de différentiation par V, avec

def o)
AT ()773:

(6.73) Y

L’indice est écrit en bas parce que : 1° dans I'analyse vectorielle les
dérivées par rapport 4 un vecteur contravariant constituent un vecteur
covariant; 2° il sera trouvé que la généralisation de (6.3) & £ non
dénombrable conduit a des fonctions de seconde espéce.

2

- |
(6.4) C “_-:Zp,,. 1

t)
est une fonction géndratrice ordinaire (7' étant ici la »'°™° puissance
de 7') des probabilités p, = P[n: n] des valeurs priscs par une
variable aléatoire n, les dérivées successives de € par rapport a 7

donnent pour 7 — 1 les moments factoriels successifs

(6.5) [Clr—1=1.

,. -dc -, )
(6:6) [d’l’]rﬂm =npn=On

% diC <) 12
(67 375 |y = T 6

ot & est le symbole pour ’espérance mathématique, tandis que

. ,E def
(6.8) sh=x(x—1)...(x— Lk ~+1)

désigne la puissance factorielle d’ordre 4 de .

En écrivant eftectivement les sommations matricielles implicites
dans (6.2), nous obtenons une suite infinie de termes, dont chacun est
la probabilité d’un parcours défini de longucur préddélerminée n, mult-
plhiée par 7% ... 7T Br(1— B). Si1 le parcours passe k fois par la
posilion xz, l'application de V, suivie de la substitution de 7' =1
donne £ tois la probabilité du parcours. Donc, s1 n, désigne le nombre

de fois qu'un parcours passe par z, nous avons

De la méme maniére nous trouvons
& nl? sl —
(6. 10) [VJFV,% Ca]’l’:‘l - & Ty N — & ny 3_}*:1; — e Y )

tttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttt
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11 suit que

A L | - . I 5
(6.11) » [;vwvmca] =56 > nn
e I r el
Maintenant si 72, = oou n,==1, alors n'?=0; s1 n,-= 2, ¢’est-a-dire
: - 1 * 3 .
si z est un point double du parcours; alors — ».*=1. Donc (6. 11) donne

’espérance du nombre de points doubles dans un parcours, un point
triple, quadruple, k-uple, étant compté comme d’habitude en géoméirie

. I . ,
algébrique, pour 3, 6, -k(k—1) points doubles. Done, nous avons

établi le

TueoreME 4. — S¢ D désigne la variable aléatotre gui sur chaque

parcours est égale aw nombre de points doubles ou houcles. comptés

comme il est indiqué ci-dessus, nous avons
| I o
(6.12) 5Z)m[._DCaJ ’
T 2 T'=1

ot [J désigne ['opérateur laplacien généralisé

| def N\ v 2
(6.13) D -— I(V.‘J‘?> - : | qu:l’:
rek re K

Des relations analogues existenl évidemment pour le nombre de
points triples, etc. |

Dans la démonstration de (6.12), nous avons avons utilisé seulement
le fait que C“ est une série de puissances en 7%, mais non sa forme
spéciale (6.2). Donc le résultat vaut aussi pour des processus arbitraires
non stationnaires et pour les processus non markoviens. Dans le cas
spécial (6.2), les membres de gauche (6.9), (6.10) et (6.11) se
calculent aisément. En effet, nous avons

(6.14) Vol(TP) )= Nm (TP)ml(PT)=m.

0

(6.15) V.V ((TPY T) = Zk,[,'m (TP, P(TP) L (PT)m

k~tl+m—mn—1

-
+ _\_u n (TPl P(TPY 1,.(PT)m.
kel -me=n-—1
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w1 I htm BReemet N (PR PO (P
: ] [ et * K
re F

P Ty == P%=1 si T“=1 pour tout . Done

ol
N gm(pry=(1— By
3

(6H.17) gD =D b bt— 1),
re K
ou
o [ - -+
| - | !i: ':ﬁ . ] o ‘, | |
(6.18) b= S BiPY) =((1—BP)-")!.
S K

Dans le cas spécial, ou le processus stationnaire de Markot est mnva-
riant, (6.17) sera simplifi¢ encore plus. Car dans ce cas @7 est indé-
pendant de x, de sorte que la sommaltion s'étend sur @9 seulement et

donne ®%=(1— B)~'. Donc, pour un processus 1nvariant, (6.17)

devient
(6.19) ED = (1— B)1(bj—1)

5 . ; . . , FEN | - .
Exprimé¢ en fonction des espérances conditionnelles &, D pour n

N 4 5 all o L
donné¢, le membre de gauche de (6.19) est ZB“(IM,lf)é;(m D, de

3
sorte que (6.19) montre que &) est le cocllicient de B dans

(1— B)=(®"—1); par suite

I?
(6.20) &y D = S (n—1{+1)(PHY.

!

[er (P), est la probabilité pour qu’un parcours de longueur m soit

fermé, c’est-a-dire que sa premiere et sa derniere [(m — 1)1*™¢] positions
coincident (qu’il contienne ou non des points doubles). Comme tant de
cas particuliers de théorémes généraux, ¢e résultat est d’ailleurs banal :
dans un parcours de longueur n» une boucle peut avoir une longueur

quelconque [, 1 =<1 < n (nous parlons d’une boucle de longucur 1, st
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y
16 point cheminant ne saule pas, mais reste au méme élat). Pour /,
la boucle commoence au 1, ..., (2 — {4+ )™ point; dans le cas d’un
processus invariant ces n— /-1 cas ont des probabilités dgales,
valant (P?)], c’est-a-dire la valeur du produit /-uple de convolution
de p.[cf. (2.8)] pour la valeur ¢ = 0.

La méthode indiquée ict peut étre généralisée pour les processus
stochastiques arbitraires et appliquée a d’autres problémes que 'espé-
rance du hombre moyen de boucles.

Pour une fonectionnelle arbitraire ® d’une tonction 7', nous posons

(cf. Hadamard, 19103 Fréchet, 1912, 1914; van Dantzig; 1935)

y A\ def 3 g
)(; ) (T i BT 2l = @(T)
;

£330 E

s1 cette limite existe, Sous certaines conditions de régularité, qui sont,
par exemple, satisfaites dans le cas ol @ est analytique, cette quantité
est une fonction complétement additive de 'ensemble ¥. La définition
duale pour une fonctionnelle W d’une fonction T’y de seconde espédce
serait

Py A S i £\ T
(6.99) (i) () =1 im 2 (Vb)) — (V)

.l ;.g g

qui fournit pour ¥ suffisamment réguliere une fonction de premiére
espéce. Pour une matrice £; nous pouvens poser

Jd \¢ ... _ IP(P-%—-EI.;'”)“‘P‘(P)
(6.23) (5}-"‘3) W(P) = lim ST AL,

ou (1, 14)5% =151% est a distinguer de

. CL‘
1o ﬂ“"f'titl.#m A ¢

Dans cet article nous aurons affaire seulement a (6:21). En appliquarit
Vopérateur V; au processus stochastique général

-
, Y
(6.24) C = (1— B)‘ B f : 'fpfﬁ}a ot Do T

0

a parur de quoi le cas spdécial (6.2) s’obtient de nouveau par la parti-
cularisation (2.5) avéc P,,,= P indépendant de n et Po)x= 1%, nous
obtenons

(6:25) (VAU )F=1= & Ry,
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ou la variable aléatoire ny pour X" donné quelconque est le nombre de

toi1s que le processus passe par une position dans 1. Pour .I'= F,
np= n est le nombre de pas effectués jusqu’a ce que le processus soit

arrete.
De la méme maniére nous trouvons, comme généralisation de (6. 10),

(6.26) (VyVxC)r=1= &( nx ny— nxnr).

Dans le cas de distributions continues des sauts, le probléme des
boucles devient banal : leur probabilité est alors nulle. Nous pouvons
cependant considérer des problemes apparentés, par exemple la
question de savoir combien de fois un parcours repasse dans des
positions situées a moins d’une distance donnée de 'une de ses positions
précédentes, sans prétendre que ceci puisse étre ulilisé pour la solution
du probléme généralisé des boucles (« quasi-boucles »), probleme lui-
méme auquel 1l semble assez difficile de donner une forme précise.

Nous supposerons 1ci que /' est un espace cuclidien ou plus généra-
lement un espace métrique, dans lequel deux positions z et y ont une
distance, désignée par 7*r. Plus généralement nous pouvons prendre
une fonction quelconque des deux positions f*» (mis a part les condi-
tions d'intégrabilité ), et former 'opérateur

def
(6 27) D(f) - /[‘:fx‘}‘vd.r Vd'}*

qui devient dans le cas d’un ensemble fini £ le laplacien généralisé

k PR B,
(6.28) Ouy= Dt S/ 57 =5

-

ou les f% sont des constantes (indépendantes des 7). Sous des condi-
tions suffisantes de régularits, 'ordre des dérivations peut élre permuté,
de sorte que (6.27) s’évanouit alors identiquement pour un £ anti-
symétrique f+¥=— fr*. Par suite nous nous limiterons a f symétrique
for=fo.

Pourvu que la permutation des intégrations soit permise, .(6.26)

i

donne

I I I
©29)  (300C),_, =36 [] nar o ser— 38 [ munp.

Icx les intégrales apres le second et le premier signe espérance
deviennent respectivement pour un parcours de longueur 7 — 1, passant
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respectivement n,, ..., n, tois par r différents points x4, . X
;ﬂ "
de sorte que ny== Zz B;lgi :
1
(6.30) J P f 50 -—-'§ L f
' r
) e . o ~
(6«431) ﬂ nd;guﬂdfjxfﬂ-ﬂB ES ] f}.‘q_ }Zj/""‘"‘ -
. — e
) - 1 '1
Par suite, le membre de droite de (6.29) est 'espérance de
| dofl j v . a ) I Py
“1 o om— , 33 . »....... }' . — &:_';3«‘
(6.32) Son= 5 D nen +22 (1)t
=
Cette quantité est la somme des f2i%i (¢, j = . .., 72) sur toutes les

paires (3% 7, plus la somme des f2if sur Lous 1es points muluples,
comptés comme des points doubles multiples comme plus haut.

Le second terme s’évanouitidentiquement : 1° si f7¥=— o pour tout z,
par exemple st /47 est la distance rvy de z et y; 2° s1 n; prend seulement
les valeurs o et 1 (sauf pour une probabilité nulle).

Dans le dernier cas, qui arrive toujours st les probabilités de
transition ont des distributions continues, nous pouvons omettre les z;

avec ;== 0, de sorte que n;=1 pour tout ¢ et (6.32) devient
(6.33) - Sin=c

'x,,:z_}
ZAZ’]‘

i=]

ou les z; sonL les n(=r) difiérents points par lesquels passe le
parcours. Donc dans ce cas 'opérateur (6.29) donne l'espérance de la

somme des valeurs de f pour toutes les paires formées avec les différents
points du parcours.

- . * * ._». * e I
Si en particulier /7 est la distance r'v de z et y, c’est - n(n—1)

fois la distance moyenne, prise sur le parcours, de deux positions par
lesquelles passe le point mobile.
Si, au lieu de f**Y=r7¥, nous prenons pour f la fonction caractéris-

tique d’une relation R (z, ) entre deux positions (par exemple
(IEf | . 7 | \ *
Rz, y)=(rv=a), ot & est un nombre non négatit), c’est-a-dire

| 1 st R{x, y) est sati:sfait,
(6.34) Jrr=

o dans le cas contraire,
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alors (6.33) devient la moitié du nombre de paires ordonnées des diffé-
renles positions dans un parcours pour lesquelles R(z, ¥) est satisfait
(par cxemple qui sont & une distance << @). Dans le cas d’une relation
symétrique c’est le nombre de paires non ordonnées.

Dans le cas markovien stationnaire, nous pouvons encore calculer
aisément le membre de gauche de (6.29). Comme précédemment nous
obtenons pour un % symétrique

1 | . c DNEN . (D AN N Lo
00 C =0—8) D, sicen ([ (TP )au( PCTP =Yg, for (PTYRY.

ko4, m

Pour 7'"=1, cec1 devient, puisque (P7)> est alors aussi égal a 1,

(6:35) (O €y, == B) Y Bictem ([ (Pryo( P fo

k,Z,m

Dans le cas d'un processus invariant donné par (2.8), ceci se
simplifie encore davantage, si f*:¥ = f+—r= for—r
Nous avous alors

j(P ) (Pz)dw«/‘r _y.....j P{Ufp(l)fI(“fllj;ﬂ’fymwm [ngx}fva

(pe étant le ['*™° produit de convolution de p. ), puisque flm--- 1 et
_]Pifé)-——l Donc le coefficient de (1— B)B» devient, puisque / doit

Comme auparavant, cette relation peut étre aisément établie d’une
facon élémentaire.
S1 /¥ a une transformée de Fourier 5 (¢)

(6.37) o= f il (1) dt,

(6.36) devient a cause dc J plil el = (e(t)), ot g(t) = #])dp el

(6 38)  &n Zfi‘i’f.-:Zz (n-—--/—}—I)J o (2)0(¢)de

i ]

— ; A w( tyi+1 | |
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Pour p et f donnés, donc o et y, (6.38) donne 'espérance cherchée

sous la forme d’une intégrale.

APPENDICE.

7. Fonctions de premisre et de seconde espéce. — D’aprés
Kolmogoroff, un champ de probabilité¢ sur un ensemble £ est donné au
moyen d’'une fonction complétement additive d’ensemble sur £, fonction
définie el non négative pour Llous les ensembles appartenant a urll
g-corps oy de sous-ensembles de £ el prenant la valeur 1 sur L.

Plus généralement, au licu d’un o-corps, considérons un 6‘-~corps"

w

(nous nous conformons a la termnologie employée par Hahn-
Rosenthal), c¢’est-a-dire un systéme ¢, de sous-ensembles de £ qui a les

proPriéLés suivantes :

1° 0 est un corps | c’est-a~dire que s’1l contient deux ensembles I
et ¥V 1l contient leur union (réunion) .XY'u Y, leur dulérence (leurs

différences) que nous pouvons désigner par ¥ —— ¥V et V——.%
respectivement, par conscéquent aussi leur inlersection (partie commune)

Ank];

2° ¢, contienl l'intersection n_ﬂf,t de tloute suite {AX,}! d’en-
1
sembles X', qu’il contient; de plus on suppose pour simplifier que
def

53 Beoy, ot op==Ile plus petit c-corps contenant 8, c’est-a-dire
que £ est I'union d’une suite d’ensembles | F/,, | appartenant a .

¥
Il en résulte qu’en remplacant £, par U E; que nous pouvons
1
supposer sans restriclion que
(7.1) E,.i>F,, Ln,€0r pour tout .

De plus, 1° et 2° impliquent que T'union ¥ = UJ‘} d’une suite
, _

d’ensembles {_.I',,} appartenant a d, appartient ausst a 0y si (et

o

seulement s1) tous les .Y, sont contenus dans un ¥ €d,. En effet, dans

ce cas, X c ¥V et
X =¥V — — n( V — — ,-*:F?l).
1
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Par conséquent 65 est un o-corps si et seulement si £ € 3. .

L’emploi de d-corps au lieu de o-corps présente 'avantage d’éviter
'emploi des « valeurs » de la fonction 4o (¢f., par exemple, Hahn-
Rosenthal, Halmos, etc.).

Généralisantla terminologie introduite précédemment (D. van Dantzig,
1933 ), nous appellerons fonction de deuzieme espéce, toute fonction
réelle définie et complétement additive sur 6z;. Nous dénoterons
par Fyla valeur que ¥ prend sur l'ensemble .¥. Si nous appelons une
suite d’ensembles X', €65 qui sont mutuellement disjoints et qui ont X
pour union, une partition de X et si nous dénotons ceci par
| XnjeD(.Y), par conséquent

| def
(7.2) f A pnteD(X)=ul, =X et X,nt,= st m £ n

(o étant ensemble vide), nous aurons alors
(7..3) {xFyz}ED(fr)—}anxn: F_‘\’.

La fonction valeur absolue de F qui est elle-méme une fonction de
seconde espéce est dénotée par | F'| et définie par

~ i def ~
(I‘é) [ﬁ X == Sup Z’Z[qul-
{ X»} €D(X)

D’autre parl, nous définirons une fonction de premiere espece
comme une fonction f définie pour tout z € E et bornée ¢t -mesurable
sur tout A" € dx. Par conséquent, si nous dénotons par /% [au lieu de
la notation habituelle f(2)] la valeur que J prend sur x et par
Ens { rek l A(x) } Pensemble de tous les z € £ pour lesquels la propo-

sition 4 (z) est valable nous aurons :

I{}
(7.5) &g =>|[/ [|*¥ <o,
ou
- | o el |
(7.6) |/ 1% = sup || /=]

, e X

et . '

211
(7.7) kns | v e _,r,f::: €l le by

pour toul C réel et X €0,
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Les fonctions d’ensemble || /||* ne sont pas additives, par conséquent
ce ne sont pas des fonctions de deuxiéme espeéce.

On remarque que ||y et || f||* sont finies s1 X €3d, et peuvent étre
considérées comme normes de /7 et f sur.Y s1 X est fixé. En particulier
st | [7'|x et || £||* sont bornées sur d; alors aussi [y et f sont bornées et
I'on peut étendre leur définition et celle de /'y a tout I appartenant a
un o-corps sur £y & savoir au plus petit o-corps oy sur £ qui contient 0.
Quand nous rencontrerons des fonctions bornées (en particulier des
probabilités), nous supposerons que leur définiion a été étendue de
cette manicre. Dans ce cas | [/’

z ¢t ]| f||¥ sont aussi finies et ontles pro-
priétés ordinaires des normes de /7' et f sur [ et nous omettrons souvent
les suffixes F.

Plus généralement on peul admettre que les valeurs de /et f sont
des nombres complexes et méme dans certains cas sont pris dans des
~espaces de Banach duaux (arbitraires) |
[intégrale de f par rapport a /7 existe sur tout sous-ensemble ¥ € g,

et sera dénotée par
.H)/(r1 ngn;i;?fb}féfts

ou plus brievement par (Ff)y. (Gest, d’aprés les théorémes bien
connus, une fonction de seconde espéce satistaisant a I'inégalité

(7-8) (Ff)|x< | Flx ||
pour tout X" € 6. De méme, d’apreés des théorémes connus, nous avons
(7-9) (Ff)— (G x= | F—Gx||/IIX+|Glx||f— g%

inégalité qui est souvent appliquée. En particulier, s1 nous désignons
par vary f la variation de f sur .I’, c’est-a-dire
def

(7.10) vary f = sup f*— inf /¥
| reX xre X

et pour toute partition { X, | de .X

def
(7.11) var; x,1 f = sup varx, f,
7}
nous avons s1{ A, e D(.X), x,€.X, pour tout n

(7.12) I(Ff)xMZFxnf*’"“ | = | Flx varg x 1 f.

=

Cect résulte de (7.9) avec G = F et g¥= f*"» s1 x € ¥,
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8. Matrices. — Soient Fff ¢t £' deux ensembles arbitraires sur
chacun desquels des d-corps dp et d; de sous-ensembles sont donnés
satisfaisant les conditions du paragraphe 7.

Nous considérons maintenant une fonction P | que nous appellerons
une « matrice généralisée » ou, plus explicitement, une matrice (£, £"), ]
déterminant un nombre véel (occasionnellement un nombre complexe)
P% comme fonction de 1° un élément y € L7 et 2° un sous-cnsemble
X e 0z sujet aux conditions :

1° pour un I'== 4 € ¢, fixé, P détermine une fonction de premidre
espéce sur £’ (fonction désignée par P,);

2¢ pour y = b € E' fixé P% détermine une fonction (désignée par P*)

de deuxiéme espece sur £.

51, en particulier, /£ est dénombrable (fin1 ou énumérable) et si1 g,
contient tout ensemble se réduisant & un seul élément, on a

(8.1) Pi= Y P)
e X

et st /" est auss1 dénombrable P est déterminé par la matrice ordinaire
rectangulaire finie ou infinie P...
La norme pour y fixé est donnée par

def ‘
(8.2)  PY|x = sup ZH’-”}L
VX b€ D(X)

qui est elle-méme une matrice. Sa norme pour X fixé est donnée par

v daf |
(8.3) | £ ||x = sup | Pr|x.
ye

Ce n’est plus une matrice dans le sens donné ci-dessus, ¥ étant un

! n’étant d’ailleurs pas

P

ensemble, et non plus un élément de £ et || P
complétement additive sur _I'. La matrice P est dite bornée si || P||} est
bornée pour .X', Y €dp Dans ce cas on peut définir Py pour tout
X eoy, et

(8-4) sup || P {jx = || P || <

Au lieu du symbole || £ ||, nous utiliserons aussi le symbole || P||. En
particulier, les ensembles £ et £’ peuvent coincider. Dans ce cas, nous

%
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supposerons que les corps d; et d5 coincident aussi. Nous avons 1cl
comme cas particulier la matrice unité désignée par | (10ta) et définie
par

defl { | sixre X
(8-3) I = g 0 ::ifne’efx:est pas ainst.
pour un X = A fixé | ; est la fonction caractéristique de ’ensemble 4;
pour un « fixé, I* peut étre appelée la « fonclion caractéristique de
seconde espéce d’un point @ »; elle prend la valeur 1 sur tout ensemble
contenanl ¢, el o sur tout autre ensemble. Evidemment | est bornée
avec || || =1, et

(8.6) Ii’i Ifﬂm .i:iﬂxﬁ‘

Plus généralement a toul sous-ensemble 4 € dz correspond une matrice
aussi dénotée par I, et définie par

. . defl ...
(8.7) g )y = Uy x

Dans le cas d’un £ = £’ fini, elle correspond, d’apreés (8.1), & une
matrice ayant la valeur 1 pour tous les éléments de la diagonale princi-
pale dont les suffixes appartiennent 4 A, ¢t dont tous les autres éléments
sont nuls. Evidemment |, est aussi bornée et 1ls]|==1 4 moins que A
ne soit vide.

A toute foncuion f de premiére espéece correspond une matrice dénotée
par | et définie par
(def j'.‘t‘ Si xejr
8 _ 8 " IVE — e I'E == . 7 . .
(8-9) (J Dx=/*Ix o s’il n’en est pas ainsi.

Dans le cas d’'un £ = £’ dénombrable, la matrice qui correspond a /|
grace a (8.1) est la matrice diagonale dont 1’élément de la diagonale

principale qui correspond a z a la valeur f*. Evidemment f'| est bornée
s1 et seulement s1 fl’est et I’'on a

IVARIE=W

Revenons maintenant au cas général ou £ et £/ peuvent étre ditlé-

y i

rents. Soit P une matrice comme auparavant et f une fonction de
premiére espéce. Pour tout X €d; et pour tout ye€ k£’ fixé, écri-
vons P/l au lieu de P(f1); alors

(8.9) (PIVk= [ PurS"

X
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existe et est complétement additive sur X pour X" €0y et est mesurable
et bornée en y sur tout ¥ €9 ; d’ailleurs

(8-10) | PAVE =1 PIL IS,
de sorte que P /| est une matrice. En particulier,
(P =(Pf1);

st elle existe pour tout y, est une fonction mesurable sur £ et une
fonction de premiére espéce sur B’ quand (P f)Y est bornée sur tous
les ¥ € 9y, quand P et f sont bornées.

D’autre part, soit /7 une fonction de deuxiéme espéce sur L. Alors

Lemye 1. — Pour tout X' €op, Yeoy,
def .
(FP)y,x= | Fuy Px

}

existe et est une fonction de deuxiéme espece sur og et sur og,.

Démonstration. — La complete additivité par rapport & Y sur d,.

pour X' constant résulte de celle pour J Fy.f7. Pour Y constant,
S

(FP)y x est ssmplement additive sur .¥. Pour additivité complete il est
dés lors sutfisant de prouver que lim (FP)y x == 0 s1 X, est une suite

o
décroissante d’ensembles .X',, € 6 dont 'intersection est vide.
Choisissons un & > 0 et posons

(8.11) B,=Ens{yeV||PY|x,>¢,

?z pr S -

i cause de la mesurabilité de P , donc de | P [ pour tout X, B, €d,.
Alors, comme | PY| est complétement additive et > o pour tout y € £

et comme X, c.X,, nous avonsausst 3,_., c I7,. De plus, n B, —
| 1

puisque, s’'il existait un y € n L3, alors pour cety | PY|y > ¢ pour
1 .

tout n, ce qui est contraire & la complete additivité de | 7| puisque

o

nf — 0.

1 |
De méme, pour tout n suffisamment grand | &

p. = €. Alors s1 (G, est
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le complément de B, par rapporta ¥V : C, = VYV —— 1, alors

(FP)y,x,=(FP)p, x,+ (FP)c, x,-

Mais

[(FP)s,x, | < [ | Flo| PV x,< | Fln, || Pl% <€),
B

W el

73

avec Cy=|| P||%. Et

‘ (FP)CH:X;: = [ l l.’ d" I'P I Np 2 l ]j
!'..-Cn

e || P§ < Cac,

avec Co=| |y, comme C,C} el HP |5 = = sup ' PY |y =Ze, d’apres la

définition de B, et de C,. Par conséquent, [(1*1—’)} v | = (O 4 Co)e
pour tout n sutfisamment grand, e > o étant donné, c’est-a-dire

lim ( FP)y, x, = 0. C. Q. F. D.

On en déduit aisément que pour tout .Y, V
(8.12) ' [(FP)y x| <| Fly||P|x-

S1, en particulier, /" et P sont bornées, 7P 'est aussi.
Si1 F' et P sont non bornées et s1 /7P existe, alors /7P est compléte-
ment additive, pourvu que /P existe absolument, c’est-a-dire

| F oy | P |x < oo
El

CoroLLAlRE. — Sowent £, £ E" des ensembles arbitraires avec les
o-corps correspondants Oz, Og, Ops; Supposons que z, y, sz et X, ¥V, 2
appartiennent a £, £’ K" et o, 0p, Op respectivement. S1 P et (J sont

des matrices (£, E") et (£, E") respectivement, alors fo'g, P existe
. I,’

pour tout X e€dy,, Y €dy, Z€dy et détermine pour Y fixé une
matrice (£, E).

S1 () et P sont bornées, on peut définir le produit ﬂ'énérahsé de ces

matrices
def

(8.13) (QPY= | QF P%.

EI

On peut étendre cette définition au cas ou ) et P sont non bornées,
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pourvu qu'elles satisfassent la condition suivante

P

(8.14) / Q3 lay | PY |x  existe pour tous les ze " et XY eaoy
2 If'::
et est bornée sur toul 5 € 0g- pour chaque . € 9.
Si cette condition est salisfaile, QP aussi est une matrice.
Des inégalités (8.10) et (8.12), nous déduisons que

Lemme @. — Une matrice bornée P transforme les fonctions bornées
de premiére espéce sur E, f en de telles fonctions sur L' et les fonc-
tions bornées de seconde espéce sur oy en de telles fonctions sur oy;

On A _
(8.15) L2fl =1 PILILAL
(8.16) FP|Z|F|.|P|

(ou les indices £ et £’ ont été omis).

Lemye 3. — ( Voir aussi Herbert Robbins, 1948). — S¢ f et F sont
des fonctions de premiére et de seconde espéce sur E et dy respecti-
vement et si P est une matrice, alors, st Ze€dy et Y €9y,

(8.17) fgj l’f-:.l.}” Pgl}./xmlf de fpcjl‘rfza
X 1 Y Y X

c'est-d-dire que lordre des intégrations peut étre inversé.

Démonstration. — S1 nous posons pour des Ue&dy, Vedy arbi-
tratres
. def ’ del N 'y def Y DY
(8.18) p="Frnr, fr=[flx, Py =IlyPxny

alors F' P' et f' sont bornées et (8.17) est équivalent a
(8.19) J { F ;1 Py, }f r= | F :l.}‘ [ P Jm,
?1 B 5 Tt 5

par conséquent 1l est suffisant de prouver le théoréme pour des fonctions
et matrices bornées, les intégrations étant étendues sur la totalité des
ensembles £ et £ (que nous omettrons dés lors). Nous omettrons les
primes et écrirons (8.19) sous la forme abrégée

(8.20) (FP)f = F(P/)).
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Posons alors

def ol -
4 ‘ - X - PR v S
(xg.i?,l) [)j = g, C GSt*ﬂ-—dlle é,’*-‘ p— ['P;“.,/ if}
oy
| def | def .
(8.29) I'P = G, cesl-d-dire G = Fay Px.

b

Nous avons a montrer que

-

(8.23) Gf = Fg, c est-a-dire ‘j G [ = Iay &Y.
| I

I

Soit ¢ > o donné. Comme /f est borné on peut trouver une partition
Sfinie { Vol €D(E), ot nez N el var | xa! f = ¢,

Wit rire—l

Divisons, par exemple, 'intervalle in1 (— | f
def
intervalles disjoints /, et prenons ', = Ens { r el lj‘ e/, f Alors en

oo+ 1 f1%) en IV sous-

choisissant les z, € .1, arbitrairement on a, d’apres (7.12),

(S'?‘/!) f G{i'ik"t/:{:__"}‘ r G«-X-n./:rn , é 1 G I <.

P .

]

Comme chacune des /V fonctions Py est bornée, nous pouvons trou-
ver une partition finie de £’ (obtenue, par exemple, en prenant 'inter-
section des partitions appartenant séparément aux Py ){ YV, e D(E"),
m = M avec var| vy, Py << e/N7! pour tout n - /V. Par conséquent, si

nous choisissons y,, € ¥, arbitrairement, nous avons de nouveau

d’aprés (7. 12)

~~ |
(8-25) G*‘Ff&mznl If’}, p{cnz i - I Ft g .[‘V“ﬂ 1

1ri - e

et, d’apres (8.24) et

Gl FLLPLL
‘ . ) . -~y ‘ .
(8.26) | Gurs =X B g, PR S| £ e

avecl
def

Ci = FICIP I+ IIF 1.
D’autre part,

(8.27) [ Prs =Py | 2 Pe

T —

pour tout y € £, en particulier pour y == y,,.
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Par conséquent,

- . N . Y . - Y
(8.28) ]fzfd}-gaw}_‘a (fﬁdy P\>flm VAR

Mais
: W - X 1
(8- 29) l Fﬂ_}* P"?{rﬂmznz I Yo P.;f;? i = l I l e N1

7

puisque var{ r, ) Px, < e/N7™'. Donc, comme n < N, (8.28) et (8.29)

donnent

(830) l‘f Fd}ng'mZn zm F}*m P%':jtfn \ é Cigj
de (8.26) et (8.30) nous déduisons que
(8?’{) lfG(l;rfwm/‘Fd_y*g)'lé3018.

Par conséquent, comme cette inégalité reste valable pour tout e > o,
on a (8.23) en tenant compte de (8.19) et (8.17).

C. Q. F. D.
Cherchons une condition suffisante pour que (8.17) soit valide sur

la totalité des ensembles E et E' quand F, P et f peuvent étre non
bornées et prouvoné dos lors en faisant un raisonnement bien connu

que
LeMme 4. — St
def
(8.32) Hy = f Flay | PY|x,
def
(8*33) hy = Py iﬂﬂi‘ If':r, l
b2

existent pour tout X ety respectivement et st, de plus, une des deux

inégalités suivantes .

E
(8.35) Jﬂ | I lay AY < 0

est valide, alors la seconde de ces deux tnégalités l'est ausst et

(8.36) fg .ﬁtdy Pgll 2 e de Pé}i"rfr
) I | 5 P .

E
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Démonstration. — 1l est sutfisant de prouver le théoréme pour des /7,
P et f non négatives auquel cas I/ = (G et A= g. D’apres le lemme 3,
(8.17) est valable pour .Y = FE), ¥ = F), avec k et [ arbitraires [cf.
(7.1)]. Deés lors, s1 (8.34) est valable, le second membre de (8.36) est

f Gae % f G f7 f \ ( Fo Pl e = Fay [ PY S
r Fof | l‘fkl o \ z, o

Comme la derniére expression est non décroissante si1 A —» o, [ — o0,
el bornée elle a une limite qui est le second membre de (8.36), de sorte
que son existence a été prouvée, c’est-a-dire (3.35) et que

[Guwses [ Fuer
K E’

De méme on montre que

a cause de (8.36). :
Démonstration analogue dans le second cas, c’esl-a-dire s1 'on su-

pose (8.35). .
Leune B (voir aussi R. G. Cooke, 1950, p. 29). — St E, E», E,, E,

sont des ensembles arbitraires auzquels correspondent les 6-corps
Op, O, Op, St L, x,y,5 et T, X, Y, Z déstgnent des éléments arbi-
traires et des sous-ensembles de Iy, Eq, Ey, E, et oy, 0y , O, Of, res-
pectiwement et st M, P, () sont des matrices (E,, Es), (E., £;) et

(£, EL) respectivement, alors

.37 (4[| = [ <, PLny
_ Jx Uy , v

Si, en particulier, M, P et () sont bornées ou st

JIPr | M r= K5, [ e lay | PYIx= L,
(8.38) & E
Li. | M*|r <o  ou | 95 Jay Kp < oo,
X | Ol

alors (8.37) est valable pour X = E, et Y = E; c’est-a-dire on peut
étendre Uintégration sur la totalité des ensembles E et E ;.

Démonstration. — Elle résulte immédiatement des lemmes 3 et 4
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avec, pour 5 et 1 constant,
Iy = () et  fo= My.

Si les produits QP et PM sont aussi des matrices, par exemple, s1 (),
P et M sont bornées ou st QP et PM satisfont la condition (8.14) alors
le produit de matrices est associatif

(8.39) (QP)M = Q(PM),

c’est-a-dire

(8.40) [Py mE= | Q5 (PM);.
Iy £y

De ce lemme 3, on déduit que le calcul matriciel ordinaire peut étre
appliqué en employant Pintégration de Lebesgue-Suelijes-Radon au
lieu de la sommation pourva que toules les matrices et fonctions des
deux espéces dont on s’occupe soient bornées ou plus généralement si
elles satisfont (8.32), (8.33), (8.34) et (8.33) et s1 les produits de
matrices satistont (8.14). |

Pour plus de simplicité nous ometirons désormais (sauf 1ndication
spéciale) le second cas, c’est-a-dire que nous nous restreindrons au cas
de matrices et de fonctions des deux espéces qui sont bornées, et que
nous supposerons de plus que les ensembles E, £’ £y, E,, ..., coin-
cident tous. Dans ce cas les suiltes croissanles £/, peuvent aussi étre
omises puisque nous pourrons prendre fZ,= F pour tout k.

S1 donc, P est une matrice carrée bornée, c’est-a-dire s1 £ = £ et

M| P, | < oo

(8.41) ([Pl =|P|E= »

sup sup
r&€F | X, | €D(E)

alors on peut former des puissances de P et des polynomes et tant que -
les coefficients sont constanls (scalaires), ces polynomes sont commu-

tables. De (8.15), (8.16), (8.13) (8.41) on déduit aisément que
(8.42) PRI P12l

Notons pour usage ultérieur les 1dentités suivantes :

(8.43) Fl=F, Cest-a-dire f P Ve = Fy,

(8.44) If=f Cestidire [ 17, =,

(8.45) 1P=Pl=P, cest-adire [ 12 P mfpx 1} = Pt

dy



CHAINES DE MARKOF DANS LES ENSEMBLES ABSTRAITS. 187

De plus, remarquons que deux matrices diagonales sont commutables
» o N iy : . ¢ & » * SF SO Suly
(8.46) [ UDEeE = [ (A5 D% =7 871

Nous ne pouvons pas toutefois remplacer le symbole f1 pour la
matrice diagonale f+*1% par 1/ qui désigne la fonction de premidre
espece (8.44). St f1 est suivi par un autre facteur (matrice ou fonction
de premidre espéce), nous pouvons omettre I, ainsi 1P =fP avec

(fP)x = f* P% et, de méme
(f{é?,tﬁ (flg)rmf;g;

Les 1ntégrales sur les sous-ensembles de E peuvent étre exprimées au
moyen de matrices unité « partielles » 1, [ef. (8.7)]

( 8. 47 ) f 1’;1*1} ./I — }':‘U‘ [ l:i: N X‘/‘x — ];lef'*'
L X .. E *_ E

lLes matrices unitaires partielles servent aussi a tronquer des fonctions

/v stxe A,
o s’il n’en est pas ainsi;

| . a 1 ]’?X S1 fYCA,
(8.49) (Fl)x = Fanx= i o st Yok ——4

(8.48) (L f)*= :ﬁf”‘m{

et d’'une maniére analogue 1, P 1.

. . - . .
Une condition suffisante pour la convergence deZ‘(Pn)‘i (ou les P,
1
sont des matrices bornées) pour tout xz et I est la convergence de

0

> Pall

1

Il en résulte, en particulier, que s1 || P|| <1, alors d'aprés (8.42)

| P || <||Pl|*<<r, P désignant la »'*™° puissance de la matrice, ZP“

0
converge et est la seule inverse (a4 droite et a gauche) de | — P

(8.50) (lmp)wimZPu si ||[P||<1.
0

Plus généralement, si la matrice M peut étre mise sous la forme

(8,51) MmB—i-Q?
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ou R-! existe (nous utilisons cetlle expression seulement si Y R=—=RY=1
a seulement une solution .I'= R~!), tandis que ||QR™| <1 ou
| R~ Q] < 1, alors M~* existe el

(8.52) 11/1“”1::11’“12(” QR“"l)"mZ(__..H“I 0O\ R—1.
_ . 0

[.a démonstration du fait que : les deux séries dans (8.52) sont iden-
tiques, convergent si seulement une des conditions d'inégalité est satis-
faite, satisfont aux équations pour les inverses, et est leur scule solution,
est banale. F

Un cas particulier (#), bien connu se rencontre st R=f1 est une
matrice diagonale; (8.51) et (8.52) deviennent alors '

(8.54) M~ = 2( S Q) [

pourvu que f*s£ o pour tout z et, par exemple || /= Q|| <1, c’est-a-dire
(8.55) ‘ [ Q= lg=sup Z[QF, |<|/¥|

{ X, |€D(E)
pour tout x.

9. Processus de Markof invariants par rapport a. un groupe transitif.
_ Comme généralisation des processus invariants ¢tudiés au para-
eraphe 2, nous considérons un processus de Markof sur un ensemble F
tel qu’il existe un groupe & de transformations (1,1) = de K dans
lui-méme qui est transitif sur E. Sur E un o-corps og, 1nvariant
par rapport a toutes les transformations de G est défini; c est-~a~d1re
t X €ops1 X €0y pour tous les 7€ G, ot

| def
(9.1) "c_.fI’:Ens{'C;:U xe/I’},

(Un cas particulier important de ceci est celur ou £ est une sphére
dans un espace & un nombre quelconque de dimensions, G étant le
groupe de toutes les rotations de E dans lui-méme.) Nous considérons

(8) Voir aussi R. G. Cooke (1950, p. 31) (2.4, II) et pour le cas des matrices finites
Olga Taussky (1949), et ceuvres de date plus reculé indiquées dans cet article.
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L

alors une matrice de transition P (par COIlSéquent P_ﬁé_ O pour z el
X €og et Py—=r1) qui est 1nvariante par rapporl a toutes transforma-
tions de (.

(9.) Py = Piy
pour tous les 7 € G.

Nous choisissons arbitrairement un point ae £ et définissons H
comme le sous-groupe comprenant tous les 7 € (¢ laissant @ invariant

def

(9.3) H’mEnsiﬂ:EG ':(zm(z}.

En posant pour tout € (s

def ,
(9.4) —= H<~H = Ens ; n1The | Ny € H, “QQEH}.

Les ensembles /. sont mutuellement disjoints et ont ¢/ comme
réunion. Evidemment

te I, e =F.= H, Fonlboz2oxatel.rte Fo = F_.

En utilisant ’axiome du choix, nous choisissons arbitrairement dans
chaque /% un point représentatif unique v.; soit A ’ensemble de tous
ces poinls représentatifs [ par exemple dans le cas des rotations d’une
sphére dans R; de centre o et de rayon 1, ol a est le point (o0, o, 1)
et ny et n» sont des rotations autour de I'axe des z d’angles respectifs
¢ et Y, alors que v est une rotation autour de 1’axe des y d’angle 9, o, ¢
et U étant les angles d’Euler; A est I'ensemble de tous les 0 avec, par
par exemple o = 0 < 77.'] '

Pour tout z € E, il existe un t€ G avec ta=xz; donc un v € A et 7,
n € H, avec 7= nyn'; donc x = nyn'a = nya, puisque n'a =a, 7' € H.
S1 nous avons aussi Z = 7, v, &, alors

' =y"1ln—tn, v, € H, d’out Ti=n7'nyn"e€ Hv H, dou  vi=1x

puisque les points représentatifs sont uniques, de sorte que y est déter-
miné d’une fagon unique par z € Hya, c’est-a-dire par z =nya (ce

n'est pas le cas en général pour m). Alors (9.2) eniraine, en

def o
posant py=— 7,

. | : o -
(9.5 Py = Pl'% = Py avec Y = vy—1n—1_]
X X / é
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Py est aussl Complétement additif et == O avec pp=——1 et aussl [:‘?1 cause
de (9.2)]
(96) [ﬁ)} mpn "
pour toutne H et Y €cy.
Pour tout I'c A tel que Hl'a€ o (ces I' forment un o-corps o sur A)
on pose
) m del
(9.7) 17" = PuTa

de sorte que ¢~ est complétement additif, el >0 avec ¢y =1.
Alors pour un ¥ donné et un I' €op variable, pyn 1. est complete-

ment additif dans I', >0, el < g et peut, par conséquent, étre écrit

sous la forme

( y ~ == J M
(.:’8) }'}Y('\III - gd"‘fl}"

ou [l peut étre chois1 >0, =1 et s’annulant sauf pour v*€'. Pour
tout ¥ eop ixé la fonction £f est définie sur A exceplé pour un ensemble

de mesure ¢ nulle et mesurable ox.
Nous introduisons maintenant :

Hypothése A : Les quantités 7, peuvent éire redéfinies de telle facon |

qu’elles satisfassent (9.3) et qu’elles solent définies pour tous les yeA
el Llousles ¥ € o comme des fonctions a valeurs uniques de leurs argu--
ments, pour ¥ fixé mesurables oy en v et pour v fixé completement
additives en V.

Selon Doob (1948) une condition suffisante pour I’hypothése A est :
L' est un ensemble de Borel dans un espace cuclidien et oy consiste en
tous les sous-cnsembles de Borel de £, Les [}, peuvent étre interprétés

comme des probabilités conditionnelles, a savoir comme la probabilité
pour que z € Y sous la condition x € Hya.

Hypothése B : H est un groupe topologique compact.

Selon A. Haar (1933) (¢f. aussi J. von Neumann, 1934, 1936;
L. H. Loomis, 1945), ’hypothése B entraine 1’existence d’une mesure
de Haar, & savoir d’une fonction d’ensemble i1nvariante a gauche, non
négative, compldtement additive, définie sur le o-corps oy engendré par
tous les sous-ensembles ouverts de H, en outre bornée et déterminée

?
d’une facon unique a un facteur de proportionnalité prés.
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Les hypothéses A el B sont simultanément satistaites, par exemple si
fv est une sphére euclidienne & un nombre quelconque de dimensions
et G le groupe de toutes les rotations de E dans clle-méme.

Hypothese G : 1° Pour tous les €A et y €oy constants, ;. est
une fonction de v, € i mesurable.

2° Sil'eoy et Keog, alors ANaeo,,.

Par ces hypotheses Gy et G, le o-corps oy (donc aussi op) est lié avec
la topologie sur .

S1 py est la mesure de Haar normalisée sur //, de sorte que p;=1, G,
entraine 'existence de

pour tous les g et 3. A cause de (9.6),

—~ 73
» ~
Z p’ﬁz i)

est une solution de (9.8) de méme que /3, d’ot aussi £5.. Donc, 3 salis-

faisant (9.8) et hypothése A, nous pouvons prendre 5 au lieu de £ et
omettre le trait. Alors nous obtenons

(9.9) l; ,=10; pourtout nell, jeA et yeaoy

IEn prenant dans (9.9)

v=Ala, avec Kco,, I'csy, jeT,

"t

kT« €st, pour A variable, complétement additif, 2> 0, borné, invariant
par rapport 4 tous les n € /1. Donc 1l a aussi les propriétés d’une mesure

de Haar. Donc m‘i étant le facteur de proportionalité
(9* IO) %-’ Na— 7??:%3 g“'"ﬁ" osad f}l: %"1 P-](

k

puisque mj==o sauf € Tl'. De plus 1, = 1}, d’ot mi=1.

[’extension de {31, [; avec y arbitraire donne
(9.11) 5. = f e doy l:ﬁ.":“.
-/ H

En substituant dans (9.8) avec I' == A, on obtient

. L ne
(9.12) Py = [Aqd? f“d-q lv}z_sa}
2 - A - H
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et finalement par (9.5)

o TxTis &
(9‘13) P‘i}_.._ [A‘gilz [};Hdn |-X " ?
ot 7, représente I’un quelconque des T (¢ avec 7. — 2. D’un aulre

cOté, il est clair que (9.13) satisfait & nos conditions.
Nous avons donc démontré :

Tneorine B. — S7 G est un groupe transitif de transformations de
E dans lui-méme, si H est le sous-groupe de G laissant invariant un
point donné a € E, px la mesure de Haar normalisée sur H et A un
systeme de représentations des classes bilatérales modulo H (9.4) de
Il dans G, alors que g est donné par (9.7) et st les hyypothéses A, B, G
sont satisfaites, alors toute matrice bornée (Iv, ') qut est invariante
sous G, peut étre représentée sous la forme (9.13).

Si, en particulier, & est simplement transitif sur | c’est-a-dire si
Il se compose seulement de I’édlément unité, A= G et (9.7) et (9.13)
simplifient en ¢ = pp , et .

x “xl @
(9.14) Pt = [ g, 1%7¢
L G

St, plus particulierement, &' et & sont identiques, nous pouvons poser
a4 =1, T, = & et nous obtenons g = pp et

(9.15) Py = [ py, 15
E
S1 (r est commutatif et écrit additivement, ceci conduit’a (2.8).

10. L’identité fondamentale de Wald pour des processus stochas-
tiques arbitraires. — Exactement le méme argument qui condumt a
I''dent1té fondamentale de Wald (5.17) s’applique st £ est un espace
euclidien a r dimensions, z ct y sont des vecteurs réels et £ un vecteur
complexe & r dimensions, {x est le produit scalaire. Il s’applique égale-
ment dans le cas plus général ot £ est un groupe abélien addiuf et
E==E1—+ 1k, OU £y et £z sont des homomorphismes sur 1’ensemble des
nombres réels, c’est-a~dire pour tous les et y dans K, f;x est un
nombre réel tel que

ci(x+y)=tiz+Eiy (z=1, 2).
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Nous pouvons résumer notre résultat dans le

Turoreme 6. — St E est un groupe abélien (additif), si £, £y et Ea
sont des homomorphismes dans le groupe additif des nombres réels,
stE=F;+ 1o et 9(o) <o et int (§o—E&1) 2>—00, lidentité

re bl

A |
(9-17) ZCP(EO )—-——ufc-ﬁ)d}_ esy =1
| 1

est satisfaite

Une généralisation partielle de ce théoréme a des processus stochas-
tiques arbitraires, déterminés par les probabilités de passage Fgy ¥
satisfaisant & (2.1)~(2.4) est obtenue comme suit :

Nous faisons I’hypothése supplémentaire que, lorsque le point chemi-
nant arrive a I'étalz,_4 (n>>1) aprés avolr passé s1 n>x2 par Z,,..., Tp_s,

1] existe une probabilité 47 > ¥ pour que ce point soit absorbé, donc
une probabilité

pour qu’il ne soit pas absorbé.

En outre, nous introduisons les quantités auxiliaires U3y et
re - et ynterprétées comme les probabilités conditionnelles pour que

la catastrophe C n’arrive pas sous la condition que le point cheminant a

passé par o, ..., Zn-1 €t a été (pour ) ou n’a pas 6té (pour 7') absorbé
en Z,_4. Finalement nous définissons €}y -+ *—: comme la probabilité
conditionnelle totale pour que € n’arrive pas sous la condition que le
point a passé par Zo, - - -, Ln_1-

Pour calculer (¢ --»*— pour n > 1, nous remarquons qu’il y a deux
cas complémentaires : ou bien le point est absorbé en z, 4 (probabilité

i TR

o ®u-1) auquel cas non-C a la probabilité U -+ ¥+, ou bien il n’est
pas absorbé (probabilité Bjy-—%—) et C n’arrive pas (probabilité

vo--a¥a-1) o alors 1l saute dans un « petit » ensemble dy (probabilité
Plo--oim~) et 1l vit heureux jusqu’a la fin des siecles (c’est-a-dire C

n’arrive plus plus tard, probabilité C7e > *=—+¥). Donc nous avons

(n+-1)

Loy enes Uy g py o ens Xy v PO, N
(10.1) Cpg» n—t = 47 =t U0 Bt

T{h «t 2 J:nmi *rﬂ‘} L | '?‘nmi "'z"Q! 5 &7 *Tn—-i 'T‘ﬁ'f * en; ‘1‘71—-11 y
+ By T [ Py Cmd '
L ¥
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Pour 72 = o nous avous une équation similaire avec la seule différence
que les indices supérieurs excepté ) font détaut.

Pour simplifier les formules, nous omettrons les indices inférieurs
(n) et remplacerons la suite d’indices supérieurs zy, ..., z, 1 par un
seul symbole = (parcours). (10. 1) devient

(10.2) Cr= AT UT 4 BrT™ f Py, C™.

Par substitutions successives, nous obtenons un développement
formel pour €™, 7 étant donné (en particulier aussi s1 7w est « vide »)

( i {). ‘i ) A v Uu.. —} jj T:i.f Pti_} *,1*3';;}.1 b’.’"}t ¥y 4 _BT*: 7??:

ore T ) TYs AT Vi Ye T/ VY
><J PT. BT ’fpm ATV URY ey

G
WV, we e PPy
> kB TT./ Pd) E“}:t]ﬁ}if ‘/p'n.’}z .2&-:1_{4'3‘“ VLT .

Pour que ce développement soit convergent et soit une solution de
(10.2), 1l est nécessaire et suffisant que

{L}i Uy

&S L 9

K . e
(10.4) RT = B*T% / P B7 .’7"3'53‘1/ J PrYie Yk Oy

lende vers zéro lorsque 2 — 0.

En vue de généraliser le théoréme 2, nous considérons des solutions
du systeéme d’équations (10.1) dans les inconnues G-+ =1 ou les U et
les 7" ne sont pas nécessairement des probabilités (bien que les A, les
B etles P le restent) mais peuvent éire des suites de fonctions (non
nécessairement bornées) arbitraires réelles ou complexes.

THeoREME T. — S¢ - Al pour tous les n et tous les w— (::co, ey Xn_q)€ BN
(L existe des nombres réels UF, Ty tels que -

A.1. 77> o pour tout n et tout € L1 ;

A.2. U} >: o0 pour tout n et tout me £" ;

A.3. T':"'J P§,. Uy < UF pour tout n et tous les m € E" avec B™£ o.

Si : B. les fonctions T, U™ sont définies pour tout n et tout = € E"
st O et ¢ sont des nombres réels non négatifs et st :
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B.o. | 77| =077 pour lout n el tout T € L
B.3. |U™ [ - C Uff pour toul 7z et toul @ GE'”,

B.1. 0<1;
3.

alors les équations (10.2) ont des solutions C—= C(U), données par

(10.3), qui satisfont a Uéquation

(10.5) Cr(U)= U~
pour tout n et tout m, st el seulement se

(10.6) Ur =17 [ PF.UR

.

pour tout n et tout ™ avec BT £ o.

Démonstration. — En éerivant
: T . Te g it AX1® 7o
(10.7) QXT“BKTE A Uyx = B71T Py,

A .3 devient

(10.8) [ 05y UFY = BT,

d’on découle Iexistence du membre gauche. Les termes de la somme
(10.3) avec 7T, U,y au lieu de 7', U sont >-0. Le (k-4 1)"*™° terme de
cette somme est = la méme expression ou le facteur A ** (qui est
~~ 1) est omis, d’ou, par (10.8) avec mwy, ... y¥i_1 au lieu de © et y, au
hheu de y =< le A"™™° terme avec A% Y= remplacé par B77 "=, La
somme du A®™¢ et du (A 41)"™° terme est =< le £'*™° terme ou le facteur
AT Ye- esl omis. En continuant de celte sorte nous trouvons que la
somme des premiers k -1 termes est << U] de sorte que la série est
bornée, donc convergente. En désignanil sa somme par C7 nous avons

alors o=ZCT = U7 et aussi o Z R} , U7} ou RY ; est 'expression (10.4),
avec 7" et C remplacés par 7y et Co. De B.1-B.3, on conclut alors que
les intégrales dans (10.3) aussi bien que la somme de la série existent
absolument et que

P T4 [ I Wi "ar 1 R
R% L 84 RT , < VAU, d'ou }‘lgr; =

de sorte que (10.3) satisfait a (10.2). Mais s1 une solution de (10.2)



196 D. VAN DANTIZIG.

satistait 4 (10.5), (10.6) est valable; c’est un résultat banal. Si, d’autre
part, (10.6) est valable en méme temps (10.3), nous avons

(10.9) Un(C7=

1

Ty eenY b
/lQ{iyi fQ 1 (‘1_}1\1

xggﬂ_siu.}g Uﬂ}i" _u___‘/ () 1 (JL+1UR7,

®
TNy eee ) AL eee Y I T Y1 oo ¥,
—+— [‘Q(i“if' » -J Q 1 d’;’lniB 31 :}I‘I U Ji .}Il =

Les expressions entre accolades s’annulent a cause de (10.6), (10.7)

(avec my41-..Y¥r-1 au lieu de m et y, au lieu de y). Donc elles restent
nulles aprés des intégrations répétées et la premiére somme entre
crochets dans le deuxiéme membre de (10.9) s’annule. Le dernier terme

entre crochets est absolument 02 UT, donc 1l tend vers zéro, ce qui

démontre (10.5) et le théoréme.

Dans la démonstration du théoréme 7, le lemme 4 (Appendice, § 8),
n’a pas ¢té utilisé. On peut donc s’attendre a ce que le théordme 7
n’implique pas complétement le theéoréme 2. En effet, dans le cas parti-
culier du théoréme 2, nous avons

5 P{?f)z .o ns *U;:--Yl_ — P?l}'ﬂ-ﬂiﬁ A Loy away Xt o AJ::{-}? B gy cnvs Xyt — B-rn-ﬂi:

2 , (re) (1)

(10.10) §
a. Uey et = UM, TGy ot T,

Les conditions du théoréme 2, excepté (5.8) sont satisfaites, mais le
théoréme 7 devient

(10.11) Cx(U) = Ur

s1 et seulement si

(10.12) Uz = Ta] Uy

de sorte qu’il reste & prouver que
(10.13) cx(U)= [ c5, U

o Cx est donné par (3.2) s1 (5.8) est satisfaite
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En uuilisant le lemme 4 (Appendice, § 8), on obtient (10.13), ce qui
esl une généralisation directe de (3.3) pour tous les I/ sausfaisant a
B.3. Ainsi nous voyons que l’ensemble du théoréme 7 et du lemme 4
implique le théoretme 2. Il semble que pour une géndralisation directe
du théoreéme 2 uue généralisation du lemme B3 avec f=2 au lieu de f»
soit nécessaire (9).
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