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FACE. 

At1 111c>ye11 de f'onctions ge11e1--atrices gene1·alisees (f'onctio11nelles) (§ 7) 
et de 111atr·ices gene1--alisees (§ 2, 7), on int1'odt1it un ope1 .. atet1r li11eaire c(A) 

clans u11 es pace de fo11c·tions n1esura bles sur' tin ensemble donne E 
( conlena11t, pt1r exemple, toutes les fonctions bo1--nees ), dependant du 

sous-ense111ble .r1 oii a lie Li << l'abso1 .. ptio11 >) (§ 3 ). Une intei·pretation (§ ·1) 
do11nee ante1·ieurement des variables et des fo11ctions auxiliaires comme 

prol)abilites, pat"' exen1ple, de la 11011-appa1·ition d'tine certaine << catas­

tropl1e )> s'avere aussi t1·es t1tile pour ce type de problen1es. On 
den1ontl"C ( § 4) crue c\.rl) est Ull ope1·atcur· de l)l"Ojectio11 et que pou1'" 

A1::, A2, c(A1) et C(.-12) sont COlllllllltables et ql1e leUl" p1,.oduit est egal 
a C(_.12i· Cette identite contient co111n1e cas partict1lie1-- une identite 
obtent1e clans tine Tl1ese de docto1·at a Amsterda1n par J. fl. B. Ke111-

per111a11.. En outre (§ 5), l' ide11tite t'ondan1entale d' A. ,,r ald est g·enera­
lisee et 1'011 n1011t1·e que lc1 f'onction caracte1"istiqt1e d'u11e distribution 

peut ~tre cons·ide1--ee cc>1n111c tin cas fJartictilier cle valel1r propre da11s un 
se11s ge11eralise, 011 la f'onction p1--opre ( clans ce cas pai:ticulier une fonc­

t,io11. exponentielle) doi·t ~trc p1·opo1·tionnelle a sa transfo1·mee par· l' ope-
1--a tel1r lineairc en del1ors <lf~ l't~nseml)le al}sorl)ant .r1 set1lement. 

F.,i11alc~111e11t ( § 6), on clerr1011trc c1u<~lql1es t.l1eore11:1es relrttif's aux l)ot1cles 

cl::t11s lfl t1,ajectoi1"e d't1n p()i11t 111c)l)ile et quelc1t1es rest1lt<1ls similaires en 

de1 .. iv;:1nt lc1 fonctionnelle gener::t tr·ice })ar rapport a la fonction dont elle 

I 
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de1)e11d. La tl1eo1--ie pu1 .. ement mathematique de la n1ultiplication de 

1natrices g·eneralisees est develop1)ee clans l'Appe11dice (§ 7-'10). En 
particulier, on do11ne des condi·tions suffisantes pour l'associativit,e 

egale1ne11t clans des cas oi1 les niat1 .. ices ne s011t pas l)ornees ( § 8). 
L'1\.ppendice contient, en outr·e, une gene1 ... a.lisatio11 d;1111 processus 

<< a accroissements independa11ts )> pour le cas cl'un e11ser11hl<~ s1:1r lequel, 

sous certaines conditions, ope1·e u11 g1·ot1pe transitif. ( § 9) ainsi qu'une 

exte11sio11 des 1 ... esultats du 1)arag1--apl1e t'i <'t des })I"'ocessus 110n n1arko-

vie11s ( § 1l O). 
Ce lvle1noire fl et,o ec1-it, penda11t ({UC l'autelll"' tr·availlait e11 l1ote au 

Statistical Eng;ineeri11g 1:.1abo1"ato1,3" du National Bl11·eau of Stc111.dards 

dt1rant l'ete 195 r, sot1s le cont1"at CST-520 ent1--e le National B11reau of 

Standards et l'Univer·site de la Caroline du No1--d. 11 f't1t enst1i·te revise 

a,rec l'assistance de Jvl. J. J. de Iongl1, ctuquel l'aute111" est redevable de 

plusieu1--s a1nelio1"ations du textc. Un nom.l)1'e limit.e de copies en f'orme 

mimeographee ft1t n1is en ci1--culation par le National Bureau of Standards 

a Wasl1ington, et, a An1:sterdam, par le Cent1~e l\fatl1ema.tique, e11 I' etcS 
1g52 sous le titre : Tir1ie...,clisc1··ete stocltas·tic p1"ocesses i1t ct1-·bit,,,a1Jr 
sets, (,Vitlt aJJplicatio,is to 111~acesses (vith abso1--bing regio,zs a1id trJ the 
p!'(Jblerri of lrJtJps iii llfct1·/._·ojf cltai1i1J·. Depuis lors, le texte a enco1·e ete 
revise en prot1tant, e.e l'aide de NIM. C. L. Scheffe1--, R. Doornl_los et 

G. Zot1tendijk. N eanlnoins, quelc1ues petits rletails mis a pa1--t, il coincide 
avec la ve1~sio11 01·igi11ale et., fJn ce qui concerne les cinq prt3rniers 

cha1)it.1'"es, nvec l'en.voi de l'autet1r a In I{eunion de l'l11stit11t.e of' lVIat:!·1c-

1natic~1l Strttistics te11ue ,'t Santft Monica le 15 juin If)51. :r-'e (~onte11u 1)1 .. in­

cipal de ce L art.icle f'o1·111e d' aille urs 1ft sul)s tan cf~ cl.cs qu •. t t.t"(; c:onf'e1·e11 ces 

don11ees prlr l't1uteu1· i't l'Insti_tu·t flen1"i })oincar,e au 1n<)is d'~tvril 195:3. 

L'at1teur tient a ren1e1·cie1 ... :MJ.\,1. F,enor1, I-i'1our"'gt3aud, I~'L1c~l1s et S<Jule 

qui ont eu l'arnal)ilite et la putie11ce de tradui1·e cet, art,icle, <lf~ rr18n1e 

c111e M .. Frecl1et, ql.1i a biE~n voult1 su1'"veiller l' ce11v1"e de t1 .. ad tic tio11 . 
• 

• 

1. La methode. des marques collectives, - Sui,1ant 1\.. I(olmogo1"off, 

un champ de probabilite est defi11i co1nrl1e un ense11·1l)le II Slir lf~c1uc~l est 

don nee une fonction d' e11se1·nble co r111)letemcn t a(ldi ti ve ( 1 ) [ ,~l efini<~, 

( 1 ) J""es fonctions d'ensemlJle com1)leterr1ent ad,Jitives, def111ies pa1· la condition ( 1.2 )1 

sont quelquefois appelees fonctio11s d'ensert1ble tfJtalem(.:11t ::1,lditives, ;tl1srJlument 
additives ou a-additives. 
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::::=:::... o et -/..,, 1 pot1r tot1s les sot1s-e11se111bles A de II apparte11ant a un 

a-corps o-1•1 ( 2 ), qui contit~nt II c~t <~J1acun de ses eleme11ts]. Designant 
cette fonction d'ensen1ble 1)a1~ P, la valeur qt1'elle p1"end sur 11n ensemble .,l\ 

pa1· P( 1\i [ t1u lie1_1 de P(~\ )], nc)t1s ft\rons, en renvo3~ant le lect .. eur pour 

plus de det·.~1ils concr.1--na11t. les notatio11s et les p1--op1,ietes a l' Appen-
d . /~ J) ICC(~'_ , 

( 1. I) . ,,,. j) \ .- I 0 . ✓ - I \ .. ~::.. --- , ... ' 

• 
SI .f\.. = ..:\ 11 l'.'t ;\ 111 (\ 1\,1 = 0 })Olll' n'/.. ~ // .. 

J I 

Dans beat1cot11) de problt';111es de lc1 tl1eo1·ie des p1--obabilites, nous 

a vons affaire a plusieurs t·oncti(1ns d' enser11ble co111 plcte111cnt. additi\res, 

toutes definies su1' t1n setil ense111Lle II, c'est.-,\-di1~e P peut varier st11 .. t111 

atit.r·e e11se1111)le .Q, c1uclc111ct'ois a1)pele l' (< e11se1nl)le des l1ypot.hesc~s c1d111is­

sibles )) ot1 << es pace 1)a1 .. f1n1et.rique )) . Al ors, pour tot1t 0 E Q nous rtvons· 

l.lll P, desig·ne pa1 .. p{O), l)I"enant SUI' 1\. la , 1aleu1 .. p;:~{i. Si II est llll 
• 

ensen1ble de110111l)1·able ( c'c\st-~\-di1--e fini ou infini denon1b1--able ), nol1s 

), EA\, 

deter1ni11e pa1" la n1at1·ice 1·ecLrt11g·t1l}1·i1·e 01·tii11ni1·e des no1nb1,es P~f;, ;.1,:ec 

). E II. Pour cett<1 r;;1iso11 011 appelle mat1--ice ( g·ene1·alisee) le systen1e des 

vale11rs Pi~() a,rec O e Q, .:\ E o-rr, sot1mises it 1ft condition d'additivite 

co1·11plete prlr rttp})OI"t it ~\. Quelql1es-u11cs des pr~oprietes fondame11t,ales 

de cos 1nat1--ices SCI"Olll, COilS id.erees SOllS cles l1)~pot,l1eses un peu plus 

ge11e1~ales clans u11 Appe11dicc~ (§ 7., 8) ( :i) . 
. 

En g·e11.eralisa11t tine iclee de l_ .. r1plrlc(1, selo11 l:tquelle ur1 s3·st~n1e de 

J)rob:tbili Les JJ,1 ( /l == ()' I ' 2' ... :) (!.S l, l'CPl"CSCUte pell~ sa << f'o11ctio11 gene-
• 

I'fl t.r1 ce >> 

( 1. 3) 

z etant ur1e va1--iable auxiliai1·e, il s'ave1·a t1tile ( cj·. D. va11 Dantzig, 1941) 

( 2) Un cr-co1"ps est une classe d'enser}1bles con tenant avec chaque ensemble sor1 
complen1ent et avcc cltaqt1e suite ( de11on1brable) d'ensembles Ieur union, done aussi leur 
• • 1ntersect1on. 

( 3 ) J..,a notation clans l' A1Jpendice ( P:~ au lieu de Pl) est legerement ditfe1~ente de 

celle clans ce paragraplie, mais es'l, confo1·me a celle du paragraphe 2. 

• 
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de 1·ep1--ese11te1 .. tin cl1amp de l)robal:)ilite J:>.:.\ par la fo11c,tio11nelle corres-

1)011dt111.te d'u11.e t·o11ct.io11 ttuxilic1i1 .. e U defi11ie sL11-- II. E11 admettant que 

cc t.te f'o11ctio11 est mesurrtble o- 11 et que l' i11teg·1·tlle ( 1 . 4) existe el en 

tlesigr1flr1t lt1 valcu1· que U prencl e11 t111 r)oi11t i, E II 1)ar LJ(i,) [ au liet1 de 

l'l,,1l)il,1el [!().)~}, 1<1 f'o11ctio11nellt·~ c~c>rr·es1)onclttnl.c 1)eut. s'ec1·i1·e con1me 

1111c i11teg1·::•le llE~ Stit!ltjc~s-Le1Jesg1.1e-Raclo11 

<~ I . 1 J 

Si (,.';( [/) est. con11t1(1 pour· 11ne classc sut'fisa111111c11t la1--ge de t·c)nc­

t.iu11s U, elle cle te1·111 i 11e P. Dans le ctts le plt1s sirnple, si clle est conn ue 

pl)Ul" tol1les les f'o11ctio11s [;'i, ( ·1 ) bornces et mesural)lcs o-11 , 11ous r1urons 

('1.5) 

( 1 . (1 ) 

desi c,·11e la t, 

• 

fo11ctio11 caracte1·is t.ic1 ue 

- ll t~f 

16. = 
• 

1 si 1, e Li, 

o si ), ~ ~ 

( rj·. D. v~1n Dantzig·, 1935 ). Da11s le cas plus ge11eral, ot1 .P vttrie sur un 

ensemble !2, 11ous })Ouvons at1ssi i11t1"odl1i1--e u11e f'onctio11 d'e11se1nble 

auxiliai1--e, coinpletement add.itive J? su1--. tin a-co1·1)s o-!.l de sous-e11sen1-

l:)les de i~, e11 st1p1)osa11t q1.1e pou1" tol1t 1\ fixe P~\ est, 1i1esurctl)le at1, 

et clefini1 .. la fo11ctio11nelle co1--1--esponda11tc 

( ·l , 7) 
(!c!l' ·• 

l' ( F"', lJ ) = J,"'t10 
0 . P . ljJ. 
ti J. • 

Ces f'o11ctionne·11es t'ure11t i11trodt1ites clans 11r>s cc>t11·s a J\_111sterda111 e11 

1~)47 et clans un expose f'ait a ]~yon er1 1 g/4.8 ( pulJlie er1 1949) et quelques 
clpplications de ltl 1netl1ode y t't1rent donnees. Les f'oncticJns i.1uxiliai1--es 

f11ren·t designees pa1~ << n1arques )>, le11r t·onctio11nelle pa1~ << n1a1~que collec­

tive >>. 11 s'avereril utile d'er111)loyer une nolf1tio11 et 11ne t,er11·ti11ologie, 

i11l1,odt1ite cl u11e at1t1·e occasior1 ( 1935), a savoi1" cl'a1)1)eler· (Jes f'onctions 

de p<._li11ts et des fonct:io11s d'e11seml)lt3 corupleter11c11t, a(lclitives (soumises 

( 4) Dorenava11t 11ous omcttrons les pa1·entl1eses et ecri1·ons 13 -\, pr, et pO\ au lieu de 
J . 1 

/->(A)i p(O; et Pi~) respectivemer1t, pctrce qu'e11 ce qui suit, il 11'y aura pas d'arr1lJiguYte 

da11s les notations. 

' 
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a ce1'taines co11clitions legerer1tent 1·est1·icti\'es s1)ecifiees cla11s l'Appen­
dice) 1·especti\re111c11t fonctt·ons lle la JJJ'e11iie,,.e r~t de la S(1COllClt:: eJJJec:e 

• 

et de desig·11er S)'"Ster11atiqueme11t les a1·gt1r11c!11t.s (poi11ts) des p1·e111ie1"es 
pa1· des lett1·es r11inusct1les ecrites e11 i11clices supe1·iet1r·s et cf~ux ( e11se111-

bles) des seco11des pat" des 111ajt1sct1les ec1·ites 011 inclices infer·ieurs. 

· Exceptionnelle1ne11t~ clans le cas 01'1 l' 011 efl"ectue t1ne integ1·ale, lcs 

li111ites d 'ense1-11bles << elementai1·es >) ou << 1)eti t.s )> sont 1--e1)rese11tees p,11-­
le symbole desig11ant le point v;;1riable co1--1·espo11dant, precede de lrt 
lett1·e d, au lieu d't1ne lettre n1c:tjuscule (pltr· exen1ple d), flu ]ie1.1 lle _:\).· 

Des applications a11terieures 011t 111onl1 .. e c1ue !'application <le la 
• 

n·1ethode etait souvent conside1 .. able1ne11t f'c:lcilitec si l'on interpretait Ies 
va1--iables auxilii1ires et collectives, f'onctio11s et f'o11ction11elles co111mc~ des 

.p,·obabilites, e1~ 1·estrf~ig·nant ter11po1 .. aire111ent letir do111ai11e de ,:aleurs 

a l'intervalle reel (0,1). _t\.insi, clans (l.7) 11ous pou,1011s rest1·einclre 

P,e(@ E CJ'o.) a O ,,/ FeL I== Fi·2, et interp1·ete1-- j{l0 con1me lcl probabilite 

que, at1 1110)'en d'un certain 111eca11is1·r1e aleatoir·e, ()Il ait cl1oisi u11 0 E 0. 

l)e n1~n1e, en st1J)posant o ~ U>-L.. 1, 11ous pouvons conside.rer· u11 

e,re11en1e11t at1xilai1·e e. ( Cflli n'rt 1·ien 3. voi1· a \7CC le prohle111e cle prol)abi­

lites que l'on conside1--e) et sup1)<)se1· c1t1e, cl1aque f'c)is qt1e le resultat de 
ce dernie1-- est). e IT, 11n 111eca11isrl1e alt;;1toi1--e, dependant de A, deter111ine 

c:lvec une probabilite ~l-[JJ. contrc U1·, si e a lic11 ou 110n. Alo1·s C (Ii", U) 

est la Pl'"ObalJilite totale CJLie e 11'ait I)t1S lietl. II est esse11tiel (JUe 1.e 

n1ecanisr11e aleatoi1"e de1neu1·e (au 111oi11s [)a1"tiellen1ent,) i12.clete1·11'tine, 
de fa<;o11 a g·a1"rtnti1· la Vflriabilite (le ]-i" ~t de U sL11· des e11sen1ble;;; suf'fi­

sa1n1r1e.11t l,11·ges de f'o11ctio11s. E11 g·r<)S, 1)lt1s llt clt1sse de f'onctio11s st11· 
lesquelles 11" et [_i' peuvent \"a1·ie1· est l,lrge, plus lc1 classe (le 1)ro·l)li~111es 

po1-1r lesq11els lcu1" i11 trod uctio11 est utile (_~st 6 tc11d t1 e. l...1' i11t,e1--1Jreta tion 

d't1n J1l at1xiliai1"e co11·•1·11e tine clist.r·ibutio11 cl(j 1)1·obt1bilites est due a 
J. ,,or1 N eu111a11n ( 1 g:l8) et ft1 t lar·g;e1·11(3nt, u tilisee dtt11s : .J. von N et1n1a1111 

et 0. l\,forge11s tc1·n, TlleOTJ1 oj' Ganie:; and Eco,ion-1,ic 13ellctc)io1· ( 194·7) 
et da11.s -1.L\.. vVal(.l., Stcttistical D1:1cision Fltlic·tiorts ( r 950 ). 

Cependant ()U · donne sou vent unc inte1"p1 .. etation econo111iql1C cle 

<< gains )) <:3 t << pe1·tes )> tl ux f onct,irJ11s de la p1~err1iere es pece, Cf t1~111d ell es 
intervie11ne11t d .. 1ns ces textes. Ccci, sa11s aucun dot1te, a l'a,.,~111tage 

c1u'elles fJel1ve11t varie1· st.11" to11t l'ense1·11l)le des noml>r~es reels, s~tns 

rest1"iction a l'int.e1--valle ( o, I), 111ais aussi l'i11.convenient c1ue lt;S pr·oclt:tits 
' 

et les puissa11ces de gains Oll {l(; J)Cl'tes 11'ont. I)c:lS d'inte1·1)ret.ation evidentc, 

• 
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alors que les p1~oduit.s de p1~oba 11 ilite pei1ve111. di 1·c~ct.en1e11 L. etr·e inte1·pretes 

co1nme des probal}ilites. 

l">our la n1en1e raison C et lj), out et(~ ir1tt~l'p1·etees co111n1c l<;S prol)abi­
lites totflles ct co11ditio11nelles pot11" c111'i111 evt~11e111t'.~11t 1i' llit pas li<::lt ( at1 

lieu de: ait liezt ). Nous appellerons cet eve111]111c~11t e 1111e << cat,ast1·01)l1e )>. 

l"''avantage de terminologie de p1·e11d1~e la 1·e,1lisi:1tio11 <le non-e au lieL1 
dt~ celle de e reside d::tns le fait c111e la con,jo11ctio11 clc, pl11sieu1·s non­

realisatio11s de e peut etrc dec1·ite co1111ne 11nc r10.11-1·<~alisa tion ( to tale) 

cle (!!, fl lors qi1e la con.i onction clt~ plusieu1·s rea lis,\ tio11s cl(~ e 11e pe11t. ett'C 

decrite aussi si111ple111e11t co111111e tine 1"calisatiL>11. Qt1c)i q11'il. 011 soit, 

I' i1ite1'"j)retcLtio1i des quant·ites a uxiliaires n 'est J)a s d(~ p1·e111 ier·e in1po1~­

tance e·t, de plus, 1--ien ne nt1t1s en1pecl1e, I.ant, que 11.'a~)pa1"aisse11t pas dt~s 

diflicultes de convergence, d'a1)pliq11t~r la te1--111i11ologit:• prohabiliste 
egalen1ent a des qut1ntites 11eg·at.i,res ()ll C()Il1plcxcs, de la 111eme n1a11ie1·e 

q u '011 I' tl f'a it _pour la te1--n1 inologie geon1etriq11e [ c..f·. a t1ss i I3rl 1--tle Lt ( 1 94.4) l-
Le ]Jut de ce l\iemoire est d'obter1i1- <je1--tai11s t·es 111 l n t.s C<J11cc~1,.11a nt lcs 

pr()Cessus stocl1astiques par cet.te 111et.l1ode. 

2. Processus stochastiques. - Nous consi<lercJr1s cles ,ra1--iables aletl­

toi1"es, c'est-a-rlire des fonctions Slll" Il, do11t les <( valeu1's )} sont des 

ele1ne11ts x, y~, z, d'un enserr1ble a1,bitrf1ire E. l)es varialJles aleatoires 

( ot1 des evenements aleatoires) seront designees en 01nettant l'clrgurnent. 

,. E JI et t~n sot1lignant le sy~mbole de la f'onctior1 : par excmple, 

~, .Y, ~,l, ... (ti). Nous supposo11s encore Cftle st11-- l'cnsen1ble .E et Slll' 

ses produits directs (E x E, E"T x Ex E", ... :) on ait donne des O"-cor1)s 

de sous-ensembles a-E, o-Ei, (J'Bs ( des conditions fJlus generales sont consi­
de1 .. ees dans l'Appendice (§ 7) ( ◄i). 

Notis definirons 11n process11s stochastique ( disc1"et·. dans le temps) 

con1me 1111E~ st1ite de variables alea·toircs .~:0, ~:1, ~ 2) .... clans E, telles 

t ;, J 011 designe sot1vent {les va1·iables alcatoires p.11~ <.lt•s lctlres n1ajuscules. Ceci est 
ri1rcme11t t'ait ,.l't1ne f'ago11 coltcr(;nte, v11 ([tle l(~s ma,jusculcs s<>nt egalen1ent ut.ilisees it 
,l'a11·tres 11ns ct q11e cer·t.aines variiil)les aleatoircs sont }1t1ssi liesig11ees par cl'autres 
symboles. Noire systume <.le n<Jtations 11()US perr11et ti'utiliser kl <:l'autres fins tout 11n 

al1)l1abet (lcttr·es 1najuscules). 

( 
6

) P◄)t11~ obte11ir une clefinition de la tli.strir)ution cle l)robabilite sur E, 11ous tlevons 
r,~streincire les ,·a·riab1es aleatoires aux. f'onctions s11r II qui sont rnes11rables (crE, crn), c'est-

it~dirt~ poL1r lesquelles lt:s origi11aux cl'ensembles e,;;; 8 sont. tot1,jours <1es ensembles e err!· 
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q,1e li:t clist1 ... il)t1tio11 des p1~ol)t1.bilitt\S co11tiitionnelies de chacu11t:: (l'elles, 

les prece<:lt.~ntes etilllt clo11nees, cxist.e 

' 

I ><(,',,, •.• ';1,•,1-::-1 = T) ,..,,. E 1·· I <. - X 
!,Ill X .L· :~ II · · i •{O = ,1·0, • • •, .,_l'.11·- I - If·· I , 

Oll Xo, ... , .x·,,_1 s011t des (\l<Jlll(~IllS a1·bit1·(ti1""(~S (lf! .b~ ct A'.- est un ele·111e11t 

(le ab'• 011 st11~)f)Ose c1t1e ces clist.1·ibt1tio11s de p1~obabilit6 s011t 1·t1csi1-

rabl(~s-a1:''' (: en :i:·(,, ... , x,,. __ 1 ) <~l c~t)11·•1)li-,te111e11t a<1dit.ives en ..,.J:· el q1.1'elles 

sa·tisf'o11t ::1t1x 1·elati<>11s 

La dis trilJ t.1 t.i(:>11 

{)al~ 

, 0 3 ') ( - . ' , 
P< 

. . · ,_,) - f> 1- I·r \ ,. = :{~u E .· 1>, ••• , i!',, E. tl • 
- O• • • • ,.·'l1t 

. . . ' , . 7.· n est don nee 

No11s 11ol1s 1--csl1""ci11.<:l1:011s att eels <Jt1 elle (:st c<:>11111letc111ent rtdditive, 

IlOll settlt~lll C 11 t f)il r l"il ppor·t. a cl1 a q l.l(~ ..:I /, separerr1en t, 111fliS a USS i J)t) l' 

1·apport a l'e11.se111l)le des _.f'"1,., clo11c ptlL' 1"'ap1)01·t a a-E,1 -1.r· En adrnettant, e11 

ot1t1""e, c1t1'u11e intt~gralt~ 111t1lti1)le est eg~1Ie a1·t rest1ltat d'integratio11s 

st1ccessiv·es, elle est alo1"s l ieci ,). ( 2. r ) pa1· la 1·ela tio11 1·ecu1·r·cnt,e 

pOllr 72, ~ l 

.. ,~ 
.'.l, 0 

' 

••• 

D'une fa<;cJ11 dc1-sc1·ir)t.ive 11011s ap1)elle1·011s cette suitt1 de va1--iitllles 

alt~at.oires l111. << cl1e111i11en1e111. ttlet1loire >} dar1s E ot1 t111 poi11t << cl1eminant )> 

Oll (( saulc:1lll )) a t.1·a,1e1--s Oll SUI' J?, les ele111e11ts x· e E les {( eLats )) Oll les 
<< positio11s )> C)l't il se trc)t1ve (!t. 1~::;1

1
' • •• ,:L·~y-1 la << l)I'c>babilite de r)assage )> 

cl'J_tn point ayf1nt (< passe J)f\l .. >> x 0 , ••• , x,1_ 1 s11ccessivement pour 

a1'river a t111 t~tat qt1elco11que da11s ~-I-. l....ia suite des etats x 0, x 1 , ••• pat' 

lesc1uels prtsse l<~ J)oint cl1emi11anl s'<lppellt~ Sft trajectoire, la suite.xo,-••,Xn 
s011 seg111c11t de ·t1--t1jectc>i1·e cl'o1·d1·c~ 11, .:i·0 son etat i11itit1l, la t1·a11sition 

de a:,i-1. a x,, le /}..it}tll(~ ,schel()U ( ()ll satll ). 

lJn p1"ocesst1s slocl1astiqt1e (~st, u.n JJl"OC~essrts de 1Jici,~k·o.f· ( sin1ple) si 

les p1"obctbilites de passage f)011r· 11. ~~ I cl(~pe11clf~nt seule1n(~11t flu der11ier 

etat par" leqt1 el a pc1 sse le poir1 t cl1e111inan·t, 
• 

(2.5) P '¥' .... •• 
·. o, • · ·, •<·,1;:-1 = JJ{ ll) •• ~;-t 
{/I} ,\: ,,.,_ 

• 

• 

• 
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P(,t, est appelee la matrice de transition de la 11,i 1
!

111
~ t1·ansitio11.; P\,1i:f est 

la p1--obt1bilite pour qt1e le p<)int cl-•e111i11a11t, six· est st)11 ( ,i - r ) 1e11l 0 etat 

( c'est-a-clire :1:,t-1 == x), sat1te t1Ul1S un ele111ent de ..:r ( c'(~St-a-di1--e x,,. E ...:·l ). 
-. 

l~a 1)robabilite, sot1s la conditio11 x,l--i==X, qt1e ;X,l+1 E ... t .. est P(~:i(t.r·pt~l+t).Y., 

que nous ecrirons, en utilisant la notation 111.atricielle disc11tee en plus 

de d,jtails clans l'Appendice [ definition (8. 37) ], (P(n) P(,i+il )-~t- D'1.1ne 

fac;ou gene1--ale, nous avons pour ,i ~"- 1 

( 2.6) p Xn-1+k E _,.:Y- X,i--t = X = ( P(,i) • • · Ptn-1+k) )~f. 

la n1t1ltiplication matricielle _ eLant • • 
assoc1at,1 ve ( cf. 1\.ppendice, § 8, 

lemn1e 5). _ · 
I...1e processus de Markof' est .. (jtcitio1i1iai,~e si toutes lcs 111atr·ices de 

t1 .. ansition P(,i) sont egales a L111e seule et r11e111e n1atrice P 

( n ~ I) . 
• 

La matt"ice de·fi11ie par (2. 6) est alors simpleme11t la A.· 1e1110 p11issance P·'· 
de P, independante de n. Les proprietes asymptotiqucs cles processus 
de Markof st,1tionnaires generaux 011t eLe ett1dies da11s un excelle11.t 

Me1noire de W. Doeblin ( 1 940). 
Un cas pa1·ticulier important est celui ou E est l'ense1nl)le de tot1s les 

no1nb1·es I"eels et pour lequel le proc(}ssus de J\farkof est i11. va1 .. iant pat" 

1,.apport a Line translatio11, c'est-a-di1·e 

(2.8) 
(I er 

po111· totts les no111l)1·es reels '-'· E111)osa11t. p(,iJx== Pt~i)X nous a\1011s nlo1·s · 

P :(: p O p 
(11)x= . (ll).Y:-.1:= (rz).X··•-:t.:= 

Un tel p1"()cesst1s est quelc1uef·ois appele << p1·ocesst1s a c1ccroissements 

independants )) , puisque la coordonnee dt1 (11, + I )icmc etat est. la somme 

de ( 1i + 1) variables st,ochastiquement ind(~pendantes 

(2.10) :1-~,t = :.i·o ' V1 + ... + P,, ---~ - -

-
• • 
1nvar1ant >>. • 

Plus gene1 .. alement nous polivons considerer le cas ou E" est un espace 

euclidien a ,~ dimensions .. Alors, en definissant un processus invaria11.t 

par (2.8) ouxetv sont des ,,ecleurs a,~ din1ensions, (2 .g) 1·este valable. 

• 

• 
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La me1ne cl1ose est. valable clans des cas encore pltis gene1·r-tux ot1 E"' est 

un groupe abelien arbitraire, ecrit sous f'o1·1ne additi,re, x et v et,1nt alors 
des ele1nents dL1 g·roupe. " 

' 

Le cas ou E est tin grot1pe non abelic~n J)et1L etre co11sidere con1111e 

une specialisat.ion dt1 cas encore plt1s g;t~n(~1·~tl ot~L il cxiste t111 grot1p(~ de 

transf()rmations de E clans lui-111e11·1e, qt1i est t.1·ar1sitit" st11-- E et pctr 

rappo1--t at1quel Pest inva1~ia11t ( cj·. Appenclict~, § 9~). 

3. La matrice collective d'un processus de Markof stationnaire dans 

un milieu absorbant. - Nous considero11s un pr·ocesst1s de J\fct1·kot· 
stationnaire dans un enseml)le E deter111ine p~•1· la 111.at.rice de t1·a11si­

tion PI. Nous supposons que le point cl1e1ninant pit1·t. d't111 etat donne 

qt1elconque x, que s'il est dans un etat y, il existe une probabilite .. 4.}· 
pot11-- que le p1"ocessus 11e se continue ptls ( 11ot1s diso11s alors qt1e l(~ 

point cl1emina11t est << al)s01--be >> e11 J,'"), at1qt1cl cas il existe une 

probabilite I - u.1· pou1' qt1e la catastropl1e (:; arri,re; et une probrt­

bilite B.r:::= 1 -.,1-1.1· qu'il se contint1•!, auquel cas il existe 11ne pro­

babilite I - TY pour que e a1--rive ( *). 
_A.u lieu de la probabilite tc)tale C Cftlt~ e n'a1~1--ive pas, nous intro­

. duisons la proballilitc condit.io11nelle Cx pour que le point cl1en1inant, 

s'il part de x, soit eventl1ellement absor·be J'Ct1is qu'ctztcu,ie ccttastJ"()p!te 
. . , 

Ile SOlt lll'J,.lPee. 

II est aise de calculc1-- C·c. Le J)oint ctant en x, il est ou bien absorbe 

im1nediate111e11t ( probal)ilite A,z:) a·uqt1el Ct1S no11-e a la probabilite ij:J:, 

ou non ( p1~obabilite .B·t·) a t1c1 uel cas la p1--obabilite de no11-e est 1,,·i·. l\fais 
• 

alors il saute en un ce1"tftin poi11ty (p1--obabilite de tr'ansiti<)11 PJ~ si dy 
represente tin ensen1ble << (_~le111entaire >> contena11t y, a sa,1 oi1.. L111 

ensemble sur lequel Ia·,,a1--iation de la quantit.e a in·tegrer Le11d v·e1--s zero) 

et. cllors la probal)ilite d't1ne absorption eve11tuelle sans e est c.,·, d'ou 
• 

(3. I) 
• 

r • 
(~CI ti a t1 <)11, 1101.1s int1·oc.l 11isc)11s la 

( *) On peut inte1·prete1· un processus de ~1a1·kof avec al)s01·ption corntne u11 p1·ocessus 
dans un ensemlJle Euw, oiI cu consiste cl'un seul elen1e11t seuler11cnt, 11',1ppa1·tenant J)fts 

· a E. Pour la mat1--ice Q du p1·ocessus da11s EU(.,.> 01\ aur"U, avec xeE, .-I.,..e ~E arbitrair·es: 

')'):: ~ ·1 :t· <_: (I) ·- .: . ' QC,> - . . (.). 
.Y -- ' (){l) = I• \,, w . 

Une interpretatio11 similclire se laisse donner it l'evenement d'une catast1·ophe. 

• 
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<( n1atrice collective >> C·=;; qui clesig11e la p1--obabilite pou1· qu'un point, 

pa1 .. tant de x, soit eventt1elle111ent abso1--bo qt1elque J)art da11s _l'", sans 

q1._1'une cat,ast1·opl1e ar--rive .. T...1'eq11atio11 po111· C·.~, corresponda11t a (3. 1) 

est alors [ cj--. ( f. 6)] (J:f == .1l·1
• U·1

: If+ B~1
} ~r .P~~~- C~{-

Si llOllS faiso11s l'l1Jrpot,l1ese qu'u11e catast1--opl1e ne pe11t ar1--ive1· ( a,rec 

la p1·obabilite 1 -T1:) q11e dans un etat Ott le poi11t 11'est JJas absorbe, 
110US de\1 1'011S s11bstituer (;T.r·== I et l'eqt1ation potll' C~t se r·eduira ~\ 

c:~.2 > P t· c·}· c :t = _,.4 .-t· • ·1 + B·~· T,I: (!.,· - ~-\. 
• 

L'introdltction d'u11e (( calast1~opl1e )) c' l)(\Ut ~tl"(:i ainsi inte1--pretec 

con1me st1it. 1\,joutons t\ l' enser11l)le E d(,s elitts t1 n nouve l elen1ent, que 

nous den<>terons at1ssi pa.1 .. e, et passons de la r1·1a1.1·icc· de lYlarltof P sl1r E-r 
a llll.f~ mat.ric(• () sur li1 + e d(~finie l)ar ():!: == 1 1

•
1

• p ~r, o~~ == I - 7-..,.,. 
' ...... l,. .... . ..... .._ 

si XE E1 
.. .. I- E O"E, (1 t ()Cx:=o .. ace;:== l si ~-f-E O'E, l'eleme11t (!;_ etflnt stochas-
J .:.r, "' ' ~ , .:J . ~ -

·tiqueme11t f'er111e. Pai .. l"'appor1. a l' absorptio11 et dans l<.~ Cf\S genet .. cll llllC 
. ' 

interr)retation ar1alogt1e est 11ossiblc. 
I_,e C·t· total ( })OUr Ul1. u,1:• general) peut alors ~tl'O exp1--ime pal' rapport 

aux c~~ })arl iculiers par 

(:~.3) c:,: u,· 
' cl y · , 

• 

ce qt1'011 peut den1ont,1"e1" e11 t1tilisant le lemme 3 (Ap1)endice, § 8) et e11 

montrant que la sol11tion de (3. 1) est unique. Ce·tte den1011st1'ation se1--a 

donnee plus bas pc>ur ij:r =; 1 et peut ~t1~e etendt1e at1 c(•s de ( 3. 1 ) e11 

remarquunt qu',tlors I Uri: IL 1. 

Nous co11siderons en particulier le cas ou les p1 ... obabilites d'alJso1·ption 

locale A·r c1nt seulement les va.leu1--s o ou 1 • Si ,tlors ..t1 est l' enseml)le de 

tous les x avec Ax= 1 et B son co111plen1ent, nous au1 ... ons 

( 3. 4) .. 4 :c I~'(_· = ..,1, JJ:'(: = l]j. 

E11 substitt1ant (3.4) clans (3.2), 011 ol)Lient e11. accord avec les 

definit:ions des mat1~ices diagonales (§ 8) 
,11~f <I er 

' I , .... , .... I ·'•.· I ·'•' 
( . . 1 )~y = ~1

/f\X = _;i .x, ( In )~t = 1·1n."\: = I] •~t~ 

et de la Inl1.ltiplicat.ion 1nat1·iciellc 

(8.13) 
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co11si(le1·{~(~ cl'iine f'<1GOI1 1>lus detaillee clans l'.t\..pp(~l1dice (§ 8), I'ec1urtti<~)ll 
• 

ot1, e1111otatio11 111c1t1~icielle, 

(3.5) . , 

E11 11·1t1ltiplictnt Jes clet1x 111l~n1l)1~(~s de (3.~'5) a gttucl1e par 1*.1 {)u pc1r 111 et 

en notc1nt qt1e 1_.1 1n== 111 1_.1 == o, 1..,,1_.1 =--1 .. 1 , lnln== 111 on ol)tient les ide11tit.es 

i111 portantes et. so t·i ,·ent t1 t.ilisees 

(3.6) lsC' = In TJ:>C. 

De (3. 5) on obti(~nt l)ar i11dt1ction 

( . ) .. ,:) . 7 _.) (.' = 
II 

l\Iai11ter1a11t, e11 st11:>1)osc:111l cl'al)Or(I c1ue ~Tl!== Sup Tr< r, on a 
-~·e E 

[ ( 8 . 4 2 ) cl e I '.L.\.. pp end i c (~ ] 
• 

(;J.8) ll(l1;TP):-.l(:r II~/ 11 IJJ'l'/:) IIN II C II••·'/ II T !IN,* 

pt1 i sq11e 111 11 II.== I ( a 111oir1s que B === o, I' e11se111 blt~ vi(:.le, ca s bn rial que 

nous excltions), II P II== 1 et II C ii L.. r, CI eta11t une distributior1 de 
})l"Ol)al)ilites .... ~i11si le seco11d ter111e da11s le secc>11d me111b1~e de (3. 7) 

tend vers ze1"0 ct 

(~3.9) C' = 
CJ 

ou la serie converge si ~ 1-rjl < 1. Nous savons cependant seulement 

qt1e ij T~L I. Si IlOllS 1--en1pla<;o11s rr~ dans (3.g) par 0T1:, 0 etant un 

nornbre reel, la serie t1tt11s le second men1bre de ( 3. g) est con vergente 

pour o L 0 < 1, done tine f'onctio11 analytiqtie de 0. Comme tot1s ses 

termes sont ~ o et que sa valel11--, etant tine probabilite, demeure L 1, 

done bornee pou1-- <) L.. 0 < 1 , la serie dcn1eure a11ssi convergente 

pour O === 1 et sa valet11· don1eurc L~ I. Done (3. g) est valable non 

seulcrnent pour II TII < r, 111ais at1ssi pour !11-rll == I. 

A la rig·ucur, not1s pou\·ons eg·alement al)ando11ner l'interpr~eta tion 

des r,,: con1me probabilites (~ 5, ·10) et les 1 .. em1)lace1,. par des valeurs 
' 

con1plexes a1--bitl~ai1·es ... ~lo1·s C de,rient 11.t1.e f'o11ctionnelle unalytique 

( con1pl~xe) de T, defi11ie (au 111oins) pou1-- jj 7""i ~ 1 .. 
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• 

Pot1t"' II T II< r, 11ous pouvons ec1·ire, a c~at1se <le {, 8. 5o) 

(3.10) C = (I - In TP,>-1 1 .. ,. 

E11 n1ultit)lic:t11t les del1X 111emb1'es cle (3.~)) <l cli·oite pa1~ 1 __ 1 , <)11 obtient 

l'ide11ti·tc 

(3.11) • 

qui i1nplic1t1e le fait. qt1e l'abs(11·ption se pr·odt1it en --<4 s(~ule111cnt, c'est-a­

dire que 

(3. 1~i) c~~= c~;rix.· 

l)our 1..,·1:==I (c'est-a-dir·E~ si at1c1111e catt1st1·opl·1e 1-ie se p1,.oduit), 

(3. 9) implique la p1·obabilite total<.~ l)o1.11· qt1'u11 i)oint., 1)arta11t de x soit 
absorl)e e\'e11tt1elle1nent quelque par·t d,111s ~I~. [)a11s le cas IJartictilier 

(3. 13) I:>;.1.: { jl ,.· =. 
{ I -p 

• 
Sl ·},'=X 1 I, 

•• 
• 

Sl '}~ = ~;c - I 
~ 

et · C) clans tousles aut1--es cas, et <)11 

' . 
B = E11s 1 x e I~ o < x < ci + l, ~, 

' Oll 

, 

c·;. avec r~r. == I pour y == x- Cl et .. Y == X + b resout, le problen1e 

classique de lc1 ruine des jot1et1rs. En efl'et, ( 3. g) est essentiellement 

equivalent a la solt1tion classiqt1c d'Abrttham de J\Ioivre. Pour T 1
• == T 

== const., 011 obtient la fonction g·ene1--at1--ice dtL p1~u.blen1e de la duree de 
jet1. La gener·alisat.ion qt1i avait. et.<1 utilisee clans 1"1 tl1eo1·ie origir1ale de 

\Vald et Barnard st11-- l'analyse sequt!Illtellt~ est ol)tenL1e s i clc\ns ( 3 .. 13) 
les conclitions sont remplacees par y = x + ~ et .. J1 === x - ex 1·especti­
,,.ement, a et (3 etant des noml)res r~els positif~ ~ al<>rS c1 Lle rx = 7-r_ En 

particulier, la fonc·tio11 g·ene1~at1·ice t1tilisee par Bar·11ard co1"'respond a1.1 

cas CX ::== I, f3 === entie1· > I. Des cas pltIS g,Jnt'•rtlllX ont ete ett1clies 
par D. Blacl{.,vell et M. A. Girsl1ick, G. Blorr1, M. A. Girshick et. 

J. H. B. Kemperrnan. Ce dernie1· a conside1,.e le process us stochastique 

a accroissements indepe11dants general clans 1111 cspace euclidien a 1i 

din1ensions et a etudic en grand detail le cas OLL E est l'ensemble 

• 

• 

• 
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de tous ll:~s e11Liers et 
+ :r., 

~ 

a vec Pi· - r ) . ....J . ,. 

P~: == f'.,·-.,· rt1·l>it1·cti1·t~! ( 11·1tti~ eviclc111111ent 
• 

I-'e cas ot'1 ttn point ch(~111i11c111t arri,,e qt1elc{Lll~ pa1't {lclns un ense111ble ..;:1 1 
s<tns ~tre passe p1--ealal)le111e11t, cla11s t.111 er1sc111 bl._~ .,112 (!st egalen1ent. 

contenu dttns nulre f'orr11ule g·eneI'<lle en p1'e11a11l..11 == _cL11 V _;12, ..:Ir== .r11. 
QL1elques c.lpplicatic)ns de l'ernploi de T·c non con~tant se1"ont do11nees 

clans le paragraphe 6 . 
• 

4. Cas de deux regions absorbantes. - NoLts allo11s 111ainte11a11t 

etablir une relatio11 entt'C la 111atricf:! collective relati\re a une certaine 

region absorbante _/.11 ct cello relative a une deuxien1e region absor­

bante A2 contcnue da11s ..1-11. On peut pe11sc1· a deux cspeces de particules 

cl1emina11tes, celles dt~ p1·e111it~r·e espece etftnt al)sorbees df1ns A 1 , celles 

de seconde e.spece dans ..112 seulen1ent. Nous denoterons ces d<}11x 111at1--ices 

collectives par c(..,J1) et c{A<J) respectiven1ent et mont.rel'OilS que : 

( 4. I) 

() n 1·e111ft1·t1 uc t{ t1e le L.l1eo1--e1r1e s 'ttpplic1t1e si _/.1 1 === ..11~ t~ l af'f} 1·111e ctlc>rs 

(f tie C (~st icle111 pc)ten t ( ope1·a Let11· l) 1--0,j cc tif). I.,' (~(1ua t.io11 ( 4 .. 1 ) sug·ge1·c~ 
tine a11alog·ie entrt! lcs 1·11atrices C{.-,t} ct lcs 01)e1·ate111·s s1)cct1·clL1x. Ces 

111cttrices ce1)t~11cla11l 11(~ S<)nt pas clclclitiv·es da11s les c~11sc~111l)les A. 

Demo1lSll"Cttio1l .. l.Jcl seconde egalite dans ( 4. 1) est banale; elle 
f'ait 11s[tge seule1r1e11t dti fi1it quo d't1p1·es (3. 1 1) 

et c1t1e d'apr'es (3.5) et (3.6) 

( 4. 3) 

Alor·s la definitio11 de l<t rnt1lt,iplication 111atrictelle (8 .. 37) i1111Jlique pou1· 

les n1a 11--ices diagonales I .,y et I 1, Cf tie 

( 4. 4) 

par consequent co1n1·11t~ ..,·'12 c ..111 et des lors B 1 c B2, A1 n B 1==A2 n B2-o, 

• 
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• 

( 4. 5) 1.4, 1 . ./1 l.-11 l .. 1, I .. ,.,~ -
( 4.6) ls1 Is~ I B2 .B1 ln1 , 

( 4. 7) l,,.12 ln1 ln1 l...,12 o, 

( 4. 8) 1_41 Ina ln~l.,11 
I_,, I I •. 1 !I IB:i 11, .. . l 

De ( 4. 2), ( 4. 3), (Ii:. 5), ( 4. 7) 011 deduit i111n1edi;;1te111ent 

• 

Nous don11erons de11x de111onst1--atio11.s de la pre1nie1--e p~r--tie de 

l' ec111a tion· (-1,. 1 ) . L::1 seconde demonst1'ation qui est p11rement algel)1--ic1ue 
comme la precedente se1--a donnee plt.1S ta1'd et sous lllle forn1e lege1--ement 
g(S11eralisee dt~ 111a11ie1'e 8. oLtcnir en m~me temps llll autr"e resultat. _ 

La pre1n ie1"e d('~111onstration est basee sur !'interpretation probabilist(:; 

de C(_.,11 et C(~12 i ~ 
c(.4'J)f est la p1--ol)abilite de l' evene111ent s11i va11t ct, : Ull point partant 

de x a1--ri,·e finalerncnt dans ..,·4 2 n .. l- sans qti'une c,1 tas trophe soit arrivee, 
rlef 

et )~ est al)so1--be. l\tiai11tena11t consider·ons la region D == A 1 (\ .82, c'est-

a-dire la par--tie entre A,1 et A 2 • Si tl., a1~rive, alors le poir1t cl1e111i1-iant 

peut avoi1· ot1 ne pas avcJi1-- passe pa1-- i1n poi11t cle D. LPs clet.1x cas etant 

exclusifs et exha1.tstifs C\."121 :t est la som111e des deux {Jrobclhilites cor1--es­

pondantes. Dans le premie1-- cas l,t prol1al)ilit<; est la rne1ne que si la plt1s 

g1 .. ande region A 1 , avait ete la region abso1·ba11te pot11--vu qt1e le poi11t ait 

ete absorbe Ilf)I1 set1len1enl dans ..:•l'" n1ais enco1·c~ clans A-1 (') _Jr. Done Sfl 
. -

p1--obabilite est c(.,11) .. i:ri.Y === ( c(~f1l l.,12)~f- n~·tns le seco11cl cas il J~ U un 
poi11t .,Ye /J ou le point che111init11t ,rie11t pou1-- 1(1 JJ1·emie1·e f'ois clans D. 
1·..Ja prob~tbilitl~ pou1-- qu'il arr·ive dans u11 petit e11sen1ble dJ, .. est la p1~oba­

bilite d'<Jtt'e absorl)e la si .c4:1 avait ete la 1--egio11 abso1'l)a11te, c'est-a­

dire ( c(~/1))~t}·· Ceci doit etre n1ultiplie l)al' la 1)1·olc>,-1l)ilite qt1e le point 

aille de ya un point de _,,yr\ A2 ( toujours sa11s <~cttastrophe ), A 2 etant li1 

region absorbante, c'est-a-dire pal"' c\/l1i-'t est inl,egre sur y ED. Fina­
len1ent nous obt.enons 

( 4.9) 

ou e11 notation 1natricielle 

( 4. IO) 

• 
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cl'ap1·t~S 1_111e i(ie11tite a11alogue a (4.3 ). <:(~ qlri pr<)lIVC le theo1"C111e . 

. :\..,r(_1nt de (_lon11er la seco11de de111011stratio11, co11side1·ons un cas t1·os 

part.ict1lie1·. Soit E l'e11.semble de tous les entie1·s. Les integ1 .. ations 

})(~llVenI. alo1·s _( et d'u11e Il1<ll1ie1"e ge11erale si E c.st, clenombrable) (jt1'e 

1"e1111)lacees pttI"' des somn1ations et 11oi1s co11naiss()t1s les 1t1itt.rices et. les 

f'<_>nctions de seco11(le espi~ce si 11ot1s co1111c.tisso11s lt~111·s vrllet1rs p<>t.11"' Jes 

e11se111l)les qui 11e co11 tic11n(_~nt q11' t111 seul clement.. Sot I IJ -2 I' inter­

,rall<-! -- ({ < X < b E-~t B1 l'intel'\',tllci -ll < x< /J, Oll -(l <--(l < () < {J 

( ct, b et cl .-;<)11t des entie,·.s· 110s itif's ). En ot1trc, 11ous prenons x == (') 
et nous preno11s pou1" _y l'e11ser11hlt~ red11it au seul element - l 

;;1vec - l L- ci ( l en tier). St1pposo11s, en outre, que le process us soit 

i11variant cle sor·te c1t1e P·~: == P;~::; ==p_}·-;1• pc>ur taus les e11tiers x, y et!. 
• • 

et r.r == co11st . .i\.lors ( 4. 9) de,·ien t, <lv'"eC ;Y === --1·' 

(4.11) 

" Oll 

,,-1 
I) '""I · tt O -

c,.,,1~1-- ~ = ct.·'1)-, + ~1 ci.--11)- ic(.,12+ ii-1 + 1, 
cl 

A . ·1-., i . 
2 + J = . •,,ns-, :c + .I 

' 

Avec des notations cliffe1·entcs, cette relation a ete L1--ouvee par 

J. H.B. I(<~111per"111an clans Sft Tl1ese de docto1--,lt a Amsterdc1m (p. 7 r ). 

G1--<~lCe a ( 4. IO)' on })CUt trouve1· c,_;~\ y pour tout X et _r si la 
111at1'ice ly(.,.t 

1
-1 est co11111li\te111(~11t conn tie (•t (::1 •• ;~1 _y pou1" x e D seule111c,nt. 

l>a1' ite1--atio11 cc)1n111e <lc111s le pa1·agrapl1e 3, nous pou\ro11s ce1)encla11L · 

(~xp1--i111 Cl" co n1 pll,tcrnen 1: (7t.•12l en f<)nc·ti<)ll de c(.·11). 

En effet 

d'ap1·c~s ( 3. G) et ( 4. IO) est equi Vftlente a 

(4.12) 

Au 111oye11 du m~1nc pt'()cessus iteratif que celui utilise precP-demmen·t 

ceci donne 

( 4. I 3) 

0 
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J ' ( s) .... , . 111 1 II (}ll (l a1)t•es . :)(_>) SJ . < I 

(4.14) 

l)ar1s ll\ cas lJclI'tict1lie1· Ol't .1-11-E, do11c 131- (->, .l)== 132, c-:1(.tl1)== 

(~t~<~i lll)l.LS I'r1l11ellC U (1 :J .. l <> '). 
' , • 

I • 

' 

r ... a solt1L.io11 (4!. 14) est~ {)t\l'Liculi[~l'l~ll1f~Ilt si11·1plt.~ si 1) SC (~Olll})OSe 

set1lc111e11t d'Lt11 seul poi11t cl. E11 11otfl11L 1·>tlr I+ (j le 1·,1cle1.11· du 111ilie11 

dl1 de1·nie1' rr1er11l)1'e de ( 4 .. 14) 11ous a, .. ons done 

OU 

(4.16) (J = ltl TJ:>C(,-,/1) + Ill 1'/>l't.··11.l (:} 

111ontra11t CfU(! Qi s'ttn11ulc a rr1oi11s Cflle X = d ( ge11erttle111e11l, XE 1)) 
auquel cas 

c' es t-c.\-dire 

(4.17) 
• 

Q1 = Tel 1 I - Td(PC(A1})~ }-1(PC{/l1J)f. 

La solt1tio11 ( 4. 14) devie11t alor"s 

(4.18) 

• 

Si E est deno111b;rable, ( -4,. 1 7) et ( 4. 18) donne11t t1r1e 111etl1ode recu1".;,. 

re11te pour calculer successi,rement. les C(.•Jk) ( /,· == 1, 2, 3, ... ) si nous 
. 

J)renons .II o = 0 (pa1~ cor1sequent c( ... ful = I) et ajoutons il cl1aque fois un 
element a 13 ,l. 

Nous supJ)Osons, })Our sin1plifier les 11otations, que les elements x, 
• 

y, z, ... de E sont les en·ticrs 1, 2, 3, ... eux-me1nt~s,. da11s l'ordre 
da11s leciuel ils sont pris clans B, de sorte que 

B.k= .c(I k·'f, ' ... ' ' ( 
• • • J 

et llOUS notero11s c,i. au lieu de c,_.fk)• En OlltI'e, llOUS l"emarquerons que 
pot11-- y --~Ir, • 

K-1 

(PCk-1 )t-=~ z Pi ( C1,-1 )f·= 
' -"-' -

:-, z P'j, ( C 1,-1 )f. + J>~. 
¥ ~ • 

1 :l 

' 

I)t1isq11e ( C,:-1 )~~ == o si x ~ k ,\ r11.oins c1ue x == J,... La relation rect1rsive 

• 
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• 
Sl 

et 
/.· - I " - ! 

1 

/, -· l ·,. ~., 
!.· ~ ) I.· -, , -X •. P :. + , l - ( (, !.·---1 )-'1· :. 
• r ~ -• '.. l ~. 

si .,}~ 2:c. /,: + l 1 

1 

clans laquelle nous r~tppelo11s ql1e ( l7,,_1 )::: et ( C1.-)·~-: s011t f'or1ctio11s d'u11c, 
L L 

infinite de variables indepe11dantes 7.,·1 , 7~-2, 7 1
::, ••• (les inclices su1)e-

1--ieu1"s 11c s011·t pas des exposan·t.s ! ) . 

5. Seconde demonstration et l'identite fondamentale de Wald. - l_Ja 
• 

seconde demonstration de la pre111ie1·e equatio11 de ( 4. r) peut (jtre 
donnee de plusieu1""s manie1·es, ct, consiste simple1r1e11t a verifier ( 4. 1), 

• 

( 4 . I O ) 0 ll ' ( 4 . I 2) all 1110 )'" (~ 11 de ( 3 . 5 ) ' ( 3 . 9 ) 0 ll ( 3 . I O ) ' a pp Ii q u es 
i\ c(//1) et c,A~)· Nous choisit'OllS la f'o1'111e st1ivanl.e .... ~ l::t plt1ce de (3. 5 ), 

IlOllS })OllVOilS ecri1~e 1- C == In- lIJ TPC Oll 

( D. I) 

ou si II T II < 1 

(5,~>..) 

I B ( I - 1 1P) = ( I - I fl 'JTJ)) ( I - C ,i 

I- C = (1- IIJTP)-1 1B(I - TP). 

D'ou, si 11ous r1·tultiplions les deux 111e111bres a droittj pat' t111e 

bo1"1iee D, nous trot1vons 

( 5. 3) CD= /J 

si /) s,, lisf·(•it l'ide11t,ite 

( 
t-,• I ) ;_). i IB( I - TP) IJ = <). 

}.:11 pt'enant mai11tena11t,, con1111e pr·ecede111111e11t, 

( 5. 4) est sa tist·a i·te. Ca1·, (:311 vertu de ( 3. 6 .) , 

• 
111a trice 

SL les cle1.1x 1·11e111!J1•(;S SOllt lllttlti1)lit:;s it g·itllCl1e ptt1· l,,l, ( 4. ()) Pl'OllVl~ (o. 4 :}. 
:t.}c)tl(~ (5.:1)~ c~'( 1sl,-it-tli1·t~ 1«1 J_)l'e111i('~1·c~ 1>,11·t.ie de (-4. 1), est v1'~l1,~. 

Les i(le11tites (5. 1), (ti. 2), C()lldt1ise11t a cl'tttllI'eS r·estilltllS 
• r 
lllLOI'l•S-

•J -

-
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s::111 Ls. Con11r1e l' e11se11·1ble .. l.. do11 t dep e11d J_J~t 11~ i11 le1•\i ie11·t ptts, })Our 

<tuta11t. c111e J) 11'ent1·e clans les ec1t1atio1-is que co111111c cle1"11ic..!r facteur 

( a d1·oite ), 11ot1s pouvons ·totrt a i1ssi l)ien le 1"'i3111placer pt1r tine fonctio11./~x 

lle p1·er·11ie1·e espece . .i.'\.lors, du point de vue f'o1·111el, 11otr·e 1--esultat pre­

cede11t ( 0 .. 3 ), ( D. q.) de,rie11t : 1·.r: Scllist'ait l' equa tio11 

. "'-.'1 ... \ 

( ._) . '.) ) 
' . 

( c' est-a-cl i1·<.~ ./· est t111e f'<·>11ctio11 1)1·op1·c~ cle C ttp1larlc!11,t11t a l,t valett1"' 

IJro1)1--e 1), si 
··• 

P X f'Y 
(I 1 • • , 

• 

c'est-a-di1·e si 
• 

(J.ti) l)Olll~ .L' EB. 

D'autre 1)a1·t, si (5.5) est ve1·ifiee, (o. 2) rnor1t1--e que (o.6) ,·aut egtt­

le111er1t. Le 1·esult.at que ( 5. 5) est i111plique pa1 .. ( o. 6) est ,ralable si ./ est 

bornee, et si les ser·ies inte1 .. ve11,tnt in1.1)licite1ne11t da11s C et clans le 
n1en1b1--e de cl1·oite cle ( 5. 2) sont unit'orn16111e11t co11vergentes. Pour cela 

il suffit que !I In 1-rPln I< 1, c'est-a-di1"e quc I T-L· I< (P;)- 1 pour cl1aque x 

dc1ns B, otr, plus g·e11erc1le1r1e11t, qt1e II (1n1-,Pln)'' ll < 1. pour c1uelc1t1e n. 

Dt111s l'applicatio111ft plus in1po1·tante, cependant, ./· 11'est pets· bo1--nee, 
et l'associt1t.i,,ite cloit ctlo1~s et1'e ga1"a11tie d'une at1t1·e 111cl11ie1·e, 111etto11s 

ptlr les co11clitio11s d LI lemn1e 4 ( Appenclice, § 8). Nous a vo11.s cllors : 

r1·., 711 S l II EORElIE ~- - 'i existe ltlie 1·•:i ~--::,,. <:> <:::t ltll r·;,· -~,~ (J tels q11,e 

<!l qzte 

(:5.8) ll lBJ.>1 1
0 In ll -·· SUJ) 

;1•EB B 

si .L' EB 

P .-;: I 1· _,,,.. 1 
<I\' '1)~--- • 

• 

t.ll(JJ's potf 1· cletl.T. co1istl1,1ites no1i ,ieg·ctli<,,'es q 1telco1iqc1,es 0 et c 

Ctt'eC O < I ' pou, .. to ll,t T,t: et 1·:1
• avec I /·1: 1 / c.t··;: et Ct Pee I T·1· I L. 0 T·~· 

polt1· tout x e .B les eqltatio,is ( 5. 5) et ( 5. 6) sont equi"''ale,ites ( 7 ). 

( 7 ) Cf. J. I-1. B. Kempe1·111an, tl1. 2 (p. r4) pour les cas ou E est l'axe rcel 1 le prc>­
cessus est in,rariant ( mais l)aS 11ecessairement stationnaire ), rx et r·i· sont constants, 
et ~4 est une den1i-cl1·oite. Pou1· le cas general non stationnaire, cf. § 1 O. 



CHAINES DE MARKOF DANS LES ENSEMBLES ABSTRAITS. 163 

Demonst, .. atl·on. -Nous a,rons, grace a (3.g) et (0.2), 

00 

er = ~Fl ( I /J 7 1P )1t IA, 
u .. 

1-C= 
l) 

pour,'u que les me111l)r·es de d1·oite existent, ce que 11ol1s prouvero11s e11 

pre111ier liet1. De ( 5. 8) 011 obtient p;_11· i11duclio11 

[( IB IT l I) )n ]~~ 011 [( In ToP) 1l ]~f -~ o,i •i T·~·-

Puisque pour n == 1 nous avons 

et, en supposa11t que [ ( IB To P)rt ]~f LI~~ T·~·, nous ol)tenons 

[( IB To P )11 -1- 1 ]f = [( IB T1, P) ( IB To P)11 ]f _/ l ( In Tt)P) ( IB T,,) :·'l,· 

1·1'.' J"'-t-'p,r· (.1· T·'· = l·Br: J"','l:o' p:t: Tl' / ,,,._. Tr: 
JJ O d 1 • B t) d) · 'o -· B 11 d 'a fl res ( r5 • 8 ) . 

Alors 

• 

{ 0 

• • 

/""ll 
~ 

_y (J 

B 

• 

de s01--te que C et le 111ernl)1·e de droite de ( ~. 2) exist.ent alJsolument. 

cl er 

ll 

( R ! .t· I )·,· t~x:is le tl ussi, puisque 

• • • e X l S le , < l I 11 S 1 

.. . · l' . .:.:__~- _,, 

' 

. ., 
n 

{l 

Cf lle ( I 1· "'P. II B . ) . 

() 

(l:-''01~d1·e (le la s0111mtltio1~1 et dt~ l'i11tcg1"'at.i()11 pe·ut et1·e ir1ve1·se fJtt1--ce 
que Ji exis·Le et, est. positit'.) 

En 011tre, 
' ( I 1'' j) >'• fl 1· i .,. /,. ( I 1· ) '•• 
1 n . o cl i • · .·· JJ <, ... 
. , • «-. 

pou1"' tout. 11,, ce cru'c)Il p1 .. ot1\'(.~ e11c,:>I"E~ J->a1-- i11dttcl.io11~ 

Po111~ ,i == 1 , 

• 
(~ < > I} l JI } {:~ S ll I t .. 



• 
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E11 st1pposant que l'i11egalite soit \'1,t1ie 1)ot11' it, 11ous avo11s pour n + 1 

f (l11'l"ToP)11 + 1./,, ;:t:= { [(IB7loP)'l(IB1ToJJ)]./o }·": 
= { (IB7"0 P)11 (1a7'tlP)./~ ;-1:· d'~•[)l'('-s le111111e 4 ( A1)1)e11dice, § 8), 

" 

I}tti·ce qt1<:1 [(lnToP)J'o]·i· et { (IB7"',JP)''(_IB1'oP) }·~ existe11t l)Ot11-- tot1t 

J,' EE' (\l .:t'"e f:J1;; t~e CJlt'on a den1011LI't!. 1)lt1S l1alll ( .. •t l)t1l'(~C Cfll(~ 

l (ln1'oP)''(ln1'o/>)./'(, }·'l::..::::=: 'l (IJJ11ol)) 11,IJJ./
0

1, ;:i·..::::::= l (ln11c1P) 11·J'0 j:c 
..::.:::: ( In}~, ):t: -,;: oo d'a1)1·cs la sup})Osition d'i11d11ctio11. 

Do11c (R IJ'l)·1:L l!(1-0)·-L (:1 8 /·1,:)·
1• et existe. 

:l\·Itti11te11ant, de l'equati(")ll ( n. 2 :) il 1~est1lte c1uc 
cl, ~1lo1·s, egalen1e11t 

: ( I - (:: )./·; :1: = j';t• - Ct.J.' /'"'" 
11_}', •• 

J 

D' ap1"eS ( 5. 2) llOllS a VOllS 

• ,:,:, 

i ( I C' )~/· ; .,· ".., ( 1111'P) 11 In( I 1'P) < / ll t . 
~ 

0 

- :0 ,.., 
( In 1 1P) 11 In( I 71P)j' /' ll 

~ 
() 

selo11 le le111111c 4 ( .,_t\.ppt:.~11dice, § 8), pitr·ce er tie 

.z: 

.,. 
• • 

I 
• :c 

' 

I<> ( In TP)'' In( 1-- 11P) cxislc po Ul' LOll I", -' t' e Cl"/?; 

0 .Y 

. ., (' 

.) ' 

0 

' .v 

0 

et. 
\ ;1: 

~ 
~It 

, tl 

• • 
ex1stc a uss1 

" 

./ cO ,, o,, { (In To P) 11 I 11 To P./'o : ·1 · 

() 

,.:.:: c O ,i o,, { ( In To P )11 J'o } ·"l':, 

0 
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• 

co111111e 011 cl de111ontre pltlS 11aul,, <l<>ll(-:: < 00. 

Si ( 5. 6) est vraie, le l.roisier11l~ 1t·1c1n l)re de ( 5. 8') est egal ('t zero~ 

le pre111ie1· n1e111bre aussi et ( 5. 5) est , 1raic. 

On demontr·e de la 1n~me 111t111iere le passag·e de ( 5. 5) a (:o. 6) e l 

d'une t·~1<;on plt1s si1nplc e11 utilistt11t l'equatio11 (5. 1). 

Nous allons appliq11er 1nni11te11ant, ce resultat a11 CitS cl't111 processus a 
accroisscments indepe11dants. No11s prenons /·1

: de la forn1e exr>o­
nentielle 

(5.g) 
•• 
1· ;r, = e ~;r: 

et. T;i•== 1T == co11st., ~ ct. T (!tant des no111bres 1·et~ls OlI co1·11plexes. 

r\lo1·s si [ cf·. ( 2. 8 :) ] 
.... 

(ti.10) • 

11ous au1~ons 
.~ 

(5.11) P 11 ,. e~t.t·-:--i•' = zi ( ~) 1·.-r.· 
• "l> • ' 

' OU 

( 5. !2) 

est la fonction caracter·ist,ic1t1e cle la fonct.io11 dt~ 1"epar·titio11. 011 1)et1t 

certainen1en t· cl1a11g·er l '01·cl1·e d<~s in t«~g1·at.ions si les i11 tegrales 

clans ( 5. I 1) convergent absolu1r1ent, c' est-a-di1·e si ( 5. 1 2) co11,,e1·ge 

nbsolun1e11t., c'cst.-a-di1 .. e si cp (Re~) existe. Do11c nolIS clvo11s etabli le : 

"f11toilI'<:l\rE 3. - .Po111· c/1.ctqtte ~JJOltr leqztel cp(lle~) exi:;te,j·;,;==e~·l'.: 
(:st tt12e fonctz·o,1. JJJ·tJJJT'<" (lr,, !rt ,,1cit,·ice P cl'ztn 1;1--oces.~llS cle Jlft.1-, .. h~(Jj . 

. stctti(>n11,cti1"e ct acc1·ois.')<~1,i(?11ts· ir2clepe1,.rla11 l.'i ~ ,<;tt.ti.~f'aisct12t ( 5. 1 <) ·) et 

apJJCtl'l("n.ci,it ii. let ~,rtlert1·1;1·()p1·e cp(~:). 

La st1bsti·tutio11 de <: o. 9) ct ( n. 1 1 :} clans ( 5. 6) rnont.re que cet.te 
derniere equation est satisfaite si et seule111e11t si 

(5.13) T9(~)=I 

( des que B n'est p~ls ,,ide), et vat1t alors poi11· lout. x e E ( et pas 

1nent e.B). 
seule-

l-

Dans le l)tlt d'applic111er le tlleoren1c~ 2, nous cl1oisi1·ons ;··~· - e~ 0 •
1
·, 

• 
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~I) et.a11t l'et.~l et t.t~l que Pj·o, cl()IlC cp(_~o) (~xistt~, et r~(~·-. 1"'t1 · ·. GOll$l., 

l'Ct~l > o, et /(~II _Pn 11n:)-· 1 • IJcl (l(~i,i1ie1·c C()ndition, (_lo11c (o. 8 ), 

l~sl tot1,jours satisfa1l(1. si T11 :~,,~✓- 1. [;rt (~<~)11clit.i<)11 ( ri. 7) ( a,1 (-~<~ It· 
•• 

• 
SI g·11e 

<_)'l~g·rilitt~) <~st satisf't1it(• si -
• , ,.it I 

( ._) • I I ) 
' -

1, .- ,.. ' ~ .,., - ,,/ 

. O T (. .,; I) ) '...'- I • 
• 

F~11 ot1 t1·e, 11ous p1·e11ll1·011s lll-1 1i el. l lll ,;,. j f' • t" -- sc1t1s a1sa11 -• 
(5. 13), avec 

i 'l"T' r: 1 == O <;:: 1 , c~t tels Cflie (, ~<> -=-· - l{c! ~ ··i .r. ~ - Inc po t11· lol1 t x clans B. 
1\io1·s, en t!c1·i,ra11t 

' '-~ - .... 

( • > • I ') ) (_; = "'.., 1' II C 1 ,, 1 
....,J, -

(I 

(:le sorle qt.le C(n):f est la probal)ilit.e d'absorption dctllS _1-~ ,1pres le ,iienic 

t~c l1elon., 11c>t1s a u1·ons 
• 

. . .. 
( ' ,f '}' 
-·111111,· (-''::'. 

' • 

el. llt)l.lS LI'OU'\'011S t{ll8 (,o. I~):} Cill'l'cllllC, })()lll' :1: ... (), le lll(~nll)l''{~ de 

~clllChc~ cle <: o. r (1 ') (~lrlllt egal a 1, 

oc 

. "" ·_ 
(,).l';',l Cl (1 l; • 

·' (ll )1t.,· e-.,.} = I, 

() 

l .. 'ident~te ( 5. 17) est. connue co1nme i;identite fondan1entaie cle vVaid. 
Notis avo11s vt1 que c' est t1h cas speciai de i'identite Cf== j', va1abie 
})bur lout j' satisfa1sant 1·= TP.t· sur _S sot1s ies conditions du 
tl1e<)r·eme 2. 

Une gen'3talisatio1:1 partielle pour des prooessus 
ti~itires est considQr~e dans l'.t\ppendice ( § 10). 

• 

s tocl10.stiq1c1es aii·l)i-

6. Le probleme des boucles. ·- Notis co11sid~rd11s lln JJroccssus stu~ 

Lionnaire sans abso1--ption. Co111n1e cependant 11.ous desirous CQnsidere1· 

les proprietes de segme11ts initiaux de long·uet1r donnce ,i clu parcot1rs, 

11ot1s devons admettre la discontint1ite de processus a tin 111ornent quel-
- . 

co11que. Nous partirons done de !'expression (3. 1) et not1s substitue1"ons 

( G. 1) JJ.i: = 11 const., _4:-.e= 1 - B 
' 

oo B es l i111e va1-.iablc a u~iliaire. E11 out1"'e; nous pre11.drohs U i: .. , T· 15 et 

'. 
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tin point. init ic1l clet.e1·111ir1t~ .1.-: == ct. I~ous obt(~11011s 

( f, . ~>. ') . . 
✓~'n. ~ Lt11 (I~/}'((' 7~/>\11 7·, ·tt '-- . = ~ .J.,, . ··~···~ ) J . . ··' . ,! ' 

ll 

de sor·te C{llC ,: 11011 c,~(I, ll1clis) (,~fl(: I - // )-l 
a,rec 11 C<~)llllll(! \Ttlt·i:.:tble flllxilitlil'(~. 

est, la t·oncti<)n , r • g <; 11 e I' fl l l l C (=>. 

l' o ti 1· cc 1· ttt i 11 c~ s rl }) pl i ca tio11s cl c~ l <• t 11 <JO 1·i (~ d(~ 1\11-tl.1--I\. of' et (1' a ti I 1·(1 s 

1)1·ocessus stocl1t1stiqt·1c,s, f)UI' t~x<:~1111)1<~ cln11s l::t st::1tist.i(1t·1e cl1i111ic1t1c1 des 

111olecules <l l<)ng·t1e cll<lll1C (t:/·., fJ;ll' e·xc~Il)f}le, c:;. l{.ing·, 19/48, 19/ir); 

E. \i\T_ l\Io11t1:-oll, [g;'")(); (:1 •. I\I. rl-,cl·tl~l1; •~):)1; .J •. J. 1:-IcrrllclllS, 

1\1. S. l'-lc1111kin t~l 11. l.TIJ1-l1tl11; I!)~J2 et ltt litt.e1"atu1 .. c sig·11alee cla11s cos 

a1 .. l iclcs) il peu t. c L 1 .. c ("1 't111 (~ c~e1--ltt i11e ll t ilite cl j ,t,· C)i 1· clcs r11e tl1<Jdes l)<) t11· 

e ti1di<:~1-- 1' bcct1r1·t·~11cc~ de~ << bo 11 cl(~s )) cl[l 11s le~ {.)c1rcot11 .. s, c 'es t-£'t-dire d {j 

reLOlll'S dt1 1)oint 111obilc~ c·l lll1(: l)Osition ()1'1 il s'est t1·011,re flllp<ll'UVaiit. Saiis 

ent1·e1"' clans ces a1)plic<1tions el, si111s 1:)rejt1ge1" cle s,.1 ,·t1le111· 1)1'c1tique 011 de 

sa capacite a f'ou1--11ir des resultitt.s no11 t1 .. i,·ittt1x d(1ns clcs (~tts 1)1'atiqt1e111e11t 

ir11po1--tants, not1s ttllons (~X{)Ose1" 11ne telle 11·1t'-tl1od(:; it~i, c1t1i en tout. cils 

pou1"rt1i t f'ot1r11i1· t1 r1c ligi1e d' tl t tacJ 11e de ces pi~oble rrl fl,S et de p1·ol)lerJ.1cs 

sin1ilai1·c~s, (~t c111i est St1sce1)tiblc• cl'('l,I'e gener:·11.ise(., pot1r elr(_i tlditj:)lec <l 

ti 'a ut1:-es pro bli:,itlds. 
# 

l~vide1n111t~nl, li1 1)1·0}_)(1 l·>ili1 t.,1 tle 1,t coi·11cidence cle a.:· 1, et x 1 po111-- A·~ l 
.. ·~-

t~st nt1lle si les :z·1,. 011t clcs disrribtitions co11t.i1-iues. 

Pou1· e,rite1· dc1.s (~011·1pl.icfltions l1oi•s cle 1)r01)0s, llOUS Sltppose1·011s que 

ces clist1~1J)t1tio11s sont pt1i"'e11·lertt clisco11ti11t1es, c'c!st-a...adire qt1e E est tin 

eilsenilJle clei1ot:t1b1,a}jle. Dans ce1-tai11(~s des i11)1)licf1tioiis 111ention11ees, 
• 

E est 1111 t~l ensei11ble; a savoi1· 11n 1·eseau de 11oi11ts (par exei111)le lin 

1"6s ea tt t.ettaedriqt1e) clans l' (~spa ct~. Selo11 l' 1\.}11) e11di ce ( 8. 1), l(t ma trice 
cle tlii1IlSILidh P·f est alors co1111jletetr1e11t cleterrnihee pc11" lt1111al1--ice ordi-

nai1--e (infi11ie) _/J.)t:·(.xeE', J'EliT), et lc~s i11t.egrc1les 
• 

des s0111111c!s ( e11 g·{'•r1e1"t1l inf1nics) ~ _f?.1~.!··1'. 

C/"('l est 111rti111c11tt11t. u11<~ fohction t1rtftl)~ti(Il1t~ d'1111e i11fi11ite denor11l)t·able 
cle ,.r(.11~itt1)lcs 7~.t·' C' ('S t-a-cli1·e d' llll ,rec teu1· <li111s llll es pace a une infi11ite 

de din1e11sio11s. 1:..ics de1"i,1ees pa1'tielles cl'11ne fo11ctio11 des T·1• pell' rar>})(~)l't 

cl ces ,,a1·ial)lc~s l)(~t1\~c11t (jt.1·e cohside1·ecs co111n1e les C<)1·111)osantes d"t1h 

rlut1·e ,,ecleu1· <lft11s l'es1)ace duc1l: le g•1 .. adie11t. Not1s desig11ero11s l'ope-
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rat,eu1· clt~ tiifl'erent.iatio11 par· v, avt~C 
-

• 

L'i11dice est ec1·it e11 bas })cll'Ct~ c1ue: 1° <1ans l'a11alyse vectorielle les 

dorivees par rapport a lln vecteur cont1"t1varia11t. constit11ent 11n ,rect.et11· 

covariant; 2° il sera trouve qt1e la generalisation de ( 6. 3) a E no11 

denombrable conduit a des fo11ctions de seconde espece . 
• 

(_ f) • 1 :1 
ll 

est une 1·011ctio11 gene1·c1t1--ice ordinaire ( T 11 etant ici la ,i1eme puissance 

de T) des prol)abilites p,i --- P 1l. == ,i cles ,,ale11rs pris<~s 1)a1· tine 
,. __ .., 

(lon11e11t. pou1· 71
:::::::: I les 11:101nen ts f'acto1,.iels s t1cces si f"'s 

(6.~)) 

( 6.6) 
• 

[ C]1·::::1 = I. 

dC 
d 1

~ = :E n.p,z = &,i, 
T: 1 

Oll $ est l{) syrnbole poltr l'esperance n1at,hemat,icr11e, ta11Jis (Jtle 

def 
( ( .. 8) > •.. 
' 

,1:llc = ::C ( a; - I) ... ( ;l' - /.· + I) 

<lesigne la puissa11ce t·actorielle d' ordre /i.· de .z:. 
E11 ecrivant effectivement les son11nc1tions 1natricielles implicites 

(Ja11s (6 . .2 ), nous olJteno11s une suite inf111ie de termes, dont cl1acun est 

la prohabilite d't1n parcours defini de longueur predeterminee 11.., 111ulti­
pliee pnr r:t·o . .. r-~-'n_B,i( I -B). Si le parCOUI'S passe le fois par la 

position x, l'applicatio11 de V;c suivie de la substitution de T= 1 

do1111e k fois la probabilite du parcours. Done, si 1i_1; designe le nomb1·e 

de fois qu' un parcours passe par x, nous a vons 

(6.g) [V.-cCa]T 1 = &n:):• 

De la m(jme maniere nous trouvons 
• 

(G.10) 
SI y = :x, 

& ny n.r si y ~ x, 
-

. . . . ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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.r· E ,~• .i'EE 

r 6~) 

• 

I · l 1 •) • - ' ' d. 1\' ainte11a11t SI 12;-;• ===:: () Oll ll,1~ == I, cl ()I'S 1i:i: :::= 0; SJ. ll.,: ~-~-- '.i, C est-cl-. ire 
. . ' 

=== r. Done ( 6. 1 1) d<)11nt• 

l'esperance du 1101nb1--e de points doubles clans un parcours, 11n 11oi111 

triple, quadru1)le, k-1.1ple, et::t11t. con1pt"e cornme d'hahitt1rle en geomet1·i,~~ 

pOllr J) tJoi11t.s do11bles. Done, noi1s avons 

etabli le 

,,.r ~ .. fl E () REM E 'ci • - Si fl desig11l~ let 1)(1.l'iable ctlccttoi,·e qui su,· clZ(lqzte 
--

JJ(:t1·co1t1·.s est e(gale azt 11om!J1'<: de poi12.ts do1tbles 011. 

conime il est i11.diqlte ci-rlf>.-;,r;z1,j', ,iolt,fj apon.i; 

holtele.r, r:01npte.'. 

(6. 12) &l) = .: □ C'a 
?. 

-

' T:::::::1 

Ol/,, 0 rlesig,ie l' ope1--ateu1· laplacien ge12.e1·ali!J'(! 

(6.13) 
tlet· """ 

□ = ,"-' ( V.-r. )2 = dT:r. 

•) -

.1: ER :t·E E 

• 

• 

. Des 1·elations analogt1es existent. eviden111·1e11t pou1· le nomb1·e de 
points triples, etc. 

Dons la den1onstro t.io11 de ( (1. 1 2), nous a vo11s avons utilise se11le111en t 

le t·ait que C11 est une serie de puissa11ces en T·:c, 1nais ,io,i sa forme 

special<1 ( 6. 2). Done le 1·esulta t vaut aussi pou1' des pt'occssus arbitraires 
non stati,)11naires et poltl' les processus 110n markovie.ns. Dans le cas 

special (6.2), les n1en1l)res de gauche (6.9), (6. 10) et (6.11) se 

calculent aisement. En efl'et, nous avons 

ll 

(6. Iq.) Y:r.( ( TP) 11 1~) ="""" 111. ( TP)m l.,.(PT)'1- 1n. 
~ 

0 

(6.15) k,l,·~,i. ( TP)k Ii. P( TP)l 1.~( PT)m 
k+l+m=n-1 

,,,. . 

+ ~ k,l, JJl ( TP)k 1.'t~ P( TP)l l,.(PT)ni. ,.,_,; ., 

lc+l+·m=n-1 

• 

• 
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I >,.111<· 11011s ol,t!f~n(lits 

'""I l D ( '11 :DI { J -·-- IJ J , k, /; lit 
') ,T::::I ..-,,,J 

l'>lr-+-l-1-,,1-t"1 ~ { />i.: -,..-'I,( p!+1 )-'~'( j)11l '>.1' /') 7 \_ ., * ·- • I" . /.' • ..... . , 

,I' E /•,' 

s i 1" .1c· ·=='- 1 f)O 111· toll t x. D cJhc 

-
,.,, JJ ttl ( p !fl ')·l': = ( [ _ // )-- 1 
J{,,,,,J ', ~ p. 

6 D = ).' <P.1,( (l>;!'.- 1 ), 

11-'f 
<i,-~: = 

...., 
.r· ER 

i' #:. 

~ JJ11 f>ft 
·' ' ..... 

\ ti 
• l . 

• 

1)111·,s le cas si)t~<~i11l, oit It~ J)t<Jcesslls statio11t1i1i1~c tl() Jvlt\I"'k()f est inva"" 
1·i<111l, (t_i. 1 i) s(•I"tl si111plifie encor(~ plt1s. Car· cl<tr1s ce cc1s (J}:;: est i11de­
flt~r1cln11t de ;,X, (ie S(lrttl qt1e IN: sor11matio1i s'~t,cnd ~t11-- 4>~:, sel1li11r1ent ~t 

cltlntlt~ ti:•~, ... ,.~ ( 1-- ll)-t. l)o11t~, pot11· t111 pr()C(~ssus inv'<11·ia11l, (6. 17) 

de,, it~nt 
·• ' (tl.I(.}) 

' ' 
B l) .... ( t - B )- 1 ( tt>3 - I ) 

·--

do11n(l, le 
ll 

S()tlt, q,1E~ ( 6. 1 ii) 1llontr0 qt,ie ~(Jr) l) est le coc t'fioient d© B 11 da11s 

(1-i-Jl:)-1 (4>;; ·· 1); f)ar suite 
n 

( (j. '.}() :, - l + l ) ( pl ) :: . 
I 

lei ( _]>11
' ): est la f)l't)b,tl)ilite pottr qt1't111 11n1·cot1rs de lo11gt1eur ,,i soit 

t·c~r111e, C' (~SL-a-dire ({tle sa pre111iere et ~a de1·11ier·c [ ( /'fl, -!- I )i!'•nlC] positions 
co1ncidc11l ( qt1'il contienne ou no11 des points dot1bles ). Co11111le tant de 
ci1s Jlt11·tict1lit11's de tl1eo1·i,111es generttux, ce 1·t~st1ltt\t. est d'aillet11·s ba11al: 

• 

(lttus 1.111 f)ar·cot1rs (le lo11g1:1eu1· ,i t111t~ l1011cle l)C~tLt a,,oi1· l111e lo11gt1t~lll" 

qt1elconqt1e l, 1 ~~ l L ,i (: 11ot1s prtrlons d'une l)ot1clc de lo11gt1et11' 1, si 

• 

' 

. -, ' 
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10 point che111inant ne s,,ule pas, h1ais rcsto ittt 111eme olat). l)l)Ul' l, 
la boL1cle co1nr1lo11ce at1 1c1

·, ••• , (: ll - l + 1 )1
l'llll' 1Joi11.t; dc.111s le cas d't1n 

• 

processiis i11varia11t ces ,i - I-+- 1 cc:1s <)11t. (l,·~s probr1Lili1.cs egalcs, 

vi,lant (P')::, c'est-c\-dire la valeL.11· cl,1 p1,ocli1it /-tlf)l(~ de con,1l>lution 

de P1• [ cj·, (2. 8 )] i1<)t1r la vnleur v == c1. 

La 111ethode indiqt1ee ici peut ~t1"'e gene1 .. alisee pot1r les processus 

st.ocl1astiqt1es ar·bt·t,·at·1·es ct appliqt1ec cl d;~ltl1.1--es 1:>rolller11es qt1e l'espe:... 
I'ance du no111l)re r11oye11 de boucles. 

l)ot1r t1ne fonc t.io1111elle arbitrf-tire '1> d' 1::1ne t'onc tion 1"·1·; nol1s pos\JI1B 

(c./·. Hadamard, 1910; f"'rechet, 1912, 1914; van Dantzig; 1~),15) 

v,,• <I>( T) = 
' . 

' 

d ' 
, r) 1' 1 

, .ler . <IJ ( T + i It) - - cf> ( T) 
cp ( T > = l1111 --· --------• • 

\" E + (I S 

si ce·tte 1i111i te existe, Sot1s certai11es crJnd~ tions de r~g·ti1ari te, qu 1 sont., 

par excmple, satisfnites dans le cas ol) <P est analyt,iqt1e, cet.te qt1a1itit(~ 

est tine f'onctio11 co111p1etemc~nt additi'\re de l 1enser11l)ie _r. La d~finition 

duale pc·► t1r tine fo11ctionnelle qr t1't1ne f'onction f·7
_~ de seconde esp6ce 

• sera1t 
• 

(6.2:~) 
• 

' ~ ~ . 
qui fot1rnit. pot1r W suffisan1ment regt1liere tine f'onction de pre1nierc 

espece. Pour· une rnatrice P, notts pouv0ns poser 

(6.23) 

OU (I .. , l 1t )~ == 1;; Ix est a distinguer de 

In 1.r, . 1a. 
t1.t· ;rJ :JJ • 

Dans cet artiole nous aurohs affaire set1lement a (6; 9 I). En appliquarlt 

l'operat.eur v x au process us stocl1astique g·(jn~ral 

( 6. 24) C = (I • • • P (fl) T 1'' T :t· •I • H' d "Y• ~ • .. .. o " • . • -· n-1 '- • .._ 0 • ♦ * •A~n-t 

() 

a partir de qt1oi le cas sp<~cictl (6. 2) s'obtient de not1ve:~all par la pa1·ti­

cularisation (2. 5) a voe P(,iJ == P l11dependant de. ,i e·t P( oJx=== I~~, nous 
ohtenons 

( 0 , ~ § ) ( VA G ) ff -· 1 - •· ~ n ✓r; -
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ot1 ]a variable aleatoi1"e n.r pot11' .. -l~ do11ne c1t1elc()11c1t1l• est l<~ 11oml)1'e de 
--

fois que le processus passe par unc posit.ion clans .. •I"~. Pot11· _r == E,, 
nE == n est le no111b1"e de pas effect .. t1es .i usqt1 '<\ cc q,1 c I c 1)1 .. ocesst1s soit -- -

arrete. 

De la 1neme n1aniere not1s trouvons, cc)1n1ne g·t,.11.e1 .. alisa t.ion de ( (l. 1 o ), 

( 6. 26) 

Dans le cas de distributio11s continues des sa11t.s, le proble111e des 
boucles devient banal : let1r prol)abilite est; alo1"'s 11t1lle. Nous pouvons 

cependant considerer des problemes apparentes, pa1.. exemple la 
question de savoi·1 .. combien de fois u11 parcotirs repasse dans des 
positions situ(~es a n1oins d'une distance donnee cle l't1ne de ses positions 

pr(!Cedentes, sans llretendre quo ceci puisse ~t.r·e t1tilise pot1r la solt1t.ion 

du probleme generalise des bc)ucles ( << quasi-lloucles >)), probleme lui­

m~me at1quel il semble assez difficile de clonnci-- tt11e fo1 .. me precise. 

Nous supposerons ici que E est, un espace c11clidicn 011 plus genera­

Iement un espace n1etriqi1e, clans leqt1el deux J)Ositions x et y ont une . 

distance, designee par ,~.i::r·. Plus generalcn1ent no11s pouvons prendre 

une fonction quelconq11e des deux positi()llS ./·1·.,· ( n1is ft part les condi­
tions d'integrabilite ), e·t for1ner l'operateu1· 

def 
(6.27) O(f) = ~f·-x:.t·y<l:r: VcJ 1· 

•• J 

qui devient dans le cas d't1n ensemble fini E le~ laplacien ger1eralise 
• 

( 6. 28) □(J) 

ou les f ,:j sont des eonsta,ites ( independttnl<1s d (~s 1_,i). Sous des condi­

tions suffisantes de reg11larite, l'ordre des d<~1-i\·ati()IlS Pf~ut ~tre permute, 

de sorte que ( 6. 27) s' evanouit alo1·s ill(~11tiq11en1ent pour 11n / anti­
SJ~metrique f· 1·Y==-J·,··1

~. Par suit,e not1s nous li111iterons a f symetrique 
Ja:y ==Jy,1.·. 

Pourvu que la 
donne 

permt1tation des integrations soit per1nise, . (6. 26) 
I 

( 6. 29) I r: =-IC - □(J) ._, C, 

2 T:=1 2 
f - -I c 

nc1.1· nllJ··. :cy ~ 
2 

• 

lei les integrales apres le second et le pren1ier signe esperance 

deviennent respectivement pou1' tin parcours de long11cur n - 1, passant 



• 
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1·espectivement 1i1, ••. , n,. t .. ois par ,~ difl~erents J)Oi11ts x 1 , ••. , x,. 
r 

de s01"tt~ Cf tie ,i_y == 
1 

(6.30) 

• • 
(6.31) 

... 

... 

I' 
•• 

n,1.,~• .. I· :t· :t· = ~ i ,i t}'·:...i ·:.· i - ....,._ 
1 

I' I' 

~:enc1:;J":i:i· = 
- -

'I 

-

Par suite, le mcn1b1--e de d1~oite de ( 6. 29) est I' espera11ce de 

(6.32) 
. <I of I .....::, ,.., .... , . '-7 I 

•~( /'J = - .., . -~ llt ll.1·/':.:..i '.:.J +/ ~ - lli ( llt - I )f~'i 0:__i. 
_, 2......,J..J- - . ~2-

i 

Cette qua11tite est la s0111me des 1·::.·1:..·i ( i, ;· === 1, :~, ... , ,i) su1' toutes les 

paires i ~ 1·, plus la s0111me des j'.:.:.•i::._';, s t11· tot1s les points 111 ultir,les, 
con1ptes con1r11e des points doubles 1·11t1ltiples con1111e plus hat1t. 

Le second tc1·111e s'evclnouitidentic111ernent: 1° si.j··1··r·=== o pou1"'tout x, 

par exe111ple si j:1·J· est la disl<111ce r·1·J· de x et y; 2° si ,ii J)r·end seulen1ent 
--

les valeurs o et 1 ( sa 111· pour une p1"'obabilite nulle). 
Dans le derr1ier cas, qui arrive toujours si les p1 .. obabilites de 

transition ont des dist1·ib11tions continues, nous pouvons omettre les x 1 

avec ,ii== o, de sorte qt1e 12;== 1 pour tout i et (6 .. 32) devient 
-

( 6. 33) 
I n --,j,,1''i. :t·· 

- - __ j , 
2~ . 

i :f= i 

ou les Xi sont Jes it ( == ,,. ) differents poi11.ls par lesqt1els passe le 
--- ---

pa1--cou1"s. Done da11s ce eels I' operateu1· ( 6. 29) do11ne I' espe1'ance de la 
somn1e des valeurs de 1· 1)ou1-- toutes les paires fo1·n1ees a\rec les differents 

points du parcou1"s. 
I Si en pa1--ticulier j'.i·.)' est la distance 1"·1·1· de x et y, c'est - 11, ,i ~ 1) 
2- -

f'ois la distance n1oyre1111c, prise su1-- le parcou1·s, de cleux positions par 

lesquelles passe le poi11t n1ol)ile. 
Si, au lieu de 1·.1-·J· === ,--:1·~1·, nous pre11011s pour J' la f(1nction caracteris­

tique d'une relatit>n R(x, y) entre deux posi_tions (par exemple 
tlef 

R ( x, y ) === ( r·1·1· L a ) , ' () l I a est un 11ombre 110n neg·atif'), c'est-a-dire 
, 

(_6.34) 
1 si R(x, y) est satisfait. 1 

o clans le cas contraire, . 
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alo1 .. s ( 6. 33) devient la 111oitie du nombre de pa.ires ordonnees des diffe­

rentes positions dans un parcours pot1r lesqt1elles R( x, y) est satisfait 

( par exer11ple qi1i sont a t111e distance L.. a). Dans 1(1 cas d'une reltltion 

symetrique c'est le non1bre de pai1 .. es no11 ordo11nees. 

Dans le c~1s 111arkovien st,1tionnai1'e, nous pot1 vons encore calcule1~ 
aisement le 111e111bre de gauche de (6. 29). Con1n1e precede111111ent nous 
obtenons pou1· t1n j'.i•J· symetrique 

I □ . C ' - B) ;; (./) = ( I 
.. , 

t·, /, Ill 

Pou.r T· 1·= 1, ceci dev·ie11t, puisque ( PT):>· est alors aussi egal a 1, 

(6.35) I( □ ·G~) ( 2 (./) T=t= I-

k,l,,1t 

Dans le cas d'u11 processus inva1 .. ia11t donne 

sin1pli6e encore da va11tage, si /'·1·,1· == 1··1·-J· == j':>·-- 1•• 

Nous avous alors 

. ( pk )cl;~:( P')a~-Ja:, )' = 
~ 

< k) 
P<IZ P(l> 

{IV I iT.t· 

par (2. 8), 

P (l>jv 
ll (' ' .. 

(p~> etant le l10 mc produit de convolution de p z), puisqt1e 
• • 

• cec1 se 

p~(~) === 1. Done le coef'ficient de ( 1 - B) B 11 devient, puisc111e l d()it 

8tre ~ 1 , 
n 

( 6. 36) l (n-l+1) P (Li j'•• 
(il •., • • 

1 

Co1nme at1paravant, cette 1 .. elatio11 pet1t 8tre aise1r1ent et~tblie d'une 
fa<;on ele111entaire. 

Si/'' a une transforn1ee de Fourier x ( t) 

e 11 •1 z. ( t) clt, 

(6. 36) devient a cause de 
.-. (lef • 

J)~l!,ei1•1== (cp(t):}1, ot'1 9(t) Pct,,ei,•1, 

n ... 
(6 38) l ( ll - I + l) if ( t ) { X ( t ) dt 

1 

n - ( n + I) <p ( t) + cp ( t )1l+ l ' 
( I _ <p ( t ) )2 . <p ( t) A. ( t) dt. 

• 
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l!our· p et j' donnes, done cp et. x, ( 6. 38) donne l'esperance cherchee 
sous la f'orme d't1ne integrale. 

APPEND ICE. 

7. Fonctions de premiere et de seconde espece. - J)'apres 
Kolmogorofl', lt11 champ cle p1--obabilite sur ttn ense1nl)le E est donne at1 

1110J7 e11 d'u11e 1·011ctio11 co111plete1ne11t aclJitive d'e11se1111Jl(~ su1-- E', f'onct,ion 

definie et non neg·ati vc IJour lous les ense1nl)les appclrt(~11ant a u11 

a-cor·ps aE de s011s-ensf•n1blcs d<-~ l!.J' el prcna11t la valeur I su1-- l:t1

• 

l)lus g·enerale111e11t, au lieu d't1n a--corps ~ conside1--ons Ull o-co1·ps. 
( no tis 11ous cont'or111011s a la te1--n1i11ologie en1 ployee par I-Iahn­
Rosentl1al), c'est-a-dirc 11n syste111e o1? de sous-ensembles de Eqtii ales 

proprie tes sui vc111 t.es : 

1 <> 61,: est un corps [ c' est-a-dire que s'il contie11t deux e11sen1bles X 
et }7 il contient leur union (reunion) .,t· u Y, leur difl'e1·e11ce ( let1rs 

differences) que nous pot1,rons designer par .. /Y--Y et Y--.,Y 
respective111ent, par co11sequent aussi lel.lr intersection (partie co1nmune) 
.. l'" () l'rJ; 

con tien t l'i11 te1'soc tio11 { Xn} d'en-
I 

se1nbles ✓Y,i qu'il contient; de plus on suppose pou1-- simplifier que 
(!Cf 

:,3,i Ee (J"h ... , oi't 0"1?- le f)lus petit a--corps co11tenant os, c'est-a-dire 

que E, est l'union d'u11e suite d'enser11bles { E,i} apparte11ant a 08 • 

Ii 

11 en resul·te qu'en 1"'e1npla<;a11t, E.,,t par Ek que nous pouvons 
1 

• • supposer sans rest1"1c.t1on que 

( 7. I) .E'n EOE pour· tout tt. 

...,,l-~n d'une suite 
1 

d 'ense1nbles { ... I·",i } appar·tenan t a a 1;; appartient aussi a o E si ( et 

seulement si) tous les ~-Y,i sont contenus clans u11 Ye ~E• En efl'et, clans 
ce cas, __ ,.y c Y et 

_I--= }7- -

1 

• 

• 
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Par consequent oE est un er-corps si et seulen1e11t si Ee on. 
L' e111ploi de a-corps au lieu de er-corps presente l'avantage d' evit.er 

l'en1ploi des (< valeurs >) de la f'onction + oo (cf., par exe111ple, Hah11-
Roscnt.hal, I-Ial1110s, etc.). 

Ge11eralisant la tern1inologie introdui te precede111111ent ( D. Vftn Dan tzig, 

1935 ), 11ous appellerons j'o12ction de deztxieme esJJece, toute fonction 

reelle defi,iie et conipletenie,it additi()e sur oE. Nous denoterons 

par F 4y la valeur que F pre11d sur !'ensemble ..,f~. Si nous appelons u11e 

suite d'e11sembles ..,,yn E oE qui sont mutuellert1ent dis,ioints et qui ont X 
pour union, une pct1·tition de A et si 11ot1s denotons ceci pa1 .. 
{ .,,I,i} ED ( .. -l~), par consequent 

clef 
(7.2) }~,J'",,}eD(Ar)=U.J .. ,l=4Jr et .,,.Y,,in .. --1,,=o sim~n 

• 

( C> e tant l' ensemble vide), 11ous a t1rons al ors 

( 7. 3) 

La t·o11ction valeur absolue de F qt1i est elle-n1e111e 
seconde espece est denotee par I F et definie }Jar 

( 7. 4) 
clet· 

I f, Ix= SUJ) 
{ Xn} ED(X) 

• 

D'autre part, nous definirons une fo1ictio1t de p1··emie1·e espece 
com me une ·fonction j' definie pour tout x e E et bo,·nee et o-meJ·zt,·(.tble 

sur tout Xe rJE. Par consequent, si nous deno1.011s par Jx [ au lieu de . 
la notation l1abituelle /' ( x)] Ia valeltl' c1ue j' p1~end su1" · x et pa1' 

sition A ( x) es·t valahlt~ nous a11rons : 
Io 

(7 .5) 

OU 

(7 .6) 

et .. 
2 II 

, 

I,,. ~ 11 J' 11 X -· ~- E OE ➔ "":::__ oo , 

llef 

l I 1· I Ix = s u P 11 J :~· 11 
;i•ex 

L'n"' i l' e v I 1··,· el' i ..... f', ~ /. ; , .·J 1 . . . . I E O /,,' 

1>ou1· t.()t11. l,? 1·eel et. _.l- e r31;. 

• 

• 
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Les fonctions d'ense111ble IIJ'!l·x 11e sont pas additives, p<1r conseqt1e11t, 

ce 11e sont pas des f·onctions de deuxier·11e cs1-1ece. 

On remarque que I Fl~~ et 11/'llx sont finies si ..,f- E aE et })Cuv·ent ~t,re 
considerees comn1e normes de J·i' et/ stir ~-l'"" si X est fixe. En pn1,ticulier 

si I ft, j_y et IIJ~l[:i: sont bor11ees stir oE alors at1ssi 1-(-rJY et 1·.i· sont, l)ornees et 

l'on pe11t etendre leur definition et celle de .J-,'~Y a tol1t ..,1·- appartenant a 
11n a--corps sur E,., a savoir au plus petit u-co1--ps a.E: sur E qt1i contient oE. 
Quand nous 1--enco11trerons des t'onctions bor11e<.!S ( en llarticulie1· des 

probabilites ), no11s s11pposerons que leur· definition a ete etcnclu(~ <,le·~ 

cette maniere. Dans ce cas IF lz? et !l/11 1~ s<_>nl, aussi finies et ont les p1--o­
prietes ordinai1 .. cs des nor111es de ./~"ct .. /· sur ]~,., et not1s 0111ett1·ons sou,,e11L 

les suffixes E. • 
Pl1.1s generale111ent on peut acl111ettre (JUC l<·s valet1rs de F et .f sonl 

des nombres complex.c~s et m~nl(~ clans certains CclS sont 1)ris clans des 
,~spaces de Banacl1 duaux ( arbitraii·t~s) 

l.i'integrale de 1· par rappor·t. c\ 1-f" existe s11r to1,1t sot1s-l1 nsc1n l)lc~ _l,.. Ea,~~ 
et sera denotee par 

• • • 

ou plus brievement par ( /<...,/).Y· C' est, d 'apres Ies theore111es l)ie11 

connus, tine fonction de seconde espece satisfaisant a l'i11egalit(~ 

(7.8) I ( F./) l.\" _,,, l F lx llf llx 

pour tout Xe oE. De n1~me, d'a11res des theoren1es conn us, 11ot1s avons 

(7.g) I CF J) - ( G g) I.\' / I F - G I .:r l I f I Ix+ I G Ix 11 1· - g I I -~, 

inegalite qui est souve11t appliquee. En particulier, si nol.1s design.ans 

par va1~xf la va1--iation clef sur· ~,l", c'est-a-dire 

def 
(7.10) ,·arx./' = SUIJ Jx- inf .1·-1 ~ 

.·x: E .\' :1.· E .Y 

et pour to11te pa1--tition { ..-Y,i} de X 
(lt~f 

(7.11) ,,ar{ x,.} ,/ = S~}) ,,ar.~n.f, 

• 

• 

(7.12) l(Ff)x-
.., 

Fxnf;l.'n I L I F I .,t ,,n1· { .:\-,, }f• 
n .. 

Ceci resulte (l<~ ( 7. g) avec G == .F et g:i: ===J';t•,, si :r: E .... ,l'",!• 
3 

• 
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8. Matrices. -- Soie11t J? (\t E 1 cleltX ense111 bles a1·bi trftires su1· 

cl1acu11 desquels des o-co1·ps dE et d11,, de sot1s-cnsen1bles sont donnes 

satisfaisant les conditions du pr1ragraphe 7. 
Nous considerons 111ai11.tena11t t1ne fo11cti<.)n P [ qL1e 11ot1s appellerons 

tine << matrice generalisee )> ou, plt1s explicite111e11t, une matrice (E,E'),] 
determinant un non1bre t·eel ( occasion11ellen1ent u11 no1nbre co111plexe) 

P-:y comme fonctio11 cle 1 <> un elen1e11t J1 EE' et 2° tin sous-ensemble 

Xe oh~ sujet at1x condit,ions : 

1 ° pour un ..-Y === .rl e o1i fixe, P:~~ detl}r111i11e 11ne ·fonction cle pr·e1niere 

es pece Sur E' ( f(JllC tio11 desi gnee par· JJ,.,} ; 

2° pour y ==be E' fixe Pi det.e1--r11ine une f'onction ( desig11et~ p,11~ P11 ) 

de deuxieme espece stir E. 

Si, en partic11lier, E est, deno111hTable (fini ou enume1·able) 

contient tout ensemble se 1"edt1isa11t a un seul ele1nent, on cl 

( 8. I ) 
)" 

P.v: = 
:cE X 

et si E"1 est aussi denon1brable P:~ est cleter111ine pc11· la n1atrice 01--di111,ire 

1·ectangulaire finie ot1 infinie P:~:. 
I.Ja nor1ne pour .Y fixe est donnee par 

1!t•f 
(8.2) i p_;· J.~ = sup 

) X,~}ED(X) 

c1ui esl; elle-111~111e 1.1ne matr·ice. Sa norme pour ~I,,. fixe est donnec par 

( 8. 3) 
_ {10( 

11 P l If s u P I PY l ~x:. 
;·e 1· 

• 

Ce n'est plt1s t1ne 111at1 ... ice dans le sP-ns donne ci-dessus, Y ct,ant t1n 

ensemble, et no11 plus l1n elen1ent de E' et II P It.~ n'etant d'aillet1rs 1)as 

completement additive Slll' ~,f'". I~a 1natrice pest dite bo, .. ,ir~e si !! p 11r est. 

bo1·nee pour _.,f'", .Ye 6 8 • Dans ce cas on pet1 t definir P.~ pour tout 

Xeo-8 et 

( 8. 4) 5!11). II p Ilk II p Iii£' < oo. 
.,Y..' }' 

1\.u lieu du symbole II P Jjj', nous utiliserons at1ssi le sy1nbole !IP 11 · En 

pnrticulier, les ense111l)les E et E11 ·pet1vent coincide1·. Dans ce cas, notis 

• 
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supposerons qt1e les corps o 1; et 08 , co111cident aussi. Nous a,·ons ici 

co111111e cas particulier la 111t1Lrice unite desig11ee pa1-- I (iota) et definie 

pal" 

(8.~•) 
cl er r 1 

I ."k: = ' ;~ ·i 0 

Si X E ~,I·,., 

s'il n'en est Jlas air1si. 

pour tin ..,,I'"-··- -',.,1 fixe IA est la t'onction ct1rtlcte1"'istique de 1' ensemble ..,L1; 
pour un ct fixe, lrt pet1t ~tre appelee la << fonctio11 caracteristique de 

seconde espece d'11n point a >>; elle prencl la vuleu1-- r sur tout ensemble 

contena11t c1, et o sur tout a11t1--e ensen1ble. Eviden1ment I est bor11ee 

avec 11111 == 1, et 

( 8. 6) 

J)lus generale1·11e11t a tout sous-enseml}le /l E 08 co1--1--espond 11ne n1at.1·ice 

aussi denotee pa1· I .. , et definie par 

(8.7) 

Dans le cas d 'i1n E == E""' fini, elle co1--respond, d 'a pres ( 8. 1), a u11e 

matrice aya11t la valet11· 1 pout' tous les ele111ents de la diagonale princi­

pale dont les suffixes appartiennent a _,11, (~t dont tons les at1t1'es elements 

s011t nuls. Evidem111ent l_.,1 est aussi l)ornee et 111.,.1 II=== 1 cl 111oins que ~4 
ne soit vide. 

A toute fonction/ de premiere espece correspond une n1atrice denotee 

pa1· f I et definie pc1r 

(8.8) 
11 cf 

(J. , ):'f = .r;x: 1:x = j':c si XE ...-f', 
o s'il n'en est Jlas ainsi. 

D,1ns le cas d'un E ==E' den<lmbrable, let ma trice qui cor1"'espond aj·I 
grace a ( 8. 1) est la n1atrice diagonale dont l' ele111en t de la diag·onale 

principale qui co1"respond ax a l,1 valeu1 .. j:i:. Evidemment 1· I est bo1~nee 

si et seulen1ent si 1· I' est et l' on a 

11/1 II= If jE. 

Revenons maintena11t au cas ge11eral ou. E et h'T' peuve11t etre difl'e­
rents. Soit P t1ne n1atrice comme at1paravant et f une fonction de 
premiere espece. Pour tout A,.. E oE et po11r tout ye E' fixe, ecri­

vo11s Pf I au lieu de P (f I); alo1"s 

(8.9) (Pf l)f = pl j,(: 
( I .1'.' 

• 

• 
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exist(i et est co111pleten1ent additive su1~ X p()Ul" _.,y E 08 et est r11est1rable 

et bor11ee en .,'Y st11· tot1t 1/- E o1~,,; d'ciillct1rs 

(8.10) I >J I 1· ,,,., 11 P 11 '"' I ~ 11 ·t" II 11.x-~- xi}·, 
• 

de S<)1·te ql1e /;, 1· 1 est tine 111atrice. E:n particulie1"", 

• 

si elle existe pot11-- tout .,~, est u11e f'o11ctio11 mesur·able sur E' et t1ne 

f'onctio11 de p1 .. emie1·e espece sur E' qt1and ( P /)-'' est bor11ee st1r tous 

les ye 011,, quand P et f sont bo1·nees. 

D'autre 1)a1·t, soit F une fo11ction de de11xiert1t: espece st1r E'. Alors 

1lt•f 

( fP )1·, X = Ji'r1:,,· P{ 
}" 

existe et est u,ie f ortctio11, de deuxieme espece ,'!;UJ" oE et su,· a E~,. 

Demonstratio11.,. - La co1nplete additivite par rapport a }r sur aE, 
~ 

pour ..,Y constant resulte de celle pot11-- F 0 l.J>·. Pot1r Y constant, 
1· . 

(FP)r,x est sin1plen1ent additive sur .. ¥. Pour l'aclditivite complete il est 

des lors suffisant de prot1ver que lin1 (.FP)Y, xn === o si J'Y,i est t1ne Sl1ite 
n7" 

decroissa11te d'ensembles .,.,Y,1 E oE dont l'intersection est vide. 
Choisissons u11 i. > o et posons 

(8.11) B rl = Ens ( .i'' e Y I PJ,. I x,1 ~ e: } , 

a cause de la mesurabilite de Pfn, done de Ip l·~a pour tout _;i-,t, B,i EOE, . 

.t\.lors, com me I py• j est completement ttdditive et ~ o pour tout ye E' 

et con1rr1e X,i+t c X,i, nol1s avo11s aussi B,,+1 c Bn- De plt1s, 

, 

00 

puisque, s'il • • ex1sta1t un ye 

• tout ,i, ce qt11 

1 

est contraire a la 

./y ft ::::: 0 • 

1 
. 

Brt, alors pour cet y 

complete additivite 
• 

B,t== o, 
1 

• 
r>u1sque 

De ffitjme, pour toul ,i suf·fisamment grand I J,., lnnL e. Alors si C1i est 
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le co111plen1ent de .B,1. par I'aJ)POI"t cl _}·'" : c,t === } 7
- - /3,,' alOI'S 

Mais 

avec C1 - II P !If:- Et 

• ._ C 
n. 

181 

avec C2 ==IF 11·, comme C,i c }'" et ll P Jlf:: === sup I PY I.Y-n ~~·/ e, d'apres la 
1· E CrL • 

definition de B,1. et de C,,,. Pai· consequent., I (FP) 1·,.,·,, IL ( C1 + C2) e 

pour tot1t ,i st1ffisa1nment gra11d, e > o etant donne, c' est-a-dire 

lim ( l 1T )1'", .. ¥ 1, = o. C. Q. 1''. J). 
• 

7l.,...:l0 

On en deduit. ~1ise111ent que poul' tout ... Y, Y 

(8.12) 

Si, en particulier, F et P sont bornees, FP l'est aussi. 

Si F et P sont non hornees et si FP existe, alors FP est con1plete­

ment additive, pourvt1 que FP existe absolument, c'est-a-dire 

• 

CoROLLAIRE. Soie11t E, E' E'' des ensembles arhitrai1--es avec les 

o'-corps correspondants oE, oE,, oE,,; supposons que x, y, 2; et X, Y, Z 
appartiennent a E, E', E 1

' et oB, oE,, oE'' respectivement .. Si Pet Q sont 
' 

des matrices (El, E') et (E', E'1 ) respectivement, alors Q~_1.Pf existe 
. y 

pour tout XeoE, YeaE,, ZeoE'' et dete1--mine pour Y fixe une 

matrice (E, E''). 
Si Q et P sont bornees, on peut definir le produit genei--alise de ces 

• matrices 
<lef 

(8.13) (QP)i= 
, 

On peut etendre cette definition au cas ou Q et P sont non bornees, 

' 
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11ot11·vt1 (111'ellc.s Scltisfassent la co11ditio11. st1iva11.te 

, .. 
(8.14) ; Q::. !11 _,· I p_,,. l.x existe 11our tot1s les z e E'' et ..,f e o I!.' 

et est l~)OI'11ec su1" tout z E o 8 ,, pot1r cl1aquc ... l,.. E o 1,,,. 

Si cette co11ditio11 est satisfttiLe, QP aussi est 11ne 11-iat1--ice. 

Des inegalites (8. ro) et (8. 12), not1s dedt1isons que 

1·__.[<~}£Mii 2. - U,ie niatrice bo1·1iee p tra,isfo,··me les jo1ictio1is bo,·,iees 

lle p1·eniie1"e espece sztr E, f e,1. de telles f 01ictio1is su,,. E1

' et les jonc­
tions lJ01·nees de seconde e5pece su1· o /!,'' e,i lie telle .. i; f 01ictio1i,s· 5·zt1· o ,..: ; 
on a 

(8.I'.~>) 
( 8. 16) 

• 

II Pf II~~ II P 11-11/11, 
111-PI LI Fl-II Pll 

( ot) les indices E" et E' ont ete on1is ). 

LEMME 3. ( J7 oi, .. aussi Herbert Robbins, r 948). - 1.~i j' et 11 ~ sont 

cles f onctions de premiere et cle seconde espece J'ltr E et o E' 1·especti­
c;eme1it et si Pest u1ie matrice, alo,•.;, .r;i Z E r;,1J: et I,,.. E o,!,,, 

(8.17) 
,,. ' 

J,~(l)·· Pa:1-~ 1·.r = 
y 

/•,c1y P'1· j' .?.,· 
( .r, ' 

1· .... X 

c' est-a-dire qlle l' o,·dre des i,iteg·rcttio,is peut et, .. e inve1·s1J. 

• 

Demonst1·•atio1i . Si nous posons JJoit1· cles U e oE, VE oE, a, .. bi-
• t, .. atres 

lier clef 
(8.18) l.,'"lf = 1,-, ,-. ,., ,-, 1·· ('\ ,., , j':x: =J;c Ix, 

' 

alors F' P' et f' sont bo, .. ,iees et (8. 17) est equivalent a 
• 

(8. 19) F f p 11· j''.·1: 1 
ii)· d.x· , 

/~', e..- E 

par consequent il est st1ffisant de prouver le theoren1e pour des fonctions 
et matrices bo1~nees, les integrations etant etendues st11 .. la totalite des 

ensembles E et E' ( que nous omettrons des. lors). Nous omettrons les 
prin1es et ecrirons ( 8. 1 g) sous la forme abregee 

( 8. 20) ( FP)f = F'(P.J') . 

• 

• 
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<I t•f 
J>j' = o· t:J, 

<I•~ f /·']) = (J-, 

, , d' c est-a- 11·e ,,. ,· = 
,'-:, . 

ti(' f 
c ·<~st.-(·t-cl i r·e G = 

, . • i. '. 1· 
P,l.t'• ' 

11, 

Nous clV(>IlS a 111011t1--e1-- <1uc 

·• 
c' est-a-dirt~ ( ' 1· t· . .r1J.f· •. = 

J •• , .J 

183 

Soit e: > o do11ne. Cc>1·111nc 1· est. bor11e 011 pe,.11; t1·ot1ve1"" t111(• J)ctl'Lition 

j,:nl·e f ... I'",i } e D ( E), C) u 1i ..c-~ N et var ; _\'.',, i / :".::::: s. 

Divisons, par exe1nplt~, I'inte1·valle fi11i (- IJ'IE, + IJ'l 8 ) e11 JV sous-

inte1--valles disjoints /,1 tit 
l! (lf 

fJre11011s _-1,,.,i === E11s li~j· Ii 1 f .• ,· 
X E ..J E fl '. 1\lo1·s t:~11 

choisissant les x,i e ..,l,..,i arbit1 ... ai·1 .. e111e11t or1 it, cl'npres ( 7. 1 2 ), 

·, 1· (Jt . .{~-
( ,'t.' 

~ 

Comn1e chact1ne df~s N fonctio11s P.-,;:,. est bo1·nee, 11ous })Otivons tr()t1-

v~er une pc1.1 .. tit.ion ji11,ie de .E"' ( obtent1e, par .. exe111 }Jle, en prena11t I' i1"1te1,­

section des partitions appartenant separe111e11t al1x Px,,) { Yni} e D(E'), 
TJ1, ~ A,f <1vec var{ l',,, l· PJY,i L 2. N f }lOt1r tot1t n L~ N. Par consequent, si 

11ot.1s choisissons y,ii E Y,,i arl)itrairement, nous avons de not1veau 

d 'a pres ( 7. I 2) 

( 8. 25) 
-, ' 

,1i / 1 ' 1,. p.l.,,1 .:::'..".: I Fl 2.1v-1 
. ~ti ~'\: 

et, d'apres ( 8. 24) ct. 

l GI /I f'l-l[Plj, 

(8.26) 
,-, 

G f ·c "' cl.1· • . - / , ll ...... 
avec 

clef 

C1 =If"'] CI! P II+ IIJ'l1 ). 
:D'autre pa1't, 

(8.27) P r J·x· i·t.-:i:· • - LIIPfls 

pot1r tout ye E', en partict1lier pour y - .. Y,,i.· 
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l)il I' co11seq t1ent, 
• 

( 8. :>.8 ) 

' • 

(8.29) 

(.)t1isc1ue Vc:lr{ 1~,n } P.,'(,,, L e N-1 . :l)o11c, con11ne n L N, ( 8. 28) et ( 8. 29) 

donnent 
• 

( 8. 3o) 

de (8. 26) et (8. 3o) nous deduisons c1uc 

(8.31) G f a; (Ix· -
L 

Pai· consequent, co1n1ne cette ineg·alite reste valable pour tot1t a> o, 

on a (8.23) en tenant compte de (8. 19) et (8. 17). 
C. Q. F. D. 

Cherchons une condition suffisante pour que ( 8. 17) soit valide sur 

lil totalitt~ des ensembles E e·t E' quand F, P et f peuvent (jtre non· 
l)ornees et prouvons des lors en faisant un raisonnement bie11. COUJlU 

qt1e 

LEl\11\lE 4. Si 
<lcf 

(8.32) R,f,: F l(tJ· IP)' I:<, 
s, 

d(~f 

(8.33) hJ· PY I {I ,1',' I 1•-7..• I 
E 

• 

existent pou1" tout .,.Yet y respectivement et :;i, de plus, une des deux 
i,iegalites suivante5· : 

(8.34) 

(8.35) 

E 
H (l~r: I J;1: I < CO, 

est valide, alors la seconde de ces deux inegalites l'est aussi et 

(8.36) Fd;· Pfx:f·-:c. 
E' E 

• 
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De1,z.01zst1·lttio,i. - II est Sl1f'fisant de p1·ouve1-- le theoren1e f)Ot1r (les 11,, 

] 1 et/11on negatives ftt1qt1el cas II=== Get Ji ===g. l)'i1pres le lem111e 3, 
• 

( 8. 1 7) est \ralable pot1r .;·Y == E..,1i, }'"::::::: E'1 avcc /r et. l c1rl)itraires [ cj·. 
( 7. 1)]. Des lors, si ( 8. 34) est ,·(tlft l)le, le scc<)nd 111embre de (8. 36) est . 

• 

E E1,. . lfk { Ez E' l 

P y· Jx· <.l.::r: • • 

Comn1e la dernie1--e expressio11 est r1on decroissa11te si /..: --)- o:i, l -->- oo, 

et. bornee elle a tine limite qt1i est le seco11cl 111embre de (8.36), de s<)rte 

que son existence a etc protivee, c' est-a-dire ( 8. 35) e·t que 

• 
G l ·/·,:::::::,. l • .t 

E' 

l)c 111e111e 011 111ontre que 
• 

G l J;r: t -~ 

E 

a ca use de ( 8 . 3 6). .. 

I)emo11stration analogue clans le second cas, c'esl-a-dire si l'on su­

pose (8.35). 

LEMME D (voi·,co aussi R. G. Cooke, rg5o, l)· 29). - Si E1., E2,E:1, E4 
sont deJ· e,isembles arbitrai,·es auxquels cor·,·e~:pondent les o-cor:ps o E

1
, 

OE,, OEa, Oe~, si t, x, y, z et T, _.,,F, Y, z desig,ient des elements arbi·­

trai,~es et des sous-ensembles de Ei, E2, E:i, E1t et 0111 , o.B'~, 6e
3

, 0E
4 

res­
pectiCJement et si _iJf, P, Q sont des mctt1·ices (E1 , E 2 ), (E2, E;l) et 
(Ea, E4) respectivement, alo, .. s 

~ .:; ,,) l: 
cp ~j· p(~~; JJ,f:r'. 

~- ..,\:' }r I .. y 

Si, e,i pa,~ticltlier, M, Pet Q s·ont bo,·nees ou si 

l py· l(l.2· I _iJl[-'C IT t· I ~z ld.t· I PJ· Ix LZ K·r, ,'t_•' 

( 8. 38) B e, 

L ~-V I MX IT < 00 Oll I 'f)z I ,Iy· K} < oo, 
~Y 11,'' 

alo,·~· (8. 37) est valable pour ..,Y=::: E 2 et .Y=== E 3 ; c'est-a-di,~e on peut 
etend,,.e l'integration sur la totalite des ensembles E 2 et Ea-

' 

Demo,istratio,i. Elle resulte immediatement des lemmes 3 et 4 
• • 

,, 
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a,rec, })Ot11':; ct 1" consl.:t11t. 

et 

Si les pr·oduits QP et Pili so11t aussi des 111~tt1·ices, f)a1-- cxemple, si Q, 
P et Al sont borne(}S c_)u si (jP e L . . P.1.,t sa·t.isfont la C(>ndition ( 8. 1 4) alors 

le p1~odt1i t de 1nt1trices est associcltif" 

( Q P) ~41 = Q ( P _;J;J), 

(8.40) 

De ce l(11111t1c 5, on decluit. qt1e le cttlcul 111<• tric L(~l 01 .. di11c.lire peut etrc 

i.tpplique en en1plo3ra11t l'inrcg1--ation cle I~ellesg·t1c-Stieltjes-lladon au· 

liet1 de la so111111ation pc>t11·vt1 c1ue toul(ls l(~s n1atrices et f'onctions des 

deux especes dont on s'occt1pe soicnt bo1 .. nees ot1 plus generalernent si 

elles satisfont (8.32), (8.33), (8.34) et (8.38) et si les produits de 

ma trices satisfont ( 8. r 4). 
• • 

Pou1-- plus de simplicite not1s 0111ctt1·011s desormais ( sauf· indicatio11 

speciale) le second cas, c'est-a-dire que nous nous rest1'einclro11s aL1 cas 

de mat1'ices et de f'onctions des deux especes qui sont bornees, et que 

nous st1pposerons de plus que les ensembles E, E', E"'1 , ET2 , ••• , coin­

cident tous. Dans ce· cas Ies suites croissan·tes E1.; peuvent i1ussi ~tre 

()mises l)uisque not1s poi1rro11s prendre E 1;- E po111~ tout k. 
Si done, Pest une 1natrice carree bor11ee, c'est-a-dire si E == E' et 

• 

' 

( 8.41) E!,' II P II = II P 11,i = 

alors 011 peut forn1er des puissa11ces de P et des 1.)oly11on1es et L,a11t que · 

les coefficients soot constants ( scalaires), ces polynomes sont comn1u-

tables. De (8. 15), (8 .. r6), (8. 13) (8.41) on deduit aisement q11c · 

11 P Q I I L I I J-> I I . 11 Q 11 · 

Notons pot1r ust1g·c ulterieur les identites suivantes : 

' 

( 8. 43) 

(8.44) 

(8.45) 

If' f =. ' 

IP=Pl=P, 

c'est-a-dire 

c' est-a-di re 

c' est-a-dire 
' 

-

J,; 0(1.t· IX = F X' 

P;x: I 1· px 
<ll· x = x· .. 
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De plus, 1'en1arquons que deux 111at1 .. ices diagon<tles sont. co1nn1t1talJlcs 

• 
(8.46) ( f I ):i: . ( a- I )'·'~ = • ,I\ b .\'.: 

• 
( ,.,. I ). :i: ( 1· I ) ·'. = 1•.t~ ,:.-·7.• 1 ~ 

b <lj· • , .X' ~ b . .,,_ • 

Notis 11E, })Ouvo11s })as toutcf'ois ren1placer ltj sy111b<:}l!3 j'I pour l,t 

ma trice diagonale j~ 1
: l~f pa1· I/' c1t1i desig·ne lt1 fonction (le premiere 

' 

espece (8.44). Si fl est. suivi pell" u11 autrc facteu1· (matrice ou f'o11ction 

do premiere espece), nous pouvons on1et·t1"'e I, ainsi 1· I P == j' J> a vt~(~ 
(/ P)I =f1

: J>1f:_ et, de m(jme 

Les integrales stir lcs sous-ense1111·)les de ~: peuvent ct.1·e (~xp1·i1nees at1 

n1oyen de mat,rices uni·tt~ << part.ielles )> 1,..1 [cf. (8.7)] 
r♦ 

(8.47) Jt'c1.,· ;·.,· = f ~,1,· l,11~,. ('\ xl•.7.: 
..,_'\: •E . •· B 

Les n1at1·ices unitaires partielles servent at1ssi a t1--onquer des fonctions 

(8.48) ( I A .f) :l:.' •11:t· 
1~{: si xeA, • 

s'il n'en est pas ainsi; () 

I ft"'x si ✓YcA, 
(8.49) ( f"I A) .Y /1 'A ('\ ..,\: \ 

) si .·F c E A 0 
' 

et d'une n1aniere analog·ue IAP IB. 

Une condition suffisante pot1r la converg(1nce de -, (Pn):x ( ou Ies P,, 
l 

sont des n1atrices lJornees) })011r toul .re et. _ I·" t~st l,l converg·c11cc de 

1. 

Il en resulte, en pa1't.ict1lier, Cf ue si 11 P [ I < 1 , al ors d 'a 1)1--os ( 8. 4 2) 

11 p,i II < I P ll'i <I, P 11 designant lit n1einc puissance de la n1atrice, 

converge et est la set1le inverse ( a droite et a gauche) de 1-P 

( 8. 5o) ( I _ p )-1 = p,1 
, ..- si IIP)!<r. 

0 

Plus generaleme11t, si la matrice.fr/ peut ~tre mise sous la forme 

(8.51) M=R+ Q, 

p,i 
0 

• 

• 

' 



• 
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ou R- 1 existe (not1s 11tilisons cette ex.1)1'ession senlement si ""--YR- R~,Y== I 
a seulen1ent 11nc solt1t.ion _t - ·- R-i ), tandis que I QR-t JI < 1 ou 

I R- 1 Q II < I, alors jJ/--1 existe et 

(8.5:>-.) -R-1 Q)'lR-1. 

0 0 

[..,,1 de111onstration d11 fait que : les del1x series dans (8. 52) sont iden­

tic1l1es, convergent si seulement tine des conditions d'inegalite est satis­

faite, satisfont aux equations pour les inverses, et est leur set1le solution, 

est banale. 
· Un cas partict1lier ( 8 ), bien co11nt1 se rencont1--e si R ==J·I est une 

matrice diagonale; (8. 5 I) et (8. 52) deviennent alors 

(8.53) 

(8.54) M-1= 

M =./'I+ Q, 

(-J'-1 Q )'i 1·-1 I 
0 

• 

po11rvu qt1e Jx ~ o pour t.out x et, par exen1ple IIJ-J Q ! <I, c'est..:.a-dire 

(8.55) I Qx IE = sup l: I Q:f l < I J:i: I 
l n 

{ ~Yn JED (E) 

pour tout x . 

9. Processus de Markof invariants par rapport a un groupe transitif. 

- Comrne generalisation des processus invariants etudies au pa1"a­

graphe 2, nous considerons un processus de Markof sur tin ensemble E 
• 

tel qt1'il existe un groupe G de transforn1ations ( 1, 1 ) -r de E dans 

lui-m8me qui est transitif sur E. Sur E un o--co1--ps o-E, invariant 

par rapport a toutes les transformations de G est defini; c' est-a-dire 

r XE aE si .1Y e o-B pour tousles -r E G, ot1 
. 

(9.1) 
d<\f 

't ..,r = Ens { ~ x x ex 1·· • 

( Un cas particulier important de ceci est celui ou E est une sphe1"e 
clans un espace a un nombre quelconqt1e de dimensions, G etant le 

groupe de toutes les rotations de E dans lui-m~me.) Nous considerons 

• 

( 8 ) Voir aussi R. G. Cooke ( rg5o, p. 3r) (2.4, II) et pou1· le cas des matrices finites 
Olga 1,aussky ( 1949), et reuvres de date plus recule indiquees dans cet article. 

' 
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alors une ma·trice de trr•nsition P ( par consequent PJ:. ~ o pou1" x e E.,, 
~-1~ E (j'E et Pr== I) qui est invariante pat' l'flPJ)Ol'L tl t<:)lltes l1·anst'orma­
t.ions tie G. 

( 9. ~) 

pour tol1s les T E G. 

Nous cl1oisissons 01--bitrairement t1n 
• 

po111.t a EE"" et definissons If 
comme le sous-groupe comprenant tol1s les TE G laissant ct invaria11t 

( 9 .3) 
tlc.f 

II = Ens ( -;; e G -r. ti = ci ; • 

E11 posant pour tout TE (J 

(9.fr) 
tlef 

1~ = H-r. H = Ens { ·r11 -c·ri~ ·'l1 e JI, ·ri2 e H } . 

• 

Les ense1nbles /?" sont mutuellen1ent disjoints et ont G com1ne 
reunion. Evidemment 

En utilisant l'axiome du choix, nous cl1oisissons arbitrairerneut clans 

chaque FT un point representatif unique Y-r; soit Ll l'.ensemble de to11s 

ces points representatifs [par exemple dans le cas des rota·tions d'une 

spl1ere dans R:1 de centre o e·t de· rayon 1, ou a est le point ( o, o, 1 ) 

et YJ1. et YJ 2 sont des rotations autour de l'axe des z cl'angles respcctifs 
<p et i.p, alors que yest une rotation autour de I 'axe des y d 'angle e, cp, y; 
ct 0 etant les angles d 'Euler ; Li est l 'ensemble de tot1s les O a vec, par 
par exen1ple o LO L. n ]. 

!)our tout xeE, il existe 11n TE G avec 1ra==x; done 1.1n :'ELl et ·ri, 

'lJ
1 EH, avec -r == YJYYJ'; done x == YJ"(YJ' ct == YJY a, puisqt1e TJ' a == a, r;' e JI. 

Si nous avons aussi x == TJ 1 y1 ct, alors 

·r.'' = ,-1 ~11-1 Tj 1 l 1 E JI, d'ot1 11 = ''11 1 -ri,11'' E /Iy II, d'ou "(1= 

puisque les points representatifs sont uniques, de sorte que )' est deter­

mine d'une fa9on unique par x E Hya, c'est-a-dire par x == TJya ( ce 
11'est pas le cas en general pour Y1 ). Alors (9. 2) entraine, en 

clef 
• 

posant p 1•== P1-, · 

(9.5) Pf= P} .. ra = P1-·, a vec Y = 1- 1 ·'1-1 .. -I'" 
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/')' est at1ssi compieter11ent <-ldditit' et, ~ o avec Pit== 1 c~t aussi [ a cat1se 

de (9. 2)] 

1~>our tout TJ E EI et YE crE. 

Pour tout rca tel qt1e //1-,aeas (c.es I" forment llfi a-corps O"D. Slll' ~) 

c>11 pose 
11er 

qI"I P 11 I' a 

(le s01--te que q1, est completement additif', et ~o avec qA=== 1. 

Alors pot1r un Y do11ne et un I"' E cra variable, JJ'J:·n 11 1, a est co111plete-
1t1ent additif clans f, ~ o, et L qr et pet1t, pa1~ co11.seqt1ent, ~tre ecrit 

sous la fo1~rne 

( 9. 8) 

ou l}~ peut ~tre choisi ::::::::,..o, .:::::::.. 1 et s'an11ulant saut' pou1· 1,.ize 111·• Pou1· 

tout Ye aE fixe la fonction ZJ. est definie s11r Ll exceple pou1"' t1n ensen1ble 

de 1nest1re q nulle et 1nesurable a6.. 

Nous inlroduisons maiQ.tenant : 

Hypotltese A : Les qt1antites l} peuvent etre redefinies de telle fa~on 

c1t1'elles satisfassent (9.8) et qu'elles soient definies pour tousles yea 
et tousles YE aE com me des fonc tio11s a valeurs t1niques de leurs argu~ · 

111ents, pour Y fixe n1esural·)les a-il en y et 11c)ur -y fixe compll~teme11t, 

additives en Y. 
Selon Doob ( 1948) line co11dition Sl1ffisante po11r l 'hypothese A est : 

E est un ensen1ble de Borel da11.s un espace et1clidien et a-E co11siste en 

t(;'US les sous-ensembles de Bo1'el de E". Les l} peuvent ~tre interpretes 

comme des probabilites conditionnelles, a savoir <~omme la probabilite 

pour que x E Y s0•1s l,1 condition x E llya. 

Ify,potliese B : JI est u11 gro11pe to·pologique compact. 

Selon A. Haar ( 1933) ( cf. aussi J-. vo11 Neu1nann, 1934, 1936; 

I~. H. Loomis, 1945), l'hypothese B entraine I 'existence d'une mesure 
de Haar, a savoir d 'one fonction d 'ensemble invariante c\ gauche, non 

negative, completement additive, definie stir le o--corps crH engendre par . 

tous les sous-ensembles ou\rerts de H, en outre bornee et determinee 

d't1ne ·fa<;on unique a un facteur de proportionnalite pres . 

• 

• 
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Les hypot.l1eses 1\. et B sont sin1ultaneme11t sntisf'aites, par exemple si 

Ji"" est une spl1ere euclidien11e a un 11<.>111brc qt1elco11ql1e de dimensions 

(~t G le groupe de toutes les rotations cle E clans clle-111en1c. 

llJ"potlzese C : 1 ° l:>our tous ·Ies ~ e .:i et .,'" e aE constants, 
tine f'onction de r1 e If mest1rn.ble. 

~~o Si :r E Cl_l et/{ E aE, fllC)l'S J(l" (1, E a,1-

"' l~ _l· e.s L 

Pa1· ces l1J'"potl1eses C 1 et C2 le a-corps o-11 ( <lo11c aussi eta) est lit~ avec 

la topologie sur /-I. 
Si Jl.K est la mesu1·e de I·fc1a1~ 1101·r•1alisee stir fl, <le sorte que p.11 =-- 1 , C 1 

en traine l' existence dt--:1 
.. 

. "' 
l~. = 

1)ot11· lous lcs s et.)'. A cat1se de ( 9. 6), 

t.!st tine solution cle (9.8) dt~ 111~me que l;., d'ou aussi L].• Done, l~. satis­

faisant ( 9. 8) et l1ypothese A, nous pouvons p1·end1·e I~. at1 liet1 cle l~. et 
• • 

omettre le trait. Alors nous obtenons 
.... 

( 9. 9) l~ . pour tout ·ri E ff, .i E i.'.l et .:VE cr11,•• 
• 

l~n prenant <ians ( 9. g) 

Zi1, a est, pou1: K variable, completement additif', ', o, borne, invariant 

par rapport a tot1s les 1J e If. Done il a aussi les p1·oprietes d'une mesu1·e 

de 1-Iaar. Done m}, etant le f'acteur de proportionalite 

(9.J<)) 

p uisque m 1-, == o st1 t1 t' , E ·1.,. De pl tis l51 r a== Ii,, d 'o i'i 

L'extension de lira a ~;- avec ,Y arbitraire donne 

(9.11) 

En substituant dans (9. 8) avec r - 6., on obtient 

(9.12) P). = q tJ_ I 1·r1~ a, 
<1r r·, "'ti ~1· 

•·"il "•-H ., 

m~== I. 



et. finalement pa1 .. ( 9. 5) 

(9.r1) 
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ot1 T.,~ represente l 'un qt1elconq11e des -r E G avec T.t·a - x. D 'u11 autre 

cute, il est clair que ( 9. 13) satisfnit a nos conditio11s. 

Nous avons done demontre : 

T11EORE1\IE 5. - Si Gest u,i groupe t1·a1zsittf de t,,a1isj'ormatio1is de 

E dtins lzti-n·ie,,ie, si If est le sous-groupe rle G lai,r.;~~ccnt i1i(,1a,,iant u1i 

point do11-1ie. a e E, [J.x la ,nesure de l/aci1-- normalisee su, .. JI et Ll zi,i 

systeme de 1"eprese1itatio1is des clas:,•es bilclterales ,,iodulo. 1£ ( 9. fr) de 

II dlins G, alo1~s q11,e q1, P.st don12e par (9. 7) et si les lt.ypotlieses .t\, B, C 
sont satisfclites, alors toute matrice bo1--1iee (E, ET) qui e~~t i1l.,,a, .. ia1ite 

.~ozt.> G, peut et1"e ,--ep1"eseritl~e sous la f orme ( 9. 1 .3). 

Si, en particulie1--, G est simple,nerlt transitif~ sur E, c 'est-a-di1-e si 

If se compose seulement de l'element unite, Ll == G et ( 9. 7) et ( 9. 13) 
simplifient en qr ==p1,, a ct 

(9. 14) P·xx· = q l'i:".-x: r a 
<lY X • 

't.· G 

' ' 

Si, plus particulierement, E et G sont identiqt1es, not1s po11vons poser 

ct== 1, -r.'1· == x et not1s <>btenons q 1.., ==JJ 1.., et 

(9.15) P .).• 
x= 

Si G est comn1uta tif et ecrit additivement, ceci C()nd t1it ~a ( 2. 8). 

'10. L'identite fondamentale de Wald po1.1r des processus stochas­

tiques arbitraires. - Exactement le m~rne a1--gun1ent qt1i conduit a 
l'identit~ fondamentale de Wald ( 5. 17) s 'applique si E est un espace 
euclidien a r dimensions, x et y sont des vecteurs reels et ~ un vectet1r 
complexe a , .. dimensions, ~x est le produit scalaire. II s 'applique egale~ 
ment dans le cas plus general ou E est un groupe abelien additif et . 

~ == ~t + i ~2, ou ~1. et ~2 sont des homomorphismes sur I 'ensemble des 
nombres reels, c'est-a-dire pour tous les x et y dans E..,, ~;x est un 

nombre r<~el tel que 

( ,: = 1, 2 ). 
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N-ous pot1vons 1·esun1er not1'e resultat. clans lt:1 

T11EOREAtE 6. - Si E est un g·,··oupe abelie,i ( additij·), si ~0 , ~ 1 et ~2 

so12.t des homomorphismes da,is le g1"0ltpe addittf des 1iombres reels, 

si~==~i+ i~2 et 9(~0)<00 et inf (~0 -~1 )x>-c.o, l'iden.tite 
::t:EB 

' 

00 

(ri.17) 
--, 

'P ( ~o )-,, C X' l: l. 
(ll) <lj' e1:,, = I 

1 
' 

e:;·t satisjaite 

Une generalisation pa1·tielle de ce tl1eore1ne a des p1·ocessus stochas­
tiques arbitraires, determines par les pro])a bilites de passage Pf:; ... , .t-·n-x 
sa tisf'aisant a ( 2. 1 )-( 2. 4) est ob ten ue comn1e suit : 

Nous faisons l' 11ypothese sup1Jleme11taire quc, lorsque le point cl1emi­

nant arrive a l'etat Xn_f (n ~I) a pres avoi1· passe si ll . .-~2 par Xo, ... , Xn-2, 

il existe une probabilite Af"n°J· ··•• x·,1
-

1 pot1r que ce point soit absor·be, done 

une probabili te 
B·7 'o, • • • 1 x,,-t = I _ A Xo, . • • 1 ::t:n-t 

(n) (n) 

pour qu'il ne soit pas absorbe. 
' 

En outre nous introduisons les quantites auxiliaires [T-t:o, ·· ., :t·1i--1 et 
' (ll) '· 

T,~:; ... , .1'.·n-1 interpretees com me les prohabilites conditionnelles pour qt1e 

la catastrophe e n'arri ve pas sous la condition que le point cheminant a 

passe par x 0 , •• • , x,i-t et a ete (pou1 .. U) ou n'a pas ete (pour T) ahsorbe 
en Xn-i. Finale men t IlOllS definissons C{1;f)' ... '.1'n-t co1nme la probabilite 

conditionnelle totale pour que e n'arrive pas sous la condition que le 
• point a passe par Xo, ... , Xn-:l. 

Pour calculer c(i;; ... ,Xn-t pour l'l ~I, nous 1 .. emarquons qu 'il Y a deux 
• 

cas complementaires : ot1 bien le point est absorbe en Xn-t (probabilite 

A,ro, ... ,X:,t-t) auquel cas non-e a la probabilite uro, · ... , :t_•n-t OU bien il n'est (n) , (n) , 

pas absorbe (probabilite B(~fJ•···••'Cn-1 ) et e n'arrive pas (prl>habilite 
T(:f;:;···•:t·n-1 ); alors il saute dans un << petit >> ensemble dy (probabilite 

P(1i····J;r:-1 ) et il vit heuret1x jt1squ'a la fin des siecles (c'est-a-dire e 
• 

n'arrive plus plus tard probabilite lY:r.o, •· ., .xn-1 , 1·) Done nous avons , (n+1) • 

( 10. I ) c·,:rno), ••. ' :t·n-i = A ,1"o, ••• '.1:·n-t u·ro, ... '."l',i-1 
(ll) (lt) 

+ sro, ..• ,.i:11-1 Tro,.,,,_.,..n-1 p:i:..·o,••·•·,..n-t C•ro,••·,-'t'n-s,Y 
(nr (n) (n) <I)· {n+t) • 
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:Pot11-- 11 ·- o 11ous avo.ns unc equation sin1ilaire avec la seule difle1--encr1 

c1t1e Ics indices st1pe1 .. ieurs excepte J" fo11t det'at1t. 

_l)c)u1" sin1plifier Jes forn1t1lcs, nous on1ettrons les i11dices infe1 .. iet11's 

(1,) et 1"'emplacero11s la suite d'indices superiettt"S Xo, ... , ::r:,, i pa1' t111 

set1 l sy11l l)ole n ( p}11'COt1rs). ( 10. 1 ) devie11 t 

J)r.: C'1t,· <l } . . • 
• 

l)ctr~ st1bstitt1tions st1ccessives, noi1s obte11011s un developpen1ent 

f"'or1·11el pout' C"1e, 1r etant. donn6 ( en pa1·t.iculier aussi si r: est << vide )) ) 

X P n .l·1 A 1t ,·1 ,·, [f-r= 11 ,·., + 
tl,·1 · • . ., - • • ~· 

• 

• • • F TC .'.>·1 · • • J
1
·k--f ~1 r. 1·1 ... ,·,. [ 1r1t 1·,.,. 1·1..-

( }'J..· .. • . • • • 
• 

ll 

Pour que ce developpe1nent soit. convergent et suit t111e solution de 

( 10. 2), il est necessaire et s 11ffisant q ue 

• 
(10.4) • • • 

V 

tende vers zero lorsque ft ·> co. 
E11 vt1e de generaliser le tl1eore111e 2, nous consi<le1·ons des solt1ti<)ns 

du systeine cl'eqt1ations ( 110. 1) dans les inconnt1es C~1--·,:-rn-1 Ott les U et 

les 7 1 ne sont pas necessai1'emenL des p1--ol)abilites ( Lien que les A, les 
B et les P le I"estent) mais pe11vent (jlre des s11ites de fonclions (non 

necessairen1ent bornees) arbitraires reelles ot1 co1nplexes. 

THEOREME 7. - Si: A. pour tousles net tousles rr: == (x0 , ••• , x,1 __ 1 ) e E 11 

il existe cles 1io1nb1"es , .. eels u:, T'; tels q1te : 

A. 1 • 1-r: ~ o pour tout 11, et tout rr e E 1l ; 

A.2. U~ ~ o pour tout net tout n eE11
; 

A. 3. T; P~y· u~.>· ~ u~ pour tout n et tous les re e E 11 avec B'ft~ o. 

S.,i: B. les fo1ictio1is T'TC, U'TC so,it de.fi,iies pou,· tout ,i et tout 1r e E 1l­

~·i (:) et c sont des nomb,,.es ,--eels non 1iegatzfs et si: 



I') ,·)i 
) • .c: • 
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I 7"!1t l ~ () 1~ pot11~ tot1t ,i et t(1ut re e E," 11
; 

I [f-rc I ~~ c ~ po11r tot1l ,z et. tot1l. 1r e .E""'11
, 

-1 ~)'I 

ctlo1·s les eqitatio,is ( 10. 2) 011t cle.s ,<:;olzttio1is (: - -- (; ( U), do12.1iees 1>ct1· 

( 10. ,3)' qzti Sllti.~jo,it a l' eq11cttl()ll 

(~'r:( [') = Lir.. 

po11,1• l()Ul ,i et toitt 1r, si et seu.lettie11.l .,·i 

•• 

pou,,. toltt ,i el toztt n r_11,,,'ec B-rc ~ o. 

De1rto12st1·ctlit)}l .. - En ec1--ivant 

(10.7) 

A. 3 devie11t 

(10.8) Q7'C ij7'C r / 1r:>7. urc 
(l d'. (l ;_ - ~ (I , 

• 

d' ou decoule !'existence du 111e111.bre gaucl1e. Lc~s termes de Ia som1ne 

( 10. 3) avec To, U0 au lieu de T, U sont ~o. Le ( k + r )1eme terme de 
cette som111e est L la 1nt!1ne expression Ott le facteur A1t,.,·1 •• •:,·i- ( qui est 

.,,::=.: 1) est omis, d'ott, par (10.8) avec 1ry1 .• · .. 'Yl.:-t au lieu de 1r ety,( at1 
lieu de y ✓,,,, le A-1e111 e terme avec A7i.1•1···.~·1.--- 1 rem place par Br.Y1 ••• -"'·k-1 • La 

somn1.c dt:1 J..~lemc et du (k · l · I )ieme te1·n1e est L le kiemc tern1e ou le facte11r 

_.:17C_,·1 • • • -'·""- 1 esL omis. En continuant de cette sorte nous trouvons que la 

son11ne des premiers k + 1 termes est LU~ de s01~te que la s(;rie est 
bornee, done convergente. En designant sa somme par C~ nous avons 

alors oL c~ L ~ et aussi O L. R:, k .c::.. u~ OU R:, k est l'expression ( l O. 4), 
avec T et C 1'en1places par To et C0. De B. 1-B. 3, on conclut alo1~s que 

les in tegrales dans ( 10. 3) a t1ssi bien que la somme de la serie existent 

a bsoll1ment et que 

R'it L. (}k Rrt L QkU7i. k.= o,k-·- u, d'ou lim R"' = o k 
k~oo 

de so rte ql1e ( "l O. 3) satisfait a ( 110. 2). Mais si une solution de ( 10. 2) 
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satisf",iit. a (110. 5), (10.6) est valable; c'est tin 1--esultat banal. Si, d'al1tre 

})art, ( ,,l O. 6) est valalJle en n1~n1e ten1ps ( 10. 3), nous avons 

( 10 . 9) U'n C'n = lim 
ll '7)- c,o 

= lim 
n~:t.i 

-

B1e U1t 

n-1 
:-, 

l 

+ 

• 

Qr.. 
cf 1 ·1 . . 

ll .., ., . 
on k .... 
'- ll-\· ., 1 

I 

• • • 

Les expressions entre accolades s'annule11t. a cause cle (10.6), (10.7) 
( avcc rr y :1 ••• )ilr-f au liet1 de rr et y1r. au lieu de Cy). Done elles res tent 

nulles apres des integrat·ions repetees et la premie1"e somme entre 

crochets dans le deuxieme rnembre de (10.g) s'annule. Le dernier tern1e 

entre crochets est absolument L o,i U~, done il tend vers zero, ce qui 
demontre ( 10. 5) et le theoren1e. 

Dans la demonstration du theore111e 7, le len1111e 4 (Appendice, § 8), 
n'a pas ete utilise. On peut done s'attendre a ce que le tl1eoreme 7 
n 'implique pas co1npletement le ·theoreme 2. En effet, dans le cas parti-

• 

culier d t1 theo1"eme 2, nous avons 

p:K.~r,, • • •, .t·n-1 = P·:Crl-1 A :er,, • • •, .-~·,,-1 = A .1:,,_J." 
X, (n) , 

B.-.::a, .•. , .?.· ,1-1 = B·1.·,i-1 
(tl) ' 

•• 

Les conditions dt1 tl1eoreme 2, excepte (o.8) sont satisfaites, mais le 

theoreme 7 devient 
• 

(10.11) ca-·( U) = u.-,: 

si et seulement si 

(10.12) Ux = Tx P~f 'Y UY 
~ 

• 
• 

de sorte c1u'il reste a prouver que 

(10.13) C-X( U) = 

OU Cx est donne par ( 3. 2) si ( 5. 8) est satisfaite 
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En ut.ilisant le lemme 4 (.t\.ppendice, § 8), on obtient (10. r3 ), • ce qui 

est une g·e11eralisa Lion di1'ectc de ( 3. 3) po1.1r tous lcs [,T.i· satisfaisant a 
B. 3 . .1.t\.insi not1s voyons que I' ense111ble cl t1 Ll1eo1·e111c 7 ct d tt le111n1e 4 
implique le tl1eorc111e 2. 11 seml)le qt1e pour 11ne g·eneralisa tion directe 
du tl1eo1'eme 2 u1-1e gene1 .. alisation d11 lemn1e o avec Jc,;y· au lieu de J'.1· 

soit necessaire ( u). 
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