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1. Inleiding

‘De auteur van dit hoofdstuk bespreekt op pag. 464 het
volgende voorbeeld. Van drie fietskogeltjes werd de diameter
‘gemeten met 7 micrometers, met ieder micrometer werd elk ko-
geltje 2x gemeten. De metingen in microns vinden wij in de vol-
gende tabel (tabel 62 van de cursus)

micro.
W 1 0 3 4 5 6 7
kogel ‘ ' : :

4 9523 | 9526 | 9522| 9520| 9520 | 9520 | 9523
9522 | 952U | 9521 9519| 9520 | 9520 | 9525

7139 | 7148 | 7138 | 7131 7141 | 7138 | 7139

2 7136 | 7151 | 71k0| 7139 7139 | 7135 | 71hL
5550 | 5551 | 5551 | 5550| 5550 | 5550 | 5549

3 5551 | 5553 | 5553 | 554€ | 5550 | 5551 | 5554

Deze waarnemingen kunnen op verschillende manieren wor-
den geanalyseerd met de methode der variantieanalyse. Het 1is
direct duidelijk; dat de diameters van de drie kogels verschil-
len, een verschil tussen de micrometers minder evident,

2, Modellen

Wij gaan in de eerste plaats uit van het volgende model:

(25/,) ZL.OLk = g..‘/ o+ éf—,,g//< , ¢ = bhooy B (3 kogels),
/':‘A'~->7 (7 micrometers),
A=62 . (duplo's).

Hierbl] zijn de é27% onderling onafhankeli jke waarnemingen uit
een normale verdeling met gemiddelde O en spreiding g; . Wij
onderstellen dus voorloplg, dat de spreidingen voor de drie ko-
gels verschillend mogen zijn. Bij één kogel en verschillende
micrometers moeten de spreidingen gelijk zijn, anders is geen
analyse mogelijk,q) Wij zlen verder, dat volgenscgﬂ) de verwach
ting van 2¢

—

tweetal dup{owaarnemingen.

. . o T - B> 0 o v

ke niet van A‘afhangt en dus gelijk is voor ieder

1) Of: de verhoudingen der spreidingen voor de verschillende mi-
crometers moeten bekend zijn; dit geval behandelen wij echter
niet. '



Wij schrijven nu:
/“=§--=E}{'L,ﬂ, é/»
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Optellen van de rechter- en llnkerleden van de 1e, 3e, 4e en 5e
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gelijkheden geeft:

(2;2) . §(°J .:-//vé ’:,--"""c'x h s x/ + L»L‘/
terwijl de bijvoorwaarden
= T m Lpuye Ty 0
5 Tpm Tpy e Lo Lpes-
(233) v ///‘ ex /v- y )2,/ ; ,/ C/ / S

gelden. Het model is dus nu

(2;4) ?ﬁé;r¢¢¢-ucx 1ak/ * H?/ Léfé , met bijrelaties (2;3)

Dit is dus niets anders dan een andere schrijfwijze voor het
algemene model (2;31)

Hiernaast kan nog een geheel ander model worden aangenomen,
het zogenaamde stochastische model ( in de Engelse literatuur
ook wel "components of variance model" genoemd). In ons geval
wordt dit:

(255) &/4*/4*624 +«(») Floy ALl K

Hierbij zijn alle stochastlsche grootheden o’.0. trekkingen uit
normale verdelingen met gemiddelde nul. De spreidingen van de
verdellngen van ., g'jggf en g%ﬂé zijn respectievelijk d,, v, g
en - . De interpretatie is voor het onderhavige geval niet zondes
meer duildelijk. In het biljzonder is de onafhankeli jkheild derge;
uit de lucht gegrepen, daar b.v. vddr vaste ¢ deze g%;op dezelfde
‘kogel betrekking hebben. Wij geven dit model niettemin, omdat

het ten grondslag ligt aan een van de toetsen die in de cursus

worden vermeld.



3. Toetsen

Wij passen eerst ultgaande van model (231) een enkelvou-
dige variantieanalyse toe op kogel Nr did:gz,}), Wij willen dan
de hypothese toetsen dat de meting niet afhangt van de gebrulkte

micrometer, dus in formule
;0 gv'=‘fﬁ ( ¢ constant)
of ook, uitgedrukt in notatie (2;4)

..... Lot Loyt Ly, by, onafhankeli jk van‘j',
‘/.. e [/‘ o {7 ﬁf

dus

[3 )‘ 2,) ‘/‘._.l«{ )(0!1‘ + //&C 4,(';;‘,' = ),é,

Door sommatie ove%/*wordt het linkerlid van (3;2) nul, dus % so
De hypothese 1s dus

(3;3) ‘ /_/“)(/' 7{"/%&'&?{': s, ) (:‘/':,/_)>»>,/7).

Volgens de methode van de variantieanalyse wordt nu de
totale "som van kwadraten"

Z 2, “?94' *
7 ( Ziph )

gesplitst in een som "tussen micrometers®

en de "restvariantie':

(334) ﬁ- (% 4 x. )V x ,\;. (x,. —zu)" +¢::f% (Teik -2y )
Uit de theorie volgt nu, det de tweede som van het rechterlid,
gedeeld door G”Qeen.;szeréeling bezit met 7 vfijheidsgraden als
het model (2;1) geldt. Verder heeft de som "tussen mlcrometers"
gedeeld door O *een Xaverdeling met 6 vrijheidsgraden, indien
/u%jf;x%;sa ot 59”‘£;=0 ézx/y537) ; m.a.w,, indien de
niérometers gelijkwaardig zijn. Is dit niet het geval, dan
geldt:

éi? 2 ;C/&'L;/" - ?o‘.):‘n < Zﬁ/fcc/ ‘“,{c'.)z?“ o,
- De grootheid / ) 4 .
.zjzégof'- x. ) :

(3:5) VA - .
(;:7;- C?t‘c/»{* - .’?46/ )

(het quotignt van le gemiddelde kwadraatsommen), die onder de
hypothese/ﬁ@x-ffgnso een,f.verdeling bezit, zal onder model (1)

Y Y




waarschijnlijk grotere waarden aannemen, zodat de kans om in het
kritieke gebied (de rechterstaart) van de / -verdeling te komen
groot is. En deze kans neemt toe naarmate de term @wazj?(ﬁk~fhjz
groter 1is. 4

- Voor de waarnemingen van de eerste kogel komen wi nu tot

de volgende Variantieanalyse—tabei3ﬁ:

Tabel 331

Bron v. variatie | Som v. kwadraten | Vrijh. gr. |quotiint F
tussen?%irometers /5A586 6 0,13 11, 6L
rest (R) 5,550 7 J,79
totaal(T) 00, 30 13

De bij deze / -waarde behorende overschrijdingskans 1igt tussen
0,01 en 0,001. Wij moeten dus de hypothese verwerpen, dat de
metingen aan de eerste kogel niet systematisch wirschillen. Voor
de 2e en 3e kogel kunnen wilj hetzelfde doen. Het resultaat vin-

den wij in de tabellen 3;2 en 3;3
Tabel 3;2

2¢e kogel
Bron v. variatie Som v, kwadraten| Vrijh,. gr.kGem°scvakw, B
M 273,71 6 k5,62 5,15
R 62,00 7 8,86
T 335,71 13
- 0,025>k 20,01
3e kogel Tabel 3:3
M 14,86 i ¢ 2,48 0,89
R 19,50 ; 7 2,79
T - 34,36 ‘ 13
¢ k> 0,50

WiJj zien, dat de Qérianties aanzienlijk verschillen (0,79;
8,86 en 2,79). Het gquotisnt g:?g = 11,27 blijkt dan ook onwaar-
schijnlijk groot te zijn. De kri‘ieke waarden van dit quotiént
(grootste variantie gedeeld door de kleinste) zijn getabelleerd
in Biometrika Tables for Statisticians, Vol I, table 31. Bij een
overschrijdingskans 0,05 hoor: he% quotisnt 6,94, bij 0,01 de
waarde 12,1, wij zijn dus vrij dicht bij een overschri jdingskans
0,01,




Verwerpen wilij op grond Qan dit resultaat de hypothese, dat
de U, gelijk zijn, dan kunnen wij de drie waarden van F die wij
gevonden hebben niet combineren., Wel kunnen wij van alle drie
de overschrijdingskans A: 65:62)§)berekenen en vervolgens de
grootheid

(336) 2 Aoy K, by Ky

Deze grootheid heeft, onder de getoetste hypothese, dat de mi-
crometers niet verschillen, een X%»verdeling met 6 vrijheids-
graden. ° ' B , .

Indien wij echter aannemen, dat de varianties toch gelijk
zijn, kunnen wij de uitkomsten van de drie kogels als volgt com-
bineren. Wij tellen de drie sommen van kwadraten tussen micro=-
meteré%%n eveneens de drie restsommen., Onder de hypothese, dat

de/u%p7agvoor alle drie de kogels gelijk aan nul zijn, heeft
21 som Tussen micrometers

18 Som restsommen

18 en 21 vrijheidsgraden, vanwege het pteltheorema voor ver-

het quotisgnt weer een/ -verdeling met
delingen.

De betekenis van de getoe*tste hyvothese komt duldeli jker
tot uiting, indien wij ons realiseren, dat nu

o o A e voor alle (¢ en /.
xj * e /= & /

7

Sommeren over ¢ geeft nu, daar g/u?n=o is:

Hxy =0 ly=ho-57)

dus ook
Aty ) =0 voor alle ¢ en |
/ “ Y
Dus de getoetste hypothese is nu:
(3-7) /’/@ N //MXVI'-‘SV'ML/'ZO (C:/J)S 3/'._:_—/))7)

Wij vinden dan

o — .}l 343, 3: 3 \ o o .
(338) F= = “LW:M 30 ;. 0,0/ 04 > 0,00/

Deze methode leidt tot verwerping van /% s indien de micro-
meters verschillende resultaten geven per kogel, maar de verschil-
len behoeven bij de verschillende kogels nief parallel te lopen
voor de verschillende micrometers. Immers als b.v. de eerste
micrometer bij de eerste kogel sterk van de overige afwijkt, de




laatste bij de tweede kogel en weer een andere bij de derde kogel,
dan wordt de teller van F even groot als wanneer degzelfde afwilj-
kingen voor alle driec de kogels bij één bepaalde micrometer op-
traden. Dit komt in het model tot ulting in het feit, dat een
hoofdeffect tezamen met een interactie getoetst is. Ook als het
hoofdeffect 0 is, maar de interactie niet, zal men langs deze

weg tot verwerping van de getoetste hypothese komen.,

Indien wij aannemen, dat de 0, gelijk zijn, kunnen.wij,
ook uitgaande van model (23;1) of het daarmee agquivalente model
(é ;4), een tweevoudige varlantleanalysc uitvoeren. De totale som
van kwadraten ET (@yk z, ) wordt nu gesplitst als in de volgende

tabel 3:4 is aangegevcn

Tabel 334

5£§2a2§2 Som van kwadraten Vr.gr, Verwachting quotient
tussen A z 2 owE oot
cogels (K) | 7Y ?: (Z:.. ZCJ 2 TG Mex
. 2
M 6 Z [.7_6.".~ x..) 6 2 ; e
/ P
Interactie | , 4 N , ' t°5 n 2
(M x K) -~ ‘i; (2‘?&/.“‘ .2.‘61."_./_7‘_?-.‘.)1 12 Z- /T‘//é{b/ ~ 7
rest ‘;,_%—A— (3‘9}4 - ac'éé,',)'?‘ 21 ; 7
= "

Totaal 2o (Zeih - x.. ) L4

WiJ kunnen nu toctsen of de/&gx,/x?»respo defxg-nul zijn,
e T ¢
door de sommen van kwadraten K, M en M x K, gedeeld door hun
aantallen vrijheldsgracen, te delen door de restsom, @veneens

gedeeld do r zijn aanval vrijhzidsgraden. Voor ons voorgeeld
levert dit op: Tabel 335
Bron van P . - '
variatie Som v.kwadraten vrijh.gr. | quotiént F ov.kans

M 221,15 6 36,86 | 8,90 | k <0,001

K 111848672, 71 2 -

M x K 120,28 12 10,19 | 2,46 | 0,05>k>Q01

rest 87,00 21 L4
Totaal 111849103, 14 4

Het F-guotisnt voor de kogels is niet uitgerekend, daar dit
niet interessant is.

De schatting uit de cursus (13):

Se = %,0 is uit het restquotiént bepaald: V4,14 =~ 2,0.




De restsom in tabel 3:5 is de som van de 3 restsommen 1in
de tabellend1,32 en33, De som M + som MxK in tabel 3;5 is de som
van de sommen M ult G¢ tabellen3d;y1,3;2 en33. Het A-quotiént (3;§)
toetst dan ook, zoals wij boven reeds gezien hebben, de hoofd-
invloed M en de interactie MxK te samen, nl. de hypothese (3;7).

De analyse uitgaande van model (2;5) geeft wat betreft de
splitsing in kwadraatsommen geennieuws, wel echter wat de ver-
deling van deze sommen onder de verschillende hypothesen betreft,
zoals wij zlen, als wly tabel 3:4 vergelijken met de volgende

tabel 336, Tabel 336

on va . o
5§r£a¥12 Som v. kwadraten Vr.gr. | Verwachting quotiént
D {
K ry T x —z )? 2 /g gpte 2ot et
5 V& ! £ =R 2 A
M & b &_2‘_'/ ~ &) I; 6 b gt A RGN o
M x K 2 (rey =Xe- 2, 22f 12 : 2 R gt
L)' ¢ —0{» R (
'_)“ ‘/,p . 2 - H 0—-'2'
rest ga ( g,aj - ac‘ai> % 21 f .
Totaal Ev/ (2o b - 2. Y b1
PR & ks i

Willen wij nu de hypothess toetsen, dat Ogi@ hetgeen over-
eenkomt met ¢, in model (2;4)  geen interactie) dan moeten wij
dezelfde toetg gebruiken als in dat geval,

Nu hebben evenwel de geniddelde sommen van kwadraten voor

M en MxK, gedeeld door 2¢;2+4¢* een X% -verdeling met 6 en 12 vrij-

heidsgraden onder de hypothesaﬂﬂwﬁfzzo g&ﬂrc.u,fﬁ s hierog‘o
Wij moeten dus het hoofdeffecs micrometers nu toetsen '"tegen de
interactie",

Dit geeft het / -quotidnt

2 oA s p
(3:8)  Fa F 22 234 {005 >k >0,0/0)

Dit is wat in de cursus is gedaan. Wij kunnen nu ook de

-

gy schatten (S*}Q‘in het rapvort), immers de verwachting van

C
het quotiént MxK is 2¢;%c’%n var. het restquotient o%, dus het
verschil /%%,9-«4%/¢=€ofis cen &chatting voorlicgz’Dus de schat-
ting voor <, 1is

S, /5o

7
" ;I—’—/»-uun.“. o /
»SA—:: ;‘b‘} o5 = o=, S

i

b8

O

B .
als in de cursus.

De factor #Er komt van het feit, dat wij kijken naar één waar-

neming, terwijl de s*in de cursus betrekking heeft op de som

van de duplowaarnemingen, waarvan de variantie dus 2x zo gro t is.
Tenslotte kunncn wij nog opmerken, dat wij in plaats van

Te i une



met model (2;5) ook nog hadeen kunnen werken met een model, waar-
bij één of beide van dc £h‘en—é; niet stochastisch waren, maar de
interacties wel., Voor cCc toetsing maakt dit echter geen verschil.

o P2y




