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1.,1. In deze !"QOht •\Ulen wij het gebru .. ik Y8.11 de wa;➔. · · hijnlijk-

hei.d..e 1'Jnd .. ng in de mathemati@loh& ~t.e.tistiek aan enkele elemen•"· 
taire voorbeelden toelichten. ~Jij hebben deze voorbeelden gekozen 

uit de meest voorkomende statistische methoden met de bedoeling 

een illustra.tie te geven van de methodologie van de mathematische . 

statistiek. 

~:iij zullen de wafi:r~c_1lij:r,~ij,},sry,
11
~ •• t4~.,~k;~n~J?.t!{ beschouwen als een 

-~~;.2mf,?,;t,,~~,cn ~pgezet deel der zuivere wiskunde, met het begrip 

ems in staat uit gegeven waarschijnlijkheden andere af~te leiden. 
mathematische statistiek bescr1ouwen wij eveneens als een onder•· 

deel der zuivere wiskunde, d.a.t echter in hoge mate gericht is o-p 

de toepassing der theorie op diverse ervaringswetenschappen. 

Deze ~(?e_p~~$~1:lg komt bij een gegeven experiment of onderzoek , 

op de volgende wij ze tot sta.nds 

A. r~1en kiest een mathen1atiscl1 model, dat zo geed mogel.ijk bij 

het exneriment of onderzoek aansl ui t en tevens niet zo ingewiksr:• 

keld is, dat het mathematisch niet meer te beheersen is. 

B. In dit model past men de theorie der waarschijnlijkheidsT 
,. ,_ I lid II I I S 71 TIFF & I :n JC;,, 5 -- ; 1 ., ,., _ ■; J It b f 11Fl11iAIIJI kllilll I I ii Iii - . 

,rel$.,t?:,n,~.ng. en .... mathematische stati stiek toe. 

c._De verkregen wi s1{ttndige resul taten worden in conclusies of 

yaq_9!'.~l2~.~+1=n.g~.P.: vertaald met behulp va.n het prix1cipe, dat met het 

optreden van een uitkomst root zeer geringe waarschijnlijkheid bij 

het verrichten van een enkel experiment geen rekening gehoudan 
word.t. 

"~Vij hopen deze nunten door middel van de voorbeelden nader toe - . 
te lichten. 

Men kan met evenveel recht de statistiek a.ls een tak V9.I1 toe
gepaste wiskunde beschouwen. Daar wij echter hoQfdzakelijk aan ··~~ 

., ,_ 
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het zuiver mathematische g~!decltc punt B aandacht willen beste

den, prefereren wij voor r1tJt mornent, er1n scheiding tussen dit ge 

defJ).te, dat wij d<1 matl1em:1.tiscl1e statisti\~k zouden kunnen noernen, 

en de door iit:j punten A en C ann~e,5tJven met.hode van toe1)assin,g. 

1. • 2. tie · m" de 1 • 

• 

Bij ierlar stftt istisch exrycrir1t~r1t. o~f ondt~rzoek \\70rd.t, ter be•-· 

werk:i.ng vf1.n d<? gevonden rest1ltat(:::n, een mt~1tl1crnA.tisch model geko..:,. 

zen. Bij deze keuze tracht men steQdS m1]t twee eisen zo goed 

mogelijk rekening te houden: enerzijds moet t1et model een zo ge
trouw mogel ijl~ b(~•Jl d zi jn van htJt \:.,1er1<1--::J. ijke experiment, ander·

?.ijd.s zal men trac1·1t2n het zo ecnvoudig te rnaken, dat ht't mathe

rna tis i:·11 beh,Jorst kan word<_~ n. 

. Tor wille van e\;;'n grotere aa.nschouvi.,elijkht~id kj.est men als 

model. vart1{ een geluksspel, zoals het werr.,en met een munt of dob•-• 

belsteen, l1et trelrken van ballen uit een vaas o:f een ander soort 

loterij. T.'fierdoor wordt v;el ecns de indruk gewekt, alsof statis-· 

tici zich s"Oecia1.l met deze ''goks:;t]lJ.etjes'' zouden onhouden. ?·1cn 

ziet echter zt.:11.d(➔ n e 13n statisticus ballen uit een vaa.s trekken. 

Daa.r de waarde van een aansc"'1ou\velijke voorstelling niet te ender~ 

schatten is, zullen wij ook hier van een <lergelijk model gebruik 

maken, al kan men dan, strikt genomen, niet van een zuiver mathe

matisch model sprel{en. In eenvoudige gevallen, zoals de hier te 

bes-preken methoden, schuilt er in h13t gebruik van een dergeJ.ijk 

aanscho1..1wolijk model weinig gevaar voor V(~rlies van 1nat.hcmatische 

strungheid en precisie. 

Het model, wa::trover wij zulJ~en STJrekt-.:n is het \Ver"D8n met een 
o~ twee in het algemeen ''onzuivere'' munten, waarbij vvordt onder

steld, dat het resul taa.t van iedere \11orp onafhank~ .. lij~~ is van het 

bij vroeger~ worpen verkregene. ~it model wordt verdero~ nog ge
-preciseerd. 

Als voorbeeld van onderzoekingcn, waarbij dit model vaak wordt 
gebruikt, noemen wij: 

1. J)e bestudering van de verhoudit1t.~·rvan._b~t aanta.1 jongonet-'• en~ 
meisjbsgebeorten. ~ • 

2. De bestudering va.1·1 de :kvialiteit van een ma.ssa1)rod.uct, indien 

deze kwali tei t kan worden ui tgedrukt a.ls het percentage ondeugde••· 

lijke exemplaren in een afgeleverde partij. 

3 • De bestudering van het percel1ta.ge verzekerden van een gege .. , 

ven catogorie, die voor een be"!)aalde leeftijd overlijden. 

• 
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4. Het ~.,,~rp;~li.ikt::r1 Vil.1'1 twed 1abri.cagemet,hode11 of .geneesn1id<1i3-

len. 

5. Ool{ 1Jij Vt:lt.~ tl1eo1·"'etiscl1e , . .,1"01,1.emt,n van de sta.ti,1tj_elc Vv'o1--den 

he t m() ,.:J ~ 1 
·" . l "-·" ,,..J. ,., . ..i.. f o:f de bir1i··1cn t1r::t morlel g-0J .. der1de stel.1.int;en, vt:elvuldig 

•••• c 

gebruikt. 

dere proble1nen het f;"'s~:not2'mdf3 modt~l t,; tsebruik.en, zulle11 wij ni.et 
in h t;:li t l:,' ,•;;a (1 i l 1 t'T' [) r (} 11 t~_"', f: l:1 • .., t;;, ...... .I. ' .:, -' 

' 

1.5. De a.xi_~rria.s • 
.d !J I tt I - 2 t ldil. illil :tll IF • 1£114 •- " ... Cl 

1 . . 
1.serJ.ng van het be1,.ri-; 

• 

;_tl s 

f + . . ' ... t Ht "' , ~ "" ' . .-t ·• . :·. "ll, .. :::a , •.• r ~-· q u .. n . ., 1 ~,,, q .. ..t o T, 1 ,_, r1 • J. ,..., . f' e t· t· ·· t ua11 iequo ien ... 

van het kenrnerk 'tkruis;' K) bij ,:~er1 seri.e women met eer1 munt is 

he t a.ant al rna J e n, d r,. t r: o ·pt re l:~ d t , ge t3. e 1:·, ] .. a do c1 r he t to t al e a J. n t al 
.. ,, .. 1 . · 1 ... • • • • 1 d t 1 vJa.,r_,)en. !!.en ddr&e 1;11,: 1ret11.1r~!11t1c!quot1ent .<r1n ~J()r en ongeva a s 

een meting (of zo mt111 i.,vil: scl1atting) v::1.n de v1aarschijnlijl{heid 

van het 1{1~nrnerk K bij 11f3t ·.~:c.:rnen van. deze mu.11t, \Vaarbij dan deze 

wa~trscl1 j_ j nl i j k}1e id t:E"::: n a1=) strncte 111at 11 t::Trt~:1.t is cl1c gro ot11e id binne n 

het natl·lc1rq1r~tisc11 rnodt3!]. is (vt~r.~§;elij1r h(:t, begri!.) '1 ]_engt<:'' vi-tn. can 

st :~lf.l f) • 

Heeft men Ct?n eindige verzameling_ van JJ elcment,-:::n, dj_e ieder 
e , -

"'~ d 1 ~ ft n ,.... d d . h t ,:: n o i II1C er vrJ.n e .K(~ nm t;;ri<en A, .• , v 8 nz. ragen, an 1. s e 

'frequf;:!nt,iequotient van A ( {JI1 i1nt·1.loog v~n B, C enz.) ,_:set101~i11ieGrcl 

als hct :~3.n.ntal elt~m(~~nttJ11, n(A , dt3..t l1et kenn1erk A draagt,. gedeeld 

door het tot:.J.l e ac:-.r1tal elerr1,311t'-➔n, 1~. 
l i i ,-, ., .r::i, 111"'ot t · • • ~ · ct , .J.., ,;:. ., 

(1) A -
n A 
N 

• 

Het xq,9,~~~,~,q,!:Q.:,~1.t.ji~, ,~r.qg~ .. 9,D.~,,=i:.99~.ot.~Up~, van B onder de voorwan.:rde 

A is per defin.i tie het aant~1l (31,._:!r~cntf.::n, dRt.. z.owe.l ke.:nmerk A. a.ls 

k81111,erk B bezi t, gedeeld door n(A ; notatie: 

n AA 
*--•All'(flft ---\ ~.J ..... .,,,,~1111; $& ""' 

n (A} 

waarin ''A /\ B'' gelezen v,ordt als ''A en B''. 

Deze :frequentiequotienten be~i tten een an.11ta.l eenvourlige cigen
sCb'1.p11en, die ogenblikJ{elijk uit }1un definitie vol.gen; wij no.amen 

er slochts enkele: 



(3 A) ~ 1 
,µ;71. 

lll 4-

voor iedere A. 

als A niet voorkomt. 

als icder clement van ke n11c rk A 
bezi t. 

De axiomas van d 11 \11n-.:-iwr~1chijnlijkl1~.:idsre\cening zijn nu gekozen 

naar aru:1logie van deZ(! e iger1s chfJ.Pnen va:r1 frequent iequotienten. 

J)it is, gezien de ;r,,1.jze v"e.r1 inVOt.Jring van hc~t bE}grip 'JVar,rscl1ijn

lijkheid, t::en voor de hand ligr;cn(ie gang van zaken, \Vaarvan men 

goede resuJ.taten mag verwacl·1ten. Gcvon wij de waarschijnlijkheid 
van het 01,treden vs.n cen kt".;nm0~~rl{ A, binnc)n een gegeven model, 

de 

met 

A;\ B, en l1et opt1--eden vqn minstens ,JJn der l<enmorken A of B met 

Av B, dan golden d,2 volgt;nd0 A.Xiomas: 

voor iodere A. 

A] +-P .J3· -

8 

ter\vijl voorts naar analogiiJ van 4) en ( 5 de onmogel ijl<heid 

van het optreden van A per def'ini tie aangeg(➔ Ven wordt door 

(9) A 

en de zckerheid van het ontred0n van A door 
> 

( 1()) 1. 

De • axiomas en ( 8) volgc11, ind i (~ n men ''P '' door 1• :fq·~· 

vervangt, direct uit de dofiniti_(1 v11.11 ~requt:1ntiequotient. 

F..en lacit,st,3 axioma, dat 0~"':n gener·-1.li.s" .. ttie van do optelregel 

voor eeh oneidnig aqntn.l elkaf'l~r uitslucitcno<:: ko nrnerken inhoudt, 

laten wij buiten beschouwing, daar wij het niet nodig zullen 
hebben. \=Jij beperl-ren ons nl. tot, het geval vi:in een eiqq,?:g aantal 

kerrmerken. IndiE~n men dit nict doet g•3V,~:•n (9) en 10 ook niet 

meor precies onmogelijkheid en zekerheid aan; bij een eindig 
aa11ta.l kenmerken is dit wel het gevnl. 

Indi.en de kenmerken A en B 0lka=Lr uit,sluiten, d.w.z. indien 

hun gezamelijk o:otreden :,nmogelijk is, is volgens · 9 4! P AAB = o, 



zocint 

( l ~l) 

( 7) ··ll r.:,, ( 1 ·1 ) •i,., ,...,~ ~- . 

',. •- l"' YIO r<·j --n 1 l ,· t ,.,., ,. 1--r .,· j '11'l - ♦ · 11 ,.,.,A 'I! it.,_ l t ... t.,; j. - • ' ,. .ob i ) . .. " ' •'- '- • 

(12 

volclan.n 

13 • • 

• 
l.S • 

tcrv,,ijl t0ve11s ui.t ( ]. 2) 

14) 
-, 

P 'I'') ' • ... • 
t") J ........ i 1"' ...... "t"'- ~.,. 

011afl1nnkcl j_j1{, 
If us •• u a ,r:e ir aw1: au:t : 111 1 1;7pr 1h11 

ind 1.e11 

• 1.n: 

VO lgt' dPtt 

n 1·1·1 loi-;on v~:, n tl t~ 

o n 11_ 111,1. n 1,c ,_:• l 1. j k. h \.~ id s fl ,:.: J:: i_ 1 ·1 it i o 

re(~ds j_n 1.2 voor het modo1 
"'.,-

ve rkr(3 gen re s1.11 tn::_1.t '' (1. ~ng,) ,1 u ide , .. ) i~::\-' ns c 11~1.p • Deq .. n?;f4f;l11;1;.:~ :i.~_j,J,£l1~ ~d. 

der \1,rorr) en br:1tc}-: .. :~1nt in a. ·,:t is-~:::\,.:3.1, <~ · ·.t dt-1 hLt.tlS op kru.is bij iod1.JN 

d "" t"\d . • () -... . ' , "'!" ... .... Vl "'"' rJ) - t..;.. Z ·..J 1 ... J.. . ~ 1S • 

I1et is van bclr1ng ons af te vr3{':0n, 11?\/?tt een uitkornst var·1 de 

vorm 

15 

(d0 k k . 
(:'\ ' q -~ .. ns op . ru .. 1 "• 

•• 

• 
1S gul i j 1< a~,n P nu voor d-.1 

C van p 1.1. Di t 1{8..n nit..1t zond(_?r 1n,:;·~.:r i:k•.\1 0 rd(Jn 
' ' ... 

p Z8er kl0in is, in ·Jvclk geval dit nrincipc 

to \Vo rd,:;11 ( is n 
• 

groot, 

to ege11n st~ t 011_ zi j 

zo
1
gt, d~1.t bi j 6,511 

op ... zoer klcir1, zodqt C o~ at1alogt:: \~1ij 20 1<a1.1 ,Jvordon 

to Gg•::p n.st) • De vrn.9.g, bi j v1e l l{f~ \,·::t:·trdl: v:1.n l? mG n pre c i es rrtot: t 
beginnt1n r,?kcning tc~ houdt.:n met l12t. o-otredcn va11 I< vaJ.t niet 

~:tJ.gemec:n te beantwoorden. Dit l1n11gt vt1.n ~,llerJ~ci fn.ctoron nf, 

~var·rvn~n de bclangrijkst8 \·101 is, ,.,,elk.a g<~volgen l1et o-ptrodon van 

K zou bozi tt.~::n, indien daarmce go,,jn rek,,:·ning gtihoudl~n is. Ook ~en 
subjecticf elem~::nt is z~::kcr a_qnwt.::zig. Daar hat T1rincipo C ons • • . \lilt ,. 

ccl·1t~~r vanui t de zui V8re ,~i skundc in de practijk verl)la~tst, 

m~g dit go0n bezwaar hcten. 



' ' ·;,f' . , . 11 , ) 1 . ,,,_ " _; .. 1 

d ·1 'I ''I • ' ~ \i ' t .,,~ .i ;. ....__ t ITI (.J ,.._ ... 

\,,; i j 

• • 
~.•r1 J toepn.ssiJn, 

• .. d . in ion 

zull(:~n ~,,ij C(Jrst bi11non 

mo<: t ~-:~ t'l u i tvo ere n, 1.1v8.: · rd o or 

dort;i:::J.ijke vorm wordt omgcz0t, 
'l. h .. 1••"11.- .i ~ K c~ 1 n e ·:,1 r-t D. rs c . 1 J n 1 J t,~ r 1 e 1 c 1 s • 

ui tvo0 re11, 

ui tg8drukt • in 

1!l9. 9..!'.'~~t is_c tle V;.. (~t dt.Jr, w,,.G~9.~ .. 9. ..... g~:t o.1i 0,,11 Vt;:rm,Jl den' 
d 1~ t,2•1""minoJ_ogic:: vr::tn l1et do or ons gekozen model: ·~- . ~ 

k '1~~~ 7 _ d 8.:!_ . ~ (] ( ~c ........... 
_l_c_·, v_1..:._:.,_r_t__.,2_,_,·_: n_1_h_o_t __ ~_-_,o_,_t_.':"_~ ... 1_ '·:~_12·~ n ! 2~. '.~Jo r1~, :::} n z. " .... :::: ~! c r _rt_~ 11 .. ~~.:. ~-- wi 1 ~ t )_k ~ ur i .. !£ 

c1.e 

d J... • ; I'l ' ... ·! !1 b ·. .,,.,. ,· .. 1.· d 4 e- -i. ) " .. \.;..: ..i.. I...;:: . .:t.. ..::, I.. !. .. 

vv~3 nrtls d \_~ d n.11 }{ nr1 e .3 n 

do mu11t JJ rn 11.z q l 1:J''l tl. fc1 K) 1· tussen ·11+ l p;r-- V'JOr11~ ··n z .~- l . rr ·-. T) en :.J " t. 1g. ,~n 
.... .) ._.,, ti" ~ ,)_ ' 

··"' 
~-- , • • 

De k;?tns, drit dit ni1::~t • • 1.<l (~in, dn.t 
• .. rclz,Jning zo 1S 1S ?.; 0 '.,':J 1 J or rr ---:. '11 

' 
t~ t., l.~ ,..., 

mee b,.3ho8ven to houd0n ''. 

Iets mind\..:r act:;t1r~1··1.t d rti1i:t, men zich j'.J'i l ~-i,iQ o nl 1." J. 1r b "·" r . -:-

I 11 d ie n P I<] ..... is _____ .....,;_, _ _,;;_ 

"'·-r ~ mt").l"ll h' ·t . • ~.J -., i < . .: • 'l. :t. 1._; 

1✓ J i j '¥i j z"~n crop, dnt, di t ~31.) cu11n :., ir\,. vcrt!1l i ng s7.)ri.r1 ci -pe ui t .Q 

is :::.f'geli:1id r:1et b 1.Jl·11.llP v~1.n l1(;i, 1~~1~t1is GY1 1riunt-rnodel z(;J~:C'. Dit is 
' ,. d b 1 . . .. t 0011 v~n o .t~ nngr1JKs·0 

cl t1.s ie s k n.n 

st ::1.a t u it : 
tr .. .11k1r1.,; 1 l1 u1· t .~¾.,.)n er•_·• t-'°,· 1 v,--·-n · ,,,, •-:.11')"'••11·11.· n.1...,.sr,·•s11lt!"l ,·,t, "-'1' ,..~ .4, ;, .;J .a, . '\. , __ ,; .J.._ _, t ,...,, • ' ~I • . ' • • , ) J. '\.. ,J , ., ,. ....., _.,,. ~-- :, l. '. 

• J ~ • I • • 

I. I-let 8'1ntnl • 
1.S 

dnt 
., 
oe-

mur1t; di t 

II. I-let dat K is ongetreden in ti'!et~ · on~fhn.nl<e J.i.jlce 

series van n resp. m \-JO roen, Tnet tv1 l7!(:, ,rersch il ·, t~ nde i11111:1·te r1j a 0ze 

an .. nta.ll .. e n g8vcn ~l\.lj_j n.Ct.n met 11r, re sn. mo • 

Hierbij zullon wij ons tot de bes~reking vnn ecn drict~l metno

don en conclusics moeten hCT)<:r1·e11. 
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ZO'l..1 S Ui t 11) ,Jn (13) VO l ~c-r;t • Dus • is: 
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I ii 

t\. f ·l.: ..I. l ll ( i..-+ 11 I • ~ -t 1.. J( .. 
·4· l I.. • - + • l:- 1. .x . - _ ........ -~--- .. -------·-- ··- -• J ii • --l ( X .. f<.) ! ( -k f 1.. - ~,) { 

---(x- :1)! ($t+1-x)l ::( j( ! • 

• 
l.S • 11 io 1··1·nu c • 

1S de st~lJ.ing 

1•1:111 oq11••----- _ 
111.1',, - --- - 11 ■ 11 

Neta.tie: 
X ! (n.- "lt) ! • 

' 
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.-·,en 
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1. 

1. 

D\) verdeling vnn Bernoulli ~.,orat ooJr de .Q~n,Q.t:1~~-1.1.~ .. Y~.r:,d,8li11;g 
genoernd. • 
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in fiR. 1 o~n voorbceld vnn cen -· 

x vindt m,1n in tabel I. 
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I 

TltBBL I 

BernoulliverdGling voor n 10; n 
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• 
I 

X l X 
• 

p X-'= xl X 
-· - .... --·---- - ·------·-·----~~ .. ~~-··- - ~ ...... , ... ···•-·"- ·---~ -······••r -~••"' ◄ ·-•t· ......... ...,.- ... _. __ , .. ,. -·-~·•- ---·-. ----~ -----~•r 

' , 
• 

I 
\ 

' 

2 
! 

0,121 
I 

I 
I 
' 

! 
7 l 

l 
' 

o, 

0,042 

.., 

0 ''+. 

hypotl10 s0 wil l. 1.~ 1-i t c)e t sen, d~ t P KJ == 
• • p 1s, waqr1.n peen gegoven 

v; "J..""'.\rd 0 be f:~ it, gri.·1.n \~i j ne., v1,-:,, t <1 c vi~; rdo 1 int~-~ v.,_n x zou zi j i1, in,,• 

dibn dezo hypotl1ese juist is. Dezcl v0rdeling wordt g2geven door 

( 16 • Vervolgens b8rekenon vJij P x ::.: n() , v1t1.~·lrin n 0 de bij het 

ex::,eriment gcvonden WAwR,rdo van X is en z.oel{tJrt Al di0 Wrtardon-.x 
l L t. 

b " . l.J e<ln, waarvoor 

• 

(17 
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All I 9 

Wij b~rekenen d,u1 

= [ ~ ... x] 

WR~rbij over de genoemde wanrden van x gesom~eerd wordt. In 

woorden uitgedrukt, is I do kans, dat, indien PK ..... p is, bij 
• een ser1.e van n \Yorpt~n een 1t•1a.trde vn.n ?f. gevonden zal wordan, die 

even onwn.qrschijnlijk of' neg onwq~rschijnlijker is da.n de gevon,,, .. 

den was:irde n 0 dat di t zo is vol~ ui t de optelregel in de vot·tn 

11 • Is dez·e ka.ns kl(;iner dan of gclijk nan eon vnn tevoron 

vastgesteld positief getal « , dan vcrNe1·,>cn wij do hypotheso 

P K ... = p; is r > oc , dan wordt de hypothese niet verworTJen. Hierbij 

dient te worden opg~merkt, dat ''nict-verw(~rpcn'' niet nequivalent 

is m,1t ''n.r~nvaardon''· Indian de wa::trde p niet verworp0n knn worden, 

zijn er oak steeds naburi.ge vmarden vn.n p, die evenmin ver;1orpon 

kunn0n ,1ordon. f1en noemt O wel de 9.Y9rt.f39 .. b-.. ~?:j_q.~pg~~~~.§ van hot 

gevonden resul tn.P~t met betrekl{ing tot de te toetsen hypothese, en 

de onhetrouwban.rl1eidsdremnel • : level of significance • 

Indien b.v. in h0t gcvA.1 van figuur l voor n 0 de wnr1rde 8 go

vonden wrts, zou de overschrij dingsk!l.ns, bij toetsing van de hypo::• 

these PK= 0,4, gelijk aP..n 0,019 zijn; dit is de som der waar-
schijnlijkheden P x = met x .... 0 ; 8; 9 en 10 • 

2.3. Betckenis van dezo methode. 

De betekenis 

bovengrens kent 

van deze methode is da~rin gelegen, dat men een 

van 
those. Immers, stel 

de kans op het verwGrpen van een ·uiste hypo

dat de hypothcse juist is, -dus dat P K ...... p is, 

dan is de k8.ns, dat x bij n worpl:?n een wan.rde aa.nneemt zo, dat 

i « is, zelf !. C( • Dan.rtoe meet de door x a.qngenom'3n Wf\.$1 .. rde 

nl. behoren tot een verzameling Z van waarden, die teznmen een 

wa!t? .. rschijnlijkhcid ~ o< bezi tten, terwijl tevens voor iedere x, 
die tot Z behoort P x .... x kleiner is dnn voor iedere niet tot Z 

behorende wa~.rde. Z \Vordt de kritieke zene genoemd :Eng.: critical ----------
region. 

De keuze van o{ hangt van verschillende :fnctoren af. J~nerzijds 

zal men de gevolgen overwegen vnn h€3t verwerpen vsn de hypothese, 

indien deze juist is, anderzijds moet men rekening houden met het 

· hior niet bewezen :feit, dat, na.a.rrr1a.te o< , dus de ka.ns op ten 

onrechte verwerpen van de hypothese, terNijl deze juist is ~:•a. 

neemt, de kans op tereoht ve . 1·rpen ve.n de hypothese, indien deze 
onjuist is, eveneens nfneemt. Veelal ne~mt men OC:= 0,05 o~ 0,01 • 

Vertaald volgens 1. 4 betekcnt di t, dat wij ongeveer 1 op de 20 

r·e sp. l op de 100 van de juiste hypothesen, die getoetst worden, 
.zullen ver11erpen • 

• 
' ' 
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2.4. Voor ecld. 

3. 

In 1930 \v~rdon in Amstordn.m 6848 jongcns en 6374 meisjes ge

borcn ''De bevolkin1; vt1n Amsterdam'', dBt1l I: Loop der bevolking 

tot. 1931, Amsterdarr1 1933, p. 47 • 11et behttlp vA.n bovenstn.ande 

methodc kunnon wij nu de hypoth0se toots'3n, dA.t do k:111s op een 

jor1gens•,-,ge boortc 1.::ven groot is A.ls die oµ e<:~n mi;3isjes geboorte, 

d.w.z. de hypothese p ... ½. l~et behulp van O<~n bena.deringsmethode 

voor grote o.a.ntallen v:'.nden wij, dq,t do ov~~;rs,~l1:--ijdingskt-111s· Vt,:1n 

deze uitkomst ongeveer 0,0002 is. De knns op het gevondcn resul
taat of op een nog onw!lrtrscr1ijr1.lij~{•Jr is dus sl,:~cl1ts t'ln6evot~:r 

1,/50~)0 Dit loidt tot verw~)r-i)ing van do getoetste hy-pothese t~n 

gunste vq,n de hypoth•::se dat de krtns on een jongens-,,gebo,)rte grotar 

is dan die 01;) een mei.sjes-geboorte. Andere jn.rcn en pln:·1.tsen 

bevostigen dit verschijnsel. 

Op grand van de gevonden w~qrde n0 v~n x, bij n worpen kan men 

P K schatten op 'Ylo/n • Deze scl:1ntting bezit_ be:pf\:tlde optimalc 

eigenschappen, \¥aaru1.t men lcqn beslt.1.i t-en, di1t het een zoJr 

bruikbn.~ en zulfs wcl de bf1ste schatting is, die men, door het 

aA.ngeven van een enkele \"Ja~~rde, kan verkrj.jgen. Het is ecl1ter 

duidelijk, dat "na /n in het qlgemecn ni(;t de juistt; v.;n.. ,.rdt) van 

P K zal zijn; di t blijkt t'et1ds ui t de noo1ner n~ die bP.pt1.11.ld 

wordt o-p grand vn.n fei ten, die niets met P [K te 1nake11 hebben. 

Bovendien, zelf's indien P I{ r:.:-it ionA.,11 was en de noenler n bezat, 

is er nog slechts een vrij gering kans ( dit? bij toenemcjnde n 

a:fneemt dat ""o/n precies de juiste \V~.~-1.rdo zal bezitten. 

3.2. De~initie v~n een betrouwbanrheidsinterval. 
I 1111 _£ 1-· 71 I IPII IEJI · il JIili 6 , •• I h •• 11 ••• 17 I 1101 t) Ill& lllf Ii,. 1111 II ; . I I ii Ill ltlT 71 ••• t : b :1111, ill. , :.rut t I I i C 11 U I 7 11 W P !'. 

• 

Deze nndelen kan men ontgaan door niet slechts een waqrde a.ls 
schatting to geven, maar een i11tt3rVA.1 J van waarden A.an te geven, 

waar P K naR..r schatting in ligt. Dit interval zal uiteranrd 

a.:fhanlrelijk zijn van het gevonr.en resulta::l.t, dus VFtn de gevonden 

war.trde va.n x. is derhalve een stochnstisch interval 

uiteinden erva.n zijn stocha:s-t±sobe · vnrinbelen ; wij 

daa.rom a.a.n door o:f ( x - • Het word t nu zo bepa~ld 
-

de:t 

·d.w.z. de 
geven hot 
vgl. 3.3·-

' 
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"P[KJ e .,, ('X) - ~ J-o(. -

• • is, wa~1.rin 0( een van tevoren gel-cozen positief getal is. Ook nu 
•·-

heet « de onbetrouwbaarheidsdrempel in de~ gelse literatuur 

vvordt l·"•<.X de ''conf'idence level'' genoemd ... Het is van groot be

lang nadrukkelijk op te merken, dat in 19 niet PK_, maar 

x stochastisch is.PK is een onbekcnde, maar constante1 

wa.arschijnlijkheid. 

Is nu bij ee11 be-on.ald exneriment de v-1aarde n 0 gevonden, dan - ~~ 

betekent 19 , vertaald met behulp van het in 1.4 beschreven 

v-.. alings-principe, dat de uitspraalr trp K-l n fl 0n 
0 ' .t:' 

• in 

deze vJij ZG verlrregen, ong,:=;v,3c3r in eon frn.ctie o( van de geval-

len 1 waarin men de me thode toepast, fout zal zijn. :8venals bij 

het tootsen van hypothesen necmt men oc gewoonlijk 0,05 0£ 0,01, 

t.er-wijl oolc de over\X1eginge11 ter ber:ialing van ~ vru1 soortgelijke 

aard zijn: enerzijds zijn de gevolgen van een ~oute conclusie 

van belnne, anderzijds moet men overwegen, dat het betrouwbrtar
heidsinterval langer vvordt, naarrrtate men o( kleiner ne<::n1t. 

~ ~ ~ -. ..... . . - - .. 

Bij een gevonden waarde n 0 van x in eon serie van n worpen, 

nemen wij r:w..s betro1.1,NbaFtrl1eidsir1terval ·-~ n~ ____ de verzameling 
-

van die ViJfl;:1..rden p die? bij toetsing van de hypot]1.ese ~ K = p 
........ , .. --

met onb~trouwbaarh0idsdr0mpel ~ 9 niet voor verwerping in aan-

raerking zottde11 komen. Het stocl1astische interval J ,Nordt ver

kregen door in deze definitie x voor n 0 te substitueren. Aange

zien de toetsingsmetnode de eigenschap bezit, dat de kans, dat 

de juiste wae~rde p voor. veryY.~rping .. aai1 aanrnorking 

is, is de kans, dut deze juiste wan.r(Je n.j.et •Verwo 

dus in ligt, > 1 ..... c<.. 

komt, 

. en wordt, 

Het principe der bepaling van .. ,, 
is hiermee gegeven. De 

verdere ui tv,1erking heef"t enige ha1{en en ogen en oolc de numerie -

ke ui tvverking ervan is niet zo eenvoudig, dat wij deze in kor-t{~1 

tijd in de ils ui teen kunne11 zetten. vVij la ten net oa.a.rom bij 

bovenwta✓.~nde met .ol.ogisol1e bcschouvvinz~11:, die het algemc.ne 

,--eJ.~fUld t.usaen de toetsing.ethPor1e 

baarheidsinterva].l3n aangeven. 

' 

--,•• II ;.,m1..-,111r •---•rnt- -

-

en de theoI'".i.e der betro149.1,,. 
• 

• 

J? K _fi.__ ( x bet.ek.en-t: P K_ ligt in. het. interval 

•• 

• 
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4 .1, ft.~,,~ ,r:p;ro,bl ~em. 

Ht1t nroblcem, '~f'.'l.rvnn in d 13Z(J :!1irtrn.r;rr,,111 3on onlossing bes1·,ro

ke n zal wordcn, j_s, ui t a~) ri?Sttl t(1.-+1t::11 vn.11 t~,voe onr1.f11n.nltc J.ij]i:cJ 

sorj.os worp~n :net t•,1ic._: mt111.ton A on .8 nn t,J grl~·tn, of de l1y1)ot.i10sl1 

dnt bij bcidG dE: l<~r1s oP lcruis gelijk is, verworT)er1 knn \\1ord011. 

Indien dit het gt~VRl is, l{an men bov1· ndi0n e•:!r1:1k}r(~lij].~ a"1 n.gev1:n 
• 
1S • 

Di t proble-3m knn zich bijvol1rb1.:::t::ld vo 1 .. ~1rdc;t;n bij l10t l1cr)•,.len 

v~1n u·:·n keuze tuss,.:;n t\·;ou g,?.110 .. ;smetl1odt·1n of t'.,"1•.;:1._~ nroo1.1ctiL1mi_~tho

dcn. 

Indien bij een 
• 

vG.11 n VJO rY1t~~r1 met 1:1tin t A het ~1r..11t n.l rnn·~ .. 1., , 

dnt K verk:regen is, gal ijlc is n,,· n n 0 r:11 du overeenkomstigc n.c.11.tn.1, ..... 

lon bij B g0lijk zijn n.n.n rn 011 m0 , l<unrl,.7:n wij dAa-!!C gcgt.Jvens 

sr-uncnvntt8n in do vorm vnn t~bul IIt 

TABEL I! 
t • 

' I 1 i 

M K I J • • I 
tota:,l 

! - - - - -•-• oe, i-k '-0 •-•----••• t 
' 

A no n•=no t n 
- a ___ .,. ___ - ·- ·- -~-- -·· ............. •· ---- _,. . -- - ... --" 

B m-mo m 
. -- ,_ .. -•-·•--. ----- - ...... ~-- ---•--•:=-.;-;:; ..• :::::-=· --=--~:=-=•••=•• =~ ...... -------·-•----- .,,. "' _,.__.!._:::...:,,,_-_ • .,_-.. ~f)d:. -•- ----- • -- - •- ---• ... ._.,. .... "-•-• - ,.. - --~-~- •-ham 

tot~:in.1 , r s N 

r, n+m ·-Non r+s ?1 is. 

4.2. Tu toctsingsmuthodc. 
•••• uar ,, 1•11111 ,, 

Be!Schou\ven T.,,ij de ~~n.ntn.ller1 n 011 111 als i~ueevc::n const~3.nten dan 

is de nlgomeni:: vorm van doze tabol in ir.t:\.b.el III weergG~iav0 n• 

TABE!J III 

K 
, I 

' ' 
' . 

' 
- • - "' -•--• ••<>'• u .0 ,. .... ·•••· 00, -· • , .... k--• J_j_ -- •--• ...... -- ---,- .. , .... -¥·•- ... _ -- --- r·r 

! I 

A 
• • 
l 
' X 

• I n x Ii n 
; I 

' . -··---.,·-- --¥-· .... . -•--·---· -~-·-_ ... I --- •~<---,- . ..,__ ._ , _,_ _.. ,., .. --••- ·• .,,., ---· ' 
' B y_ 

I 

\ 
r s 

' . .. " .. 

Wa.RJ:in .~, ;[_, 
rt 

en r+s , N 4. 

r en s stochastisch zij11 en de betrelc~ingon ,;+ r, 
A en B 

·• '.,, . 
~t de hypo these p1 · ~-· Pi ·ge.taatst 

"· en 112,. , da.n 
'• ..... 

wordon. 

< ~ ,._ ... 



• 

• 
.. 13 ... 

Bij de to0tsing van d0zt~·;. hypothLJ StJ ,.vordt nu ondo rst0ld, dnt 

r de :i.n hct exp8ri,nc~nt gevonden wanrd~? r Gn di;;rhaJ .. v<.~ s dG 
• 

waardo s aanncemt. HJen dorgelij.l{C toe ts 'JJOrdt een voorivanrdaoa a 

lijkq_ tq~ets gonoemd. Ondcr n11e mogc1. ijkt:~ ui tkom sten voor de 

stochastiscl1c VB..ria.b,:;lon j_n tr-tbel III 1~1orden alJ.een die uitkom-

sten in de beschouwingun b~·;tro){kon, vvn.arbij r == r is. Di t lijkt 

missohion e,.3;n onigszins merf{\r.1n.·1.rdig0 procedure; in het volgenda 
• 

ft echter blijken, waqrtoe deze ma·J.trcgel dient. Verdor morkt3n 

wij zondcr bot.Jvijs op, dnt de opg0legde -voorwaardc geen v1ezen 21 
-

lijkc beperking bet0kent: den voorwaardelijke toets als de hier 

besprokono kfln steeds tot Gt~~n onvoorwa·1.r(lelijkE.) v1orden hurleid, 
• 

zondcr dnt de toetsingsmethode in cen g0gevon gcval d.w.z. bij 

gegeven n, men r enigo wijziging ondergn~t. 
' 

~;Jij l0id0n nu, onder de hypothE·:sa 9 dat p 1 - P:i is, de voor-

waardelijkc WP~''\rscr1ijnlijkheitisverdeling van x 9 ona.er clo voor-

war.:1wrde r = r, af. Bij geg<~ven r en gcge"'Jen W~'3.nrde X vo.n ?f. is de 

\~a~trde y, die y n..n.nneemt, b~3pnald door y ::..! r· x. 

Volgens 16 goldt dnn, 9ls w~ ~~ = p~ =pen q = l-p stell8n: 

en 

\., -
d 

r. 

-

dus volgens 13 ~ 

-

vv·egcns de relatie x + = r k1innt::n ?1ij voor l10t -•lir1lcerlid 
• n rr 

vqn dev....e vergelijking ook schrijven: 

:t-XA1'= "l] 
'- - -

• waarin r X + y • 1s. 

Verder is 

• 

Volgens de vermenigvuldigingeregel 8 'Vind.en wij -tenslot 

voor de voorvi;ra . .., .. rdelijk<:.: verdeling VA,n x: • 

't~'t-

X:.::'XJ\'3:='l:] ~ 
~ ::, x.] "l,".: --------- ::;_ ~. _:c __ -

-

. ' 
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dus • 

• 
'l1 1'l1.. 

- :ac: t-x 
20 

.... 

. 

J)ezG verdeling wordt 0f)n rY:~.~~gt3qmetrische verdelin g0n0Gmc. 

De onb<~kc nde p_arA.m\:;ter p is hie.rui t geeliminecrd met behulp VB-n 
• > > • -- . ~ . . , . . .. . 

de 1~l~tie x + y = r. Dit is de redGn voor het stollGn van de 

voorwaA.rde r r. 
a 1gr1 

Overigcns verloopt nu de tot3tsingsrnethode gel1e0l als in 2. 2. 

Wij volstnan daarom met het geven v~n aan de practijk ontleend) 

voorbeeld. In de Engelsc literatuur wordt tabel III een 
11 2 x 2 able'' genocmd, terwijl 

kenmerken Ken M resp. A en B 
• 

drukking ''9-oub+,c d ~<?:11:9..~~.my:,". 

de ondGrscht~iding naqr 2 pRren 

oak a~ngeduid wordt mclt de uit-

> > 

4.3. V§OFbe~ld. 
dl 11 ■ 1:a:: Itta 

• 

Ter vergclijking van de merites van twee geneesmiddelen voor 

een ziekte werden 11 patienton met hot eerste en 16 met het 
•' . ~-

·tw~ e de behrindeld. Vervolgons 1r11erd nngeg,1..an, of de kwanl doo1~ het 

genecsmiddel aanmerkelijk 1_vGrd verlj.cht. I·tet varlcregen resul taat 

is in ;;abel:. IV sa.mengeva-t: . . . . · · 

TABEIJ IV. 

SUCCGS gc(3n succe s totA.R.l 

ll 

l6 

therapie I 

therR.Pie II 
w. 

6 

14 

20 

5 
2 

7 

• 

27 

Wij hebben dus: n 0 6, n 11, m ..... 16, r ;'.: 20. Volgens 20 
• is dus 

. 11 16 

- :C, = °ll C] " . 
6 ' '/ 

t = .zo -

De waarden, die ,~, d.i. het R.A.nt9-l met succes met therapir:; I ~--
b~handelde patienten kan aannomen, 

Hieruit zoeken wij, met behulp van 
> 

de waRrschijnlijkheid ~ 0 1 0624 is~ 

> 

zijn: x .= 4; 5; ••• ; 11. 

20 , die waqrden, Wa.A.rvoor 

• 

• > • 

> • 

> 



• 

Dit zijn: 

X 

4 

5 
6 

11 

P X --. .. 
.,._ to .. 

0,0004 

0 O<.,R""Z. 
, . .,. . ._.,j- s;___ J 

() ,06?4 

0,01;0 

xl -

. ' 
+ 

De oversct1rijdingsl-:~·:.r1s is in fiit ,ius g•~lijk ~qn 0,084, 

hJtgel!n t0 g-root is, om to concludt.::rcn, d~t de g(;toutsto hypothu

se onjuist is. Hilt ex-perim~:nt ht)L:ft dus ni(.;•t n.qngetoond, dn.t ar 

e en v ,..: rs c l1 i 1 in ·v-.T ,_] r kine i s tu s s e n d ,= t \Vi:; t:: th~} r41. pit';(~ n ; me cl e in 
.,, . 

vorbnnd met h,::t bc:tr\.~kk(:lijk gt.::ringt~ artntal buh'l.ndo1cl(: p<1.tion11
•"

3 

ten, kA.n man ecl1ter \\'el zcggcn, dq,t er acn n.n.nwijzing is in a . ..::;: 

richting, d~t th0r·1pio II bet,Jr workt dnn th8r,,,ie I on dqt 

een voortzctting vnn hut ondcrzock <loor de uitkomst g,Jrocl·itv~~r·

digd \Yordt. Ind.ien f,~r n.l. ,3c~n k},t::in Vi:.!rschi1 tusse11 de t\vce 

therR.oie8n is, znl n1en di t mot ',~,i~; inig nroefneiningttn ni0t, mnA-r 

met eGn groot n.qntf.1.1. wul kunn0n n~.r1to11en. 

Een duidelijktJ scr1ci<lit1g t11ss,Jn ht3t rr1edischc ,1r1 l1t-Jt st~1tis

tische deel van eon dcrgclijk ondr~rzo0k is vqn gro·ot bi3lqng,.. w 
medicus beslist ovi::·r de nr1.n,, ... of n.:f'.vuzigheid v~m sucC(;S vn.n cen 

thcrapic bij iodore p~tient en stelt de gegevens pns in h~ndon 
• 

van de statisticus, als zij in de vor111 vn.n tnbel IV kunnen wor•·· 

den gebrqcht. De stn..tistischo conclusie wordt gof5evcn in de vorm 

v~n een ovorschrijdingsk~ns m0t de dqnrbij bohorende b~schouwin
gen. De gGncr!1.lis~1.tic v~n do concl11r:1ic (A.ls ditJ or is van de 

ond\.~rzochte g:ro0p p':1.tiU11t~-~n tot et:·n grt)tert3 groi:.:~p is in h~t al·· 

gerneen ook £)(: n k,Ne st j f} v·,n m0d ischt: ~:·1..rd. Allci:=n n.l s de gro<:!J:), 

wa.n.rvoor mt":n de conclusie wil lA.t0n g~::ldiJn v,,n tevor<::11 is ;1,n_nt;,3-

geven en de tc onti.tirzo,Jk.un p~i:t.itin.t~::n drt:·1.rui t op eon bcpn·~ld(.l 

wijzc zijn uitge:zccht, vrt]_t d8 gor1era.lisatia v•"'ln de cor1clt1sio 

tot deze groo~ ond~r de competentio vqn de st~tisticus. 
Bij oen onderzoek root grot(::riJ n.·~ntnll(:tn \'Jordt de boven bes.oh 

ven rn~thodc t8 omslR.cr1tig. l1cn k~:,n dr,.n echtar gcbruik makt>n vnn 

bennderingsmetr1oden, die eonvoudig zijn en eon ruim voldo0nde 

nauwktJurighe id b(::Z it ten. 



5. Li t~~rn.tuu.r • 
.. ,..,. I 1& l1i, 

I..Yet spreekt vnnz0l:f, <1jf1t ,,1ij l1i.-..~r !.~1,;chts (·lt..1 n~)(:~J,.1rstc be 

• gj* n s 0 l i.J n v.., n do th , :o ri e c~ n , \'i1 :1"' r4 ,. n o 11 z «·) vo o rt, ,J , : 1 den o r1 t 10 (J n d z i j n, 
h,.J_bbor1 bt..1s·prok,··~n. Tt::r ~ orjt•nt·'ltiL~ vcrrnf;lden wij hicron(_ler 0nkele 

titels uit d0 lit~:Jrn.tuur orntr,.:nt dt~'Zu m•·tt1odt_:n. D-.,1 to 1.'t,sine;s

th\Jorio en d0 th ~oril: d(:r b,.:•troU\Nbn~~rl1, .. :idsint,·:rv··u 1 .. un zijr1 9._f.,. 

komstig van ~. ,,, .. rr 0ymq,n t;n T-t;. s. _P{:j1.rson , tcrwijl do in 

sprok8n to\i:ts door R.A. _FishiJr 011t\vi.kk(-ld is. 
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