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Overscnri jdingsproblemen in Markovreeksen t?ﬁ

Voordracht door
Prof.Dr J.H.B. Kemperman

op dinsdag 9 december 1950

Inleiding. In deze voordracht wil ik een schets geven van een
aantal nieuwe methodes ter bestudering van overschrijdingspro-
blemen 1in een stationnalr Markov proces. In vele gevallen leiden
deze methodes tot expliciete formules voor de overeenkomstige
overschrijdingswaarschijnlijkheden. Wegens tijdgebrek zal alleen
het geval beschouwd worden van een stationnair Markov proces met
een discrete tijd (t=0,1,2,...) en een discrete ruimte
(eees=-1,0,1,2,...), €en zg, stationnaire Markovreeks, Voor
slechts één speciale toepassing ziyn alle details weergegeven.

1. De hoofdstelling, Zij iz , n=0,1,...¢ een stationnaire Markov-
J n

reeks met Z, geheel, Met andere woorden, de Z, zlin geheelwaar-~
dige stochastische variabslen, zodanig dat de voorwaardelijke
waarschijnlijkheid
—ily =1 _ ~1 Yop(M)
P<En+1—315n“l’ En—ﬂ_in-1’°°°’50"lo>“Pij

onafhankelijk is van n en onafhankelijk van de i met v<en,

¥
(voor n=0,1,... en voor iedere keuze der gehele getallen

1,01 i =1, i ,.=). Hierbij zijn de PiJ(q)zP(q)(i,j) ge-

o’ "’ n-1° "n
geven getallen met

Een meer aanschouwelijk beeld verkrijgt men door een '"stochas-
tisch" deeltje P in te voeren dat op net tijdstip n de positie
Z heeft, (n=0,1,...). Gegeven §m=io is dan de voorwaardelijke
waarschijnlijgkheid, dat P gedurende het tijdsinterval [m,m+n]

i, (h=1,...,n) beschrijft, gelijk aan

een specifieke weg

L3

Zm+n="'h

P<“)(io,iq) P(q)(iq,ig).,. P(q)(in_q,in)w
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We voeren verder een stochastische gebeurtenis‘fgin (ook ab-

sorbtie genoemd), welke alleen kan optreden op de tijdstippen
0,152,000 « 2Z1] /Q de gebeurtenis datu4 optreedt op het tijd-
stip n; we nemen aan dat JQ volledig onafhankelijk 1s van de

A% en z. met m<n, Tenslotte veronderstellen we, dat
p(A Lz, =1)=1-p,

waarin de f&: f(i) gegeven getallen zijn met O £ ﬁ, £1,
(i=v¢.5=1,0,1,...)35 (opmerking: als A optreedt op het tijdstip
n dan wordt P niet ter plaatse "geabsorbeerd" doch gaat "rus-
tig door" in de zin van de Markovreeks {En} ).

=1, z1] Q( n) de voorwaardelijke waarschijnlijkheid

Gegeven Z.
dat Em+n=j en dat ﬂ op geen der tijdstippen m,m+1,...,m+n="1

optreedt; men zilet gemakkellijk in dat deze grootheid niet van m
afhangt. Uit de definitle van Qgg) volgt

(1) {9 = g7 ol ppll)s 0eal?) e,
en
(2) a{me) S Q5 m> Q (o)

Bijna alle in de practijk voorkomende overschrijdingsproblemen
kunnen, door een geschikte keuze van de Py gereduceerd worden

tot een probleem betreffende de Q(J),

Hoofdstelling. Zij t een vaste complexe constante, fi een Ccom=-

plexe functie gedefinleerd voor alle i=0, +1, +2,..., zodanig
dat ’

|

00
(3) 35: EZ: Qg?)}fj tn! < co voor alle i.
j n=0
Stel
- (1) . _
(%) £o-t %:Pij £ =gy als p,#0,

(anders is 8y willekeurig), Dan geldt, voor elk geheel getal i,

S g(n) o &£ (a) .n
(5) r, = %; o Q0 ¢ Py 85 * %; 2 Qy.’ ¢t (ﬂmfﬁ)f

waarin beide dubbelsommen absoluut convergent zijn.




Dus, als we ter verkorting

& (0) 4
(6) oy - 2 ol e

invoeren, dan is de laatste reeks absoluut convergent wanneer

fj¥0 of f%gj¥03 terwijl, voor elke i,

. = O R S N (Y I B
(7) i %: “ij fy & % Q1= 28
Bewijs. Beschouw de transformatie
8 T a = g?) a, ,
(8) 8, % Q177 2,

waarin a=ai een complexe functie aangeeft gedefinieerd‘voor alle
gehele getallen 1. Met a 2 b zullen we aangeven dat ai> bi voor
alle i, Als a >0 dan zullen we met Tn a <co aangeven dat (8)
(absoluut) convergeert voor alle i, Dus Tnfal<m: is een voldoende
voorwaarde opdat T a bestaat. Merk op dat T a=a, wegens (1).

Als T . laj<co , dan volgt uit (2), dat

(9) % Q:ﬁjg*“) aj = }:j:aj %Qg’{f) Qé?h’z Q&{j)%qég) 2y

h

met andere woorden,

(10) Topp 8 =T, T, 2 als Tm+nla]<(m .
Wegens (8) kan (3) geschreven worden als
(%)
n

(11) ﬁgo N R R
dus geldt (10) voor a=t™" ¢,
Door (4) met p; te vermenigvuldigen, volgt
(12) PFE-T,tf= pg,
vgl.(1). Dus, wegens (10),

n n n+1

r |t pele Tt e ] g

&

en (11) impliceert

(13) s T, |t pe l<co.

n=0
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De beweringen over absolute convergentie zijn een onmiddellijk
gevolg van (11) en (13). Het rechterlid van (5) heeft dus zin en

is gelijk aan
0

gé% T, b {pe (1~p)f} - §§g Tn-{tnfuthn+qf}-= £,

wegens (12), T thn+qf T t

n+1
(1)), en T f=f.

n+1f, Tntnf-%o voor n—»o0 , (ult

2. Enige toepassingen., In deze paragraafl geeft t een vast com-

plex getal aan, voorlopig met |[t| < 1, dus is de reeks in (6)
altijd absoluut convergent. Kiest men £,= Jik dan geeft (4) dat
g.= . Kt qu) en uit (1.7) volgt

i i ik
k (1)
(1) Qe = d + ¢ :?:Qij Py B’
Overigens volgt (1) ook direct uit (1.2), evenals
_ gk (1)
(2) Qik - cj‘i + tz}f)iPij ija
Zij verder
(n) _ o
(3) Pij’ = P(§m+n—3{ z,=1)
en
co (n) .n
(4) Pij = g;g Py B

Wanneer men5 voor alle J, pj=1 zou kilezen dan gaan Q§?) en Qij
. n .
over in ng en Pij’ dus (2) geeft

k (1)
(5) P =950 + ¢t %; i’ Pk

d&k, Verder geldt (1.3) we-

Kies nu f =P, ; wegens (5) is dan g,
) < 1. Uit (1.7) volgt nu

gens |t] <1, lfil s (1-161)"" en %;

@x—*

Z

(6) Pag =Py Qqpe * ?;Q%J(““'fB) Pk

Formule (6) heeft vele toepassingen. Wegens tijdgebrek zal ik
me bepalen tot een korte schets van één dezer toepassingen.
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Zij biljvoorbeeld jﬁ:ﬂ als J fi%s waarin S=-{y1,..n,yp} een eindige
verzameling van gehele getallen is, (m.a.w. absorbtie kan alleen
optreden wanneer P een positie z €3 heeft). Door (6) toe te
passen voor k €8 vindt men (voor elke i) een systeem van p ver-
gelijkingen, waaruit de Qij (jeS) kunnen worden opgelost. Ach-
teraf kan Qij (j£838) ult (6) berekend worden.

Aldus vindt men Qij als een expliciete rationale functie van

zekere P, en p, . Daarna kan Q§§) uit (1.6) berekend worden,
Tenslotte kan men ult

oM = & L F oMo o p) e sy P
ij -—-}\: e o @ - uij /l’.tejp ,‘ -ea‘{) p
0 A =0
, L o
de coefficient Q§§) (Xq,.nu,)p) bepalen, die de voorwaardelijke

waarschijnlijkheid aangeeft, gegeven Eozi’ dat Eﬂ:j en dat, voor
V=1,...,p, 2 =Y,, gebeurt op precies %V van de tijdstippen

m=0,1,...,0-71,

Deze methode heeft vaak succes doordat het in vele gevallen (b.v,

in het discrete Ehrenfest model) niet moeilijk is de P expli-

hk
ciet te bepalen.

We laten nu de eis [tt < 1 vervallen. Een verdere toepassing van

~

de hoofdstelling verkrijgt men door £y te kiezen als een elgen-

vector van de matrix (P§})), m.a.w. zodanig dat g,=0; dit prin-

cipe wer? het eerst toegepast door D, van Dantzig. Neem nu aan
(1) o i . ,

dat Pij *pj~i° Dan 1is fi_ f ( f vast) een dusdanige eigenvector

met eigenwaarde t=y(§)-1,
vi(§) = 2 v, 59,

mits de laatste reeks convergeert en ¥ (§)#0. Uit de hoofdstel-

ling volgt dat
cQ o
EZ: Qé?) );‘Jy?(f)"nl< 0 voor alle i impliceert

(7) >
J n=0
(8) D N I L R

een generalisatie van Wald's fundamentele identiteit,
Men kan gemakkelijk practisch toepasbare voorwaarden afleiden,

die (7) en dus (8) impliceren.
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3., Peter en Paul. Beschouw het volgende spel ftussen Peter en

Paul. Aan het begin krijgt Peter een bedrag i (i=0,1,...) van
Paul. Verder, na iedere worp met een zulvere munt, krijgt Peter
~1 of +1 van Paul al naar gelang kruis of munt bovenkomt.

Z1] Z, Peter's winst na n worpen, 2z ~1, en zi]j U (n) het aantal
van de momenten m=0,1,..,n dat z_<0 (O‘cU( )< n+1). We zijn
gelngggesseerd in de waarschlgnllgkheldsverdellng U (N)=

=P(Ei

=A). Chung en Feller slaagden erin de verdellng te bepa-
len van een grootheid nauw verwant aan go(n)'

We kunnen dit probleem als volgt generaliseren. Beschouw een
reeks onafhankelijke gehee_ waardige stochastische variabelen
ga, §55... elk met dezelfde verdeling.

P(§,=13) =p,

J 5 (j=o, i"j.oo’)e

Zij verder Zn=i+§1+“°'+5n’ (zo=i), waarin 1 een vast niet-nega-
tief geheel getal aangeeft. Dan voemen de z, een stationnaire

Markovreeks met
p(1)

fLJ = P 2 o

J—-1

Hierin is p z 0, Ez p =71, Later zullen we {pj} nog aan nadervre
beperklngen onderwerpen

Zij verder de absopbtifzdgzodanig gekozen dat
(1) j?j=’lalsj>0, P =Ff als j£0,

waarin p een vast getal voorstelt, O0< p <1, Dan geeft ﬁJQiJ) de
voorwaardell jke waarschijnlijkheid aan, gegeven Zo‘13 dat z —J
en dat»ﬁ op geen der momenten m=0,1,...,n optreedt, Dus, in ver-

band met de deflnltle van JQ

(2) g 0yl éf; o{?) 217,

waarin Qgg)[l] de voorwaardelijke waarschijnlijkheid aangeeft,
gegeven z =i, dat z =j en dat z <O gebeurt op precies A van de
ogenblikken 0,1,...,m. Tenslotte geeft

(3) . u{™ (0) -3 a{? ]

de gezochte voorwaardellijke waarschijnlijkheid aan, gegeven Eozi,

dat g%fso gebeurt op precies 2 van de ogenblikken O,1,...,m,
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Teneinde deze grootheden te bepalen, passen we de hoofdstelling

toe met 0 <|t}<n, fi=ul, waarbij {ul =1, (t vast, u variabel).

Dan is (1.,3) voldaan wegens §:cg§§)$ 1. Verder is %i=(1"t¥k(ﬂ))ul
J

met

ém = |
(¥) ¥(u) = 5™ = X pu’.
J
Aldus volgt
(5) ul=(1"’t\/f(u)) ZQj_j fjul'*‘ ZQie(q"fﬂ)qu
] g
waarin beide reeksen absoluut convergent zijn, terwijl
0
6 o (n) ¢p
© w5 o
Stel verder
2 QO s
- J _ J
(7) Fy(u) = j_ngiJ“ , Hy(u)= j; Q5 us

waarin beide sommen absoluut convergent zijn als |ul =1. Wegens
(1) en (7) volgt nu uit (5)

(8) ub = (- y() [p g (g ()] +(1-p)F (w),

dus

(9) Fo(u) = (1= pty()™ [ut-(1-t w(u))E (W],
mits |[ul|=1. Neem nu aan, dat

(10) ' p.<ca’d, (550),

waarin C en a positieve constanten zijn, a <1.
In dit geval kan men het geldigheidsgebied van (9) uiltbreiden’
door Fi(u) analytisch voort te zetten,

Vooreerst is Fi(u) analytisch voor |uf >1 met inbegrip van het
punt u=o, Vervolgens is Hi(u) analytisch voor {ul <1, continu
voor |ul €1, terwijl H,(0)=0. Tenslotte volgt uit (4) en (10) dab
W (u) analytisch is voor a < |ul] <1, continu voor a < jul s 1.

Als |ul=1 dan is [yfhl)lsﬂ dus bestaat er een constante R met
a<R<1en y(R)< itl“q, (t was vast, 0<|t|<1). Verder is
o(n), ()

ij ES pj i = P(Zn = J izo = i)ﬂ




terwijl
9 +,....+5'n

Wegens (6) volgt hieruit dat de reeksen in (7) absoluut conver-
gent zijn voor u=R, dus is Fi(u) zelfs analytisch voor ]u]:>R.

Nu geldt (9) voor ju|=1, terwijl beide leden van (9) continu zijn
voor R <|ul g1, analytisch voor R< {u} <1, dus (9) geldt voor alle
u met R <{ul ¢ 1. Tenslotte levert (9) een analytische voortzet-
ting van F,(u) tot het gehele gebied |ul>a, (zodanig dat (9)
geldt), met uitsluiting van de nulpunten van 1- Pty (u), waar
Fi(u) een pool kan hebben,

Het bovenstaande principe laat vele toepassingen toe. Teneinde
het verhaal niet al te lang te maken zullen we ons nu beperken
tot het geval dat

(10) Py = 0als jJ<-1, p_,>0, 0< p<
Dan 1is
< J
11 : = )
(11) W (u) 3221 P U

analytisch in O0<|u] <1 met een enkelvoudige pool in u=0. Verder
geldt (10) voor elke a >0, dus levert (9) cen analytische voort-
zetting van Fi(u) tot het gehele u-~vlak met inbegrip van het

punt u=e doch met uitslulting van het éénduidige nulpunt 27 van
1- Pty (u) met |»]<1; in het bijzonder is F,(u) rationaal, Ver-
der, wegens (9), 120 en H,(0)=0, hebben we ¥, (0)=0. Zij tenslotte
¥ het eenduidige nulpunt van 1~ t'w(u) met {; <1, (5 #%). pan
volgt uit (9) dat F, (5 (1-p7 fl, Bovengenoemde eigenschappen
bepalen de ratlonalc functlc Fi(u) eenduidig, dus

(12) (1-2)F; (u) = (5-25Tu(u-n) "

H

n=0 A=0 J n=0 lJ
- %;,% Qs = PF, (1), (1D=[1-(1-PF, (1)] ,

dus uit (12)
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(13) g:o i Ve e = [ -5t “+;1 -5 /(-] (1-1) 7"
N= A =0

Hierin is ; eenduidig bepaald door s?i <1,

)7

3

6= (5)7 = §lo_yroy 8 B0,

dus f= §(t) is analytisch in ¢ (1t <1) en 5(0)=0. Verder is

?==§(ﬁt). Laten nu de constanten & en/ﬁin gedefinieerd zijn
door

S ) N
(1) (=)™ = T LN ()™,

A =0
en
(15) § 171 (-5) (1) 7 S’ﬁ £°
met/3i(n)=0 als n<i-1. Dan volgt uit (13)
(n)

(16) Uy (X)=o<(>‘>ﬁi<“'>\) mits A1

Hierin is

oM 1

- = ?ﬁT'J (1- ; K+1 - QW]J&q

(met een kleine cirkel om nul als integratieweg), dus is d(k) ge-

) A+

ay (5)"

lijk aan het residu in u=0 van de analytische functie v
_(ﬂ—u);1¢”(uﬁ W(u)x_q. Evenzo is}6i<n> gelijk aan het residu in

u=0 van de functie (’I—}#(u))“1 y*(u)(1~u)ul'1yk(u)n,
In het ocorspronkelijke spel tussen Pefer en Paul is
-] 2

v (u)=%(u" ") dus ¥ '(u) = -(1-u®)/(2u°).

Dan is d<k) gelijk aan de coefficient van uk in de ontwikkeling

van 2"7“(’H-u)(’lnhl,lg)7\'1 in machten van u. Verder is;@i{n) gelijk
gan de coefficient van v 1 in ge ontwikkeling van 2'n(ﬂ+u)(’l+u2)n

in machten van u. Dus volgt uit (16):

(17) Ui(n)(x) = 2™ ([7\;}2]>([(n.§:?+1)/2“)>’ (Az1).

Uit (4¥7) kan men op de gebruikelijke wijze een "boog-sinus-wet"

afleiden, vgl, W. Feller, An introduction to probability theory
and its applications, New York (1950), p.252,




