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Examen 1957

Uit de gegevens blijkt dat voor de steekproefomvang steeds 5% van
de partijgrootte genomen is. Dit leidt tot relatief strenge keu-
ringen bij grote partijen en tot relatief slappe keuringen bi)
kleine partijen. De fabrikant, die de kwaliteit van zijn produkt
kent, heeft daardoor de mogelijkheid het percentage afgekeurde
partijen te beiInvloeden met behulp van de grootte van de door hem
afgeleverde partijen. Vooral om deze laatste reden is het beter er
voor te zorgen, dat bij kleine partijen de steekproef relatief
groter is dan bij grote partijen. Een dergelijke overweging wordt
in de meeste bestaande steekproefsystemen gevolgd en het 1lijkt daarom
aanbevelenswaardig €én van deze systemen te gebruiken.

In de onderstaande tabel is voor elke partij het percentage in de

steekproef gevonden afgekehrde exemplaren gegeven.

Nummer Percentage afgekeurde
partij exemplaren in steekproef

1

2 ;
3 ,
4 ’
5 5,0
6 ,
7 3,8
8 ,
9 ,
10 4,

Het percentage afgekeurde exemplaren in alle steekproeven samen
is 4,1%.

De percentages afgekeurde exemplaren verschillen van steekproef
tot steekproef veel te weinig. Zelfs als alle partijen hetzelfde

percentage slechte produkten zouden bevatten zou men toch een
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grotere variatie in de steekproefpercentages verwachten. Dit bli jkt
2

bijvoorbeeld wanneer men een X —toets toepast om de nulhypothese te
toetsen dat de percentages slechte produkten in de tien partijen

gelijk zijn. Noemt men het aantal afgekeurde produkten in de ie
steekproef n., en het totaal aantal produkten in die steekproef

ni, dan 1is

2
1§ "1 352
n 855
2  i=1 i
X = 35 .820 = 0,362.
855>

Het bijbehorende aantal vrijheidsgraden 1is gelijk aan 9, omdat bij
de berekening gebruik is gemaakt van de geschatte fractie slechte
produkten in de partijen (%g-g = 0,041). De rechter overschrijdings-
kans van deze waarde van )(2 is bijna gelijk aan 1. De gevonden
waarde mag dus wel als uitzonderlijk laag beschouwd worden. De oor-
zaak hiervan kan zijn dat er met de resultaten geknoeid 1is. Het

bewijs daarvan is echter niet geleverd. Een nader onderzoek zou

uitsluitsel moeten geven.

2. Uit de gegevens volgt dat over langere tijd het gemiddelde uurloon en
de variantie van het uurloon respectievelijk gelijk zullen zijn aan
100 + 0,5.70 = 135 ¢ct. en 0,5.7 = 3,5 ct. Het daginkomen dat wordt

t

verkregen als de som van acht 'onafhankeli,jke" uurlonen zal gemiddeld

gelijk zijn aan 8 x 135 ct = f 10,80. De standaardafwijking 1s

3,5\/;01 = f 0,099,

Als aangenomen wordt dat de verdeling van de uurprestaties normaal 1is

of althans zodanig op de normale verdeling 1lijkt dat de som van acht
uurlonen als normaal verdeeld mag wo:;'den beschouwd, zal in gemiddeld

90 van de 100 dagen het daginkomen liggen tussen 10,80 - 1,645 % 0,099 =
= f 10,64 en 10,80 + 1,645 X 0,099 = f 10,96.
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Er zijn twee mogelil jkheden:
a. de controle waarop de conclusie is gebaseerd heeft betrekking op
attributieve eigenschappen;
b. de controle heeft mede betrekking op gemeten eigenschappen.
In het eerste geval betekent het feit dat het produktieproces zonder
uitval verloopt inderdaad dat het statistisch beheerst is, in het
tweede geval behoeft dat niet zo te zijn. Immers, uit de mededeling
volgt dan alleen dat alle geproduceerde exemplaren binnen de techni-
sche tolerantie liggen, dus dat het proces ' technisch beheerst' is.
"Statistisch beheerst’ zijn van een proces houdt echter o.a. in dat
gemiddelde en spreiding van het proces van de tijd onafhankeli jke
constanten zijn. Een "statistisch beheerst' proces kan echter wel
degelijk uitval opleveren doordat de toleranties voor het produkt
scherp c.q. te scherp gesteld zijn. Evenzo is het, in het geval van
ruime tolerantie grenzen, mogelijk dat geen uitval wordt gevonden,

)

terwijl toch het proces niet 'statistisch beheerst' is.

Het tegen elkaar afwegen van de verschillende controlefrequenties

en steekproefgrootten zou als volgt kunnen geschieden. In het alge-
meen zal het vaak nemen van een kleine steekproef meer tijd en

arbeid en dus ook meer geld kosten dan het minder vaak nemen van een
grotere steekproef, zelfs indien in beide gevallen het totaal aantal
gekeurde exemplaren per tijdseenheid hetzelfde is. Een toeneming van
de controlefrequentie betekent in het onderhavige geval zelfs het
aanstellen van een tweede controleur (aangenomen dat er ten aanzien
van het werk wvan de huidige controleur geen ti jdsbesparende maatrege-
len wat betreft de keuring zelf en de registratie van de keurings-
resultaten mogelijk zijn). Dit brengt dus een verhoging van de kosten
met zich mee.

Een toeneming van de controlefrequentie is daarom alleen verantwoord,
indien de daaraan verbonden extra kosten een tenminste even grote
besparing opleveren. Een dergelijke besparing kan bijvoorbeeld ont-
staan, doordat nu eerder informatie kan worden verkregen over een

kwaliteitsvermindering van het proces, als gevolg waarvan ook eerder
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in het proces kan worden ingegrepen en de totale door de kwaliteits-
vermindering veroorzaakte schade dus kleiner is. Daarbij moet echter
wel rekening worden gehouden met het feit dat in dit geval vergro-
ting van het aantal controles gepaard gaat met verkleining van de
steekproefgrootte. Men verkrijgt dus wel eerder informatie maar die
is ook minder nauwkeurig. Als men verwacht dat de variaties in kwa-
liteit die in het proces zullen optreden, meestal groot zullen zijn,
kan die minder nauwkeurige informatie toch nog wel voldoende zijn.
Als men echter vermoedt dat de optredende kwaliteitsvariaties in het
algemeen klein zullen zijn (maar technisch toch wel belangrijk) dan
zal de verkleining van de steekproefgrootte een ongunstige invloed

hebben die door de gunstige invloed van de grotere controlefrequen-

tie niet zal worden gecompenseerd.

a. Als een stochastische variabele normaal verdeeld is met verwach-
ting u en standaardafwijking o is ook het rekenkundig gemiddelde

van n waarnemingen aan die stochastische variabele normaal ver-

deeld en wel met verwachting U en standaardafwijking 0/\/n. In
)

V25

= 1 kKV. Uit een tabel van de verdelingsfunctie van de normale

dit geval is de standaardafwijking van het gemiddelde dus

verdeling volgt nu, dat de goedkeurkans (de kans dat het gemiddel-
de van 25 metingen tussen 80 en 100 kV ligt) voor u = 95 kV en

p = 105 kV praktisch gelijk is aan 1, respectievelijk 0O, terwijl
hij voor u = 100 kV de waarde 0,5 heeft.

b. De goedkeurkans (Pg) is afhankelijk van de absolute waarde van het
verschil tussen het partijgemiddelde en het midden van het inter-
val (80, 100). Het is dus voldoende om, zoals in de volgende

figuur is gedaan, de keuringskarakteristiek te geven voor partij-

gemiddelden groter dan 90 kV.
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1,0 g
0,8 , '\\
0,6

0,4

0,2 v

90 929 94 96 98 100 102 104 W

c. De mediaan van n waarnemingen aan een normaal verdeelde stochasti-
sche variabele met verwachting u en standaardafwijking o is, als

n voldoende groot is, bij benadering normaal verdeeld met verwach-

ting U en standaardafwijking~+g- *\/?g . In dit geval geldt dus bij

Vn

benadering dat de standaardafwijking van de mediaan normaal ver-

> _ - 1,25 kvV.
V 25

De keuringskarakteristiek kan, evenals bij de beantwoording van

deeld is met standaardafwijking 1,25 -

vraag b, bepaald worden door gebruik te maken van een tabel van de
verdelingsfunctie van de normale verdeling. Het resultaat is in de
bij het antwoord op vraag b gegeven figuur door de gestreepte lijn

aangegeven.

d. De onjuiste interpretatie van het keuringsvoorschrift heeft tot ge-
volg dat de keuring minder scherp wordt. Het verschil 1is overigens

niet groot.
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6. a. We hebben bij de beoordeling van de verschillen tussen de contro-
leurs zoals die uit overzicht I1I volgen, te maken met gepaarde
waarnemingen. De te gebruiken toets kan daarom de tekentoets zijn,
ook al omdat bij dit uit "aantallen bestaande cijfermateriaal

toetsen die op de normale verdeling gebaseerd zijn niet in aanmer-

king komen. Bij toepassing van de tekentoets blijkt dat er 11 weken

zijn, waarin de uitkomst voor C, hoger is dan vooOr Cz, 1 week waar-

1

in voor C2 meer foutieve exemplaren gevonden zijn. De hierbi}
behorende tweezijdige overschrijdingskans is 0,0063. De hypothese

dat de verschillen tussen Cl en Cz uitsluitend door steekproef-
schommelingen zijn ontstaan moet dus verworpen worden wanneer men
voor de toets, zoals inderdaad gebruikelijk is, een onbetrouwbaar-

heidsdrempel van op zijn minst 0,01 Kkiest.

b. In de beschouwde periode van 13 weken zijn voor Cl in totaal
13 x 3 x 50 = 1950 doorgelaten exemplaren onderzocht en daarbi]j
waren 86 foutieve produkten. Hij heeft in totaal volgens over-
zicht I 260600 produkten gekeurd, waarvan er door hem volgens
overzicht II 31771 zijn afgekeurd, zodat er 228829 zijn doorgelaten.
80 x 228829 ten onrechte

1950
volgt op dezelfde wijze dat hij 276911 produk-

Van deze laatste zijn er naar schatting

goedgekeurd. Voor C

2
ten in totaal heeft doorgelaten, waarvan er naar schatting
57 ‘
1950 276911 hadden moeten worden afgekeurd. Een schatting van

het percentage in de beschouwde periode ten onrechte doorgelaten

produkten is dus

86 57
28829 + X 2769:
Tos0 * 228829 + 7g55 * 276911

228829 + 276911

X 100% = 3,6%.

c. Indien de partijen op aselecte wijze over de controleurs verdeeld
zouden zijn, zou men verwachten dat per monteuse de verhouding

tussen de aantallen door C, en C_ gecontroleerde partijen onge-

1 2
veer gelijk zou zijn aan de verhouding tussen de in totaal door

hen gecontroleerde aantallen partijen (2606 en 3047). Uit de
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gegevens van overzicht I blijkt ook zonder toepassing van een sta-
tistische toets, dat dat bij lange na niet het geval is. Van een
aselecte verdeling van de partijen over de controleurs kan dan

ook niet worden gesproken.

Uit de overzichten I en I1 kunnen de percentages door de contro-

leurs voor de verschillende monteuses gevonden foute produkten

worden berekend:

Percentage afgekeurde
exemplaren

Monteuse

M4
MS
M6
M7
M8
M9
M10O

Er zijn drie monteuses (M4, M5 en M6) die een veel hoger percen-
tage slechte produkten maken dan de overige monteuses. Dit zijn

volgens overzicht I juist de monteuses waarvan C. een veel groter

1

aantal partijen heeft gecontroleerd dan C De bewering vindt dus

2&
inderdaad een zekere steun in de cijfers. Bewezen is hij daarmee
echter niet; daarvoor zou een verder gaande analyse van meer ge-

detailleerd cijfermateriaal nodig zijn.

. Een mogelijkheid tot fraude is de volgende: de controleur kan

minder fouten opgeven dan hij gevonden heeft en zo bijvoorbeeld
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monteuse bevoordelen. Het opvallende verschil tussen

het percentage fouten dat door C respectievelijk C_ gevonden is

1’ 2

in het werk van monteuse M8, gecombineerd met het feit dat C2

veel meer werk van M8 heeft gecontroleerd dan C,, zou in die rich-

1
ting kunnen wijzen. Een nader onderzoek 1lijkt hier gewenst.

f. Uit de beschrijving van het systeem blijkt dat de afdelingschef
met dit kwaliteitsbeleid geen bemoeienis heeft. Dat is onjuist:
hij is daardoor minder in staat tot het nemen van maatregelen

ter verbetering van de kwaliteit.
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Examen 1958

. Uit de gegeven tabel volgt voor het gemiddelde van alle waarne-

mingen x = 10,6 en voor de gemiddelde spreidingsbreedte van de
twintig groepen'ﬁ = 15,6. Met behulp van de bekende tabellen voor
de actiegrenzen Op‘;; en R—-kaarten kan uit die gemiddelden de

figuur van blz.A 10 geconstrueerd worden.

Het valt op, dat zowel op de x~kaart als op de R—-kaart de punten
te dicht bij de lijnen voor het gemiddelde liggen. De verklaring
daarvan kan zijn, dat de veronderstelling waaronder de actiegren-
zen voor de x— en R-kaart werden berekend onjuist is. Bedoelde
veronderstelling houdt in, dat de groepen waarnemingen beschouwd
mogen worden als aselecte steekproeven uit evenzoveel normaal
verdeelde populaties. In dit geval echter zijn bij iedere groep
de waarnemingen afkomstig van de vijf gietstukken die uit de ver-
schillende gietvormen van de matrijs komen. Indien er tussen de
gietvormen van de matrijs verschillen bestaan, ontstaan er sys-
tematische verschillen tussen de vijf waarnemingen binnen iedere
groep . Daardoor wordt de gemiddelde spreidingsbreedte groter,
terwijl deze systematische verschillen, omdat ze in iedere groep
op dezelfde wijze voorkomen, de variaties tussen de afzonderli jke
spreidingsbreedten en de groepsgemiddelden niet beiInvloeden. De

actiegrenzen liggen daardoor zowel op de x- als op de R—-kaart te

ver uit elkaar.

Voor een verdergaande analyse zou men moeten beschikken over de
individuele x—~waarden per groep, telkens met het nummer van de
bijbehorende gietvorm. Men kan dan nagaan hoe groot de systema-
tische verschillen tussen de 5 laaggemiddelden zijn. Indien deze
systematische verschillen inderdaad aanwezig blijken kan dat ver-
schijnsel het gevolg zijn van verschillende technische oorzaken.

Het meest voor de hand liggend is wel het bestaan van verschillen

in afmeting tussen de vijf gietvormen van de matrijs.



——3 Groepsnummers

Vraagstuk 1 (1958): vraag a
Controlekaart van gemiddelde (%) en spreidingsbreedte (R) van afmeting x vopor 20 series van 5 gietstukken

(eenheid: 0,1 mm)
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In het ontwerp V1047 "Weergeven van waarnemingsreeksen", van de

Hoofdcommissie voor Normalisatie in Nederland zijn regels voor het
afronden van meetwaarden te vinden. Als bovengrens voor het afron—
dingsinterval is daar gekozen 0,6 s.

Voor de waarnemingen geldt in dit geval dus dat het afrondingsinter—

val hoogstens 0,6 x 13,35 = 8 mag zijn. Men mag dus zeker op gehele

eenheden en, zo men wil, zelfs op vijf eenheden afronden.

De bovengrens voor het afrondingsinterval voor het gemiddelde is:

0,6 X ..1...3»_2_5_§ ~ 1’4‘

V32

Het gemiddelde kan dus worden afgerond tot x = 147. Voor de boven-

grens van het afrondingsinterval voor de standaardafwijking geldt

volgens het bovengenoemde ontwerp V1047:

De standaardafwijking kan dus tot s = 13 worden afgerond.
De spreidingsbreedten zijn voor de acht proeflapjes gelijk aan:
11,4 21,0 17,5 13,5 37,7 13,1 12,7 15,3.

Het gemiddelde 1s -ﬁ = 17,8, waaruit als schatting voor de standaard-

afwijking per lapje volgt:

Sp = 0,486 -+ 17,8 = 9,

Het verschil tussen de gevonden waarden s = 13 en sR = 9 kan ver-

klaard worden uit het feit dat SR inderdaad een schatting is voor

de standaardafwi jking per lapje, terwijl in s ook eventuele ver-
schillen in stijfheid tussen de proeflapjes tot uiting kunnen komen,
die dan kunnen leiden tot een grotere waarde voor s dan Voor Sp-
Bli jkbaar zijn dergelijke verschillen in stijfheid tussen op grotere
afstand gelegen lapjes uit één rol weefseldoek hier aanwezig. Dat
kan, desgewenst, nader onderzocht worden met behulp van een varian-
tie—analyse. Het resultaat, berekend uit de op één eenheid afgeronde

waarden, is:
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Vri jheids~ Som van kwadraten :
graden { van afwijkinger

Tussen lapjes

| Binnen lapjes

De uit deze tabel berekende F-waarde is 7,33. De overschrijdings

blijkt (bij 7 teg

kans voor deze F-waarde en 24 vrijheidsgraden)

kleiner te zijn dan 0,001, zodat de variantie—analyse de eerder

getrokken conclusie bevestigt. Uiteraard moet bij het trekken van
conclusies ult de variantie~analyse worden aangenomen dat de acht

groepen getallen aselecte en onafhankelijke steekproeven zijn uit

ormaal verdeelde (althans bij benadering normaal verdeelde)

populaties die alle dezelfde standaardafwi jking hebben.

c. De methode is onjuist. In de eerste plaats zou bij de berekening
de standaardafwi jking door V 32 gedeeld moeten worden, in de
xmatische verschil-

tweede plaats is, vanwege het bestaan van syst

len tussen de 1
~echtvaardigd.

apjes, het gebruik van de waarde s = 13 niet ge-

De eenvoudigste methode ter berekening van een betrouwbaarheids-

interval voor het rolgemiddelde is de volgende:

~houwd worden als een gewone steekproef van 8 waarden

berekend uit 4 metingen per lapjes), waarvan het totale

niddelde uiteraard weer gelijk is aan het te schatten rolgemid-
e, Uit

deze acht waarden worden dan de standaardafwi Jking s

1
delde x berekend. Natuurlijk is x = 147, terwijl s

1
orden uit het gemiddelde kwadraat 'tussen lapjes"

dat in de variantie-c

nalyse in het antwoord op vraag b gegeven

is, n.l. als:
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‘/1539,4 _
Sl = a1 12,

Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het rolgemiddelde u kan dan

gebaseerd worden op de t-verdeling met 7 vrijheidsgraden:

x - 2,36s, < yu < x + 2,36s

1 1

of :

118 < u < 1786.

Bij deze berekening is weer aangenomen dat de vier metingen van

elke groep een aselecte steekproef vormen uit een normaal verdeel-

de (of bij goede benadering normaal verdeelde) populatie met een

standaardafwiljking die voor alle acht populaties dezelfde is. Bo-
vendien is aangenomen dat de proeflapjes een aselecte steekproef
vormen uit de rol weefseldoek en dat voor de populatie van gemiddel-
de stijfheden van proeflapjes uit die rol ook een normale verde-

ling geldt.

Geef het totaal aantal flesjes dat op een dag onderzocht moet
worden aan door N en noem het aantal groepen en het aantal fles-
jes per groep respectievelijk k en n.

De kans dat een aselect uit de populatie van N flesjes getrokken
steekproef van n flesjes geen besmette exemplaren bevat, mag, zo-

lang N zeer groot is t.o.v. n, benaderd worden door
n

Omdat voor p de kleine waarde 0,01 gegeven is, kanPo eventueel
berekend worden met behulp van de tabel van de Poissonverdeling
met parameter 0,0l1n.

De totale kosten C (in guldens) die voor de bepaling van het opti-

mum van belang zijn, zijn:

C = 2,5k + 0,5k + k(1-P_)+0,5n.
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De gemiddelde kosten per flesje moeten zo klein mogelijk zijn.

Noemen we die ¢ = % , dan 1is:
C C
— R e T & ——
c N er 0,5(1 PO)
Van de functie
3

moet dus nagegaan worden voor welke waarde van n zl1Jj minimaal is.
Die waarde van n kan door systematisch proberen gevonden worden
door eerst y te berekenen voor een aantal met stappen van 10 op-
klimmende waarden van n. In de volgende tabel zijn de resultaten
van die berekening gegeven voor n = 10, 20, 30, 40, 50. Voor de

bepaling van P, is daarbij de Poisson—-tabel gebruikt.

O

30

Uit deze resultaten blijkt dat het optimum in de buurt van n
moet liggen. Berekeningen voor waarden van n in de omgeving van

| n
n = 30, waarbij dan (1-p) met behulp van een logarithmentafel is

berekend, zijn in de volgende tabel gegeven:




1958 - A 15

Het minimum van y blijkt te liggen bij n = 28. De invloed van n

in het gebied tussen n = 25 en n = 30 is zeer klein.

. Men mag verwachten dat de optimale grootte van de groepen toeneemt

naarmate p kleiner wordt. Als p = 0 is PO = 1 en dus is dan

3
c = —,
n

De optimale waarde van n is dan N. Het nemen van eén groep is
optimaal. Bij p = 0,01 is n = 28 optimaal. Als p = 1 is n = 1 de
beste waarde, ofschoon dat niet direct uit de in het antwoord op
vraag a gegeven formule voor de kosten blijkt: als p = 1 is de

PO = 0 en volgens de formule zou dan

3
c =—+ 0,5
n

en ¢ zou afnemen met n. Natuurlijk is n = 1 toch optimaal. Er 1is
namelijk een interval P < P < 1, waarbij de beste werkwijze 1s

geen groepen te nemen, maar direct over te gaan tot het onderzoeken

van alle flesjes afzonderlijk. De kosten zijn dan:
C =0,5N

en de kosten per flesje:
c = 0,5.

Zolang nu p zodanige waarden heeft dat voor iedere waarde van n

geldt:
9 Zh ’ 0 M

is de beste procedure om direct over te gaan tot het onderzoeken

van alle flesjes.

Uit de ongeli jkheid volgt:

6
G
Pom

of, bij benadering:
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of:

n/ 6
> - _—

De functie 1 - \n/gis maximaal als n = 6e. Aangezien p voor iede-
n/ 6
re waarde van n groter moet zijn dan 1 - \/;, moet dus, als het

direct overgaan tot het onderzoeken van alle flesjes het voorde-

ligst zal zijn:

of
p 2 0,059.

Voor 0,059 X< p < 1 is dus n = 1 inderdaad de beste keuze, mits men

het vormen van groepen flesjes geheel achterwege laat. Voor

O < p < 0,b59 neemt de optimale waarde van n af met toenemende p.

%me rki ngen:

a. Van de kandidaten wordt het bovenstaande antwoord niet verwacht.
Als antwoord waren de eerste vijf zinnen van het hier gegeven
antwoord voldoende.

b. De in dit antwoord gegeven berekeningen zijn slechts bij bena-
dering goed: er is geen rekening gehouden met het feit dat de
groepen uit een eindige populatie worden getrokken en bij de
berekeningen is n als een continue variabele gehanteerd. Des-
ondanks mag aangenomen worden dat de gevonden grenswaarde van

0,059 de werkelijke grenswaarde, zolang N niet te klein 1is,

goed benadert.

1. Onjuist. Als in de punten op de controlekaart een systematisch
verloop is te bespeuren, wijst dat juist op een statistisch

niet beheerst proces.



1958 - A 17

2. Juist. Per definitie zijn de controlegrenzen z0 vastgesteld.

3. Onjuist. Tolerantiegrenzen zijn technische grenzen voor een
elgenschap van een produkt. Er is geen reden om te veronder-
stellen dat deze grenzen samenvallen met de grenzen op de
controlekaart.

4. Juist. Bij een statistisch beheerst proces mag worden aangenomen

dat de metingen aan opeenvolgende Produkten beschouwd kunnen

worden als waarnemingen aan onderling onafhankeli jke stochas-

tische variabelen die alle dezelfde verdeling hebben. Dat

houdt in dat de uit metingen aan vier opeenvolgende produkten

op de gebruikelijke wijze berekende variantie een zuivere
schatter is voor de variantie van het proces of anders gezegd,

e
van alle geproduceerde exemplaren .

b. Wanneer het Process Average °/o" bekend is, geven de tabellen van
Dodge en Romig het keuringsschema waarbij voor partijen met een
percentage foutieve produkten gelijk aan dat Process Average °/o"
de keuringskosten veroorzaakt door het keuren zelf en het sorteren

van de afgekeurde partijen minimaal zijn.

c. Het controlepunt is het percentage foutieve exemplaren in de partij

waarbij de kans op goedkeuring bij toepassing van het steekproef

voorschrift 0,50 is.

d. Men zal gebruik van de mediaan overwegen:
1. indien het rekenwerk dat aan de bepaling van het gemiddelde
verbonden 1is bezwaarlijk is;
2. indien men de invloed van uitschieters wil verminderen:
3. indien de uitkomsten in volgorde van grootte ter beschikking

komen, zoals bijvoorbeeld bij duurproeven vaak het geval is.

a. De verschillen tussen de meetresultaten van tabel 1 en tabel 2
kunnen, behalve door de onnauwkeurigheid van het apparaa‘t bij de
machine, ook veroorzaakt zijn, doordat het betreffende apparaat
en dat in de meetkamer op een verschillend niveau zijn ingesteld.

Inderdaad blijkt, dat voor 8 van de 10 assen in tabel 2 een hoge-
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re waarde is genoteerd dan in tabel 1. Voor eén as is de waarde

in tabel 2 lager dan die in tabel 1, voor één as zijn de beide
waardengelijk. Als beide apparaten op hetzelfde meetniveau zou-
den zijn ingesteld, zou de kans om voor eenzelfde as in tabel 2
een lagere waarde te vinden dan in tabel 1 gelijk zijn aan 3. Deze
hypothese kan met behulp van de tabel voor de tekentoets getoetst
worden en blijkt dan bij gebruik vaﬁ een onbetrouwbaarheidsdrempel
0,05 (tweezijdig) verworpen te moeten worden. Er is dus wel dege-

1ijk reden om ook een verschil in instelling als oorzaak van het

optreden van verschillen aan te nemen.

b. Het maximale verschil tussen twee metingen van eén as, zoals dat
gevonden is bij deze reeks van tien waarnemingen, is geen goede
maat voor de reproduceerbaarheid van de metingen. Men mag name-
1lijk verwachten dat dat maximale verschil groter zal zijn, naar-
mate het aantal paren waarnemingen groter wordt. Een goede maat
voor de reproduceerbaarheid behoort de meetmethode te karakteri-
seren en niet afhankelijk te zijn van het aantal waarnemingen.
Bovendien kan in dit geval het maximale verschil ook door een
eventueel optredend verschil in meetniveau van de beide reeksen
worden beinvloed en dergelijke verschillen hebben niets met
reproduceerbaarheid (in engere zin) te maken. Een juiste maat
voor de reproduceerbaarheid wordt hier verkregen door eerst de
verschillen tussen de aan dezelfde as uitgevoerde metingen uit

tabel 1 en tabel 3 te bepalen. Deze verschillen (in mm) zijn

hier:

0,00 0,01 0,00 0,02 0,02 -0,02 0,01 -0,03 -0,02 0,01

Het gemiddelde verschil is O. De variantie is W De genoemde

9
goede maat voor de reproduceerbaarheid van een meting wordt ver-

kregen door uit deze variantie de standaardafwijking van de meet-

fouten te berekenen:

V 90,0028 = 0,012 mm.

2.9
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c. Er is inderdaad een verbetering bereikt, niet doordat het nieuwe
apparaal een betere reproduceerbaarheid heeft, maar doordat de
instelverschillen met het apparaat van de meetkamer kleiner zijn
geworden. Vermoedelijk zou men dat ook door een betere instelling

van het oude fabrieksapparaat hebben kunnen bereiken.

a. Indien sprake zou zijn van een Poissonverdeling, zouden van de
gegeven frequentieverdeling het gemiddelde en de variantie, behou-
dens toevalsschommelingen, aan elkaar gelijk moeten zi jn.

Van de gegeven Ifrequentieverdeling bedraagt het gemiddelde en de
variantie respectievelijk 683 en 238 X 102. De variantie is zo-
veel groter dan het gemiddelde dat zonder toetsing kan worden

geconcludeerd, dat er in dit geval geen sprake is van een Poisson-

verdeling.

b. Als de verdeling een Poissonverdeling zou moeten zijn, zou ten-—
minste voldaan moeten zijn aan de eis dat gedurende de periode
van onderzoek de kans op het binnenkomen van een ordex van de
tijd onafhankelijk is. Dat 1ijkt echter zeer onwaarschijnlijk,
gezien de lange periode van onderzoek (242 werkdagen, dus bijna
een jaar) en de aard van het bedrijf. Verwacht mag worden dat
bijvoorbeeld in de maanden september tot en met november het aantal
binnenkomende orders gemiddeld groter zal zijn dan in andere
maanden in verband met het naderen van de maand december met zijn
feestdagen. Ook zouden er andere seizoeneffecten kunnen zijn, als

het bedrijf overwegend zomer- of winterspeelgoed fabriceert.
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Examen 1959

1. a. Uit de gegevens van de tabel is te berekenen

R =12,3 en x

-1,19. Uit de tabellen voor controlekaarten vol-
gen dan de regelgrenzen voor x: -1,19 + 0,58°12,3 of -8,32 en
+5,94 en die voor R: O en 2,11°.12,3 = 26,0. De met deze grenzen

te construeren controlekaart is op blz. A21 gegeven.

Op de Rﬂkaart valt eén waarneming boven de hoogste regelgrens. Men
kan daarvoor corrigeren door de gegevens van die steekproef (de
laatste op dinsdag) weg te laten en R ophieuw te berekenen. Veel

zin heeft dat echter niet.

b. Op de x-kaart liggen drie punten beneden de laagste regelgrens.
Al deze drie punten behoren bij steekproeven die om 8 uur 's mor-
gens genomen zijn en wel op dinsdag, donderdag en vrijdag. Ook op
woensdag en zaterdag zijn de gemiddelden van die eerste steekproef
laag, al liggen de bijbehorende punten dan ook niet beneden de
regelgrens. Vermoedelijk is er dus een "aanloop effect' bij het
begin van de dag, waardoor de dikte van de slijpstenen dan te
klein is. Voor de andere uren ligt de gemiddelde dikte vrij goed
Op de nominale maat: als de gegevens van de eerste steekproeven
van ledere dag worden weggelaten is de gemiddelde afwijking van
die nominale maat over alle overblijvende waarnemingen -0,19
(in 0,01 mm), dus -0,0019 mm. Ook op de standaardafwijking van het
proces is niets aan te merken: uit R = 12,3 volgt, onder de ver-
onderstelling dat de dikte normaal verdeeld is, een schatting
voor de standaardafwijking s = 0,053 mm en dat is voldoende klein
ten opzichte van de gestelde toleranties. Tenslotte: uit deze
gegevens kan niet geconcludeerd worden tot een invloed van het
vervangen van de slijpsteen, zoals blijkt uit de volgende tabel

waarin de gemiddelden zijn gegeven van de steekproefwaarden vlak

% W
voor en vlak na de vervanging.
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Gemiddelde dikteaf-
wijking (in 0,01 mm) |

Voor ver-
vanging

Maandag

Woensdag

Vrijdag

De standaardafwijking van deze gemiddelden, gebaseerd op de boven-
genoemde schatting van de standaardafwijking in dikte van 0,053 mm
(of, in 0,01 mm, 5,3), is 2,4. Van significante verschillen tussen
de gemiddelden voOr en na vervanging is, zoals gemakkelijk is na

te gaan, geen sprake.

¢. Indien de produktie van het eerste uur wordt gesorteerd, kan bij

de overige produktie met deze procescontrole worden volstaan.

2. a. De bedrijfsleider heeft 150 minuten tijd om de afstand af te leg-
gen. Uit de tabellen voor de normale verdeling is af te leiden
dat hij een kans heeft, gelijk aan 0,023 om te laat te komen als
hij route I kiest. Voor route 1II is die kans 0,0000003. Als hij
de kans van 0,023 te groot vindt zal hij route 1l kiezen.

b. De bedrijfsleider heeft nu nog slechts 120 minuten ter beschikking.
Als hij route I neemt, heeft hij een kans 0,50 om te laat te ko-
men, voor route II is die kans 0,9999997, dus bijna 1. Hij zal

daarom vrijwel zeker route I Kkiezen.

c. Hij heeft nu 165 minuten ter beschikking. De kansen om te laat te
komen zijn nu bij beide routes klein. Hij zou, omdat route I aan-

zienlijk korter is, uit kostenoverwegingen die route kunnen kiezen.

3. Er zijn twee conclusies:

a. De oude ovenbaas behaalt met de nieuwe oven slechtere resultaten
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dan met de oude.

b. De assistent bereikt thans met de oude oven betere resultaten

dan de oude ovenbaas vroeger.

Bij de begordeling van deze conclusies kan men het volgende bedenken.

De glazuurfouten zijn oppervlakte—fouten. Het l1lijkt niet onredelijk

om te veronderstellen dat het aantal fouten per oppervlakte—eenheid

2
(bijvoorbeeld per cm ) een Poissonverdeling volgt en dat die Poisson-

verdeling voor de drie soorten borden hetzelfde gemiddelde m heeft.
Dat gemiddelde kan natuurli jk wel afhangen van de oven waarin de
borden gebakken zijn. Voor de grote borden zal nu het aantal fouten
per bord ook verdeeld zijn volgens Poisson en wel met parameter

m
— X 625 X m. De kans bij een groot bord op O fouten (dus op een

4

goed bord) is dan:

i
- — X 625 X nm.

4
e
De waarde van m voor grote borden (in de nieuwe oven gebakken) kan

geschat worden uit het gegeven dat 70% van die borden goed is:

L]

-’Z'X 625 X m
e = 0,70.

Hieruit volgt met behulp van een logarithmentafel of met behulp van

een tabel of nomogram voor de Poissonverdeling:
m = 0,00073

en voor het gemiddelde aantal fouten per groot bord een waarde 0,36.

Voor de ontbijtbordjes en de schoteltjes zou het gemiddelde aantal

fouten per stuk respectievelijk gelijk zijn aan-

441 225
— wnenmemnee— P o
—5z 0,36 =0,25 en 5= *0,36 =0,13.

De fractie goede exemplaren voor deze typen zou voor de nieuwe oven

dan zijn:

8“0’25 = 0,78 en eﬂo’13 = 0,88.
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Het gemiddelde percentage goede exemplaren, als in de nieuwe oven
alle drie de typen zouden worden gebakken, zou dus onder de gemaakte

veronderstellingen zijn

70 + 73 + 88

= 78 .7%.
3 8,7%

In de oude oven was dat volgens het vraagstuk ongeveer 75%.

Het 1lijkt te gewaagd om op grond van de verstrekte gegevens aan te
nemen dat de nieuwe oven slechter is dan de oude: er is een redelijke
veronderstelling mogelijk waardoor het verschil in uitvalpercentage
verklaard kan worden, uitsluitend uit het verschil in grootte van de
in twee ovens gebakken borden. Daarmee is uiteraard niet bewezen dat
de resultaten met de nieuwe oven niet slechter zijn, slechts is aan-
getoond dat deze gegevens alleen de getrokken conclusie niet vol-
doende rechtvaardigen.

Wat betreft de tweede conclusie: in de oude oven wordt nu 25%, respec-—
tievelijk 15%, uitval gevonden voor de ontbijtbordjes en de schotel-
tjes. Daaruit kan berekend worden op dezelfde wijze en onder dezelf-
de veronderstellingen als hiervoor dat het aantal fouten per cmz

voor deze typen naar schatting 0,00083 en 0,00092 bedraagt. Het ge-
middelde van de twee gevallen is 0,000875 en voor de grote borden

in de oude oven in deze toestand gebakken zou het gemiddelde aantal
fouten per produkt 0,43 zijn geweest. Daarbij behoort een percentage

uitwval:

-0
(1 - e ’43) * 100 = 34%.

Als in de oude oven nog steeds grote borden zouden worden gebakken,

zou het uitvalpercentage naar schatting 15 + §5 + 34 = 24,7% bedragen

en dat is ongeveer gelijk aan het vroeger gemaakte uitvalpercentage.

Ook de tweede conclusie vindt in de verstrekte gegevens alleen niet

voldoende steun.
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inhouden, dat men meer borden en minder schotels dan bordjes
in de oven kan plaatsen. Houdt men hiermee rekening dan vindt
men voor het geschatte percentage goede exemplaren voor de
nieuwe oven in plaats van 78,7% nu 78,0% en het geschatte per-
centage uitval in de oude oven in plaats van 24,7% nu 25,4%.

Deze verschillen hebben uiteraard geen invloed op het betoog.

. Omdat het mogelijk is dat het uitvalpercentage voor de beide ma-
chines verschillend is en ook omdat de invloed van de technische
ingreep bij de beide machines wel eens niet dezelfde zou kunnen
zijn, moet de invloed van die wijziging voor de beide machines

apart worden onderzocht. Voor machine T8 was het resultaat:

56 200
Na de wijziging 41 200

Bij de gegeven randfrequenties en als de wijziging geen werkeli jke

Totaal |

Voor de wijziging

invloed heeft, kan nu het aantal afgekeurde exemplaren na de
wijziging beschouwd worden als een waarneming aan een bij benade-
ring normaal verdeelde stochastische variabele met verwachting
48,5 en standaardafwi jking \/ W = 4,29. De nulhypothese
dat de wijziging geen invloed heeft kan, omdat alleen vermindering
van het uitvalpercentage interessant is, onder aanbrenging van de
continuiteitscorrectie, getoetst worden door de linker overschrij-
dingskans van de standaard normale verdeling te berekenen bij:

(41-48,5) + 0,5 _ -1.63.

4,29

Deze overschrijdingskans is 0,052. Indien zoals veelal gebruike-
lijk is, getoetst wordt met onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05, kan de

nulhypothese dus formeel niet verworpen worden.
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Voor machine T9 vindt men op precies dezelfde wljze een linker

overschrijdingskans 0,104 bij

(24-29) + 0,5

= -1,27.
3,58 7

Ook voor T9 kan de nulhypothese dus niet verworpen worden.
Ondanks deze resultaten kan geconstateerd worden dat bij beide

machines een tendens tot verbetering bestaat. Men kan de resulta-

ten voor beide machines combineren. De grootheid

41-48,5  24-29
4,29 3,58

= =-3,17

kan namelijk onder de nulhypothese beschouwd worden als waarneming
aan een normaal verdeelde grootheid met gemiddelde O en standaard-
afwijking \/; De linker overschrijdingskans bij -3,17 is 0,013.
Op grond van de resultaten van beide machines tezamen kan dus toch
tot verwerping van de nulhypothese geconcludeerd worden.

Opgemerkt moet worden dat bij de combinatie van de resultaten de
continuiteitscorrectie achterwege moet blijven; die wordt slechts
gebruikt bij de analyse van eén 2 X 2-tabel.

De getrokken conclusie is overigens slechts geldig als mag worden
aangenomen, dat voor beide machines de voor en na de wijziging
onderzochte produkten verkregen zijn door aselecte trekking uit

de produktie. Omdat de onderzochte produkten op éen dag van de
machines zijn gekomen, houdt die aanname ook in dat het produktie-
proces statistisch beheerst is, dus dat er van dag tot dag slechts

toevallige variaties in het uitvalpercentage optreden.

b. Bij het onderzoek wordt dezelfde methode gebruikt als onder a.
Alleen moet hier, omdat gevraagd wordt naar een verschil zonder
meer, tweezljdig worden getoetst. De overschrijdingskansen,

berekend uit de resultaten voOor en na de wijziging apart, worden

in de tabel van de normale verdeling gevonden bi j 34-451°0,9 _
— 24-32,5 -0,5 ‘ 4}18
= =2,592 en = =-2,17. Ze zijn 0,010 en 0,030. Indien

3,69 N
getoetst wordt met onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05 moet dus de
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hypothese dat de uitvalpercentages voor de twee machines gell jk

zi jn verworpen worden: zowel voOr als na de wijziging werkt ma-

chine T9 beter.

De beslissing zal gebaseerd moeten zijn op kostenoverwegingen,

waarbij de kosten van de meer bewerkelijke produktie moeten worden

afgewogen tegen de kosten van meer uitval.

. Het gemiddelde en de standaardafwijking van de gegevens kunnen

volgens de bekende formules, onder gebruikmaking van de zgn.

"verkorte methode , berekend worden. Het resultaat is:

x =221 en s = 10,6.

Het betrouwbaarheidsinterval voor de verwachting kan berekend wor-
den met behulp van de tabel van Student's t. Voor t wordt bij 24
vrijheidsgraden en een tweezijdige overschrijdingskans 0,05 in de

tabel de waarde 2,06 gevonden. Het betrouwbaarheidsinterval is:

1
\'7-0__"":6,<].1<221+2,06*}—9-‘-6-
25

V25

221 - 2,06 -

of

216,6 < p < 225,4.

Er zijn een aantal waarnemingen die een hechtsterkte van meer dan
240 g zouden hebben opgeleverd , maar waarvoor geen exacte uitkomst
kon worden gegeven omdat het garen is gebroken. Het berekenen

van het rekenkundig gemiddelde van de waarnemingen kan daarom niet
tot een goede schatting van de verdeling leiden. Een goede schat-
ting kan in dit geval verkregen worden door de mediaan van de uit-

komsten te bepalen. Deze is (er zijn dertig proefstukken gebruikt):
231+232
2

vonden worden uit schattingen voor de percentielen van de verde-

= 231,5 g. Een schatting van de standaardaifwi jking kan ge-

ling: uit de gegevens blijkt bijvoorbeeld dat 30% van de hecht-
sterkten groter was dan 240 g en 30% kleiner dan 227 g. Dat zijn

dus schattingen voor het zeventigste, respectievelijk dertigste
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percentiel van de verdeling. Bij een normale verdeling met ver-
wachting 1 en standaardafwijking o0 zijn die percentielen
v+ 0,5240 en ¥ - 0,5240., Een schatting voor O is dus:

Opmerking: er zijn voor gevallen als het bovenstaande vele ver-

schillende schatters voor u en ¢ bekend. Daarvan zijn er een aan-
tal die beter zijn dan de in het antwoord gegeven schatters. In

het examenprogramma zijn die methoden echter niet opgenomen.

c. Van de uitkomsten wordt een frequentietabel gemaakt, waarbij dan
de beide uiterste klassen zijn die met sterkten kleiner dan 180 g
(8%) en die met sterkten groter dam 240 g (37,6%) . De cumulatieve
frequentieverdeling wordt op waarschijnlijkheidspapier uitgezet.
Door de punten op dat papier wordt zo goed mogelijk een lijn ge-
trokken (zie de figuur op blz.A29). Uit deze 1lijn worden als
schattingen voor verwachting en standaardafwijking van de norma-

le verdeling gevonden 228 g, respectievelijk 32,5 g.

6. a. De conclusie is onjuist: de in de laatste maanden afgeleverde pro-

t

dukten hebben nog een aantal garantie-maanden'' voor de boeg en

er is dus een kans dat ook daarvan nog een deel zal moeten worden
vervangen. Het vervangingspercentage is dus te laag geschat. .
De gegeven methode ter berekening van het vervangingspercentage
zou wel juist kunnen zijn als het produkt al geruime tijd (dus
véél langer dan 8 maanden) zou zijn verkocht en als het aantal
per maand afgeleverde produkten en de kans op het afleveren van

een slecht produkt van de tijd onafhankelijke constanten zouden

zijn.

b. Uit tabel 2 blijkt dat van de 14253 afgeleverde produkten
9 + 32 + 32 + 38 + 41 + 47 + 42 + 57 = 298 produkten vervangen

zijn in de maand waarin ze zijn afgeleverd. Dit is een percentage
van 2,1%. Als aangenomen mag worden dat over de acht produktie-

maanden de kans op het maken van een slecht produkt constant is
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Figuur bi: 1959 - S5c
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geweest en als de vervangingskromme over een periode van één
maand als ongeveer rechtlijnig mag worden aangehomen geeft dat
percentage de waarde aan die de kromme moet hebben na een halve
maand. Daarbij moet dan bovendie