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1

1. MODEL

i . _
We gean uit van een (stationaire) Markovketen met een eindige of aftelbare
toestandsruimte E. Dit betekent dat we beschouwen een rij van stochastische

varisbelen

Lz , n > 0] met beeldruimte E en
gedefinieerd op zekere kansruimte (9,F,P).
Verdef is voor dit stochastisch proces (of stochastische wandeling) de

Markov eigehbchap vervuld, i.e. voor iedere n = 1,

P[gh =1 | x = %O,f.., x =1 1=

n =0 n-1
Plx =i | x =i .]
-n n “n-1 n-1
nits
P[gb = 19,...,-§h_1 = 1n_1] > 0.

Voorts nemen we aan dat de Markovketen sfationair is, i.e. voor n, m = 1,

P[zm =i, | X 4= lO] =
Plx = i | X 4= 10].
We noteren
1)
not =
P(l,J) P[?_Cn J l gc_n_1 1]
. en
p.[.] ot Pl. | x. =iJ.
i -0

dat

1) not
a == b betekent "voor b noteren we a"



en dus

Z p(i,j) = 1 voor alle i.

j ,

Willen we ook stochastische wandelingen beschouwen waarvoor geldt dat met

positieve kans "het deeltje" uit het "systeem" verdwijnt dan kunnen we dit

op verschillende wijzen in het model inbouwén: .
i) een rij van "eventueel defecte" - stochastische variabelen en dus

toelaten dat

) p(i,g) < 1
J

ii) in E opnemen van een speciaal element zeg » en definiéren

!

p(i,») =1 - } p(i,j)

J#

voor alle i en

(o,) = 1.

g

Uit overwegingen van notatie geven we de voorkeur aan i). Als we dit nodig
krijgen zullen we aan E een toestand « toevoegen (met overgangswaarschijn-

1ijkheden zoals onder ii) gedefinieerd).

We veronderstellen nu verder dat de stochastische wandeling (éfkorting SW)
op leder tijdstip t = 0, 1, 2, ... gestopt kan worden. Indien er op tijdstip
n gestopt wordt en de toestand op tijdstip n, dit is X gelijk is aan_i dan
ontvangen we een bedrag ter grootte van r(i) (r van reward).

Voor een stochastische variabele met beeldruimte {0} u N v {W}1> zeg T kan
dan bepsald worden de verwachting van de opbrengst indien we startend van-
uit toestand i de SW stoppen op'tijdsiip 1 (1 = » betekent nooit stoppen en

dus ook geen uitbetaling ontvangen). We noteren dit met

(1) Ei r(zi).
De bedoeling van oplimaal stoppen is dat we een 1 vinden die (1) zo groot
mogelijk maakt voor Ledere begintoestand i. Indien we ervan uitgaan dat het

1)

In het vervolg zullen we zo'n stochastische variabele een stochastische

. e
4+ a9 wmAaman



model.van optimaal stoppen toepasbaar moet zijn op brokken uit de realiteit

?n als we bedenken dat op tijdstip n de enige informatie (afgezien van de ;
bekend veronderstelde overgangswaarschijnlijkheden) die we hebben omtrent de
SW de tot op tijdstip n doorlopen toestanden zijn, dan is duidelijk dat
stoppen op tijdstip n alleen mag afhangen van de doorlopen toestanden. De
stochastische tijden die hier aan voldoen heten Mathovtijden, we zullen ze
zo dadelijk definiéren. Bij het zoeken naar een optimale T zullen we ons
‘beperken tot de klasse van Markovtijden, laten we deze klasse noteren met T.
Het probleem van opfimaal Atoppen-ﬁan ecen Markovketen kan nu als volgt ge-

formuleerd worden

model 1

Bepaal een 14 € T z6 dat

E. r(x ) = max E, r(gf) voor alle i.
T el 1 -

Zo'n I, hoemen we oplimaal

We zullen nu een definitie geven van Markovtijden.

definitie 1.1

Een stochastische tijd T heet een Markovtijd indien voor n > 0 geldt dat de
eventualiteit [t < nl] een eventualiteit is uit de kansruimte opgespannen

door de stochastische variabeien4§1,..., X

Dit betekent dat het al dan niet stoppen zoals een Markovtijd T dat voor-
schrijft op zeker tijdstip, zeg n (i.e. [t < nl - [t < n-1]) alleen afhangt

van de tot tijdstip n doorlopen toestanden.

definitie 1.2

Een collectie R van eindige rijen van toestanden noemen we een (stop) stra-
tegie indien de collectie R voldoet aan de voorwaarde dat als zekere rij,

0° i1, cees in vaﬁ toestanden een element is van R dan volgt dat iedere
voortzetting van deze rij (bijvoorbeeld iO’ i1, eaey 1

zeg i
0 Topqe ceeo lm) niet
tot R behoort. De elementen uit R heten stoprijen.

Aan een stopstrategie R kunnen we een Markovtijd T toevoegen door te stellen

dat t = n indien de SW verloopt volgens 1 ,i1,...(i.e. X, =1 ,x = 1,...)

0 =0 01



en (i vees in) € R, Ook omgekeerd kunnen we aan een Markovtijd een

i
0® ~71? _
stopstrategie toevoegen. Deze toevoegingen blijken 1-1 correspondenties te

zijn.
lemma 1.1

Er is een 1-1 correspondentie tussen de verzameling van Markovtijden T en de

.verzameling van alle gtopstrategieén.

Veelal zal men een_model willen gebruiken dat naast‘de opbrengststructuur
ook nog een kOStenéfrugtuur heeft. Meestal in de vorm van iedere keer dat

de SW zich in toestand i bevindt en niet tot stoppen wordt besloten, moet er
een bedrag ter grdotte c(i) (c van cosl) betaald worden. Dit geeft aanlei-

ding tot het volgende model.

model 2
Bepaal een I, € T z§ dat
. 10f1
Eifr(_}gzo) - nZO e(x )] =
Tl )
??¥ Ei[r(gi) - ;Zo c(zh)] voorn alle i.

Zo'n I, hoemen we optimaal.,

' VWe zullen in paragraaf 5 onder "Entrance-fee' problemen zien dat onder be-
paalde voorwaarden problemen van het type van model 2 in problemen van het
type van model 1 omgezet kunnen worden. Hoewel dezé omzetting van problemen
niet altijd mogelijk is zullen we in de paragrafen 2, 3 en 4 het minder al-
gemene model 1 behandelen. Aan het eind van iedere paragraaf wordt aangege—
ven hoe de gevonden resultaten zich laten generaliseren voor model 2..Deze
generalisaties evenals de rest van deze paragraafl kan bij een ecerste lezing
overgeslagen worden.

De modellen 1 en 2 behoren tot de Markovbeslissingsmodeffen [Derman, Ross]
en deze modellen behoren weer tot de meer algemene modellen die men wel
noemt "stochastic contrhok of Matkov chains” [Kushnerl. We zullen in kort be-
stek iets over deze modellen zeggen. Daartoe zullen we beginnen met model 2

in een andere terminologie te formuleren.



1

We-voeren in de akties (soms beslissingen, soms "controls" genoemd)

ao voor stoppen
a, voor niet stoppen.

Verder voeren we een opbrengststructuur (kosten zullen negatieve opbrengsten
zijn en omgekeerd) in. )

Indien in toestand i aktie a_ genomen wordt (i.e. stoppen) dan is de op-

0
brengst r(i,ao). Voor model 2 geldt dan

r(i,ao) = r(i).

Indien in toestand i aktie a, genomen wordt (i.e. niet stoppen) dan is de

opbrengst r(i,a1). Voor model 2 geldt dan
r(i,a1) =« c(i).

Een strategie kunnen we ook definiéren door een rij van momentane beslig-

regels zeg

{fn}n=0
met
£,
X o0 XTI, —=> A = {a.o,a1}
(n+1)maal :

£ voegt dus aan iedere rij (io, i1, coes in) één van de akties {ao,a1} toe.
Wil de hierdoor gedefinieerde strategie een stopstrategie zijn dan zal moe—

ten gelden dat indien voor zekere rijr(io, cees in) geldt fn(io, cees in)=a0
dan volgt fn+1(10’ cees 1, i) = a, voor alle i.

Laat r de opbrengst op de "n-de dag" (of tijdstip n zo men wil) voorstellen.

herformulering model 2

Bepaal een stopsinategie R, met bijbehonende stoptijd x, z6 dat

éﬁ

E. [
i

il ~1

r 1 45 maximaal voor alle i.
O—n



De generalisatie naar algemenere modellen verloopt nu als volgt. De aktie-~
fuimte (beslissingsruimte, "set of controls") van de toestand i, zeg A(i) )
, 0

wordt ondernomen dan is de onmiddellijke opbrengst r(i,a). De beweging van
het systeem, de stochastische wandeling 4is aghankelifk van de ondernomen

wordt een verzameling met meerdere elementen. Indien in toestand i aktie a

akties, Bij de verwachting van de opbrengsten moet dan ook vermeld worden
welke strategie R gevolgd is.
De vraag is weer, bepaal een RO z6 dat

0

E. [') r ] is maximsal voor alle i..
1Ry n=o

Bij een opbrengstfunktie r (van r wordt meestal verondersteld dat het een
begrensde funktie is) die zowel positief als negatief kan zijn is boven-
staande verwachting vaak niet gedefinieerd. Men beschouwt daarom vaak bi]

strategie R de vermwachte a-verdisconteerde opbrengsten (0 < a < 1)

Naast de vewachte fotale opbrengst (niet altijd gedefinieerd) en de ver.
wachte verdisconteerde opbrengst beschouwt men als opbrengst ook vaak de
gemiddelde vewvachte opbrengst.
;X ' 2)
lim inf —— ) Ei’R[r(gn)]

Noeo N+1 n=0

In [Derman] wordt model 1 behandeld als een Markovbeslissingsmodel.(afkor—
ting MBM) met als kriterium de gemiddelde verwachte opbrengst. 3)

In [Ross] en [Kushner] wordt model 2 behandeld als een MBM met als kriterium
de totale opbrengst door een absorberende toestand, zeg » toe te voegen en
te stellen dat het systeem met kans 1 naar « springt indien de stopaktie
wordt gekozen. . ,

Het optimaal stoppen van Markovketens is ook een épeciaal geval van de alge- °
" mene theorie van het optimaal stoppen (zie [Chow]). In deze theorie wordt de

onderstelling omtrent de Markov-afhankelijkheid der zi's losgelaten.

1)

Bij een Markovbeslissingsmodel is het aantal elementen in A(i) meestal
eindig voor alle i. Indien A(i) een continue verzameling is voor sommige
i dan spreekt men wel van "controlled Markov chain".

2)

3)

Om reden dat de limiet niet behoeft te bestaan is de lim inf genomen.

Dit gaat door toestand i absorberend te maken zodra in toestand i tot
stoppen besloten is.



2. .0OVER LADING, POTENTIALEN EN EXCESSIEVE FUNKTIES .,

Veronderstel we beschouwen optimaal stopproblemen folgens model 1. I.p.v.
bij bepaalde opbrengstfunktie de optimale stoptijd te bepalen kunnen we ons
afvragen voor welke opbrengstfunkties onmiddellijk stoppen (T = 0) optimsal

' is. D.w.z. funkties r waarvoor geldt
(10) (i) Z_Ei[r(g%)] ~ voor iedere stoptijd T.

We zullen in deze éaragraaf bewijzen dat de funkties die aan (10) voldcen

precies de funkties zijn uit de volgende definitie.

definitie 2.1

Een niet-negatieve funktie f heet excessdief indien

(11) of(d) 3_2 p(i,3) £(J) voor alle i.
o d

‘We‘zullen in deze paragraaf herhaaldelijk de volgende relatie gebruiken.

1)

Voor n > 0, f een willekeurige funktie geldt
: (12) E, f(x ) =ZIP.(
. J
Met de relatie (12) vinden we dat uit (11) volgt voor 1:5 1

(1) 2 E. f(%).

Hieruit volgt dat we de excessieve funkties kunnen omschrijven als niet-ne-
gatieve funkties waarvoor cnmiddellijk stoppen zeker niet minder opbrengt
dan ctoppen na 1 periode. ’ _ _

Zoals reeds vermeld zal er bewezen worden dat onmiddellijk Stbppen VOoOor ex-—

cessieve funkties altijd het beste is.

1)

We veronderstellen impliciet dat

&

L (a0 < =
J

7



Voor funkties r waarvoor geldt

(13) E; r(x ) =&l ) w(x )1
met w(i) = r(i) - ) p(i,j) r(j) is de relatie (10) op de volgende wijze aan

te tonen. J '
Indien r excessief is dan volgt dat w(i) 3_6 voor alle i en dus w(gn) is

een niet-negatieve stochast voor iedere n > 0. We maken

E, [nZT W(En)]
dus zo groot mogelijk door het aantal termen in de reeks zo groot'mogélijk
te maken. Maar dit betekent dat T = 0 (onmiddellijk stoppeﬁ) het beste is.
We hebben nooit stoppen (1 = @) niet uitgesloten. We willen dat relatie
(10) ook geldt voor deze Markovtijd,daarom noemen we een funktie pas exces-
sief als hij niet alleen aan relatie (11) voldoet maar ook nog niet-negatief
is.
Om te kunnen bewijzen dat relatie (10) voor iedere excessive funktie geldt
zvllen we eerst een santal begrippen moeten invoeren. We zullen daarna
lemma's en stellingen gaan afleiden waarven niet direct duidelijk is wat ze
beogen. Het is dsarom misschien goed om op deze plaats aan te geven waartoe
de resultaten van de paragrafen 2, 3 en k lelden.
In deze paragraaf wordt bewezen dat de "maximale opbrengst" gelijk is aan
de opbrengstfunktie r, indien r een excessieve funktie is. Gebruikmakend
' van dit resultaat wordt danbin paragraaf 3 bewezen dat de "maximale op-
brengst" de kleinste excessieve majorant van r is. Daar in veel gevallen de
kleinste excessieve majorant van r te bepalen is, in een volgend hoofdstuk
zal een karakterisering van de klasse van alle excessieve funkties gegeven
worden, is daarmee de "maximale opbrengst' bekend. In paragraaf U wordt
aangetéond dat dan het optimsal, stopprobleem is opgelost. D.w.z. indiep de
"maximale opbrengst" bekend is dan kan bepaald worden in welke toestanden
er gestopt moet worden om deze opbrengst te verkrijgen. Om precies te zijn
in die toestanden stoppen waarvoor geldt dat r gelijk is aan de "maximale

opbrengst", levert een "optimale" stoptijd.

&



definitie 2.2

.
£ .
! i) Ben funktie w heet een fLading indien

oo

L oR(Lw(@) <= voor slle i
n=0 J

ii) Een funktie f heet een pofentiaal indien er een funktie w bestaat 28

dat w een lading is en

8

(i) = n(i,j) w(j) _ voor alle i

fj o~1

}p
n=0 j

iii) Voor een begrensde funktie w heet h de d—potentiaaﬂ (0<a<1)vanw

indien

8

h(i) =

it 0~

J o"p(d,3) w(3).
n=0 J .

Dat iedere begrensde funktie w een a-potentiaal heeft is niet moeilijk te

verifiéren. Echter niet iedere begrensde funktie is een lading.
voorbeeld

De symmetrische "random walk" op_Z% met w = 1 (zie [Dynkiﬁ].
lemma 2.1

Een excessieve funktie r is een potentiaal met niet-negatieve lading

(14) w(i) = r(i) - ] p(i,j) r(J)
- J
indien
(15) lim.E pn(i,j) r(J) =0 . . | voor alle i.
. -
bewijs

Daar w(i) = r(i) - ) p(i,j) r(j) en r een excessieve funktie is, volgt uit
relatie (11) dat w(i) > 0.

Schrijven we

(16) r(i) = w(i) + ) p(i,§) =(3)
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en_substitueren we in het rechterlid voor r(j) weer.
1 ' : o
{

w(i) + ) p(d:k) r(k)
k

dan vinden we

_rr(i)

w(i) + § p(i,3) Tw(3) + I p(3,%) r(x)]
; -k

(i) + § p(i,3) wli) + [ p7(1,) =)

d d

Door deze substitutie n maal te doen,vinden we

(i) = w(E) + e+ T PRI W) + ) 0™ (L) (5

i j
oftewel
Co k | n+1, 1)
(17) I I e, wi) = x(3) - L 2™ (4.5) =(3)
: k=0 j - : o J A
Daar w(i) > 0 en dus |w(i)| = w(i) volgt hieruit met relatie (15) dat W een

lading is met potentiaal r. [

-

' Een Markovketen wearvoor geldt dat de kans om startend vanuit toestand i
ooit in toestand i terug te komen kleiner is dan 1 voor. iedere toestand i
noemen we voorbifgaand. In [Feller] wordt bewezen dat een kriterium hiervoor

is

(18) ) p(i,i) < = voor alle i,j.
n=0 .

Dit betekent dat voor het bestaan van potentialen met een lading w die po-

sitief is in iedere toestand i moet gelden dat de Markovketen voorbiigaand

is. - | '

Voor een Markovketen met eindige toestandsruimte E die aan relatie (18) vol-

doet (en dus voorbijgaand is) geldt dat iedere funktie een lading is. Ook

is iedere funktie r een potentiaal (met w(i) ven relatie (1L4) als

&

1)

We gebruiken in deze formule de conventie
0 i#

0,. .
p (i,j) =
1 i=]



1x!

1ading). Een excessieve funktie is dan een potentiaal met niet-negatieve - -

lading.

lemma 2.2

1)

Indien r een potentiaal is dan geldt voor iedere Markovtijd T det

(19) E, r(

x)=E [}] wix)] voor alle i
i 7= i “n

n=t

met w zoals in (14).
bewijs

Substitueren we T = 0 in (19) dan staat er dat r een potentisal met lading w
is. Dat r een potentiaal is dat is gegeven maar dat w dan automatisch de
lading wordt en dus dat de lading door de potentiaal (uniek) bepaald wordt
moeten we nog aantonen.

Veronderstel r is potentiaal met lading ;, dus

(20) r(j) = T (k) wik)
L .

)
n=0

= ¥ p(i,i) r(§) =) p(i,3) [ § ) p™(j.k) w(k)1.
J J n=0 k

Bij absoluut convergente reeksen doet de sommatie veolgorde er niet toe-

8

[l aar!

T p%1(1,5) 3(k).
k

n=0

Met (20) wvolgt dan

w(i) = r(i) - ] pli,) r(j)
Jd
=] - T
n=0 n=1 .

;(i) en dus is de lading een funktie van de potentiaal.

1)

Er kan bewezen worden dat (19) niet alleen geldt voor Markov tijden maar
voor iedere stochastische tijd 1t die meetbaar is t.o0.v. de o-algebra
voortgebracht door [501§1,...]. '
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Om (19) aan te tonen voor T # O zullen we gebruiken dat voor een Markovtisjd
T geldt met k > O en g willekeurig ' ’ '

(1) B e(x ) = DB(x =) E; elx,
. J -

Hiermee

i

E, [nZT wix )] = E, [?T(li,-_r_) + W(%_H) T !

E; w(g%) + B, W(gi%1) + ..

it

] B (x.=3) r(j)
L LTE

E. r(x ).
1 (71)
We verwnsselden diverse malen sommatle en "verwachting nemen". Dlt is cor-

‘rect omdat w een lading is. [

‘Met lemma 2.2 hebben we precies aangegeven wanneer relatie (13) geldt. Voor
“'het geval funktie r naast exce831ef ook een potentiaal 1s hebben we dan ook
aangetoond dat (10) geldt voor iedere Markovtijd.

Voor het geval r begrensd {en niet noodzakelijk een potentiaa;) is gaan we

- a~-potentialen gebruiken.
lemma 2.3

Indien r begrensd is dan geldt voor iedere Markovtijd T en iedere 0 < o <1

dat

1) Dat (21) niet voor iedere stochastlsche tle geldt, laau zich met'het
volgende voorbeeld inzien.
Symmetrische “random walk" op 7' , dus p(i,i-1) = p(i,i+1) = 3. Zij t
intreetijd in verzameling {1} dus T = min {n 2_Ol§h = 1}. Dan is T Markov-
voor i=1

. . ~__ .,‘ ‘- h s -— ‘ 1 = 1
ﬁle echter T = © - 1 is het niet. Voor T, k = 1 en g(i) = {0 anders

0) = 1 dus

n

< By g(zgiﬂ) =E, 8(3{‘1) = 1 en tPo(gc_E
— . - = l -
Z IPi(;i = 3) Ej g(§1) EO g(ﬁi) 3. Dus (21) geldt niet voor

iedere stochastische tijd 1, wel geldt voor iedere T > O

(210) B glxy,,) = % p(i,3) E; elx,)
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(22). Ei[uIT(gi}] = Ei[nzT anwa(gh)] : . i . voor allg i 1)
met . Wa(i) = r(i)-— aZ p(i,j) »(3)

J

bewijs

Substitueren we t = 0 in (22) dan staat er dat r een a-potentiaal is met

'lading v . Dit is niet moeilijk te &erifiéren. Met de volgende "formele"

-

rekenwijze maken we plausibel dat r de a-potentiaal van L is.
‘v = (I'- oP)r 2
o ) .
Hieruit volgt

.
I=aP

w
o

w + oPw + ugfgw + ...
o o - o

“en dus

. ‘ 2 .
r(i) = Ei Wa(go) + Ei awa(gq) + Ei ) Wd(zg) S T

r is begrensd =—> LA is begrensd. Zeg de(i)] < M dan volgt
Ei‘anwa(gh)l j_Man en dus is @e reeks absoluut convergént voor 0 < a < 1,
In het vervolg van dit bewijs laten we de index o san w weg. -

Volgens (21)Fgeldt
LA W(zyk) = %.‘P'(% = 3) E, w(x,)

Daar

volgt dan

1) Ook hier kan bewezen worden dat (22) ook.geldt voor iedere stochastische
tijd 1 die meetbaar is t.o.v. de o-algebra voortgebracht door [§O,§q,...]

2) Hierin is I de iedentieke operator en P de operator die azn funktie f de
funktie Pf toevoegt met PR(i) = Z p(i,j) £(3).
J



1L

I.+k' = v ’ = =1 ‘ n+k
% . Ei[a W(§T+k)] Z z Pi(i_n,gn i) o Ej W(gk)].
| - n=0 J . .
Hiermee
é n - T 1
EL ) o W(En) = Ei[m—'w(gT) + o~ m(§T+1) + ...
n=1 — -
= % ) Pi(IFn: §n=j) o § & E, W(gk)
n=0 j K=0 J

«©

I ] By, x=3) o x(j)
n=0 J

I

Ei[azr(gti)]- g

stelling 2.1 (Hunt)

Indien de excessieve funktie r begrensd is of een potentiasal is dan geldt

voor Markov tijden en 1, met 7, < 1. dat

To R I TV I = X

(23) Ei[r(;11)] S_Ei[r(;lo)] voor alle i.
bewijs

Indien r een potentiaal is dan volgt uit (19)
11'1
(2k%) Ei[r(zio) - r(gzq)] = Ei[nZT w(gh)].
- -0
Indien r excessief is dan geldt w(i) > 0. Het rechterlid van (24) is de ver-
wachting van een (stochastisch) aantal niet-negatieve stochasten en is dus
groter dan of gelijk aan nul. In dit geval geldt (23).

Indien r begrensd is dan volgt analoog m.b.v. relatie (22) dat

T T

(25) .Ei[a—O r(g% ) - o r'(_:_c.T )1 > o.
-0 -1
Relatie (25) geldt voor alle 0 < a < 1. Daar op grond van de stelling over

gemajoreerde convergentie het linkerlid van (25) naar
E.lr(x ) -r(x_ )]
1, =4

convergeert voor een monotoon stijgende rij van o's met limiet 1, volgt dan

dat ook in dit geval relatie (23) geldt. [
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gevolg 2.1 - . .

t

Indien de excessieve funktie r begrensd is of een potentiaal is dan geldt

voor willekeruige Markovtijd 1 relatie: (10).

bevijs
Substitueer in relatie (23) I,=0enz, =1. U
gevolg 2.2

Indien de excessieve funktie r begrensd is of éen'potentiaal is dan geldt

voor willekeurige Markovtijd 1 dat

h(i) = Ei[r(gﬁ)] een excessieve funktie is.

bewijs

Daar r een niet-negatieve funktie is volgt dat de verwachting op tijdstip T
ook niet-negatief is. ‘

Verder geldt daar ook T + 1 een Markovtijd is

h(i) = Ei[r( )]

X
=

(23)
, 3-Ei[r(§3¢1)]

(21a) o
= z P(laJ) Ej[r(?s’_t_)]

i~ Ciel

| p(i,3) n(3).

L]

Hiermee is relatie (11) aangetoond). [

We hebben nu gezien dat voor opbrengstfunktie r die excessief is onmiddel-
1lijk stoppen optimaal is in het model 1. De rest van deze paragraaf zal
gaan over de generalisatie van de gevonden resultaten naar model 2. Dit ge-

deelte kan bi] eerste lezing overgeslagen worden.

&

definitie 2.1°

Voor ¢ een niet-negatieve funktie of een lading heet funktie r een

c~excessieve funktie indien
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<«

(26) r(i) > = ¥ Y p(i,3) e(d) en
, » n=0 j o v
(21) r(i) - ] p(i,3) r(3) > - e(d).

Jd

Deze definitie generaliseert het begrip excessiviteit uit definitie 2.1.
Inmers een excessieve funktie volgens definitie 2.1 is een O-excessieve
funktie (met O notatie voor de funktie die jidentiek gelijk aan nul is).
Relaties (26) resp. (27) zeggen dat in model 2 onmiddeliijk stoppen niet

minder is dan nooit stoppen resp.‘stoppen na 1 periode.

stelling,2.1*

Indien de funktie ¢ niet-negatief is of een lading is en indien de c-exces—

sieve r begrensd is of een potentiamal is dan geldt voor Markovtijden en

I
I, met 1. < 1, dat

1 0 ——1

1_1"1

(28) Ei[r(gT_) - C(En)]-i
-1 n=0 )
il ‘
E.[r(x ) - e(x )] A voor alle i.
R n=0 “ ’

bevijs

Indien r een potentiaal is dan volgt met (19) dat

I : 5 :
Ei[r(zig) - nzo c(gn)] - Ei[r(;11) - nZo c(zn)] =
.'5.1"'1
E, [ _Z_ (w(x,) + c(x))]
S

Daar r een c-excessieve funktie is volgt uit (27) dat w(i) + c(i) > 0. We
hebben dus weer dat het rechterlid de verwachting is van een stochastisch
aantal niet-negatieve stochasten eﬁ dus niet-negatief is.

Ock het bewijs voor het geval dat r begrensd is gaat geheel analoog san

stelling 2.1. O

Geheel aﬁéloog aan zoals voor model 1 hebben we dat voor ¢ de kostenfunktie
en r de opbrengstfunktie c-excessief, onmiddellijk stoppen een optimale

strategie is.
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gevolg 2.1*

Indien de funktie ¢ niet-negatief is of een lading is en indien de c-exces-
sieve funktie r begrensd is of een potentiaal is, dan geldt voor willekeurige
Markovtijd 1 dat

71
. { - i -

(29) r(i) 3_Ei[r\§%) ) c(;n)] voor alle i.

- n=0
'bewijs
Substitueer in relatie (28) voor I = 0 en T, = I

*

gevolg 2.2

Indien de funktie ¢ niet-negatief is of een lading is en indien de c-exces-
sieve funktie r begrensd is of een potentiaal is dan geldt voor willekeurige
Markovtijd 1 dat

=1

n(i) = E.lr(x ) - ) e(x )] een c-excessieve funktie is.
1 7L 59 ¢

bewijé

Indien r een potentiaal is dan volgt uit lemma 2.2

Indien r begrensd is dan kan m.b.v. lemma 2.3 en limietovergang (voor a + 1)

ook bewezen worden dat
(30) E. r(

Relatie: (30) zegt dat op welk tijdstip we ons ook bevinden (bijvoorbeeld T)
onmiddellijk stoppen minstens zo goed is als nooit stoppen.
Uit (30) volgt

T-—1
h(i) = Ei[r(gﬁ) - c(gh)]

PN
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S (30) o 4 | .
é - 2 - Ei[ z C(Kh)]. o . ) i |
n=0 _

De- funktie h voldoet dus aan de 1° voorwaarde veor c—gxcessiviteit. De veri-

ficatie van de 2° voorwaarde gaat analoog aan het bewijs van gevolg 2.2. [0

3. DE WAARDE VAN HET SPEL

" We hebben in ﬁafagraaf 1 een strategle optimaal genoemd indien de bijbeho-~
rende stopregel een maximale opbrehgst (minus késten) opleverde voor iedere
beginfoestaﬁd;-In pafagraaf 4 zullen we middels een tegenvoorbeeld laten
zien dat er niet altijd een'optiméle strategie bestaat. Dit betekent dat de
verzameling van verwachte opbrengsten niet in alle gevallen een maximum
heeft. We definiéren daarom de w@a&de van hei spel v als het Aupremum over

de opbrengsten behorende bij stopstrategieén.

definitiek3.1

De waarde van het séel wordt gegeven doo?

. , 1
(31) v(i) = swp E.lr(x) - ] elx ).
: ' eT & - n=0

@

" Het optimaal stoppen van een Markovketen kan gezien worden als een spel
waarin de "natuur" of het "systeem dat de SW bepaalt" de tegenspeler is. Zo

komt men tot de naam "waarde van het spel".

definitie 3.2

We zeggen dat funktie f kleiner (of gelijk) is aan funktie g indien

f(i) < g(i) voor alle i. In dit geval noemen we g een majorant van f.

We zullen . in deze paragraaf aantonen dat in het geval v(i) < « voor alle i,
v de kleinste c-excessieve majorant van r is. We zullen dit weer aantonen
voor het model 1 (dus voor kostenfunktie ¢ = 0). Voor we hieraan beginnen

zullen we een voorbeeld geven van een funktie r met v(i) = « voor alle i.

voorbeeld 3.1

&

De’symmetrische "random walk" op Z1 met r(i) = i. Dit is het niet-beperkte
munt-werp spel met uitbetalingsfunktie het aantal malen dat munt gegooid is

minus het aantal malen dat kruils gegooid is op het moment van stoppen.
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Volgens [Feller] is de kans om venuit toestand O de toestand i te bereiken

gelijk aan 1 voor iedere i. Dit betekent dat v(0) = o,

Voor een begrensde uitbetalingsfunktie (en ¢ = 0) geldt dat ook de waarde
van het spel begrensd is. Tenzi] anders vermeld zullen we steeds veronder-

stellen dat Iv(i)l < « yoor alle i.

stelling 3.1

Indien f excessief is en f is een majorant van opbrengstfunktie r dan is T

een majorant van v, de waarde van het spel.

bewijs

Voor een willekeurige Markovtijd T geldt volgens gevolg 2.1

Ei[f(ET)] < £(i) voor alle i.

Daar f een majorant is van r geldt ook
Ei[r(g_c_l)] < B L(x)].

Door deze ongelijkheden te combineren vinden we

B, Ir(x )] < £(d)
en dus

v(i) = sup E.[r(x )1 < £(i). O
ieT -

lemma 3.1

Indien bij iedere toestand i een l*/laz'lmvtijd,_'g_:.L gegeven is, dan geldt dat de

stochastische tijd 1 die verkregen wordt door aan een realisering aan de SW

zeg (io,i1,...) de tijd 1 + 1 (ia,i ..) toe te voegen een Markovtijd is.

3
1 2

bewijs

We moeten bewijzen dat indien voor twee realiseringen van de SW zeg

w= (i ,i1,...) en o = (i ,i],...) geldt dat 1(w) = n &n iO = ig t/m

0 0
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LK . *
i, =i dat dan volgt (w) = n.

"Welnu uit

l(w)’= 1 +I.i1(i13i23"') =.n

volgt dat

lil(i]’i2"") = n-1

. A PR N
waaruit daar 1, %145 14 Markov en 1y 1, t/n i }n volgt

KL
Ii*(11,12,...) = n-1

1

en hieruit volgt dan

* Kk _
1,...) =n, 0

_'_1.'_( io »1

stelling 3.2

ol = 1

De waarde van het spel v is een excessieve funktie.

bewiis

]

Daar ook 1 = = een Markovtijd is volgt dat de waarde van het spel niet
kleiner is dan de opbrengst onder T = » en dus v(i) 3_04voor alle i.

Uit de definitie van v als een supremum volght dat er voor Wiliekeurige e >0
en toestand 1 een Markovtijd T bestaat met '

2

> 1) -
(32) E, r(%e,i) > v(i) - e
De indices e,i gebruiken we om aan te geven dat het mogelijkerwijs z6 ié
dat bij ieder paar €,i een andere T génomeq moet worden om aan relatie (32)
te voldoen., In paragraaf b zullen we zien dat bij € > 0 er altijd een 1
bestaat die aan (32) voldoet voor iedere i.
Zij 1 de stochastische tijd die verkregen wordt door aan een realisering

van de SW zeg (10,11,...) de tija 1 + le,iT(}1’12°"') toe te voegen. Vol-

gens lemma 3.1 is 1 dan een Markovtijd en dus geldt

(33) v(i) > B, r(;l) voor alle i.
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—- Voorts geldt

(21a

B, v(x) ) ) n(i,3) B rlx, )

- J —€,J.

> ) op(iL3) [v(§) ~ e
d .

> 1 p(iyd) v(d) - e
dJ o

Met (33) geeft dit dat

v(i) > ) p(i,3) v(j) - ¢ voor willekeurige ¢ > O.
J

Hiermee is aangetoond dat v excessief is. [J

gevolg 3.1

De wasrde van het spel is de kleinste excessieve majorant van de opbrengst-

funktie »,

bewijs

Volgens stélling 3.2 is v excessief, Daar 1 £ O een Markovtijd is volgt dat
v een majorant is van r immers Ei[r(zT)]:=r(i). Volgens stelling 3.1 is
iedere excessieve majorant van r een majorant van v. Dus is v de kleinste

excessieve majorant van r. [

Dat m.b.v. gevolg 3.1 de waarde van het spel in sommige gevallen eenvoudig

gevonden kan worden, illustreren we met het volgende voorbeeld.

voorbeeld 3.2

De begrensde symmetrische "random walk" op Z1, ook wel de dronkemanswande-
ling genoemd.,
Hierin is

&

E = {0,1,...,N}

€1

N p(i,i~1) = pli,i+1) = 3 voor 1 < i < N-1.
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g

- De toestanden 0 en N zijn absorberend d.w.z.
p(0,0) = p(N,N) = 1.

Een excessieve funktie is hier een convexe funktie, immers indien f exces-—

sief is dan volgt

£(i) > J p(i,3) £(3)

dJ

= 3 [£(i-1) + £(i+1)] voor 1 <. i< N-1,

De waarde van het spel is dus de kleinste convexe majorant van r. Bij ge~
geven r kan hiermee v op de volgende wijze "bepaald" worden. Construeer in
jedere punt i een staafje ter lengte van r(i) en span een touw over deze

staafjes heen.

Evenaals in paragraaf 2 laten de resultaten van deze paragraaf zich weer
generaliseren tot model 2, We wullen de stellingen alleen formuleren. De

bewljzen verlopen volstrekt analoog aan die voor model 1.

%
stelling 3.1

Indien f c-excessief is en f is ecen majorant van r dan is f een majorant

van v.

*
stelling 3.2

. De waarde van het spel is een c-excessieve funktie.

*
gevolg 3.1

De waarde van het gpel is de kleinste c-excessieve majorant van r.

4. OVER HET BESTAAN VAN OPTIMALE STRATEGIEEN

De verzameling van toestanden waarin direct stoppen een "maximale opbrengst"

oplevert -noemen we de sfeunverzameling.
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. definitie 4.1

)

De sfeunvenzameling ! , ZEg PO,'Wordt gegeven door

Pobf {i: »(i) = v(1)}

Lt

FO is dus de vergzameling van toestanden wazar de opbrengstfunkiie r haar
kleinste excessieve majorsnt steunt, vandaar de nsam steunverzameling.

Indien i een toestand uit TO is dan levert onmiddellijk stoppen een op-
brengst v(i). Dit betekent dat geen enkele strategie een hogere vefwachting
van de opbrengst heeft in toestand 1i.

Indien i geen toestand van T, is dan is r(i) echt kleiner dan v(i). Er zijn

dan strategiedn die een hogege verwachting van de opbrengst hebben in toe-~
stand i. Dit betekent dat deze strategieén niet stoppen in i en dus nog
minstens een periode wachten met stoppen.

Een strategie die stoppen dikteert in de toestanden van PO en niet stoppen
dearbuiten 1ijkt dus optimaal te zijn. Dit is ook zo mits er een optimale
strategie bestaat. Dat er niet altijd een optimale strategie bestaat toont

het volgende wvoorbeeld,

voorbeeld h,1

N is de verzameling van toestanden.

r(1) = 1 en r(i) < 1 voor i > 1 en lim r(n) = 1.

: N0
n2m1
1 = p(n,1) = p(n,n+1) = =5~ .
- n
Kies ¢ en zij N_ z6 dat r(n) > 1-e voor n > N_. Zij 1, de intreetijd in de

verzameling
= {1 \T N 7
T [‘,I\E NEH,...}..

Daar N\FF eindig veel toestanden heeft en FF vanuit iedere toestand bereik-

baar is volgt

P.[t < o] =1 voor alle 1.
i =€

1)

PO wordt ook wel de stopverzameling genoemd.
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-— Hieruit volgt

I (x, =) x(d)
j€P€ —€

)]

> P.(x =j) (1-¢)
——jzre * gg'Ie ’ '

= By(z <) (1-¢)

= (1-€)

De waarde van het spel overtreft de opbrengst voor iedere T en is dus
identiek gelijk aan 1. De steunverzameling FO bestaat uit het punt 1. De
kans om vanuit toestand n ooit in T'. te komen zeg m(n) is gelijk aan 1 minus

0
de kans dat het systeem zonder onderbreking raar rechts verspringt, zodat

2
m({n) = 1= 1 E_gl =-% .

k=n k
De strategile met als stoptijd de binnenkomsttijd in FO’ zeg Io,heeft als
verwachte opbrengst .

. _ 1
.....O

Deze strategie heeft een verwachte opbrengst die kleiner is dan de. waarde

van het spel indien i > 1 en is dus niet optimaal.

We zullen in deze paragraaf bewijzeh dat er altijd strategiegn bestaan
waarvoor de verwachte opbrengst minder dan € van de waarde van het spel
verschilt, voor ieder startpunt. Deze strategie€n noemen we e-apfimaée
slrategiceén. ‘

Voorts zullen we in deze paragraafl voldoende voorwaarde geven voor het be-

staan van optimale strategieén.

stelling k4.1

&

Indien v, de waarde van het spel, een potentiaal is dan is Ig° de binnen-
komsttijd in FO, een optimale stoptijd.
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- bewijs

We zullen in dit bewijs gebruiken dat voor een toestand, zeg i, die niet tot

TO behoort geldt

(41) v(i) = ] p(i,3) v(i).

J
Relatie (41) volgt onmiddellijk uit de optimaliteitsvergelijking die.we in
de volgende paragraaf zullen afleiden. Een bewijs van (41) laten we hier dan
ook achterwege.

Indien v een potentiaal is dan volgt uit lemma 2.2 dat

_30_1
(k2) v(i) - Ei[V(chLO)]=Ei[ nZO W(_J_cn)]
met
(43) w(i) = v(i) - } »(i,3) v(J).
J
Uit (41) en (43) volgt dat
10~1
Y ow(x ) = 0.
n=0 ™
Met (42) volgt dan dat
(k) v(i) = Ei[V(ET )] : " voor iedere i.

-0

Daar op I'  de funkties r en v aan elkaar gelijk zijn en ET e T volgt dat

0 I 0

).

r(x_ ) =vi(x_
g T T

Met relatie (Lk4) geeft dit
v(i) = E, r(x_ ).
10

Fn dus is T, €en optimale stoptijd. 0[O

We hebben in paragraal 2 opgemerkt dat voor een voorbijgesande Markovketen
met edlndige toestandsruimte iedere funktie een potentiszal is. Met stelling

h,1 volgt dan dat in dit geval stoppen in FO een optimale strategie is.
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w yoorbeeld 4.2

Indien we in de begrensde symmetrische "random walk" op Z' (zie voorbeeld
3.?) de absorberende toestanden weglaten dan houden we alleen voofbijgaande
toestanden over. De Markovketen wordt dan voorbijgaand. In voorbeeld 3.2

gaven we aan hoe v te bepalen is. Stoppen waar v = r is hier optimaal.

Uit het bewijs van stelling 4.1 is te lezen'dat relatie (44) een voldoende
voorwaarde voor het bestaan van een 5ptimale strategie. Relatie (Ll) is ook
noodzakelijk., v

In het voorbeeld L.1 is relatie (hh) dan ook niet wvervuld.

Een analoge relatie voor de binmnenkomst in de e-steunverzameling

r_= {i: »(1) > v(i) - €}

geldt wel altijd en hiermee kan dan het bestaan van e-optimale strategie&n

sangetoond worden.

stelling 4,2

Voor I.» de binnenkomsttijd in Pe geldt

x ) >v(i) - ¢ voor alle i.
e T '

(45) E; =

I is dus een e-optimale stoptijd.

bewijs

Het grootste gedeelte van het bewijé zal nodig zijn om aan te tonen dat
(46) v(i) = Ei[v(git)] voor alle i.

Laten we deze relatie voor het moment sannemen,

Dasr voor i € I, geldt r(i) > v(i) - ¢ wvolgt

En dus met (L6)

] ) w{i) -
Ei[r(zﬁ 11 > w(i) - e

[
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~= Yaarult dan de e-optimaliteit van T, volgt.
Zij '
n(i) = E,[v(x_ )1.
-—€
Om relatie (L46) aan te tonen moeten we dus bewijzen dat h = v.
De funktie v is excessief, volgens stelling 2.1 geldt dan dat hfi) < v(i)
voor alle 1i.
Gevolg 2.2 zegt dat h een excessieve funktie is.

Daar v de kleinste excessieve majorant van r is (gevolg 3.1) volgt dan dat
n(i) > v(i) en dus h(i) = v(i) voor alle i,

indien h een majorant is van r.

Stel h is geen majorant van r, dan is

e = sup {r(i) - n(i)} > o.
i

. . . Pd . > 3 . > » + -
2ij i, 28 dat r(10) h(lo) en r(lo) __h(1o) c - €.
Daar h + ¢ > r en h + ¢ is excessief volgt (gevolg 3.1) dat h + ¢ > v. En

dus

r(io),i_[h(i0)+c] - € Z.V(io) - €.

Waaruit volgt dat io € Pe en dus

B(iy) = uaiocv@len = v(ig) 2 2(iy).

Dit is in tegenspraak met r(io) > h(io). 0

stelling 4.3

Zij de opbrengstfunktie r begrensd.
Indien de kans om vanuit toestand i ocoit in de steunverzameling te komen
gelijk aan 1 is dan geldt

Fa

E, [r(z_r_o)] = v(i).
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- bewijs
- .l‘ m - ) )
Kies een rij {e } _, met lim € = 0.
n n=1 oo n
Daar ‘
T <o = 1
Pi[T: ]
volgt er dat
X —_— X met P. - kans 1.
= nre =g i
te_ I

Met de begrensdheid van r volgt hieruit dat

(h7) Ei[r(g% ¥ — Ei[r(zw )]

—€ -0
n

Uit relatie (L5) en e, 70 volgt dat

nro

(48) [Ei[r(gg,r 1l ——— v(i).
—€

n
De relaties (47) en (48) geven
'Ei[r(zzo)] =v(i). O

Ook de stellingen van deze paragraaf kunnen weer gegeneraliseerd worden tot
model 2. We veronderstellen daarbij dat de kostenfunktie ¢ niet-negstief is

of een lading is.

. *
stelling 4.1

Indien v, de waarde van het spel, éen'potentiaal is dan-is Ty de binnen-

komsttijd in T ., een optimale stoptijd.

0

. *
stelling 4.2

Voor IE,”de binnenkomsttijd in I'_ geldt

T -1
Ie

(L9) Ei[r(gie) - nZQ c(gn)] > v(i) -~ € | voor alle i.
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stelling 4.3

Zij r begrensd. Indien Pi[10<WJ = 1 dan geldt

-1

éﬁ

Ei[r(z% ) - C(§n>] = V(i).

-0 n

i B~

0

5. OVER HET BEPALEN VAN OPTIMALE STRATEGIERN

In paragraaf 4 hebben we gezien dat er niet altijd een optimale stopregel
bestaat. Maar indien ze wel bestaat dan is ze gelijk aan de binnenkomsttijd

in de steunverzameling T . We hebben ook gezien dat de binnenkomsttijd in

0
de e~steunverzameling Pe een e€-optimale sbrategie oplevert.

Cm (e~)optimale sﬁrategieén te vinden moeten we dus de waarde van het spel

v bepalen. ' ’

In een ender hoofdstuk zal met gebruikmeking van stellingen omtrent de
‘Martinrand een karakterisering van de klasse van alle exceséieve funkties

" .gegeven worden. Hieruit kan v als kleinste excessieve mejorant van r bepaald
worden. We zullen in deze paragrasf enige andere manieren asngeven om v te
bepalen. We doen dit voor model 2. Daar we in deze paragraaf relaties zullen

- gebruiken die afgeleid 2ijn van model 1 maar ook geldig zijn voor model 2,

zullen we deze relaties indien gebrulkt voor model 2 met een * versieren.

DE FUNKTIONAATLVERGELIJKING

De waarde van het spel v voldoet aan een funktionaalvergelijking, veelal
de optimaliteitsvengelijking genoemd. Indien we een oplossing w van de
funktionaslvergelijking kunnen vinden. En indien we weten dat de optimali-
teitsvergelijking een unieke oplossing heeft dan is v = w en daarmee het
optimaal stopprobleem opgelost. »

We zullen de optimaliteitsvergelijking afleiden en tevens een voldoende

voorwaarde voor de uniciteit van de oplossing geven.
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stelling 5.1

. De waarde van het spel v voldoet aan de optimaliteitsvergelijking

(51) v(i) = max[r(i), -c(i) +»2 p(i,j) v(3)] voor iedere i.
X 3

bevijs

We definiéren inductief een rij van funkties op E door

Lo o]

(52) x, (1) = = ] ] p(5.3) e(d)
n=0 J
en V
(53) . xnﬂ(i) = max[r(i), -c(i) + § p(i,j) xn(j)].

Om het rechterlid van (52) gedefinieerd te doen zijn, moeten we evenals in
paragraaf 2 aannemen dst ¢ niet-negatief is of een lading is. Het is dan

mogelijk dat Xy de waarde -* sanneemt,

Met volledige inductie zullen we bewijzen dat de rij xn(i) monctoon niet-

dalend is voor iledere i. Immers

xg(3) 2 —e(3) + ] p(5,3) xy(3)
: |

0
ol

= -7 ¥ p™i,3) e(3)

n=0 J

=.x0(i).
Stel dat xn(i) i_xn_1(i) voor iedere i,
indien xn(i) = r(i)
dan geldt

xn+1(1) = max[r(i), ...]
& z_.r(i) = Xn(i))

indien xn(i) = -c(i) + z p(i,j) =, (3)

J
dan geldt
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x (i) > —e(i) + % p(i,3) = (J)

> -e(i) + § p(i,d) x_,(3)
J ;

= xn(i).

We hebben hiermee aangetoond dat xn(i)‘monotoon niet-dalend is. Uit de ~
monotonie volgt dat lim xn(i) bestaat., Zij

n>o

(5k) x (i) = lim xn(i).
n—>o

Uit de relaties (53) en (5k4) volgt dat

x,(1) = max[x(i), -c(i) + } »(i,§) x,(3)1.
E 4
De funktie x_ voldoet dus aan de optimaliteitsvergelijking. We zullen ver-

volgens bewijzen dat x_ = v.
0

x, > ~e(i) + ] p(i,§) % (3) en x,>x

oY) O’
J

volgens de relaties (26) en (27) is x_ dus een c~excessieve funktie. Boven-
dien is x_ een majorant van r. Daar v de kleinste majorant van r is (ge-—

volg 3.1%) volgt Gan dat

(55) X > v,

De waarde van het spel v is c-excessief, volgens relatie (26) geldt dus.
v 3_XO,
Stel v > x dan volgt uit v > r en de c-excessiviteit dat

v(i) > mexlr(i), ~e(i) + ] p(i,3) v(j)]
J

> mexlr(i), -e(i) + J »(i,) = (§)]
J

£ o

(1).

Ta+1
Met volledige inductie volgt dan v > x voor alle n. Hieruit volgt

(56) v>x = iiﬁ X



32
Relaties (55) en (56) geven dat X = V. ]

definitie 5.1

Een funktie h Vaarvoor'geldt dat
n(i) = § p(i,J) n(j)
- J
wordt een harmonische funktie genoemd.

In het volgende hoofdstuk zal ook een karakterisering van de klasse van
harmonische funkties gegevén worden. Het is niet moeilijk in te zien dat
indien ¢ £ 0 iedere harmonische majorant van r een oplossing is van de op-
timaliteitsvergelijking. In veel gevallen heeft deze funktionaalvergelijking

dus geen unieke oplossing.

gevolg 5.1
Indien r(i) > - ) ) p(i,3) ()
n=0 j '

dan is v de kleinste oplossing van de optimaliteitsvergelijking.

bewijs

Zeg w is een oplossing van (51)

dan geldt

wi) > 2(1) > = T p(i,d) e(d)
:OJ ’

en

w(i) 2 ~e(3) + ] p(,3) w(j).
dJ

Hieruit volgt dat w een c-excessieve majorant van r is en dus volgens

gevolg 3.1* groter dan of gelijk san v, [

definitie 5.2

Zij toestand « met bijbehorende overgangswaarschijnlijkheden gedefinieerd

zoals onder ii) op pag 2.
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Een Markovketen heet absonberend indien het systeem startend vanuit een

willekeurige toestand met kans 1 de toestand ® ocoit bereikt.

lemma 5.1

Een Markovketen is absorberend dan en slechts dan als

(57) lim ) p(i,3) = 0 voor iedere i.
1> j . . i
bevijs i

Uit Pi[§p=m] = 1 - z pn(i,j) volgt dat (57) equivalent is met
) ; A

lim P.[x =] = 1 voor ledere i.
i™=n . .
nHe
(<3

De Markovketen is absorberend <= Pi[ U1(§n=m)] = 1 voor iedere i.
. n= -

Voorts geldt daasr .« een absorberende toestand is dat

8
i
S
-

i

c o=

x = = 1im P.[
=n i

(x =w)]
n=1 oo n Y

1

it

lim P.[§N=WJ voor iedere i. [J
i
N->co
Voor Markovketens met eindig veel toestanden vallen de begrippen voorbij-
gaand (zie definitie in paragraaf 2) en absorberend samen. In het algemeen

geldt datb

Markovketen absorberend = Markovketen voorbijgaand.

Een interessant voorbeelid van een absorberende Markovketen krijgen we indien

de kosten of opbrengsten verdisconteerd worden. Een bedrag zeg k op de n-de
: . . n

"dag" ontvangen heeft op de 0O-de "dag een economische waarde van o k met

0 < a < 1 als verdisconterningsfaktor. Voor het optimaal stopprobleem met

1

¢ £ 0 betekent dit dat de stoptijd 1 = n als verwachte opbrengst
T _ N,. .\ N_;.
o Byler(x )1 = L P (1,3) a'x(3)
) - J
heeft als het systeem start in i. We kunnen dit tot een bekend optimaal
stopprobleen terugbrengen door een Markovketen met nieuwe overgangswaar-

schijnlijkheden te definidren docor
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p(i,j) = ap(i,i).

Deze nieuwe Markovketen is dan absorberend.

stelling 5.2

Indien ¢ niet-negatief en r een begrensde funktie is en de Markovketen ab-

sorberend is dan geldt

i) er is een optimale stoptijad
ii) de optimaliteitsvergelijking heeft een unieke begrensde
oplossing.
bewijs

i) Dasr ¢ niet-negatief en r begrensd is volgt er dat ook v, gedefinieerd

in relatie (31), een begrensde funktie is. Uit (57) volgt dan dat

lim ) p(i,3) v(i) =0 voor iedere i.

o j
Tndien ¢ = 0 dan is volgens lemma 2.1 de funkbie v een rotentiaal en volgens
stelling L4.1 is I de binnenkomsttijd in de steunverzameling, een optimale
stoptijd.
Indien ¢ # 0 dan is v niet noodzakelijk een potentiaal 1). We zullen de

optimaliteit van I bewijzen door aan te tonen dat

. 1§—1
(57a) v(i) - E.[v(x )1 = -E.L Ce(x ).
i 1,20 n
Tmmers uit deze relatie volgt, daar r = v op PO’
13—1
E.[r(x ) - c(x )1 = v(i)
1T, neo N

1)

Het lemma 2.1 kan als volgt gegeneraliseerd worden:

Een c-excessieve funktie f is een potentiaal indien ¢ een lading is en

lim ) pn(i,j) f(j) =0 voor iedere i.
e

Hieruit volgt dan dat voor het geval ¢ een lading is de waarde van het

spel weer een potentiaal is.



dus dat T optimaal is.
en dus dat T, optimaal i

AN Iy = min[IO,N], A
uit relatie (22) volgt dat voor alle 0 < o < 1 geldt
T;—T
T N
v(i) ~ E:[a_ﬂv(g% )] = Ei[ ) anwd(gﬂ)]
+ - n=0

met w (i) = v(i) - o Z o(i,3) v(j).
Jd

Daar 1, < N volgt hieruit door de limietovergang van o + 1 dat

.—N
Ty~ :
v(i) - Ei[v(_;gT )1 = Ei[ ) W(En)]f

~N n=0

Maar voor n = Iy geldt dat x ¢ FO en hieruit volgt met relatie (51) dat

v(x ) = -c(x ) +ﬁ§ p(x_»J) ?(j)
= w(x ) = ~c(§n)
Dus geldat
: o
(57p) v(i) - E [v(sz)J = »Ei[nio C(zﬁ)]

Verder geldt

- - - . r 9 1-\_'. s
]Ei V(§I ) E, v(gIN)l < B lx>N] (SEP v(1) 1?f v(i)).

Daar de Markovketen absorberend is volgt er dat

im P.It >N] =
lim sty =0

N0
en dus
(57c) lin B, v(x_ ) =E, v(x_ ).
Mo T Ly E Iy
Ty~? Io!
Uit ¢ > 0 volgt dat X e(x ) monotoon niet-dalend naar Z e(x ) con-
- n=0 o n=0 bﬁ

vergeert., Met de monotone convergentiestelling volgt hieruit dat

gyl %

(574d) lim —Ei[ ) oelx )] = B, L z c(gn)].

oo n=0 , n
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De relaties (57b), (57c) en (57d4) tesamen impliceren relatie (57a).

ii) Veronderstel dat naast v ook de funktie w een oplossing is van de op-

timaliteitsvergelijking. We zullen bewljzen dat

(58) v(i) - w(i) < ] »(i,3) |[v(§) -w(3)].
; N

Indien toestand i een element van de steunverzameling FO is dan geldt
v(i) = »(i).

Daar w(i) > r(i) volgt dan
v(i) - w(i) < 0,
dus zeker (58) geldt.

is dan geldt

Indien toestand i geen element van FO

v(i) = -e(i) + § p(5,4) v(§)
; |

voorts geldt

w(i)

|v

—e(1) + ] p(1,3) wii).
J

Hieruit volgt

w(i) j_z p(i,3) [v(3) - w(J)]
J

v(i)

en dus zeker (58) geldt.

Analoog aan (58), maar dan met ¥ = {i: w(i) = z(1)} i.p.v. FO’ laat zich

bewijzen dat

w(i) - v(i) _<_§ P(i,tj) |V(.j) - w(3)]|.
Hieruit volgt
(59) . () = w()] j_g p(i,3) |v(3) - w(3)].

Door relatie (59) herhaald toe te passen vinden we dat voor iedere n € ¥
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1]

(60) [v(1) = w(i)] < J p™(4,3) |v(3) - w(3)
J L ,

Daar de Markovketen absorberend is en ]v - w] begrensd is, volgt dat

lm § p%(1,4) |v(3) - w(3)] =0
n>wo j

Met (60) volgt hieruit dat v=w. 0O

STABIELE PROBLEMEN

In veel gevallen is het oplossen van de funktionsalvergelijking erg moeilijk.
Om e-optimale strategie&n te bepalen is het voldoende om v i.p.v. te be-
palen dicht genoeg te benaderen. Met het bepalen van benaderingen van v

zullen we ons in deze paragraaf bezig houden.

notatie 5.1

De waarde van het‘spel onder de voorwaarde dat het spel niet langer dan n+i
perioden gespeeld mag worden duiden we aan met Vo
T < n, Dan geldt

VAR Tn de collectie van Markovtijden 1 met

-1
(61) v (i) = sup E.[r(x ) - _X elx ).
o IﬁTn iz k=0 ®

definitie 5.1

Een optimeal stopprobleem heet stabiel indien

1)

(62) lim vn(i) = v(i) voor iedere i /.
o

Voor stabiele problemen kunnen we benaderingen van v vinden door vn’s te

berekenen. We zullen zien dat de funktie Vo1 op eenvoudige wijze uit v ?e

bepalen is. Dit betekent dat voor eindige toestandsruimten met gebruik-—

making van rekentuig de bepaling van Vo mits n niet te groot is, meestal

zeer goed mogelijk is. Indien geldt voor zeker getal a > 0 dst

Fa

1)

In de referenties komen verschillende definities van stabiliteit voor.

Definitie 5.1 1s de zwakste versie van stabiliteit.
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(63) Vn(i) > v(i) - & :  voor iedere i

. P . *
den zal de binnenkomsttijd in verzameling T' met

I = {ir 2(i) > v (i) ~ e}

_een (a+sj—optimale stoptijd zijn (stelling 4.2%Y.

Voor a niet te groot zullen we in de meeste praktische gevallen éqn‘aan~
vaardbare oplossing van het probieem gevonden hebben.

On te weten dat voor bepaalde n en a relatie (63) vervuld is moeten we
niet alleenveen s?abiel probleem hebben maar moeten we ook de snelheid van:
convergentie in relatie (62) kennen. We zullen een stelling hierover af-
leiden. Verder zullen we middels een voorbeeld laten zien dat niet alle
optimale stopprobiemen stabiel Zijn en voorts een voldoende voorwaarde geven
voor stabiliteit. . | _

We hebben v, gedefinieerd als de maximaal te verkrijgen opbrengst onder de
voorwasrde dat er vodr tijdstip n+l gestopt moet worden. Dit is een n-staps
beslissingsprobleem nl, op de tijdstippen 0,1,...,n~1 moet er een beslis-
sing genomen worden omtrent al dan niet stoppen. Het Gptimaﬁiieiiépﬂincipe
van Belfman zegt dat een optimale strategie over (n+1) perioden z4 is dat

.~ de beslissingen op de (k+1) t/m n-de tijdstip een optimale strategie op-
.1evert voor de laatste (n-k) perioden., Dit impliceert dat de maximale op-
brengsﬁ over een eindig aantal perioden gevonden wordt middels het principe
van de dynamische proghammerning. Dit iegt dat een oplossing voor het (n+1)
staps.beslissingsprobleem gevonden wordt door met relatie (65) v uit v

n+1

te bepalen en op de O-de "dag" te stoppen al naar gelang v > v en op

n+i
de overige tijdstippen te beslissenlvolgens de n-staps optimale strategie.

We zullen dit bewijzen.

stelling 5.3

Voor de rij v van vervachte opbrengsten die gedefinieerd is in relatie (61)

gelden de volgende relaties

(6&) . vo(i) = r(i)
en

(65) ey () = malx(3), -e(3) + ] p(5,3) v, ()2,
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Zij T de strategie die stoppen dlkteert in toestand i op het k-de tijdstip

1nd1en k het kleinste nlet—negatleve getal is met

(66) r(i) > v

n—k(i)

dan geldl voor 1 en v_ dat
: -n
(61 mleGe ) - L elg)) = v (5).

Bewijs

Uit de definitie van v, (relatie (61)) volgt dat v, een niet-dalende rij van
funkties is. Hieruit volgt dat door relatie (66) op ondubbelzinnige wijze
een Markovtijd wordt gedefinieerd.
Daar v_ = r volgt er dat T < n.

0 n —
Het bewijs van de geldigheid van de relaties (65) en (67) geven.we met vol-
ledige inductie. ‘
Stel dat de relaties (65) en (67) zijn bewezen voor alle niet-negatieve

getallen < n.

Zij
(67a) w(i) = max[r(i), -c(i) + J »(1,3) v_(3)].
J
Voor de inductiestap moeten we nu aantonen dét w =V en dat v .. aan

n+1 n+1
(67) voldoet.

7Zij de strategie E_gedefinieerd door

=0 indien r(go) = W(EO)

f= 2
i

+ T anders.
—n

We zullen aantonen dsat

1
(68) Ei[r(gk) - ) c(gn)] f w(%).

- T n=0

=2

Met (67a) volgt dat r(i) < w(i) en dus geldt er dat r(i) = w(i) of
r(i) < w(i). ‘

Indien voor i geldt r(i) = w(i) dan volgt
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J=12
fl
o

met Fi.— kans 1.

Hieruit volgt dan dat het linkerlid van relatie (68) gelijk is aan r(i). Dus
in dit geval geldt relatie (68).
Indien voor i geldt r(i) < w(i) dan volgt met relatie (67a) dat

w(i) = (i) + ] p(i,3) v (3).
J

'Voorts volgt uit

E =1+ met Pi - kans 1
dat
i§1

B.lr(x ) - ). c(x)]=
1 T k=0 k

T

R
Ei[r(szln) - kzo c(§k)] -

: T -1

-1
~c(i) + } »l(i,j) E,lr(x ) - Z c(x )] =
J -n k=0

—e(i) + J p(i,3) v (3),
J

waarbij de laatste gelijkhéid volgt uit de inductie-aanname voor de relatie

(67). Dus ook voor deze waarden van i geldt relatie (68).

Daar T < 1 + T, £ 1+ n, volgt uit de definitie van Vo.q 8ls de maximale

+1
opbrengst over (n+1) perioden dat

W<V .
— n+l

Indien we nog aantonen dat
(69) & Vn < W

dan hebben we de inductiestap bewezen, immers dan volgt dat vn+1 = W en
hieruit 1 =

T 4q €0 met (68) dan ook relatie (67) voor n+1.



We zullen (69) aantonen door voor een willekeﬁrige Markovtijd T < n+l

bt

te
bewijzen dat
‘ -1 .

(70) E.[r(x )~ ) c(xk)] < w(i) voor iedere i.

i =t -~ —_ .

— k=0 .
Daar 1 een Markovtijd is geldt voor willekeurigg toestand i
of T =0 .
- 8f 1 > 0 veoor alle realiseringen met %, = i |

Indiern T = 0 voor go = i dan is het linkerlid van (70) gelijk aan r(i) en
geldt dus zeker de relatie (70) daar w(i) > r(i).
Indien T > O voor'zo = i dan volgt dat als we ons tot de realiseringen met
X, = i beperken dat voor

* def

T = 1 -1

* . . .k
‘geldt, Tt 1s een Markovtigd en T < n.

Hieruit volgt

) : -1
,‘Eifr(gz) - ;ZO c(zk)] =
o c
Ei[r(g - oelxd1=

It =0

*
T -1

=c(d) + ) p(id) B r(x )~ D) e(x )] <
. 3 T

k=0

~e(i) + ] p(.3) v (3) < wld).
J

De voorlaatste ongelijkheid volgt uit de definitie wvan v, oen de laatste

ongelijkheid vit relatie (67a). [

We merken op dat de recursieve relaties (53) en (65) dezelfde zijn. Dit

impliceert

(71)

3

dat als

(o]

r(i) > = § ] p(i,3) e(d)
n=0 J

het probleemvolgens stelling 5.1 stablel is. Immers dan geldt dat v

en dus

limv =limx = v
n bel

R a¥s Ne'sl et st

x
n+1
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We hebben dus de volgende stelling bewezen,

stelling 5.k

Relatie (71) is een voldoende voorwaarde voor stabiliteit.
Dat niet ieder optimaal stopprobleem stabiel is toont het volgende

voorbeeld 5.1

De symmetrische "random walk' op 21 met kostenfunktie identiek gelijk aan nul
en opbrengstfunktie r(i) = i. Dit is het niethepérkte munt-werp spel met
uitbetalingsfunktie het aantal malen dat munt gegooid is minus het aantal
malen dat kruis gegooid is op het moment van stoppén. We zagen in paragraaf

3 dat v = e,

De funktie r is harmonisch en dit impliceert dat
v =r voor alle n.

Dus is de limiet van v voor n + « ongelijk aan v en het probleem is dus
ook niet stabiel.
Uit vn(O) = 0 voor iedere n volgt dat voor iedere stoptijd T geldt dat voor

iedere n

E[r(x )1<0 met T = min[t,nJ.
0 =, - —

Uit de symmetrie om nul van dit probleeﬁ is duidelijk dat cok geldt

EO[T(§T )1 > 0.
-1
En dus geldt voor iedere stoptijd 1 die met kans 1 begrensd is dat de ver-
wachting van de opbrengst gelijk aan nul is. Voor begrensde stoptijden is

het munt-werp spel dus een eerlijk spel.

In paragraaf 4 hebben we een voorbeeld gezien van een optimaal stopprobleem
waarvoor stoppen in de steunverzameling niet optimaal was. Daar voor dit
voorbeeld geldt dat ¢ 2 O enr > O is volgens stelling 5.4 het probleem
stabiel. We zien hieruit dat stabiliteit niet het bestaan van een optimale

stoptijd behoeft te impliceren.



In de volgende stelling veronderstellen we dat t begrgnsd is en inf (i) >0
het probleem is dan stabiel. We kunnen echter in dit geval iets

zeggen omtrent de snelheid waarmee v naar v convergeert., We geven in deel
ii) van de stelling eenﬂafschatting voor v - v, die we m,b.v. het resultaat
van deel iii) kunnen verscherpen tot de uitspraak onder iv). Deel iii) -is
een generalisatie van het bekende feit dat in de "sequential probevility

ratio test" het verwachte aantal waarnemingen exponentieel begrensd is.

stelling 5.5

Zij r -begrensd

(12) oy "2 dnf o(i) > 0
. _ ;-
en
(73) ro "2 sup (i) <
. 5y _
dan geldt
i) Er bestaat een optimale strategie.
- r ~r(i)Jlr -
i1) v(i)—v(5)<[0'()]ocoj.
' n'~’ = -(n+1)°0.
iii) De stoptijd behorende bij de steunverzameling is exponentieel
begrensd. .
iv) Vi gaat exponentieel snel‘naar V.
bewijs

v

Zij 1 een Markovtijd waarvoor geldt

=1

(138) () <Blr(x) - ] oz,
- n=0

Hieruit volgt dat voor T geldt

(74) | E, [ > el
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Daar c(i} > ¢, voor alle i volgt

O . . - . ' . .
-1 . -1
Ei[ ) C(Eh)] z_Ei[ Z co]
1n=0 n=0
=_CO Eifgj.

We substitueren dit in (T4) en we gébruiken dat
0

Ei[r(zj)j itr .

Dan volgt

(75) £, [x] < -2 :

kWe zullen met een bewijs uit het ongerijmde aantonen dat ook voor I de
stoptijd behorende bij de e-steunverzameling '
€

I = {i: r(i) > v(i) - €}

relatie (73a) geldt. Stel dat voor i relatie (732) niet geldt dan volgt dat

0
T -1
L
r(iy) > B, [r(x ) - [ elx)]
. 0 —€ n=0

f_v(io) -~ €,

de laatste ongelijkheid volgt uit relatie (L9).

Hieruit volgt dat i € P€ en dus moet er volgens I in i gestopt worden.

0
Dit betekent dat de opbrengst voor i

0

0 als startpunt gelijk is aan r(io).

Dit is in tegenspraak met de aanname. .
Omdat relatie (73a) voor iedere 1. met € >0 geldt, volgt er dat (75) voor

iedere 1T vervuld is. Met
—_F .

T, = lim T
et0 °©

&

vdlgt hieruit dat ook de verwachting van I

e ar s . *
IO eindig 1s met kans 1. Volgens stelling 4,3" geldt dan dat

eindig is. Dit impliceert dat

I optimaal is,
Daar v > r en de verwachte opbrengst van % gelijk aan v is wordt dus ook



voor . aan relatie (73a) voldaan..

~0 _ o
2ij T = min[io,n]. _ _ _
v is de verwachte opbrengst van I, en vn'is niet kleiner dan de verwachte

opbrengst van T dus v - v, is kleiner dan of gelijk aan de verwachte op—

brengst van‘lo
(T3a) volgt dan

‘minus de verwaphte opbrengst van In' Met de relatie (72) en
(76) | v(i) - Vn(l) f-(rO—CO} ?i[I0>n]'
Volgens [Feller] geldt
(77) E.[z] = -} P.[nl.
i i
n=0 )

Omdat Pi[z?n] monotoon niet-stijgend is volgt dan uit (75) en (77) dat

' _ ry - r(i)
a0 ryen) <
‘Door dit te suﬁstituersn in (76) vinden we

[rb~r(i)][ro—col

v(i) - v (1) <

+] '
(n+1) ¢,
Hiermee is deel ii) bewezen.
Zij N en a < 1 zb6 dat .
r6 - r(i) .
(79) i & g, voor alle i.
+ —
, (N+1) N
Zij verder P de Markovmatrix op FS ngt I\PO die we verkrijgen door P te be-~
perken tot Fg. Dus
~ea .. : .. e
p(i,j) = p(i,]) voor 1i,J € Io.

De Markovmatrix P beschrijft de beweging van het systeem zolang het systeem

zich in Pg bevindt. Indien I > n dan moet het systeem zich tot en met tijd-
o ,

stip n in PO bevinden en dus geldt

P.[z >nl =} B(i,5)
10 ,]
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Uit (78) en (79) volgt dan
~N, . . i : .
z p (i,3) <a voor alle 1,
3 :

Hieruit volgt voor n > N

f
o]

I 5%6,5) = 1 3K B k)
J

| A

o
W~

rd 2

Door deze relatie m maal toe te passen indien n =mN + rmet 0 < r < N

vinden we dat

En dus algemeen .

a[n/N] 1)

{80) Pi[go>n] < voor iedere i .

Volgens deze relatie is Iy exponentieel begrensd. Door (80) in (76) te sub- .
stitueren vinden we

[n/N]

v(i) - Vn(l) j_(ro~co) a voor iedere i.

v, gaat dus exponentieel snel naar v. [

Uit het bewijs van de voorafgaande stelling is te zien dat niet alleen de
stoptijd behorende bij FO exponentieel begrensd is maar ook ledere andere
binnenkomsttijd die voldoet aan relatie (73a).

In [Breiman] wordt een stoptijd 1 stabiel genoemd indien de verwachte op-
brengst behorende bi] I, minlt,n] naar de verwachte opbrengst van I con-
vergeert voor n + . Uit relatie (75) volgt dat 1 stabiel is, dus iedere T

die aan (73a) voldoet is stabiel in de zin van Breiman.

1) [x] betekent het grootste gehele getal < x.
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"ENTRANCE-FEE" PROBLEMEN

"Entrance-fee" problemen zijn dftimaal stopproblemen waarvoor de opbrengst-
funktie r identiek gelijk aan nul is. Deze problemen zijn dan pas interes—
sant indien kdstenfunktie c zowel positieve als negatieve waarden sanneeumt.
Immers indien ¢ > 0 dan is onmiddellijk sf0ppeq optimaal en indien ¢ < O dan
is nooit stoppen optimaal, - ' )
Toestanden waarvoor de kostenfunktie niet-positief is noemt men gunstig,
omdat een volgend deel-spel negatieve kosten (negatieve "entrance-fee')
heeft en dus gunstig is om te doen., Na dit deelspel kan altijd nog.tot stop-
pen besloten worden. _ ~

Dus zolang we in de gunstige toestanden zijn kunnen we de opbrengst ver-
groten door verder te spelen. Indieh we in de niet—gunstigé tcestanden
terecht komen dan kan doorspelen ook gunstig zijn bijvoorbeeld als het
systeem met grote kans weer in de gunstige toestanden zal terugkeren. Indien
het echter omnmogelijk is om vanuit de niet-gunstige toestanden in de gun-
stige te komen, dan moet een optimale strategie 6nmiddellijk stoppen als het
systeem in de niet-gunstige toestanden terechtkomt. Dus de optimale stop-
verzameling is de verzameling van niet-gunstige toestanden. Hiermee is aan-

getoond.

stelling 5.6

Zij r 2 0 en 8 = {i; c(i) > 0}

indien
p(i,j) =0 " voor i e Sen j ¢ S
dan geldt dat de stoptijd met stopverzameling S optimaal is.

We hebben tot nu toe ingevoerd gls optimaal stopprobleem het model 1,
hiervoor geldt dat ¢ = 0. We zouden dit een zu{ver optimaal stopprobleem
kunnen noemen. Zojuist voerden we in de "entrance-fee" problemen, hiervoor
is r = 0. Het in paragraaf 1 ingevoerde model 2 is een combinatie van deze
problemen, we zullen optimaal stopproblemen van model 2 maar gemengde pro-—
blemen noemen.

In veel gevallen kan een "entrance-fee" probleem omgezet worden in een
zuiver probleem en omgekeerd een zuiver probleem in een "entrance-fee" pro-

bleem.
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stelling 5.7

i) Een "entrance-fee" probleem met kostenfunktie ¢ kan in een zuiver

probleem worden omgezet indien ¢ een lading is.

ii) Fen zulver probleem met opbrengstfunktie r kan in een "entrance-fee"

probleem worden omgezet indien r een potentiaal is.

iii) FEen gemengd probleem kan in een zuiver probleem worden omgezet indien
kostenfunktie ¢ een lading is. ‘
Een gemengd probleem kan in een "entrance-fee" probleem worden omgezt

indien opbrengstfunktie r een potentiaal is.

bewijs

H(1,3) e(3)

ffo~18

i) Zij r(i) =

} P
n=0 J

0

Daar c een lading is, is dan r wel gedefinieerd en r is een potentiaal.

Volgens lemma 2,2 geldt voor 1 een willekeurige Markovtijd dat:

(80a) E, r(_:gl) = Ei[k:Z:T e(x, )]
o
= r(i) - E, kzb[c(zk)].

Hieruit volgt dat een 1 die de kosten

-1
E.[ } clx)] "minimaliseert"
1,2 =k
k=0
de opbrengst
E.[r(x )]  zal "meximaliseren®
i = . :

en omgekeerd.

Een optimale stoptijd 1 voor het "entrance-fee" probleem zal

-1

. EiEKZO - c(gk)] maximeal maken

en 4aus ook



i) 7ij ()= (i) - § p(i.3) #(3)

Lo -

E.[r(x )] maximaal maken. -
i - : :

Waaruit dan volgt.dat 1 ook een optimalélstopfijd is voor het zuivere pro-

bleem met opbrengstfunktle I,

Geheel analoog.volgt dat als T ontlmaal t 0.v. het zuivere probleem dat T

dan ook optimaal is t.0.v. het ' entrance—;ee probleem.

-

r is een potentiaal == c is eenfléding en r is de bijbehorende potentiaal.

Hieruit volgt dat relatie (80a) weer geldig is. We voeren hier natuurlijk

het "entrance-fee" probleem met kostenfunktie c in. De verdere argumentatie

verloopt als onder i).
iii) Het bewijs van iii) volgt uit dat van i) en ii). 0

Een gevolg van deze stelling is dat voor toestandsruimte E eindig en de
Markovketen voorbijgaand ieder model in ieder ander model kan worden omgezst.

Immers we stelden in paragraaf 2, relatie (18), dat voorbijgasnd equivalent

“is met

X P (i,5) < = _voor alle i en j.
n=0

Met E eindig impliceert dit dat iédere funktie zowel een potentizal als een

K

"~ lading is.

In de volgende stelling zullen we stelling'5.6 generaliseren voor het ge-
mengde model. In die gevallen waarin het probleem in een "entrance-fee"

model kan worden omgezet volgt deze stelling dus uit stelling 5.6.

stelling 5.8

Veronderstel dat het optimaal stopproﬁleem met kostenfunktie ¢ enlopbrengst—
funktie r stabiel is en dat er een optimale stoptijd bestaat.
7ij '
= {i: e(i) -.[} p(,§) x(§) - »(i)1 > o}
- d
indien

p(i,j) =0 voor i € Sen j ¢ S
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dan geldt dat de stoptijd met stopVerzameling'S'optimaal is.

bewijs

We zullen bewijzen dat ~
(81) vn(i) = r(i) voor i ¢ S en‘alle n > 0.

Voor n = 0 geldt v, = T en dus is (81) zeker vervuld, neem aan (81) geldt

voor n-1. Dan is voor i € 8

(3 £ meae(i), -e(3) + ] 8(i3) v, 1(5)]

d

= max[r(i), -c(i) + 2 op(id) v, (3)]
: JES

= maxlr{i), -c(i) + } p(i,3) r(3)]
R - jes

= r(i) (volgens de definitie van 8)
‘Middels volledige inductie volgt dan (81). Uit de stabiliteit volgt dan ook

v(i) = 1im v (i) = r(i)  vyoor i e 8.
e D . _ :

Hieruit volgt dat S in de steunverzameling T ligt. Voor i ¢ S geldt

0

(i) - [} p(1,§) r(j) - r(i)1 <0
J . :

= —c(i) + ] p(i,d) x(3) > (),
J . :

Dit betekent dat als i de begintoestaﬁd is stoppen na 1 periode (dit is het
linkerlid van bovenstaande ongelijkheid) meer opbrengt dan onmiddellijk

stoppen. Daar I de verzameling is waar onmiddellijk stoppen de "maximale"

0

opbrengst oplevert, volgt dan dat i ¢ T'_. Hiermede is aangetoond dat S en

0

FO samenvallen. Daar gegeven is dat stoppen in T

stoppen in S optimaal. [

0 optimaal is, is dus ook

Uit de definitie van S is duidelijk dat S précies uit die toestanden bestaat

waarvocr ommiddellijk stoppen beter is dan stoppen na 1 periode.
P P
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Dat de stelling 5.8 tot interessante toepassingen kan leiden dat toont het

‘volgende voorbeeld.

. VERKOOPPROBLEEM

Jemand wenst zijn huis te verkopen en krijgt iedere dag een bod op het huis
binnen. We veronderstellen dat de geboden bédraéen onderling onafhankelijk
zijn en dezelfde kansverdeling hebben. Zij de kans op een geboden bedraé
ter grootte van J gelijk aan Pj vpér jJ=1,...,8. We nemen aan dat een bod
op het huis dat niet ommiddellijk geaccepteerd wordt niet verloren gaat maar
op egen later tijdstip nog geaccepteerd kan worden. Verder zijn er voor
iedere dag dat het huis nog niet verkocht is onderhoudskosten ter grootte
van een constant bedrag c. Voor de toestand op zekér tijdstip gebruiken we

het tot dan toe grootste geboden bedrag.

Hieruit
[ 0 j<i
i i
p(i,j) = § L p, - d=1
k=0
. P> i
L P J

De verzameling S uit stelling 5.8 wordt

i N
S={i:e-[i ] p + ] Jp, =112 0}
k=0 J=1i+1. ¢
i N
(met i - i ) P = ) ip.)
=0 J=i+1
N
={i:ec> [ (§-i) p.}.
J=i+1 9
N ) ,
Daar Z (j—i)pj monotoon niet-stijgend is in i vinden we dat
Je=i+ : -
s = {i",i"+1,....N}
net .
* - N
i” = min{i: ¢ > Z (j-i)p.}.
J=1+1 J

Daar p(i,j) = 0 als j < i volgt er dat
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p(i,j) =0 E yoor i € S en j ¢ s.

Volgens stelling 5.4t is het probleem stabiel. Volgens stelling 5.5 is er een
optimale strategie. Volgens stelling 5.8 is dan stoppen in S optimaal.
"Optimaal-verkopen" betekent dus het eerste bod dat groter dan of gelijk aan

LR
1 1s, acceplteren,

OPLOSSEN DOOR LINEAIRE PROGRAMMERING

Uit praktisch oogpunt waarschijnlijk de meest interessante oplossingstech-
niek bestaat eruit om van het bepalen van v een lineair progremmeringspro-

bleem te maken.

stelling 5.9

De waarde van het spel v is de optimale oplossing van het lineair program-

meringsprobleem

minimaliseer z x(3)
d
onder de bijvoorwaarden

L (8(1,3) = p(i,3)) x(3) > ~e(i)

d
én
x(1) > m(i)
met
m(i) = max[r(i), - § J 0 (i,§) ¢(§)I.
n=0 j '
bewijs

De optimale oplossing van het lineaire programmeringsprobleem is de kleinste

. . - * .
c-excessieve majorant van r en volgens gevolg 3.1 dus gelijk aan v. [
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HOOFDSTUK 2. DE MARTINRAND

§1., De Greense functie,‘potentiaien en harmonische functies

1. .

In het voorafgaande hoofdstuk hebben wé géiien dat de klasse van de exces—
sieve functies bij een Markov-keten een belangrijke rol speelt bij het opti-
maél stoppen van die keten., Deze klasse éullen we in dit hoofdstukroﬁder—
werpen aan een nader onderzoek, dat zal leiden tot enkele karakteriseringen
van de excessieve functies. Tijdens dat onderzoek zullen we stuiten op de
Martin-rand van onze keten: een belangrijk begrip dat ook in andere delen
van de theorie der Marko&—ketens tevoorschijn komt.,

In dit hoofdstuk *) zullen we steeds uitgaan van een Markov-keten
{gn: newo} met aftelbare toestandsruimte E en overgangswaarschiénlijkheden

{p(i,j): i,jeE}, met voor elke i ¢ E

}oplig) < 1.
Jek

We eisen verder dat alle toestanden doorgangstoestanden zijn, d.w.z. als

voor i € E
cq(i):= Pi[5n=i voor een nel] - ' (1)

de kans op terugkeer naar i voorstelt, dean luidt onze eis dat voor alle

i1€BE
a(i) < 1. .' (2)

2. Notaties

In het vervolg zullen we vrijelijk gebruik maken van de volgende notaties:

VOOr n € NO, .1,J € E is

p(n)(i,j):= P [x =i]

*) mo={0,1,23oo.}, !N={1,2300'}
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de kans om, uitgeande van i1 in n stappen in j te komen. In het bijzonder is

p(1)(i,j) = p(i,j) en p(o)(i,j) = §(i,j), waarbi] 6 Dirac's delta-functie
is: -
, 1 als i = j
§(i,3):=
0 alsi#J.
Evenzo is
f‘ &(n)(i j)g=‘P.[x-=j en x, #j voor alle k met 1<k<n]
WAt Titen =k A -

de kans om, uitgaande van i in n stappen voor het eerst in j te komen. Weer

geldt q(1)(i,j) = p(i,j) en ﬂ(o)(i,j) = 8§(i,j). Verder defini&ren we nog

m(i,j):= Pi[§n=3 voor een nemoj
en-

ﬂ*(l,J):= Pi[xn=3 voor eern nell ]

- beide voorstellende de kans om, uitgaande van i, ooit in j te komen -(alleen
met twee verschillende betekenissen van 'ooit'), Merk op dat voor i # J
m(i,j) = n*(i,j), doch dat n(i,i) = 1, terwijl ﬂ*(i,i) = g(i) < 1. Ten-

" slotte zullen we nodig hebben

g(i,j):= B, ( Z“ X

_:1)
n=0 {§n"3} _

ofwel het verwachte aantal bezoeken aan j, uitgaande van i. De functie

g{...) op B % E heet de Greense functie van, de Markov-keten.

3. Basisformules

De zojuist ingevoerde functies kunnen als volgt uitgedrukt worden in de
overgangswaarschijnlijkheden van de Markov-keten: voor n ¢ NO is

&

p® 5 5) = T plie) o™, | (3)
keh
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zodat p(n)

achtereenvolgens voor n' = 2,3,..5 berekend kan worden; evenzo
kan n(?) berekend worden, als we bedenken dat voor n € W
n . ‘ :
n),. . k),. . n-k),. . .
o™ (i,5) = ) 1,5 2 6,5 o (&)
o k=1 -

terwijl m, en g gevonden kunnen worden door

R = 1M - e
n=1 o o
en

0

g(i5) = 1 ™ (4,5), | (6)

n=0
Al deze formules kunnen worden verkregen door eenvoudige kansinterpretatie
(cf. Peller I, pp.k383,388). Uit het feit dat alle toestanden doorgangs-—
toestanden zijn, volgt (ef. Feller I, p. 389) ‘ ‘

g(i,j) <

voor alle i,j € E,

Uit overwegingen van leesbaarheid zullen we nog enkele operatoren invoeren.

. Hier zullen we slechts operatoren A beschouwen die aan een functie

o . o . . .
f: B+ R = [0,2] een functie Af: E > R +toevoegen. Zo is de identieke
operator I gedefinieerd door If:= f, terwijl de operator P aan een niet-

negatieve functie f de functie Pf toevoegt met

pe(i)i= [ p(i,d) £(3).

JjeE
Stellen we P ;= I, dan kunnen we de rij operatoren (Pn) als volgt defi-
niéren:
+
P 1f:= P(Pnf). - voor n e N

0

&

dus, P" is het n maal achtereen toepassen van P. Uit (3) volgt, dat P" ook

rechtstreecks gedefinieerd had kunnen worden docor
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. n),. . .
Pir(i) = .} p( )(1,J) () ven n € .
jem : -
Vervolgens defini&ren we de operator G als

Gfi= £ + PL + P°r + ... = ) P'f

n=0

zodat uit (6) volgt:

Gf(i) = ] e(i,j) £(3). "
J€E .
Merk op, dat de beschouwde sommen eindig dan wel oneindig mogen zijn. Met de
toegepaste verwisselingen van sommaties hebben we geen moeilijkheden omdat

alle beschouwde grootheden niet-negatief zijn (Fubini).

5. Definities

Na deze inleidende opmerkingen kunnen we beginnen zen het onderzoek van de

. L - . +
klasse der excessieve functies. Zoals bekend, heet een functie f;: E+ R =
ties zijn potentialen en harmonische functies:

. + i .
Een functie h: E + R heet harmonisch als Ph = h,

bestaat met £ = G¢.

Is f een potentiaal, dan bestaat er precies &én functie ¢: E > R met
f = Go. Immers, als f = G¢, dan volgt met Fubini Pf = P(G¢) = | |
=Gp-¢=7Ff-¢, of $ = f ~-Pf, zodat ¢ eenduidig bepaald is. Deze ¢ heet
de lading behorende bij f. '

6. Opmerkingen

Daar '=' sterker is dan '<', is elke harmonische functie excessief. Ook
potentialen zijn excessief; immers, is f = G¢ een potentiaal den is
Pf =f - ¢ < f.

Vanzelfsprekend is de som van twee excessieve functies weer excessief;
in het bijzonder is dus de som van een potentiaal en een harmonische func;
tie excessief. Het zal nu echter 5lijken, dat ook omgekeerd elke excessieve
functie de som is van een potentiasl en een harmonische functie. Dit leidt

tot de eerste representatiestelling voor excessieve functies.
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T. Stelling

Elke excessieve functie f is te schrijven als som van een potentiaal G¢ en

een harmonische functie h
f =G +h; (1)
bovendien is deze schrijfwijze uniek, terwijl ¢ en h gegeven worden door

¢=f-—Pf‘ (8)

en
n = lim P°f. (9)
n-oo
Bewijs

a) We bewijzen eerst de uniciteit: als f te schrijven is volgens (7) met

¢ > 0 en h harmonisch, dan is noodzakelijkerwijs
PT = P(G¢+h) = PG + Ph = G -~ ¢ + h =f - ¢

zodat ¢ en dus ook Gp en h vastliggen (en tevens (8) bewezen is).

b) Vervolgens bewijzen we de eerste bewering.van de stelling. Neem ¢ vol-

gens (8). Dan is ¢ > 0, daar f excessief is. We hebben nu f = ¢ + Pf, zodat

n+1]
VOoor n € NO Pl = Pn¢ + P 1f, en dus

= n n+1
f= )] Po+P f voor n € N . (10)
0
k=0
Uit deze afleiding volgt allereerst, dat voor alle n ¢ NO
. .
PPy < PP | ' (11)

zodat de rij (Pnf) een eindige niet-negatieve limiet heeft, zeg h. Tevens

n

volgt hieruit dat G¢ = lim Z Pk¢ eindig is. Nemen we in (10) aan beide
L n+o k=0

kanten van het gelijkteken de limiet, dan krijgen we (7). Nog aargetoond

moet worden, dat h hermonisch is: Ph = P(lim Pf) = lim pit

1o 1>
het tweede gelijkteken een gevolg is van de gemajoreerde convergentiestel-

ling: 0 < P°f < f, wegens (11). [

£f = h, waarbi]
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8. Gevolg
- Is f_excessief dan geldt

f is een potentiaal <=> P'f + 0 voor n + o,
Bewijs: volgt onmiddellijk uit bovenstaande stelling. {J ‘

, _Met'beﬁuip:van het lemma van'Fatou (fn > 0 = Jliminf fn 5_1iminf an)
kunnen we gemakkelijk inzien,,dat;de limiet van een rij excessieve functies
weer exceésief;is.'ih het bijzonder is dus de limiet van een rij potentialen
excessief. Ook dit geldt echter weer omgekeerd: elke excessieve functie is-
te schrijven-als limiet van een rij potentialen. Voor het bewijs hebben we

het volgende lemma nodig:

9. Lemma

Het minimum van een potentiazl en sen excessieve functie is een pctentiaal.

Bewil]js

‘We bewijzen eerst dat het minimum f van twee excessieve functies f' en "
" -weer excessief is: Pf = P(min(f',f")) < min(Pf',Pf") < min(f',f") ='f; is
nu £' een potentiaal, dan moeten we aantonen dat ook f .een potentiaal is.

We doen dit met het criterium uit Gevolg 8.
0 < P = P'(min(£',e")) < P'f' + 0 wvoor n » . [

10. Stelling

~Is f excessief, dan bestaat er een niet-dalende rij potentialen (G¢p) met

f= 1lim G¢ .
> n
Bewijs
7Zij (B ) een rij eindige deelverzamelingen van E met B < B en UB = E,
] e ) - n n+1 n
Dan is voor elke n Gxg (1) = ) gli,]) < =, zodat nGx, een potentiaal
n n

jeBn

is, en dus ook, wegens lemma §
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fn = min(nGxBn,f).

Wegens B < B i1 is de rij (fn) niet-dalend. Bij vaste i ¢ .E geldt voor n

voldoende groot‘fn(i) = £(i), immers voor n voldoende groot is
nG){B (i) =n ) g(i,j) > ng(i,i) >n~»>w
n jeB _

dus £ - £. 0
n

§2, De Martin-rand

1. Aanname

Voor het vervolg van ons verhaal hebben we in onze Markov-keten minstens
een toestand nodig, van waaruit alle andere toestanden bereikbaar zijn. We

veronderstellen dus, dat voor zekere toestand, zeg 0 € E, geldt
(033) > O ~ voor alle j € E, (1)

zodat ook g{0,j) > 0 voor elke j € E (zie (1.5) en (1.6)). Deze aanname
garandeert ons-dat de volgende definitie zinvol is,

2. Definitie
_ + -
De functie k: E x E + R , gegeven door

.oayLo 8(i,3)
K(3:3):= T

. heet de Martin-kern van de Markov-keten. Voor vaste j € E, zullen we de

functie k(.,j) op E asngeven met kj'

Nu we de Martin-kern gedefinieerd hebben kunnen we ons doel nader toe-
lichten: het gaat erom de excessieve functies te schrijven als integralen
over deze Martin-kern, in een nader te preciseren zin. Voor het speciale
geval van potentialen is deze representatie niet moeilijk in te zien; we

beginnen-daarom met dit speciale geval.

3. Stelling

Elke potentieal £ = G¢ is te schrijven als



£(3) = | x(0.5) au(3) (@
E ' '
voor precies &&n eindige maat y op E. Deze maat wordt gegeven door

w(3) = g(0,3) ¢(3) voor j € E.

Omgekeerd definieert (2) voor elke eindige maat p op E een potentiaal f.

‘Verder is u(E) = £(0).

Bewijs

Bij nadere beschouwing blijkt in (2) niets anders te staan dan f = G¢. Voor
de derde bewering behoeven we alleen san te tonen dat het rechterlid van (2)
eindig is bij eindige 1. Die volgt uit de afschatting voor k in het bewijs

van Stelling 10. [J

L, Opmerking

De functie kj uit Definitie 2 is Juist de potentiasl die resulteert wanneer
we in (2) de maat u massa 1 in het punt j geven en overal elders massa O.
Dus kj is een potentiaal met lading geconcentreerd in j. Hieruit volgt on-
middellijk, dat de afbeelding j+ kj een 1-1 correspondentie vastlegt tussen

E en de functies {kj: J € E}.

5. Definities

7ZiJ nu

en

K := {y: y = 1lim k. voor een rij (j ) met j e E}.
nreo 9p n n

De elementen van K zijn dus die functies op E, welke te schrijven zijn als
. . .. . . * .. .
limiet van een rlg‘functles uit E , In het bijzonder is elke kj € K (neem -

maar quj voor elke n), zodat E ¢ K. De verzameling
*
Bi=XK - E
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© 6. Opmerking

Door de 1-1 correspondentie uit Opmerking L is de toestandsverzameling E op
natuurlijke wijze ingebed in K. In deze zienswijze is K een uitbreiding van
E: de elementen van B zijn dan nieuwe "toestanden' toegevoegd aan de oude

toestandsruinte E,

T, Definitie

L o
We definiéren de functie k: E x K+ R als volgt:
k(i,y):= y(i) voor i € B, vy € K.

De functie k is in de volgende zin op te vatten als een uitbreiding van
de Martin-kern.
: . - . * '
Als g e Eeny = kj het bighehorende element uvwit E , dan geldt voor

alle i € B
K(i,5) = k(i,3). . (3)

We kunnen nu iets precieser het doel van ons huidige betoog omschrij-—
ven: het gaat erom, voor excessieve functies f een representatie van de
vorm (2) te vinden, waarbij echter E vervangen moet worden door K, en boven

k een slang gezet moet worden. Dit doel zal echter pas in de volgende para-

~o

graal bereikt worden. Eerst zullen we nog wat eigenschappen van K, B en k

£ moeten leiden.

8. Stellin

K is begrensd. N.1. als y € K, dan geldt voor alle i ¢ E

0¥ <55 ¢

Voor het bewijs maken we gebruik van het volgende lemma.
9. Lemmar
Voor alle i,j ¢ E geldt

(a) g(i,j) = w=(i,]) a(i,j) en gli,i) = or——rr
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(v) =(0,3) > m(0,i) =(i,3).

Bewijs

(a) Voor willekeurige i,j € E hebben we

¢ (). . . TS (). .y (oK), .
Yop(EL,d) = 8(i,3) 4 ) ) wmT(dLE) P (3,3) =
n=0 n=1 k=1

i

g(iaj)

s(i,5) + 1 « i) 7 oL =
k=1 n=k

]

§(1,3) + 7,(1,3) g(.d);

de beweringen volgen nu met gebruikmaking van w(i,i) = 1, ﬂ*(i;i) = q(i)

en als 1 # j, ﬂ*(i,j) = W(i:j)j

(b) Zij A:= {§n=j voor een n € N} en B:= {5h=i en Enj yoor zekere m,n € N
met m < n}; dan is duidelijk B < A, zodat POEB] j_Po[A]. Nu is per definitie
w*(O,j) = POEA], terwijl '

) P8 | x =17 7™ (0,i) =

POEB] L
m=1

i

) m (i,3) m
m=1 .

(m)

1

(0,i) = ﬂ*(O,i) ﬂ*(i,j).

Mét sterren is (b) nu bewezen. Door de gevallen 0 =i, 0 = j en i = j te

beschouwen, zien we dat de sterren ook weggelaten kunnen worden. [J

10. Bewijs van stelling 8

Het 1s voldoende te bewijzen dat de béwering geldt voor de functies in B,
Immers, als hij voor deze functies geldt, dan ook voor hun limieten. Voor’

willekeurige i,j € E is, wegens lemma 9,

< 1) = 23} = §iiujl.= “(in) < 1
0 <k, (3) = k(1,0) = Gy = 7657 < 70,17

waarbij de laatste gelijkheid volgt uit (a) en de laatste ongelijkheid uit

(b). O
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11. Opmerking : T - )

We willen vérvolgens aantonen, dat K compact is. Om deze beweriné inhoud te
géven‘hebben we natuurliik een topologie-nodig voor de ruimte der redle
functies op E. We nemen hiervoor de topqlogievder puntsgewijze convergentié.
K is nu de afsiuiting van E* in deze topologie. Om aan te tonen dat X com-
pact is in deze topologie, zullen weilaten zien dat K rijtjescompact is, In
metrische ruimten zijn deze twee beérippen equiva;ent; dus we zijn klaar,
als onze topologie metrizeerbaar‘blijkt. De lezer wordt uitgenodigé na te

gaan, det in ons geval als metriek genomen kan worden
00
n . .
plyy')i= J — |y(i) —y'(G)] voor y,y' € K

waarbi] i1’i2"'° een aftelling is van de elementen uit E. Wordt in het
Vervolé impliciet een tépologie op de ruimbe der reBle functies op E ver-

ondersteld, dan bedoelen we steeds de bovenstaande.

12. Stelling

K is compact.

- Bewi]js

7ij weer i1;i2,... een aftelling van E, en zij (yn) een willekeufige rij
functies uit K. We moeten aantonen, dat (yn) een convergente deelrij (zn)
bezit met z = 1lim z_ € K. Wegens Stelling 8 is het mogelijk een deelri]
(y( )) van (y ) te 31nden waarvoor (y( >(1 )) convergeert. Evenzo kunnen we

(1),

ete, Zij nu zn:" ynn . Dan is (Zn) een deelri] van (yn), puntsgewijs con-

een deelri] ( ( )) van (y cons truerpn, waarvoor ( é )(1 )) convergeert,

vergent, en, wegens de geslotenheid van K, met limiet in K. [

13. Opmerking

Voor elke i ¢ E is de functie k(i,.) op K continu. Immers, als Y, Y
dan ook E(i,yn) + %(i,y), zoals onmiddellijk uit de definitie van ¥ volgt.

&

Als limieten van excessieve functies (n.l. van potentialen) zijn de
*

. . * g . . .
functies uit X = E U B vanzelfsprekend weer excessief, De functies ult E

zijn potentialen (zie Opm. 4); en zoals we later zullen zien bevat B
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 (indien niet leeg) altijd harmonische functies. Hoewel dit voor de rest van
ons betoog niet nodig is, zullen we nu laten zien, dat in een speciéal geval
alle functies uit B harmonisch zijn, n.l. in het géval dat vanuit elke toe-

stand in één stap slechts eindig veel toestanden bereikbaar zijn.
1k, Stelling

'Als voor elke i € E de verzameling {j ¢ E: p(i,j) > O} eindig is, dan bevat

B slechts harmonische functies.

Bewijs

2ij y € B willekeurig, d.w.z. y = lim k., van een rij (jn) uit E, doch
me  Ypn
y % E*. Uit dit laatste volgt, dat voor elke i ¢ E X( 5 }(i) = 0 voor n
- - - < n

voldoende gfoot. Immers, ware .dit niet het geval, dan zou jn = 1 voor on-
eindig veel .n € N gelden. zodat dan y = ki zou zZijn, hetgeen uitgeslioten

is. Uit Opm. 4 volgt nu, dat voor elke n
Pk, =k. - c ¥
'J .
- voor een positieve constante c > zodat er volgt

Py = P(lim k, ) = lim Pk, = limk, =y,
In In In

waarbij het tweede gelijkteken geldt wegens het feit dat, onder het gegeven

van de stelling, de operator P slechts eindige sonmmen oplevert. [J

15. Opmerking

Uit het bewijs blijkt dst de volgende iets sterkere bewering ook geldt:
Als voor zekere i € E de verzameling {j e E: p(i,j) > 0} eindig is, dan

geldt voor elke y ¢ B

Py(i) = y(i).

&

" §3. De tweede representatiestelling

Nu de verzameling K, de Martin-rand B en de gegeneraliseerde Martin-

kern k ingevoerd zijn, en de benodigde eigenschappen afgeleld, kunnen we
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komen tot de in de vorige paragraaf'aangekondigde representatiestelling voor
de excessieve functies. In het bewijs van deze stelling zullen we echter
twee bekende resultaten uit de Lineaire Analyse aanroepen; voor het gemak
van de lezer zullen we beide stellingen, echter zonder bewijs, vooraf laten
gaan aan het resultaat waarom het ons gaat. Het zijn de representatie-

stelling van RIESZ en de HAHN-BANACH-stelling.

1. Definitie

ZlJ I, een reéle lineaire ruimte. Een functie t: L - R hect een ijkfunctie

als
(1)  t(x+y) < t(x) + t(y) voor alle x,y € L
(ii) t(ox) = at(x) voor a > 0 en x € L.

70als bekend, heet een functie f: L + R lineair als f(ox+By) = of(x) + Bf(y)

voor alle x,y € L, 0,8 ¢ R. Lineaire functies op een linesaire ruimte heten

ook wel lineaire Iungtlonalen. Een hypervlak H in L is een verzameling van

de vorm H = {x € L: f(x) = a}, waarbij o € R en £ F O een lineaire functio-

naal op L. Fet is duidelijk, dat 0 ¢ Ha == g = 0,

2. Stelling (Hahn-Banach)

Zij L een refle lineaire ruimte en M een deelruimte van L. Zij t een ijk-

functie op L en f een lineaire functionaal op M met f(x) < t(x) voor alle
) *

% € M, Dan bestaat er een lineaire functionaal f op L met f = f* op M en

f*(x) < t(x) voor alle x e L.

Bewi.js

Zie b.v. MUNROE, Introductlon to Measure and Integration, p. 56. [

3. Definitie

Is X een compacte metrische ruimte, laat dan C(K) de ruimte der continue

reéle functles op X zijn. Een lineaire functionaal 1 op een functle-rulmte

L heet pos1tlef als 1(f) > 0 voor alle f e I met f(x) > 0 voor elke x.
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k., Stelling (Riesz)

Bij elke positieve lineaire functionsal 1 op C(K) bestaat een Borelmaat u op

K 26dat voor elke f e C(K)

1(f) =.j'f du. 7"_ _ - (1)
’ ,
‘Bewijs

Zie b.v. HALMOS, Measure theory,'pg 2h7. O

5. Opmerkingen

De functie £ = 1 op-K is continu; Substitueren we deze T in (1), dan vinden
we als nevenresultaat u(K)_< o, | '

Wij formuleren de stelling van Riesz minder glgemeen dan hij in Halmos
staat: bl Halmos behoeft K slechts een lokaal~compact Hausderff ruimte te
zijn. Wij zullen de sbelling echter gebruiken in bovenstaande vorm. Van nu

af, is K weer de in §2 ingevoerde verzameling.

6. Stelling

Elke excessieve functie f is te schrijven als

£3) = | ki) auly) | . (2)
K

voor een eindige Borelmaat u op K. Omgekeerd definieert (2) voor zo'n maat

U een excessieve functie f. Verder is £(0) = u(X).

EWlgs

De tweede bewering volgt onmiddellijk uit hét feiﬁ dat een mengsel van ex-
cessieve functies weer excessief is (Fubini). We bewijzen nu de eerste be-
wering.

7ij T een willekeurige excessieve functie. Volgens St. 1.10 is f dan

‘de limiet van een rij'potentialen (G¢n), ofwel met St. 2.3 en Def. 2.7

(i) = lim j k(i,j) du (3) = lim J k(i,y) dun(y),
n->co i n-e *

B
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waarbij u (y) = (J) als y en J de met elkaar corresponderende elementen:
uit resp. E en E zijn; nemen we u (B) = 0, en noemen we u weer u, dan

krijgen we de representatie

£(1) = 1in | ¥(iy) an ) (3)
‘ e 7

voor een ri] maten (un) op K. _

We beschouwen nu de lineaire ruimte C(K) van de continue functies op K.
Wegens Opm. 2.13 is voor elke i e E: k(i,.) e C(K).

7i5 verder M de lineaire deelruimte van C(K) bestaande uit die continue

functies ¢ e C(K) waarvoor lim J e dun bestaat. Uit (3) volght dat voor elke
n-o>o

x € B -
k(i,.) e M.

We definiéren nu op M de volgende lineaire functionaal 1:

1{e):= lim J c dur voor ¢ ¢ M.
. L

e

Op C(K) definiren we de ijkfunctie t aldus:

't(c):= sup J ¢ dpn e e C(K).

nelN i

Dat dit supremum altijd eindig is zien we als volgt in

I c du 5_[ le| du, < wy (K) max |e(y)] = G, (0) omax |c(y)]
& K n yek yeK

waarbij het laatste gelijkteken volgt uit de laatste bewering in St. 2.3.
De eindigheid van het supremum volgt ﬁu uit_G¢n > f.

Het is gemakkelijk na te gaan, dat t een ijkfunctie is. Vanzelfsprekend
is 1 < t op M. Volgens de Hahn-Banach stelling is er dus een uitbreiding 1"
van 1 op C(K) met 1" <t op C(K). We bewijzen dat de lineaire functionaal 1*
pObltlef 1s. als ¢ > 0, dan is volgens de definitie van t t(-c) < 0, zodat

e) = -1"(c) > —t(-c) > 0,

Volgens de stelling van Riesz bestaat er nu een eindige Borelmaat u op
K met voor alle c ¢ C(K): l*(c) = | ¢ dp. Nemen we in het bijzonder voor

K
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¢ = k(i,.), dan krijgen we de gewenste representatie. [

In het algemeen is de mdat p op K behdrendé bij een excessieve functie f
niet eenduidig bepasld. Bovendien is het verband tussen de zojuist afgeleide
representatie en die uit St. 1.7 onduidelijk. Deze kwesties zullen we be-

Aspreken in de volgende paragrafen.

§4, De theorie van Choquet

 Zoals aangekondigd in de vorige paragraaf, willen we nu een integraa1;
voorstelling voor excessieve functies Verkrijgen, z6 dat bij elke excessieve
functie f precies een maat u bestaat met £ = Edu. Om dit te bereiken moeten
we natuurlijk de klasse van te beschouwen maten inperkén. Wij zullen dit
doen door in plaats van alle maten op K alleen maten op een zekere deelver-
zameling #aan te beschouwen. We zullen echter eerst in deze paragraaf de
hiervoor benodigde theorieiuiteenzetten, die dan in de volgende paragraaf

toegepast zal worden op het zojuist geschetste probleem.

1. Definities

P

Een verzameling S heet partieel geordend als in S een relatle < 1s gedefi-

e e At e S e e et s O S A o V28 e S04

nieerd die reflexief, tran31t1ef en anti-~symmetrisch is:

X < x (reflexiviteit)
X<y,y <z =>x<z : (transiviteit)
, X<y, y<x = x=y (anti-symmetrie).

Twee partieel geordende verzameiingen S en S' heten iég@ng als er eén
t--1-correspondentie x <—* x' bestaat tussen de elementen van 8 en S' z6 dat
X <y <= x' <y'.

Laten x en y twee elementen van een partieel.geordende verzameling S

zijn. Een element z € S heet dan een grootste ondergrens van x en y als

(i) z<x en z<y

) -
(i1) us<x en u<y=>u=x<z voor alle u ¢ S.

Analoog definié€ren we een klelnSte bovengrens.

Uit de anti-symmetrie volgt, dat een grootste ondergrens (resp.

kleinste bovengrens), als hij bestaat, uniek is.
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Een paftieel geordende verzameling S heet een rooster als elk tweetal

elementen van S een kleinste bovengrens en een grootste ondergrens heeft.

2. Definities

7Zij L een lineaire ruimte. Een deelverzameling X ven L heet convex als voor

elk tweetal elementen Xqs%, € X ook elke convexe combinatie p1xf + P X, van

2

X, en x, (p1,p2 > 0, py+p, = 1), een element is van X.

met x1,x2 e X, PPy > 0, p1+p2 = 1 volgt dat x = Xi o

De verzameling van extremaalpunten van X zullen we aanduiden met £(X).

= X

enx € C.

Een kegel C heet een echte kegel als C n (-c) = {0}.

3. Opmerkingen

et is eenvoudig na te gasn dat een kegel C convex is als voor elke %,y € C
ook x+y € C. ’

Als X convex is, is ook I'(X) convex. Is bovendien 0 4 X, dan is C(X)
een convexe echte kegel,
Op een convexe echte kegel C laat zich op natuurlijke wijze een par-

tiéle ordening definiéren, n.l.
X <y als y-x € C.

(Ga na, dat < de benodigde eigenschappen heeft.) Deze ordening van C _heet

z'n gg&gg{%éi§§_9£§ggi§§. Waar in het vervolg op een echte konvexe kegel
een ordening verondersteld is, bedoelen we deze.

Opdat een convexe echte kegel C een rooster is, is het reeds voldoende
dat elk tweetal elementen een groétste ondergrens bezit. Immers, is z € C
de grootste ondergrens van x en y; dan is x+y-z ¢ C de kleinste bovengrens
van x en y. (Ga na.)

&

4, Definitie

We gaan nu het begrip simplex invoeren voor een algemene lineaire ruimte.
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71.j X een convexe verzameling in een lineaire ruimte L. Laat X de kegel in

R x L zijn, voortgebracht door {1} x X, dus

Xe= p({1}xx).

~

X een rooster is.

5. OEmerking

Als X ligt in één hyPervlak dat niet door nul gaat, dan is X isomorf met
T'(X). In zo'n geval is X dus een éimplex als T'(X) een rooster is.

We kunnen nu de stelling formuleren waar het ons om gaat.

6. Stelling (Choquet)

Zij X een convexe compacte deelverzameling van een metrische lineaire ruimte
L en zij x € X. Dan bestaat er ecen kansmaat u op &(X), z6 dat voor elke con-

tinue lineaire functionaal -f op L

£(x) = j £ dp. | )
Voor elke x € X bestaat een unieke kansmaat met deze eigenschap dan en

slechts dan -als X een simplex is.

Bewijé

Zie Robert R. Phelps, Lectures on Choquet's Theorem. []

(Een kansmaat op een metrische ruimte X is een maat p op de Borelverzsme-
lingen van X met u{X) = 1. De Borelverzamelingen van X vormen een o-algebra
van deelverzamelingen van X n.l. de kleinste o-algebrs die alle open ver-

zanmelingen bevat.)

§5. De derde representatie-stelling

In deze paragraaf zullen we de theorie wvan Choquet toepassen en komen
tot de laatste representatie-stelling voor excessieve functies. We doen dit

door eerst de harmonische functies te karakteriseren.
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1. Definities

7Zij V:= {f: f excessief en £(0) = 1} en H:= {heV: h harmonisch}. Defini&ren
we op de lineaire ruimte van functies y: B » R voor elke i de continue '
lineaire functionaal 1. als li(y):='y(i), dan zien we dat V en H in het

hypervlak {y: lo(y) = 1} liggen.

2. Opmerking

V en H zijn convex en compact.
Tmmers, de convexiteit en geslotenheid zijn triviaal, en uit St. 3.6 en

St. 2.8 volgt voor f ¢ V:

. £(0) _ 1
(1) < 700,17 ~ 70,17 °

zodat op dezelfde manier als in het bewijs van St. 2.12 de compactheid

volgt.

3. Opmerking

Elke excessieve functie g $ 0 kan geschreven worden in de‘vorm g = cf voor
precies een ¢ > O en f € V. .
Immers, uit St. 3.6 volgt: als voor een excessieve functie g g(0) = 0,
dan is cok voor elke bijbehorende u op K u(K) = 0 zodat f = 0. Hieruit
volgt de existentie van ¢ en f. De eenduidigheid volgt uit g(0) = cf(0) = c.

k., Gevolg

ocoRuiulliution -3
(V) is de verzameling van excessieve functies. I'(H) is de verzameling der
harmonische functies. Beide zijn dus convexe echte kegels.

5. Stelling

H is een simplex.

Bewijs .

Volgens Opm. 4.5 behoeven we slechts aan te tonen dat de kegel T(H) der
harmonische functies een rooster is. De natuurlijke ordening op T(H) is:

h < h' puntsgewijs. (Ga na.) Volgens de laatste opmerking uit 4.3 moeten we
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nu bij elk tweetal harmonische functies h, en'hé cen harmonische grootste

ondergrens h aangeven. Uit het bewijs van lemma 1.9 blijkt dat min(h1,h2)

excessief is, zeg G¢ + h. We zullen aantonen dat deze h voldoet.
(i) h<Gp+n = min(h,h,) 3

(ii) %ij h' < G¢ + h willekeurig, dan moeten we bewijzen dat h' < h; zij nu

fi= Gp + h - h', dan is T > 0 en Pf < f, dus 'f is excessief, dus te
schrijven als som van een potentiaal en een harmonische funétie; deze
"“laatste wordt in dit geval h - h' > 0, dus h' <h. [

6. Stelling

Elke harmonische functie h is te .schrijven als

n(i) = j'l‘.(y) au(y) - o

1 .

voor precies een eindige Borelmaat yu op 4(H).

Bewijs

Nemen we in stelling 4.6 X =H en f = li dan krijgen we de“répresentatie
© (1) voor functies h ¢ H. Tezamen fiet opmerking 3 geeft dit de stelling. [
T. Opmerking

Hoewei de reﬁresentatie (1) ook op zichzelf al interessant ié, wordt de
samenhang wet de vorige karakteriseringen pas gelegd door de nu volgende:
ontwikkelingen: het blijkt namelijk dat de punten %an £(H), de extreem~
harmonische functies dus, zich alle in de Martin-rand beviﬁden. Als aanloop

voor het bewijs van deze bewering eerst twee lemma's.

8. Lemma

(V) < K.

Bewijs °

Zij T een extremaalpunt van V. Volgens St. 3.6, is er een maat p op K met
£f(i) = | k(i,y) duly) met u(K) = £(0) = 1. Wegens de compactheid van K moet

er een z € K zijn zodat voor elke open omgeving U ¢ K van z w(U) > o.
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Immefs, ware dit niet het geval, dan zouden er eindig veel U's zijn die K
overdekken met voor elke U u(U) = 0, zodat dan u{K).= 0 zou zijﬁ, hetgeen
niet waar is. | A

. Als u(U) = 1 voor elke omgeving U < K van z, dan is u({z}) = 1, zodat
dan f = z € K geldt, en we klaar zijn. Als u(U) < 1 voor een U, dan kunnen
we T ook schrijven als '

() = (o) [EE0 auw) + (o)) [ EED au).
U . K\U :

Beide intégraléﬁ zijﬁ,'als functiesivan i, element van V, dus uit het feit

dat T extremaal is volgt
: k(i,y) '
(1) = | = d .
() = | X o)
U . :
Laten we U inkrimpen tot {z}, dan vinden we £(i) = k(i,z) = z(i), zodat

fekK. [
9. Lemma
K . .
B < §(V).
Bevijs

Volgens Opm. 2.k is kj ¢ E een potentiaal t.o.v. een é&npuntslading in het

’ 3 . o= + = £ ]

punt g Stel»kJ p1f1 N p2f2 met PysP, > 0, p1+p2 1, fT’ 5 € V. Dan 1is
- Ky

p1f1 5_kj, zodat f1 §'p1 en dus f

potentiaal en een excessieve functie, dus f

;= m1n(f1, P~)"het minimum van een
1

1 is een potentiaal. Evenzo is f

1 = Gq‘>1 en f2 = G¢2. Dan 1s p1¢1 + p2¢2 = ¢ zodat ook

¢, en ¢, eenpuntsladingen in het punt j zijn. Daar f1(0) = f,(0) = kj(O) =1,

hebben we dan f. = £, = k.. [
1 2 J

2
een potentiaal, b.v. T

10. Stelling

Be:= 5(3) c B.

3

Bewijs

Het is voldoende te laten zien dat &(H) <« §(V). Immers, omdat £(H) n E = @,

volgt dan uit de vorige lemma's
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£(H) < §(V) \ B ¢ X \ EX = B,

Zij h extremaalpunt van H. We moeten laten zien dat h ook extremaalpunt van

V is. Stel h = p1f1 + p2f2 met p1,p2 >0, p1+p2 =1, f15f2 e V. Dgn is

£y = G(b1 + by én f2 = G¢2 *+ h,, dus.h = G(p1¢j+p2¢2) + p1h1 + pehg, zodat
P¢; * byb, =0 endus ¢, = ¢, = 0. Dus h = p.h, + pyh,, maar h ¢ £(H) en
1 = = = f = . . ’

dus h = h, = h, 1 =5 O _

11. Apotheose

Combineren we St. 6 en St. 10, opmerkende dat voor y € B li(y) = y(i) =
= E(i,y), dan krijgen we voor harmonische functie de eenduidige representa-

tie

h(i) =j R(i,y) auly).
B

e
Combineren we dit met onze eenduidige representatie voor potentislen

(st. 2.3), dan krijgen we: elke excessieve functie f is te schrijven als

f@) = | Ry aut)
*
E uB
e
. . . . *
Voor preciles een eindige Borelmaat u, waarbij de integrasl over E een

potentiaal is en die over B een harmonische Tunctie.
e
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