
-,, 

STICHTING 

2e BOERHAAVESTRAA T 49 

AMSTERDAM 

s 9 

Hemelrijk Vaart HR van der 

,. 

• 

1950 



Overdruk uit Statistica, aargang 4, no. I -2, I950 

• 

• 

• 



54 

Hat gebruik ~an ean- en tweeziidige overschriidingskansen voor het 
toetsen van hypothesen *) 

Summary 

door J. Hemelriik en H. R. van der Voort 
Mathematisch Centrum, Amsterdam 

The use of unilateral and bilateral critical regions in the testing of hypotheses. 

This paper endeavours to explain in simple terms the principles of the Neyman­
Pearson theory. 

Let H0 be the hypothesis to be tested. Then the observations available J or testing 
H0 are first condensed into a single statistic, x, the. distribution of which can be 
evaluated when H0 is true. Out of the possi·ble range of values of this statistic a 
critical region is selected, and H0 is rejected when x falls in this region, and not 
rejected when x falls outside. This critical region is· chosen so that 

(A) the probability of rejecting H 0 when true has a prescribed upper limit a (or 
preferably is equal to a); 

(B) the probability of rejecting H0 is higher when an alternative hypothesis fI1 
• 

is true than when H0 itself is true; and 
(C) if possible, the probability of rejecting H 0 is a maximum when any hypothesis 

h out of a set of alternative hypotheses is true. 

When the set of alternative hypotheses is specified by a single parameter 0, H 0 

corresponding to fJ = 0 0 , these requirements will, under conditions of a general 
nature, lead to the use of unilateral or of bilateral tail-errors according to the 
range of values of 0 taken into consideration. If it may be assumed that either 
() > 00, or 0 < 00, the critical regions must be unilateral, but if 0 can 
be both greater or smaller than 00 , they have to be bilateral. 

The arguments are illustrated by a few simple examples. 

§ r. Inleiding. 
In de toegepaste statistiek wordt bij het toetsen van hypothesen vaak ge­

bruik gemaakt van het begrip overschrijdingskans. Daarbij bestaat de moge­
lijkheid deze overschrijdingskans naar een kant (eenzijdige overschrijdings­
kans) of naar beide kanten van het gemiddelde (tweezijdige overschrijdings­
kans) te berekenen. Daar de eenzij dige overschrij dingskans vaak tot een resul­
taat voert, dat men met een tweezijdige niet bereiken kan, is het nuttig, richt­
lijnen te bezitten, waarmee men kan beslissen, · of, en in welke zin, het ver-

*) Dit artikel geeft tevens de voornaamste inhoud weer van een voordracht gehouden 
door de heer J. Heme 1 r ij k op I April 1950 ter gelegenheid van de eerste vergadering 
van de 'Mathematisch-Statistische Sectie' van de Vereniging voor Statistiek. Op een toen 
b ij de discussic door de heer D r i o n gestelde vraag wordt in een naschrift geantwoord. 
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antwoord is, deze eenzijdige overschrijdingskans te gebruiken. Veelal [1] wor­
den de beweegredenen, die leiden tot het gebruik van eenzijdige overschrij­
dingskansen slechts terloops vermeld, terwijl een rechtvaardiging soms geheel 
ontbreekt. Een door J. Neyman en E. S. Pe arson [2] ontwikkelde 
theorie aangaande het toetsen van hypothesen biedt enkele duidelijke criteria 
(berustende op vergelijking van de waarschijnlijkheidstheoretische overwe­
gingen behorende bij verschillende mogelijke hypothesen), waarmee men in 
bepaalde gevallen het gebruik van een eenzijdige overschrijdingskans kan 
rechtvaardigen. De bedoeling van dit stukje is, de principes van deze theorie 
in eenvoudige vorm uiteen te zetten en aan de hand daarvan enkele veel voor­
komende gevallen te bespreken. Daarbij beperken we ans tot het eenvoudigste 
geval van de theorie van Neyman en Pe arson (dat echter de prin­
cipes van hun theorie volledig recht doet wedervaren) en laten alle verdere 
theorieen, die in verband staan met het toetsen van hypothesen buiten be­
schouwing [3]. Wij hopen hiermee de elementaire kanten van de theorie van 
Neyman en Pe arson gemakkelijker toegankelijk te maken voor niet­
wiskundigen clan in de oorspronkelijke publicaties, die een meer algemene 
opzet hebben, het geval is . 

• 

§ 2. De keuze van de hypothese. 
In het volgende zullen wij steeds de te toetsen hypothese met H O en de 

juiste hypothese met H 1 aangeven. Van deze twee is H 1 onbekend (anders 
is er niets meer te toetsen), terwijl H 0 bekend is; bet is echter niet bekend of 
H 0 juist of onjuist is. Het toetsen van de hypothese H 0 op grond van gegeven 
waarr1ern.ingsmateriaal W kan nu tot tweeerlei resultaat leiden: verwerping 
van de hypothese (onder een in het volgend punt te behandelen voorbehoud), 
of niet-verwerping daarvan. Dit laatste houdt echter in het algemeen niet 
in, dat H 1 de enige hypothese is, die niet verworpen kan worden, zodat men 
,,niet-verwerpen'' niet gelijk kan stellen met ,,aanvaarden''. Alleen in zeer 

• 

bijzondere gevallen, b.v. als er slechts twee elkaar uitsluitende hypothesen 
mogelijk zijn, zal niet-verwerping van een hypothese gelijkstaan met aan..: 
vaarding daarvan. Daar deze situatie zich zelden voordoet, zal men in het 
algemeen de te toetsen hypothese H 0 z6 trachten te kiezen, dat verwerping 
van H 0 een voor het betreffende onderzoek belangrijkere conclusie is clan 
niet-verwerping. 

§ 3. Twee soorten f outen; aan de toetsingsmethode te stellen eisen; vorm der 

conclusies. 
_Daar de toetsing van H O tot twee resultaten kan leiden, kunnen er ook twee 

soorten fouten warden gemaakt: 
• 



a. De hypothese J-I0 kan verworpen warden, terwijl zij juist is (fout van de 

eerste soort). Men kan deze fout niet met zekerheid vermijden (behalve 
in zeer eenvoudige gevallen, waarin statistische toetsing overbodig is). De 
theorie van Neyman en Pe arson geeft echter aan (zie § 4 en 5) 
hoe men toetsingsmethoden kan ontwerpen, waarbij de kans op bet maken 
van deze fout bekend is, of tenminste een bovengrens ervan. Deze kans 
op het maken van een fout van de eerste soort wordt door N e y m a n en · 
Pe arson de ,,level of significance'' genoemd, hetgeen man kan vertalen 
door ,,onbetrouwbaarheidsdrempel''*), daar deze kans een maat is voor de 
onbetrouwbaarheid van de toetsingsmethode. We zullen deze kans aan­
geven met K1; precies geformuleerd is K1 dus de kans, dat de toetsings­
methode bij toetsing van een juiste hypothese tot verwerping van deze 
hypothese zal leiden. 

b. De hypothese H0 wordt niet verworpen, hoewel zij onjuist is (fout van de 
tweede soort). In dit geval is een van H 0 verschillende hypothese juist, 
maar in het algemeen zullen naast H 0 vele andere hypothesen mogelijk 
zijn, zodat het onbekend zal zijn, welke hypothese de juiste is. Noemen 
wij nu K 2 de kans, dat H 0 niet verworpen zal worden, terwijl H1 =/=-H0 

de juiste hypothese is, dan is K 2 , die we de kans op een fout van de 
tweede soort kunnen noemen, afhankelijk van H1 , zodat K 2 niet met een 
enkel getal aangegeven kan warden. We schrijven daarom voor deze kans: 
K 2(H1). Men kan nu trachten de toetsingsmethode zo te maken, dat er 
voor K 2(H1) een bekende bovengrens < I bestaat. 

In verband met het volgende is het nog van belang op te merken, dat de 
kans K3, dat H0 verworpen zal warden als H1:¥:H0 juist is, gelijk is aan I -

K 2(H1), dus evenals K 2 van de (onbekende) juiste hypothese H 1 afhangt. We 
schrijven daarom K3(H1). Het is duidelijk, dat deze grootheid K3(H1), die 
door Neyman en Pe arson de ,,power function''**) van de toetsings-

• 

methode wordt genoemd, van groot belang is. Immers K3(H1) is de kans, 
dat men, als H 1 juist is, tot de onjuistheid van H 0 zal concluderen. 

De grootheden K1, K 2(H1 ) en K3(H1) zijn afhankelijk van de te toetsen 
• 

hypothese en de toetsingsmethode. K 2 en K3 bovendien van de juiste hypo-
these H 1 • Over de keuze van H 0 is in § 2 reeds een en ander opgemerkt. De 
toetsingsmethode is een schema voor de statistische bewerking .van het waar­
nemingsmateriaal W. Men zal nu trachten bij het ontwerpen van een toet­
singsmethode te vol do en aan de volgende eisen: 

*) De vertalingen zijn ontleend aan de syllabus van de cursus Mathematische Statistiekt 
door Prof. Dr. D. van Dant zig. Mathematisch Centrum, Amsterdam, 1947-1949. 

**) Vert.: ,,onderscheidingsvermogen'' . 
• 
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A. Men zal trachten de kans K1 op een fout van de eerste soort, dus op ten on­
rechte verwerping van H 0 , < a (en zo mogelijk == a) te maken, waarbij a 
een van tevoren bepaald getal tussen o en I is. Gewoonlijk neemt men 
voor a de waarde 0,05 of 0,01. De belangrijkste factor bij de keuze van a 
wordt gewoonlijk gevormd door het overwegen van de gevolgen, die een 
fout van de eerste soort zou hebben. Tevens heeft men rekening te houden 
met het feit, dat men in het algemeen a slechts kan verkleinen ten koste 
van een vergroting van K 2(H1), de kans op een fout van de tweede soort. 

B. Men zal trachten de kans K3(H1), dat H0 verworpen zal warden, als H1 #:H0 

juist is, > a te maken. Dit is een redelijke eis: men zal niet graag een toet­
singsmethode gebruiken, waarbij de kans op terecht verwerpen van H0 

kleiner is dan die op ten onrechte verwerpen. Daar H1 onbekend is houdt 
deze eis in, dat K 3(h) >a is voor iedere mogelijke hypothese h met h 1

1 H 0 • 

Is aan deze eis voldaan, clan noemen N e y m a n en P e a r s o n de 
methode , , unbiased''. *) 
In§ 5 zal blijken, dat K 3(H1) tevens de kans is op het ten onrechte verwer­
pen van hypothese H1 , indien deze hypothese volgens de zelfde methode 

• 

wordt getoetst. Is dus K 3(h) > a voor iedere h ::/= H 0, clan zijn we zeker, 
dat de kans op ten onrechte verwerpen het kleinst is bij de hypothese H 0, 

zodat het gerechtvaardigd, is, van alle hypothesen j uist H O in de eerste 
plaats te verwerpen. 

C. Men zal trachten K3(H1) zo groat mogelijk te maken, liefst door K3(h) maxi­
maal te maken voor iedere h =I=- H0 apart. **) 
Indien men geen kans ziet hieraan te voldoen, is het toch in ieder geval 
duidelijk, dat een toetsingsmethode T1 beter is clan T 2 , als voor beide 
voldaan is aan eis A (met zelfde a) en Ben als K 3(h) bij T 2 voor iedere h-:;i::.H0 

kleiner is clan bij T 1 . 

Met behulp van deze drie eisen kan men nu vaak besluiten, hoe men 
de statistische bewerking van het materiaal zal uitvoeren. In het bijzonder 
is de keuze tussen gebruik van een- en tweezijdige overschrijdingskans in veel 
gevallen op deze wijze te verantwoorde11.. 

De conclusie, die men tenslotte trekt, kan dus tweeerlei vorm hebben: 
I. Op grond van het waarnemingsmateriaal W wordt de hypothese H 0 ver­

worpen; de kans, dat deze conclusie fout is, is= a (resp. S a). 
II. Het waar11emingsmateriaal W geeft geen voldoende aanleiding tot ver­

werping van H 0 ; de kans, dat H0 toch onjuist is, is onbekend, maar bij 

*) Vert.: ,,zui\1er''. 
**) In d1t geval hezt de toetsingsmethode ,,uniformly most powerful'' (Vert.: gelijkmatig 

machtigst). Uiteraard wordt steeds onder ,,i =dere van H 0 verschillende hypothese'' ver­
staan: iedere voor het probleem relevante en van H 0 verschillende hypothese. 



de gekozen a zo klein mogelijk gemaakt. (Bovendien is deze kans < I - a 
maar dat zegt niet veel, daar a meestal klein is). 

De volgende opmerking is nog van belang: Ook als K 1 en K 2(H1) beide 
bekend zijn (b.v. als er slechts twee hypothesen mogelijk zijn) kan men ze 
niet optellen om de totale kans op een , ,fout van de eerste of tweede soort'' 
te berekenen, noch in het algemeen deze totale kans op andere wijze berekenen. 
De reden hiervan is, dat K 1 en K 2(H1) berekend warden onder verschillende 

·onderstellingen, nl. dat H0 resp. dat H1 de juiste hypothese is. 

§ 4. Eerste stap der statistische bewerking. 

Onder aanname van de hypothese H0 reduceert men het waarnemings­
materiaal W tot een enkele waarneming van een variabele x met een bekende 
verdeling, waarvan de waarschijnlijkheidsdichtheid (frequentiekromme) ge­
geven wordt door de vergelijking 

Y = fHo (x) 

Hierin kan x b.v. het gemiddelde van een aantel waarnemingen zijn of een 
andere· uit de waarnemingen berekenbare grootheid, waarvan de waarschijn­
lijkheidsverdeling berekend kan warden, als men de hypothese H0 als juist 
aanneemt (vgl. ook de onderstaande voorbeelden). Dit zal niet altijd mogelijk 
zijn, maar we beperken ons tot die klasse van gevallen, waarin dit wel zo is 
Het gunstigste geval is dat, waarin we dit voor iedere mog~lijke hypothese 
kunnen bereiken, zodat we H0 uit de verzameling van mogelijke hypothesen 
naar willekeur kunnen kiezen; ook als dit niet, of veel moeilijker gaat, kan 
men de methode soms toepassen, maar men wordt clan in zijn keuze van H0 

door deze omstandigheden belemmerd, daar men slechts die H0' s kan toetsen, 
waarvoor f Ho (x) (numeriek of expliciet) berekend kan worden. 

T er ill ustratie geven we twee voorbeelden: 

a. Men werpt N maal kruis-of-munt met een geldstuk, met het doel na te 
gaan, of de munt ,,onzuiver'' is, en verkrijgt daarbij n maal kruis en N-n 
maal munt (dit is dus het waarnemingsmateriaal W). W kan beschouwd 
worden als een serie van N onafhankelijke trekkingen met teruglegging 
uit een collectie C, waarbij constante kansen p (op kruis) en I-p (op munt) 
bestaan. Men beschouwt nu, ter uitvoering van bovengenoemde reductie 
van W tot een waarneming, n als variabele en berekent de kans, die op 
iedere waarde van n tussen o en N bestaat (dit is f'JJ(n)) met n in plaats van 
x en pin plaats van H 0). W vertegenwoordrgt dan een enkele waarnem.ing 
van deze n; de verdeling van n (een Bemoulli-verdeling) bevat p nog als 
parameter. Als hypothese H 0 kunnen we nu nemen p = ½; wordt deze 
verworpen, dan concludeert men dus tot onzuiverheid van de munt. 

• 
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• 

Opmerking: we verkeren hier in het gunstige geval, dat voor iedere moge-
lijke hypothese omtrent p de verdeling van n bekend is. De wijze, waarop 
men tot verwerping kan komen (of tot de conclusie, dat W geen aanleiding 
tot verwerping van H 0 geeft) wordt in het volgende punt behandeld. 

b. Een experiment E, dat een succes of een mislukking kan opleveren, wordt 
volgens twee methoden M 1 en M 2 uitgevoerd en wel N 1 maal volgens M 1 

en N 2 maal volgens M 2• Hierbij warden respectievelijk n1 en n 2 successen 
verkregen. Alle N 1 + N 2 proeven zijn onafhankelijk van elkaar. Wat valt 
er statistisch te concluderen aangaande de verhouding van de kansen p1 

resp. p 2 op succes als men M 1 resp.· M 2 toepast (m.a. w.: is een van beide 
methoden beter clan de andere)? We beschouwen nu v = p1 /p2 als een 
onbekende parameter, die dus iedere positieve waarde kan aannemen 
(inclusief o en oneindig). W bestaat nu uit twee series trekkingen met 
teruglegging uit collecties C 1 en C 2 met kansen p1 resp. p 2 op succes en 
daarbij zijn in totaal n = n1 + n 2 successen opgetreden. 
Nemen we nu als hypothese H 0 : v = 1, clan kan men gemakkelijk voor 
iedere m1 tussen o en n de ~ans uitrekenen, dat van deze n successen er m1 

bij methode M1 en n - m1 bij M 2 zullen optreden. De verdeling van m1 is 
dus onder hypothese H 0 bekend en de gevonden n1 vertegenwoordigt een 
waarneming van m1; op deze wijze is het waarnemingsmateriaal weer tot een 
waarneming van een variabele met bekende verdeling gereduceerd . 

• 

Opmerking: in dit geval is de verdeling van m1 alleen voor v = I gemakke-
lijk te berekenen; alleen in dat geval nl. valt de p 1 (die clan=== p 2 is) bij de be­
rekening weg. Zou men dus een andere waarde voor v als hypothese willen 
nemen, clan blijft er een parameter in de verdeling van m1 over, hetgeen de 
zaak compliceert. We zullen ons hier beperken tot de bespreking van de toet­
sing van de hypothese v = I. *) 

• 

§ 5. Verdere statistische bewerking; het trekken van een conclusie met behulp 
van een kritieke zone. 

We onderstellen de bovenstaande reductie van W uitgevoerd, zodat W 
teruggebracht is tot een waarneming x0 van een zekere variabele x_met, onder 

• 

hypothese H 0 , als waarschijnlijkheidsdichtheid y =fHo (x) (zie fig. r). We 
zoeken nu een gedeelte Z van de x-as uit en sp.reken af, H 0 clan en slechts clan 
te verwerpen, als de door W geleverde waarde x 0 van de variabele x in Z ligt .. 
Z heet de kritieke zone en moet z6 uitgezocht worden, dat aan de in § 3 ge­
stelde eisen A, B, en C voldaan is (voorzover dat mogelijk is). We zullen ons, 
wat de vorm van Z betreft, beperken tot intervallen en paren van intervallen 

•) Problemen van deze aard kan men ook op andere wijze aanpakken. Vgl. [4]. 
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Fig. I*) 

(waarbij een interval ook oneindige lengte mag hebben). Met de term ,,een­
zijdige overschrijdingskans'' wordt nu bedoeld het gebruik van een kritieke 
zone, bestaande uit een interval (eventueel van oneindige lengte) x > x3' 

(of x < x3; in beide gevallen zullen we voor het gemak ook van een eenzijdige 
kritieke zone spreken, te onderscheiden in linkse- en rechtse-) en met ,,twee­
zijdige overschrijdingskans'' het gebruik van een uit twee dergelij ke intervallen 
bestaande kritieke zone (dus b.v. bestaande uit de twee intervallen x < x1 en 
x > x1'; tweezijdige kritieke zone). Verder kan men natuurlijk een interval x 2 

::s;: x :s;;; x 2' als Z nemen, maar dit zal in het algemeen niet aan de gestelde 
eisen voldoen. We zullen nu nagaan, welke invloed de 3 eisen op de keuze 
van Z uitoef enen. 

Eis A: De kans op ten onrechte verwerpen van H0 moet = a zijn. Hieraan 
• 

voldoet iedere Z, waarvoor geldt: 

f Ho (x) dx = a: • (r) 
z 

immers het linkerlid, dat gelijk is aan het oppervlak van het tussen Zen het 
daarbovengelegen deel van de kromme y = f Ho (x), geeft de kans aan, dat 
x in Z ligt, als H 0 juist is.We kunnen hier dus inderdaad K 1 gelijk aan a maken, 
daar aan (1) op zeer veel verschillende wijzen voldaan kan warden; o.a. door 
eenzijdige en tweezijdige kritieke zones en ook door zones van het type x 2 < 
x < x2'. W~ zullen de integraal in het li,nk~rlid van (1) aangeven met IH

0 
(Z), 

zodat aan eis A voldaan is, als 

(2) 
• 
1S. 

*) Voor het gemak nemen we in de tekening een continue en symmetrische verdeling. 
In werkelijkheid hoeft geen van beide het geval te zijn. 
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Opmerking: indien de verdeling niet continu is, maar discreet, kan men a 
niet willekeurig kiezen, maar wel bij iedere Z precies bepalen. 

Eis B: de kans K 3(H1), dat H 0 verworpen wordt, als H 1 juist is, moet > a 
zijn. Geven we een van H 0 verschillende hypothese aan met h, en in het bij­
zonder de juiste hypothese met H 1 , clan is eis B: 

z 

Daar we niet weten, welke van H 0 verschillende hypothese de juiste is, moeten 
we eisen, dat geldt: 

Ih (Z) > a voor iedere h =I=- H 0 *). 

Op dit punt wordt het, daar nu alle van H 0 verschillende hypothesen h in 
de redenering betrokken zijn, noodzakelijk op een speciaal geval over te gaan, 
wat de vorm van f,,, voor de verschillende h's betreft. We zullen ons verder 
beperken tot het veel voorkomende geval, waarbij de verschillende hypothesen, 
zoals bij de genoemde voorbeelden het geval was, aangeduid kunnen warden 
door aan een parameter, die we, terwille van de algemeenheid, 0 zullen noe­
men, verschillende waarden toe te kennen. De hypothese H 0 zij 0 = 00 en 
de bij een willekeurige waarde 0 behorende waarschijnlijkheidsdichtheid zij 
y =fe (x). Verder onderstellen we, dat voor iedere 8 < 80 de bijbehorende 
fo(x) voor kleine x bovenfe

0 
(x) verloopt en er een snijpunt mee heeft en voor 

0 > 00 voor. grate x bovenfe
0 

(x) verloopt er en een snijpunt mee heeft (zoals 
in fig. 2 aangegeven). 

ff.b(XJ 

-- -- -· -- - -

X 
Fig. 2 

Aan dit schema voldoen onze beide voorbeelden (met slechts het, voor het 
betoog _niet wezenlijke, verschil, dat de verdelingen in die gevallen discreet 
zijn, terwijl x bovendien slechts eindig veel waarden aan kan nemen); voor 

*) In,(Z) opgevat als functie van h moet dus voor h = H 0 minimaal zijn . 
• 
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bet eerste voorbeeld is gemakkelijk in te zien, <lat men een dergelijk verloop 
van de verdelingen krijgt (0 is daar p, 00 = ½ en x is n); bij het tweede (met 
0 = v en x is m1) is alleen de Jo

0 
(x) met 00 = I bekend, maar men kan toch 

gemakkelijk inzien, dat voor v < r de kleine waarden van m1 en voor v > r 
de grate waarden van m1 grotere waarschijnlijkheden bezitten clan bij v = I, 

zodat het door fig. 2 gegeven schema oak voor het tweecle voorbeeld geldt. 
We zien nu direct, dat, indien zowel fJ < 00 als 0 > 00 mogelijke hypo­

thesen zijn, alleen een tweezijdige kritieke zone, zoals die bestaande uit de 
intervallen x < x1 en x > x1 ' aan eis B kan voldoen. Voor iedere andere Z 
zij n er 0 's te vinden met 

le (Z) < Io
0 

(Z) = a. 

In het algemeen, nl. als er geen nadere gegevens omtrent 0 zijn, zal men 
dus in een dergelijk geval van een tweezijdige kritieke zone gebruik moeten 
maken, indien men tenminste niet met eis B in botsing wil komen. 

Indien echter van tevoren gegeven is, dat b.v. 0 < 00 niet kan voorkomen, 
zodat in fig. 2 krommen van het type van de gestippelde niet voorkomen, 
is het duidelijk, dat ook een eenzijdige Z, en wel de rechtse (dus x > x3' met 
IH0 = a) aan eis B voldoet. Ook nu echter kan een tweezijdige Z aan eis B 
voldoen. Dan beslist de derde eis. 

Eis C: van twee toetsingsmethoden is die de beste, waarbij K 3(h) voor iedere 
van H 0 verschillende hypothese h het grootst is. Men ziet echter direct, dat 
voor iedere O > 00 geldt, dat Ih voor de eenzijdige kritieke zone x > x3' 

grater is clan voor iedere tweezijdige (met gelijke a = Ih,). In dit geval is dus, 
daar O < 00 niet kan voorkomen, het gebruik van een eenzijdige kritieke zone 
boven dat van een tweezijdige te verkiezen. Er client echter met nadruk op 
gewezen te warden, dat tot de onmogelijkheid van fJ < 00 niet besloten mag 
warden uit het waarnemingsmateriaal W (tenzij door een statistisch onder­
zoek met behulp van tweezijdige overschrijdingskansen), maar dat dit een 
gegeven moet zijn, dat van tevoren op andere gronden reeds vaststond. Alge­
meen: indien men de keuze der kritieke zone van het waarnemingsmateriaal laat 
afhangen, is de kans op het ten onrechte verwerpen van de hypothese niet noodzake-
lijk meer < a. · . 

§ 6. Bijzonder geval van gebruik van een eenzijdige kritieke zone. 
Een belangrijk geval, waarbij men, hoewel 0 < 00 wel mogelijk is, toch 

met recht een eenzijclige kritieke zone kan gebruiken, treedt op, indien men 
in het in de vorige paragraaf beschreven geval verkeert en als men van te voren 
weet dat de op grond van de waarde van fJ te nemen beslissing voor 0 < '() 0 

en 0 = 0o dezelfde is, maar voor 0 > 00 een andere, dus indien het er slechts 
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onl gaat uit te 11\aken of fJ :> 00 is of niet. Het gebruik van een eenzijdige 
kritieke zt:ine is dar1 slechts schijnbaar in strijd met h<·:ivenstarinde re·denering. 
Jms·nftrs, cie hypc:xhes.en. wa~:a.r het nt1 om aaat zi.j n \1,1n een ander type, dan de 
vr(J:eger besprokene, nl. 

re O ~ 60; dit is de eventueel te verwerpen ffc), 
2e (J > 8,:); dit is de altematieve hy~)Otl1ese h. 

De :raak aldus stellende hebben we slechts twee hypothesen, maar die van 
in1ewik~der u:rd zijn, dan de in de vm-ige punt.en besprokene. We·kunnen 
«hter <>p deze nieuwe hypot ·· n in dit apeciale geval met succes de criteria 
van p,int. 3 v!oc)r bet opsporen van de gunstigste kritieke zone toepassen: 

11 ll0 juiat, dan is (J ~ 90 , maar overigens onbek.end. 
Eis A houdt dus in, dat Z v·oldoet aa.n 

lg (Z) ;;;; <I V0{1r iedere fJ ~ 8<1 •), 

Eis B houdt in, dat. Z voldoet aan 

111 (Z) > a voor iedere O > 0 0• 

(5) 

(6) 

Tenslotte wijst eis C d.ie Z als de beste aan, waarvoor het verschil Ie
1 
(Z)­

.l,1 (Z.) voor iedere 81 en 81 met 81 > 80 en 61 ~ 00 , zo groot mogelijk is. 
Aan de .· .. · .. · : va:n figuur 2 ziet men gemak.kelijk in, dat de rechtse kritieke 
ri~ne x > x3 ' un eis A en B voldoet en door eis C als de beste aangewezen 
wordt. 

D~ pluts van x3' wordt dan bepaald door de vergelijking 
ct) 

111
0 

(Z) · a dus · Js
0 

(x) dx =· <1, 

daar van alle J, (x) met fJ ~ 00 voor positieve x fe. (x) de grootste is, zodat 
voor iedere rechtse kritieke zone, die slechts positieve x-waarden bevat, van 
alle I, (Z) ~·t 8 ~ 90., Is. (Z) de grootste is. Is dus aan ( 7) voldaan, dan 
• , un (5),, terwijl omgekeerd aan (7) voldaan moet zijn, indien aan (5) vol­

daan is .. 
Een dergelijk geval als hier , ·. · .. ·• hreven kan zich b. v. voordoen, indien in het 1 

tweede voorbeeld van§ 4 M 1 en M 1 twee verschillende methoden (voor gene-
1tin1 van tttl xiekte of voor fabricage van een product) voorstellen, waarvan M 2, 

i ". men niet voor zo g,oed als zeker kan aannemen, dat M 1 beter is (dus 
P:1 > Pa is; v > 1), boven M 1 geprefet·eerd wo·rot ,(b.v. omfinanciele redenen). 
lmtmen · ·: · · .. • is de te toetsen hypothese H0 : M I is minstens even goed als 
M1 (ti.:;; i) en slechts als deze verworpen kan worden kiest men methode 

"') In dit ~I kunne'n we voor K1 sltt.hts een bovengre:ns a.angeven. 



• 

M 1. De kans, dat men methode M 1 ten onrechte zal kiezen is clan< a.(waarbij 
men a kiezen kan), terwijl de kans, dat men ten onrecbte M 2 zal kiezen bij 
de gekozen a zo klein mogelijk is gemaakt (en dus bij bet gebruik van een­
zijdige kritieke zone k·leiner is clan bij bet gebruik van tweezijdige). 

§ 7. Samenvatting. 
Samenvattend kan men zeggen, dat, indien Io (Z) voor stijgende () een mono­

toon dalende functie is als Z een linkerkritieke-zone is, en een monotoon 
stijgende als Z een rechter-kritieke zone is, dat dan iri bet algemeen voor de 
toetsing van de hypothese 0 === 00 een tweezijdige kritieke zone gebruikt moet 
warden om aan de eisen A en B van § 3 te voldoen, terwijl een eenzijdige 
kritieke zone aan de eisen A, B en C voldoet, indien men van tevoren weet, dat 
0 < 00 (of 0 > 00) onmogelijk is. Ook indien men de hypotbese 0 < 00 

( of 0 2 0fJ) wenst te toetsen, voldoet, indien de genoemde monotonie-voor­
waarde vervuld is, slechts een eenzijdige kritieke zone aan de eisen A, Ben C. 

§ 8. Voorbeeld. 
Een zeer eenvoudig voorbeeld, waarin men ook zoncler bovenstaande rede­

nering wel reeds begrijpt, clat men beter een eenzijclige clan een tweezijclige 
kritieke zone kan gebruiken, is het doc)r fig. 3 weergegevenen [s]. 

L ' C 

Xo 
___ ,,_x 

Fig. 3 
• 

De frequentieverdeling van de verhouding van kopbreedte tot lengte van 
het oer<;ie antennesegment is bij Cimex lectularius als aangegeven door de 
kromme L, bij Cimex columbarius als aangegeven door de kromme C. Heeft 
men nu van een exemplaar va11. Cimex, waarvan men weet, dat het of lectu-
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larius of columbarius is, bovengenoemde maat gemeten en wil men de hypo­
these toetsen, dat het Cimex lectularius is, dan zal men, als x 0 de gemeten 
waarde is, er wel niet aan denken deze hypothese te verwerpen. Hiermee 
is in overeenstemming, dat men volgens het bovenstaande de kritieke zone 
eenzijdig en wel rechts zal moeten kiezen, daar dan de kans, dat x in Z ligt 
,onder de hypothese L gelijk aan IL (Z) (dus bij geschikte keuze van het linker­
eindpunt van Z gelijk aan a) is, onder de hypothese C echter de maximale 
waarde heeft (maximaal, genomen over alle mogelijke Z's met dezelfde a). 

• 

Opmerking: als men de hypothese C wil toetsen moet men op analoge gron-
den de linker-kritieke zone van C gebruiken. De kritieke zones, behorende 
bij eenzelfde a, voor hypothesen L resp. C mogen echter in geen geval over 
,elkaar heen vallen, daar men dan, als x in het gemeenschappelijke deel van 
,deze zones zou vallen, beide hypothesen zou moeten verwerpen. Hierdoor 
wordt dus in dit geval een grens aan de keuze van a gesteld; kiest men a te 
groat, clan vallen de bij de hypothesen L en C behorende kritieke zones over 
,elkaar. 
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Na sch rift. 

Tijdens de vergadering op I April werd bij de discussie de vraag gesteld, of bij de toet­
sing van de hypothese p = ½ (bij het eerste voorbeeld dus), indien men niet alleen weet, 
dat p < ½ onmogelijk is. maar ook, dat p zeker niet grater is clan b.v. 3/ 4 , een eenzijdige 
(rechter-) kritieke zone nog wel aan eis C voldoet. De mogelijkheid werd geopperd, dat in 

• 

• 
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dit geval deze eenzijdige kritieke zone misschien vervangen zou moeten worden door een 
iets meer naar het midden gelegen interval, van de vorm x2 < x < x2 '. Deze zou dus uit 
de eenzijdige k1·itieke zone ontstaan door zoveel waarden aan de uiterste rechterzijde weg 
te laten, dater aan de linkerzijde een bij genomen kan warden zonder ate vergroten. 

Deze vraag moet, zoals uit de volgende berekening blijkt, ontkennend warden beantwoord. 
Wij bewijzen nl., dat voor de toetsing van de hypothese p = ½ tegen een hypothese p = Po 
> ½, welke waarde Po overigens oak bezit, steeds de rechter-eenzijdige kritieke zone de 
enige is, die aan eis C voldoet. Dit geldt derhalve ook, als p = ½ getoetst wordt tegen een 
verzameling van waarden, die grater dan ½ zijn, maar die overigens willekeurig mag zijn. 

' 

Het bewijs verlpopt als volgt: 
De kans, Pa:' op x maal kruis bij n worpen is 

Hieruit volgt: 

dus 

P.x --
n 

X 
pX qn-x met q= r-p. 

n dPx 
Px'= = 

dp 
px-1 qn-x-1 (x-np) 

X 

Px' x np 
= • 

Px pq 

• 

(I) 

Voor x > np is dit een monotoon stijgende en positieve functie van x, die zijn maximum 
-·-

bereikt voor x = n. De kritieke zone moet zeker geheel rechts van het gemiddelde np 
liggen. Vervangen wij nu de waarden x n, x n - r, ... , x n - m van de eenzij dige 
kritieke zone door een of meer waarden x = k, x k + r, ••. x k + h, die links 
van de eenzijdige kritieke zone liggen, dan moet, voor p = ½, voldaan zijn aan: 

11, k+h 
E Pv ~ 2 Pµ (II) 

v=1i-m µ=k 

daar anders (l. zou warden vergroot. 
Volgens (I) is nu 

p, p , 
V > f-l, 

Pv P,_,, 
voor v · n - m, ... , rt; µ, = k, . . , k + h. 

Dus is ook 
1·t, k+h 
E Pv' E Pµ. 

, 

v=n-m µ-k 
• > n 1v+n ., 

E Pv E Pµ 
v-n-m µ k 

zodat tevens geldt 

n k+k 
E Pv' > .E Pµ'• 

v-n-m µ=k 

½ (II) geldt, geldt (II) voor iedere p > ½ 
bewezen i~. 

Daar voor p = 
het gestelde 

met het groter-teken, waarmee 
. ]. H. 

• 


