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~ statistical method is developed for deter1nining a joi11t confidence 
region for the coefficients of a linear equation, describing the connection 
~etween two quantities, both of which are subject to error. The conditions 
imposed on the errors are less stringent than ust1al, in particular no nor­
mality is assumed. The necessary number of observed points is small; 
confining ourselves to confidence levels < 0,05, 7 or more points enable 
us to find a confidence interval for the slope of the line, while 8 or n1ore 
~re sufficient to construct a joi11t confidence region for tl1e slope and the 
1 ntersect. The methods used are partly ranking methods. 

1. Inleiding. 
In natuur- en scheikunde treedt vaak de volgende situatie op: 

tussen twee grootheden ~ en 'Y/ bestaat, naar men op bepaalde 
gronden aanneemt, een lineair verband, dat we zullen aangeven 
door 

(1) a~ + {3r; + y = 0 

met onbekende a, {3 en y. Ter bepaling van a, p en y Worden een 
aantal (noem dit n) waarnemingen van (niet noodzakelijk alle onder­
ling verschillende) punten Qi == (~i, 'YJi), i == 1, .... , n, van deze 
lijn, die we L zullen noemen, verricht. Deze waarnemingen zijn 
onderhevig aan een meetfout, zowel in de ~- als in de 17-richting, 
zodat we voor iedere i in plaats van het punt Qi een punt Pi== (xi, Yi) 
vinden met: · 

(2) xi = ~i + ui en Yi = 'Y/i + vi. 

Twee vragen worden nu gewoonlijk gesteld: 
1e. Hoe kan men naar aanleiding van de gevonden punten P1 , 

P 2 , ••• , Pn een lijn trekken, waarvan men kan zeggen, dat hij 
goed bij het gevonden resultaat aansluit; 

2e. Hoe kan men een gebied in het (~, 17)-vlak vinden, waarvan 
men, met slechts een kleine kans dat deze uitspraak fout is, kan 
zeggen, dat L er in ligt. 

Een antwoord op de eerste vraag is o.a. de bekende methode 
der kleinste kwadraten; (zie b.v. H. Cramer (19.46} p. 548 en voor 
een overzicht van de methode J. Heme 1 r ij k (1949b)). Het ge­
bruiken van eeri op deze wijze gevonden lijn, alsof het de , ,ware'' 
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is }1~eft e~hter het nadeel, dat dit in \Verkelijkheid zelden of nooit 

t~t~n verkeerde lijn werkt. De methode der kle1nste kwadraten 
geeft, behalve in een zeer spec~aal geval, geen <:>plossin~ \ran het 
tweede probleem, zodat men n1et weet, welke lIJnen, die van de 
gevt)11dene verschillen, 66k wel de ,,ware'' lijn zouden kunnen zijn. 
- In dit artikel zal daarom een oplossing van het tweede vraagstuk 
,V<)rden gege"ren met behulp ,ran een rnethode, verwant met de in 
Engeland en ... ~merika ontwikkelde moderne met_hoden, waarbij 
1.1itsluitend op de volgorde naar grootte van de u1tkomsten gelet 
wordt en niet op die grootte zelf (order statistics, ranking methods). 
Dit heeft het voordeel, <lat over de meetfouten zeer weinig onder­
steld behoeft te '"'.,.orden, i.h.b. niet, dat deze normaal (d.i. volgens 
de ,,fouten-kromme ,ran Gauss'') verdeeld zijn. Deze onderstelling 
wordt bij de enige vroegere oplossing van het probleem, do•or 
.A,.. \Va Id (1940), wel gemaakt en is zeer vaak niet vervuld; in 
het bijronder zijn de afrondingsfouten bij het schatten van schaal­
delen meestal verre van normaal verdeeld. 

Een tweede methode, waarbij deze onderstelling niet wordt ge­
maakt., is onlangs ontwikkeld door H. The i 1 (1950). 

2. Princi pes en begrippen van de gebruikte methode. 
Ter orienteri11g van lezers, die met de moderne methoden van 

de mathematische statistiek weinig vertrouwd zijn, volgt hier een 
korte uiteenzetting van de in dit artikel gebruikte beginselen: 

Wij zullen een reele variabele x een stochastische variable noemen, 
als x een \Vaarschijnlijkheidsverdeling bezit, d.w.z. als voor ieder 
reeel getal x0 de kans bepaald is, dat x s x0 is, dus dat een waar­
neming van x kleiner of gelijk aan x0 zal uitvallen. *) De kans <lat 
x :::;: x0 is, geven we aan met P[x ~ x0]. Deze kans is een functie 
v~an ,;,, die de verdelingsfunctie van x wordt genoernd, en behalve 
door de reeds vermelde not.atie ook met F(x0 ) wordt aa11geduid. 
Is F(x1) een continue functie van x0 dan noemt men de verdeling 
van x continu (of ook: x is continu verdeeld). Dit houdt in, dat 
voor iedere x0 de kans, P[x === x0], <lat x de waarde x0 aan zal 
nemen, gelijk aan O is, hetgeen echter niet betekent dat x = x0 
onrnogelijk is. Een voorb,eeld van een continue verdeling is boven­
genoemde fouten-verdeling vTan Gauss. 

Twee stochastische variabelen x en y worden stochastisch onaf­
hankeli1·k \ran elkaar gen9emd, als voor iedere x0 en Yo geldt: P[ x s x8 
tAn y S: y0] ··-- P[x :5: x0]. P[y < y0]. 

lTit de theorie van J. Neyman en E. S. Pe arson voor 
het toetsen van statistis,che hypothesen (zie b.v. J. Neyman 
( 19~~)) zullen de v'o_lgende b~grippen Worden ge bruikt: 

ZtJ x een stochast1sche var1ab,ele, waarvan de verdel1ng bekend 
----------

*) Stocl1astische va.riabt!len worder1 1r1et schreefloze letter aangeduid. 
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is op een in de verdelingsfunctie voorkomende onbekende par;_1-
meter 0 na_,_ waarvan men aanneemt, dat zij een ondubbelzinnig 
bepaalde, ZIJ het onbekende, ,,ware'' waarde bezit en zij x 1 , •..• , 

xn een n-tal onafhankelijke waarnemingen van deze variabele. 
Wordt nu gevraagd, aan de hand van deze serie waarnemi11ger1 
de hypothese, dat fJ een gegeven waarde 00 heeft, te toetsen, dan 
stelt men eerst de een of andere van de waarde B0 afhankelijke 
kritieke situatie voor de waarnemingen x1 , .... , xn ,rast, (b.v. hieruit 
bestaande dat het gemiddelde van x1 , .... , xn grater is dan een 
zekere van 00 en de verdelingsfunctie van x afhangende waarde) 
en indien deze kritieke situatie zich voordoet (en dus bijv. inder­
daad het gemiddelde van x1 , .... , xn groter is dan deze uit de 
verdelingsfunctie verkregen waarde) dan verwerpt men de hypo-
these () = 00• · 

Bij de keuze van een dergelijke kritieke sistuatie kan men zich 
door velerl.ei principes laten leiden, maar als eerste eis stelt men 
gewoonlijk dat men de waarschijnlijkheid *) kan berekenen, dat, 
als 60 de ware waarde van 0 is, de genoemde kritieke situatie zich 
zal voordoen. Het is niet strikt nodig dat men deze berekening 
voor iedere waarde van 0 kan uitvoeren, maar wel moet <lit het 
geval zijn voor de te toetsen waarde 00• 

Deze waarschijnlijkheid, door N e y m an en Pe a r s o n 
de ,,size'' van de ,,critical region'' genoemd, zullen we met p 
aanduiden en het risico of de onbetrouwbaarheidsdrempel van de 
toets noemen. Dit betekent, dat, als men volgens dezelfde methode 
en met dezelfde p een groat aantal experimenten uitvoert, in onge­
veer een fractie p van deze gevallen de getoetste waarde van 0 
( die bij ieder van deze experimenten verschillend kan zijn), indien 
<lit de ware waarde was, verworpen zou warden. Men noemt 
daarom p de kans op ten onrechte verwerpen van de hypothese. Men zal 
van p dus eisen, dat hij klein is; gewoonlijk neemt men genoegen 
met p == 0,01 of zelfs 0,05. Hoe kleiner men p maakt (door ver­
andering van de kritieke situatie) hoe kleiner echter ook de kans 
wordt, dat men de hypothese terecht zal verwerpen. Hierop zullen 
we hier niet nader ingaan. De opmerking dient slechts, om aan 
te geven, waarom men p gewoonlijk nog vrij groat neemt. 

Indien men nu de kritieke situatie zo bepaalt, dat deze behalve 
van de waarden x1 , .•.. , xn slechts van B0 en van p afhankelijk 
is, noemt men de verzameling der waarden 00 , die, bij een bepaalde 
serie x1 , .... , xn en bij een zelf de waarde van p, niet voor verwer­
ping in aanmerking komen (dus waarbij zich de kritieke situatie 
niet voordoet) een betrouwbaarheidsgebied voor fJ. Dit betrou~­
baarheidsgebied, dat voor een onbekende parameter gewoonl1Jk 
de vorm van een interval aanneemt, is afhankelijk van x1 , •••. , xn 
en van p. Daar echter de getallen x 1 , •••• , xn op de collectie 

*) Of eer1 voldoend kleine bovengrens daarvan. 
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van alle mogelijke steekproeven stochastische variabelen zijn, alle 
met dezelfde verdeling, hangt ook het betrouwbaarheidsgebied 
van het toeval af. Uit de definitie blijkt, dat de kans, <lat dit gebied 
zo zal uitvallen, dat het de ware parameterwaarde bevat gelijk 
is aan 1-p. De bewering dat fJ in het betrouwbaarheidsgebied 
ligt is dus, indien men deze methode herhaaldelijk toepast, in on­
geveer een fractie p van deze gevallen £out. We noemen daarom P 
het risico verbonden aan het betrouwbaarheidsgebied of de onbe­
trouwbaarheidsdrempel daarvan. 

Deze . beschouwingen zijn niet gebonden aan een onbekende 
parameter, maar gaan onveranderd op voor meerdere. 

In het volgende zal een betrouwbaarheidsgebied voor de ge­
zochte lijn L geconstrueerd Worden; <lit is, analoog met bet boven­
staande, een gebied afhankelijk van de uitgevoerde waarnemingen, 
dat de kans 1-p bezit om L geheel te bevatten. Daarbij doet zich 
nog een kleine cornplicatie voor, die daarin bestaat, dat bovendien 
bepaalde lijnen, die in het betrouwbaarheidsgebied liggen, toch 
voor venverping in aanmerking komen. Dit zal echter ter plaatse 
nader besproken Worden. 

In § 3 zullen eerst een aantal onderstellingen besproken worden 
over de meetfouten, waarop de daaropvolgende beschouwingen 
gebaseerd zijn. In § 4 zullen dan de definities warden gegeven van 
wat wij als kritieke situaties beschouwen. In § 5 zal bet hiermee 
samenhangende risico p Worden bepaald, dat men ten onrechte de 
hypothese verwerpt dat de gekozen lijn de ware lijn is. Tenslotte 
zal in § 6 het betrouwbaarheidsgebied voor L Worden bepaald. 

Opmerking: Het is in de theorie voor het toetsen van hypothesen 
in het algemeen niet mogelijk een hypothese van de vorm 0 == 00 

te bevestigen (met risico p). In het algemeen zullen nl., als de waarde 
00 niet voor verwerping in aanmerking komt, ook naburige waar­
den van 0 niet verworpen kunnen worden. Het meest positieve 
resultaat, dat men met deze theorie kan bereiken is het verwerpen 
van een dergelijke hypothese (met risico p). Daarom stelt men, 
indien dit mogelijk is, een hypothese ter toetsing op, waarvan de 
verwerping een waardevolle conslusie is. 

Als gevolg van deze moeilijkheid zal in het algemeen een betrouw­
baarheidsge bied, dat, in overeenstemming met bovenstaande op­
merking, verkregen wordt door die waarden van 0, die wel ver­
worpen kunnen Worden, weg te laten, niet uit een enkele waarde 
van 0 bestaan, maar uit een verzameling van dergelijke waarden, 
die alle als gelijkelijk ,,bevestigd'' dienen te worden beschouwd. 
Het is daarom beter de term,, bevestiging'' te vermijden en slechts 
te spreken van hypothesen, ,,die niet voor verwerping in aan­
merking komen." 

• 

• 
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§ 3. Onderstellingen omtrent de meetf oitten. 
Onderstelling ~: a) De_ waars~hijnlijkheidsverdeling van de meet­

fouten ui en vi 1s voor 1edere i dezelfde en de meetfoute11 u .. en v. 
zijn stochastisch onafhankelijk van alle overige meetfouten u'. en v~ 
(met j * i). *) ' ' 

b) De kans, dat een waargenomen punt Pi boven L ligt is gelijk 
aan de kans, dat het eronder ligt en de kans, dat het erop ligt is 
gelijk aan 0. 

c) Voor iedere vaste lijn evenwijdig aan L is de kans, dat een 
der waargenomen punten erop ligt, gelijk aan nul. 

Gevolg~~ekkingen: geven wij de hoogte van Pi boven de (onbe­
kend~) l1Jn L, gemeten in de 17-richting, aan met zi, waarbij z, 
negat1ef wordt gerekend, als Pi onder L ligt, dan volgt uit onder­
stelling Ia, dat iedere zi beschouwd kan warden als een waarne­
ming van een stochastische variabele zi, waarbij deze variabelen 
zi (i == 1, .... , n) onderling onafhankelijk verdeeld zijn volgens 
dezelfde waarschijnlijkheidsverdeling. 

De n bij de waargenomen punten behorende ,vaarden zi kunnen 
dus beschouwd Worden als een steekproef van n onafhankelijke 
vvaarnemingen van een stochastische variabele z. (I)it geldt ook 
als we de afstand van Pi tot L niet in de 17-richting meten, maar 
in een willekeurige andere vaste rich ting). 

Uit onderstelling le volgt bovendien, dat de kans, dat t\vee of 
meer der zi gelijk zullen zijn, gelijk aan O is, terwijl uit lb volgt 
dat de kans, dat zi positief is evenals de kans, dat zi negatief is, 
gelijk is aan ½-

Opmerkingen: a) De onderstellingen Ia, b en c zijn b.v. vervuld, 
als de ui voor iedere i dezelfde symmetrische en continue v,.erdeling, 
met gemiddelde nul, bezitten en analoog voor de vi, ter,vijl boven­
die11 alle meetfouten stochastisch onafhankelijk van elkaar zijn. 
Dit betekent, <lat er geen systematische meetfouten \vorden ge­
maakt. 

b) Is aan onderstelling Ib niet voldaan, dan kan men wel op de 
in bet volgende beschreven wijze een betrouwbaarheidsinteryal 
,}·oor de richtingscoefficient van de lijn L bepalen, maar de bepal1_ng 
voor een betrouwbaarheidsgebied voor L is dan, zonder dat en1ge 
verdere onderstelling gemaakt wordt, niet meer mogelijk. 

Onderstelling II: De ,,ware'' punten Qi (i = .. 1, .. ·.-, ?'f) ligg:n 
op L en daar uiteraard on_~er~teld wordt,_ da~ Z!J alle e1nd1ge coor­
dinaten bezitten, liggen ZlJ b1nnen een e1nd1g interval v~:1 L,. zo­
dat zij, indien men dit interval in een van de ~wee mogel1Jke_ r1ch­
tingen doorloopt, een bepaalde volgorde bez1tten. In . § 1 1s ~e­
zegd, dat de punten Qi niet noodzakelijk alle versch1llend ZIJD, 

*) Voor eenzelfde i behoeven u, en vi niet onafhankelijk te zijn, als ook de afhankelijk­
heid voor iedere i maar dezelfde is. 
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m.a.w. dat er bij een ,,waar'' punt meerdere punten Pi (waar­
nemingen van dat punt) kunnen behoren. 

Onderstelling II bestaat nu uit de volgende twee delen: 
10. We onderstellen, dat van ieder van de twee uiterste ,,ware'' 

punten, die we Q1 en Qn zullen noemen, slechts een waarneming 
gedaan is, of anders ge~egd, dat er sle<:hts een eerste ez:. een laatste 
,,waar'' punt is, die u1teraard versch1llend moeten ZIJn. 

20. We onderstellen, dat wij onder de waargenomen pun ten Pi met 
zekerheid een puntenpaar, dat we met P1P n zullen aangeven, kun­
nen aanwijzen, dat bij het puntenpaar van ,,ware'' punten Q1Qn 
behoort (daarbij is het niet van belang of P1 een waameming van 
Q1 is en P n van Qn, of P1 van Qn en P n van Q1 ); bovendien moet 
het zeker zijn, dat bij herhaling van de serie waamemingen van de­
zelfde punten Qi weer aan h.et voorgaande voldaan zal zijn. 

Opmerking: Deze vrij ingewikkelde onderstelling is nodig om de 
stochastische onafhankelijkheid van de zi bij de in het volgende be­
schreven · bewerking te behouden. lndien men niet op andere 
gronden dan de waargenomen waarden van de coordinaten weet, 
welke punten waamemingen van de twee uiterste punten zijn, be­
·tekent bet, dat de meetfouten klein moeten zijn in vergelijking 
met de afstand van de punten P1 en P n tot de overige punten. 
Populair uitgedrukt: de meetfouten moeten zo klein zijn, dat het 
eerste en het tweede punt (en evenzo het op een na laatste en het 
laatste) niet ten gevolge van de meetfouten van volgorde kunnen 
verwisselen. 

§ 4. Toetsing van de hypothese> dat L een gegeven lijn L' is. 
De in § 6 te bespreken constructie van een betrouwbaarheids­

ge bied voor L berust op zekere afspraken over bet al of niet aan­
vaardbaar achten van een voorgestelde lijn L'. 

Daarom stellen wij eerst op een ,,recept'' voor bet verwerpen 
van de hypothese, dat een gegeven lijn L' het werkelijke lineaire 
verband tussen ~ en 'Y/ aangeeft: 

Trek door P1 en P n de lijnen L1' en Ln' evenwijdig aan L' (zie 
fig. 1). 

We verwerpen nu de hypothese dat L' de onbekende lijn, dus 
L' = L, is, als zich minstens een van beide volgende situaties voor­
doet, welke wij , ,kritieke situaties'' zullen noemen. 

Eerste kritieke situatie: van de n pun ten P1 , .. , P n liggen slechts 
een nader te bepalen aantal m (m < n - 2), of minder, buiten de 
door L1 ' en Ln' begrensde strook ( de lijnen L1 ' en Ln' worden bij de 
strook gerekend). · 

Tweede kritieke situatie: van de 11, punten P1, .... 
1 

P n ligge11 er 
een nader te bepalen aantal v (v < ½ (n - 3), of minder, aan een 
kant van L'. 

Opmerkingen: a) In figuur 1 verkeert L' in de eerste kritieke 
situatie als wij m = 1 stellen en wordt dus op grand daarvan v"er-
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1. Toetsing van L' = L of L'' = L. De lijnen L 1 ' en Ln' zij'.n door de 
punten P 1 en Pn evenwijdig L., getrokken. n is gelijk aan 12. 

worpen; L' verkeert echter niet in de tweede kritieke situatie. De 
lijn L'' echter wordt op grond van de tweede kritieke situatie 
verworpen als wij ook v = 1 stellen, maar verkeert, zoals direct 
blijkt, indien men de lijnen L1'' en Ln'' evenwijdig aan L'' door P1 
en P n trekt, niet in de eerste kritieke situatie. 

b) De getallen m en v Worden bepaald aan de hand van het 
risico, dat men wenst te aanvaarden, (vgl. § 5). De keuze van kri­
tieke situaties ter verwerping van een hypothese is steeds in zekere 
mate willekeurig. In dit geval hangt de keuze van de eerste kritieke 
situatie nauw samen met de overweging, dat de verbindingslijn 
P1 P n van alle verbindingslijnen Pi P;, de beste voorlopige schat­
ting van de helling van Lis, daar Q1 en Qn van alle paren (Qi, Q;) 
de grootste onderlinge afstand bezitten. De keuze van de tweede 
kritieke situatie ligt in verband met onderstelling Ib, zeer voor de 
hand. 

§ 5. Berekening va·n het risico uit n., v en m. 
Het risico van de in § 4 beschreven toetsing-methode wordt als 

volgt berekend: 
Indien L' de gezochte (onbekende) lijn ½, dus L = L' is, dan is 

de in figuur 1 met z' i aangegeven, in de 11-richting gemeten af­
stand van Pi tot L' juist de in§ 3 ingevoerde zi, zodat de zi' (i = 1., 
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Bij he~t berekenen vttn deze kans is geen gebruik gemaakt van 
onderstelling lb. (Vgl. <)pmerking b ,-1an § 3). Tevl'ens mogen \Ve dt~ 
in cle r;-richti11g gemett~n z,' verv,.angen dc)or de i11 een \\,illekeurige 
anclere rich ting gemeten analoge gro,otheden (vgl. eveneens § :J}; 
dit is b.\r. nclodz.:'1.kelijk, als de lijn L' verticaal zc>u lopen. 

Indien cit~ t,veedt~ kritit~ke situatie zich ,roordoet, zijn er van de 
,, v\rcliirden l'1', •.• , z,,"' h<)•ogstens ,,, positief en de rest negatief, of 
anders{)m. Volger1s onderstelling Ib is de kans, <lat z positief is, 
evenals de kans, dat z negatief is, gelijk aan 1, dus geldt voc>r dt~ 
kans (di,e we Ps n<)1emen) <>P het optrede,, tJan de tu)eede kriti:eke 
. at. td' L I ' . sttt, , , i, t , ,· ·. ,s =:::=~ J is: 

JI 

Pa ~- 2.2-n ~ 
•-=0 

n 
• • s 

I n1n1ers men h(~eft in dit geval te m,aken met de binomiale ver­
deling met kansen l (zoals bij, ,,kruis en mu11t'') en daarvan moeten 
de b,e:icu uiteinden in rekening gebracht worden. 

"'r · h . . d· ·t . d k d 1 ~ i. 'd k . . k . . v <.or.· ,et r1s1co p, 1 1s , e ans, at een va,i vei, e r,itie e sit,uaties 
,~p z,il treden, a.ls L -•-'• L' is, geldt nu: 

(5) 

Hi~t be\\"ijs van deze betrekking, dat berust op de onafhankelijk­
l1eid van de t,vee kritieke situa.ties, zullen wij achterwege laten. 
Merl ziet gemakkelijk in: dat p zeker niet groter kan zijn dan p1 + P1 
c\n de term p1 p,. is ge~1'oonlijk zo klei11, dat hij ver\\,.aarloc>sd kan 
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worden. Wij zullen deze term verder dan ook buiten beschouwing 
la ten. 

Men zal v en m zo bepalen, <lat p een waarde krijgt, die men niet 
te groot acht. Veelal nee.mt men p hoogstens 0,05, soms kleiner. Ver­
kleining van p betekent echter vermindering van het aantal lijnen, 
waarvan men (met risico P) kan beweren, dat zij van L verschillende, 
dus vergroting van het nog te construeren betrouwbaarheids­
gebied. 

In de keuze van v en m zal, bij een vast maximum voor p, nog 
vrijheid bestaan als n niet te klein is. Hierdoor heeft men dan nog 
een zekere vrijheid van keuze voor bet betrouwbaarheidsgebied. 

§ 6. Betrouwbaarheidsgebied voor L. 
Een betrouwbaarheidsgebied G voor I., vinden we nu als de ver­

zameling van al die lijnen, waarvan, volgens de in § 4 besproken 

T, R' 
ft 

R 

Fig. 2. (n = 10, v = I, m = 1). Het betrouwbaarheidsgebied voor Lis het 
gebied van het platte vlak, binnen de zwaar getrokken lijnen~ waarin de 

10 meetpun ten liggen. 

methode, de hypothese, dat zij gelijk aan de lijn L zijn, niet voor 
verwerping in aanmerking komt. l\1en .. kan G op de volgende 
wijze construeren (vgl. fig. 2, waar n == 10, v == 1 en m == 1 genomen 
is; in deze figuur zijn de punten P1 , •.. , P10 met het oog op de 
duidelijkheid ongustig, d w.z. sterk van lineair verband afwijkend, 



156 J. HEMELRIJK 
·"·------,~·~· -~- -·-•--.,,.~ ,o • •• ·-----~-- _,, --- • -----• -----·-····· •• . . ········-·-······----------------·--··------·-··-

getekend; dit kan men door schaalver':1-.n~eri~~ ste.eds _bereike~)-
Wij trekken door P1 en P ri twee evenw1Jd1ge l1Jnen 1n w1llekeur1ge 

richting en gaan na, of de eerste kritieke situatie optreedt. Is dit 
het geval, dan gaan wij de lijnen, die steeds evenwijdig gehouden 
worden, om de punten P1 en P n met de wijzers van de klok mee­
wentelen, tot zij gekomen zijn in een dergelijke stand, dat bij ver­
dere draaiing deze kritieke situatie niet meer optreedt. De zo ver­
kregen lijnen noemen wij P1 R 1 en P nRn. Treedt in de beginstand 
de eerste kritieke situatie niet op, dan draaien '1Vij juist in de tegen­
overgestelde richting, tot verdere draaiing de lijnen in de eerste 
kritieke situatie zou brengen en verkrijgen op die wijze dezelfde 
lijnen P1R 1 en P nRn. Vervolgens draaien wij de lijnen verder (resp. 
terug) met de wijzers van de klok mee, zodat zij een hoek van 
richtingen doorlopen, waarbij de eerste kritieke situatie niet optreedt, 
en wel wentelen wij ze zover, dat verdere wenteling hen weer in 
de eerste kritieke . .situatie zou brengen. In deze stand noemen we de 
lijnen P1R 1 ' en P nRn'· Men ziet nu gemakkelijk in, dat iedere lijn L', 
waarvan de richting binnen de zo verkregen, in fig. 2 met cp aan­
gegeven, hoek van richtingen valt, niet in de eerste kritieke situatie 
verkeert. Door de twee evenwijdige lijnen door P1 en P n alle moge­
lijke standen te laten doorlopen, vindt men op deze wijze een eindig 
aantal dergelijke hoeken van ,,toegelaten'' richtingen; een vol­
doende, maar niet noodzakelijke voorwaarde, opdat er slechts een 
dergelijke hoek is, is dat er een stand van de twee evenwijdige 
lijnen door P1 en P n is, waarbij alle punten P1 , ... , P n tussen deze 
lijnen in liggen. We zullen verder onderstellen, dat er sle9hts een 
dergelijke hoek <p is en dat deze niet alle richtingen bevat. Dit is 
weliswaar niet onmogelijk, maar kan toch slechts in zeer bijzondere 
gevallen voorkomen. 

Vervolgens schuift men de lijnen P1R 1 en P nRn met behoud 
van hun richting zover naar elkaar toe, dat er aan beide zijden 
precies v punten buiten de door hen begrensde strook liggen, ter­
wijl ze niet dichter bij elkaar gebracht kunnen warden zonder <lat 
dit aantal punten wordt vergroot *). 

Is deze stand bereikt, dan geven we de verschoven lijn P1R 1 aan 
met 11 (in fig. 2 is <lit P1R 1 zelf) en de verschoven lijn P nRn' met In. 
Hetzelfde doet men met P1R 1 ' en PnRn'; die in de nieuwe. stand 
met 11 ' en In' aangegeven Worden (in fig. 2 is P nRn' gelijk aan ln'). 

Noem nu het snijpunt van 11 en In': S1 en dat van 11 ' en In: S2. 

De lijnen 11 , 11
1

, In en ln' sluiten een parallelogram in, waarvan S1 
en S 2 overstaande hoekpunten zijn. Het gebied gelegen binnen de 
overstaande hoek van hoek S1 van dit parallelogram noemen we 
G1* en dat gelegen binnen de overstaande hoek van hoek S 2 van 
het parallelogram G 2* (Ele gebieden G1* en G 2* zijn in figuur 2 
niet aangegeven). 

• • 

*) Indien v < m is, kan l1et ook noodzakelijk zijn de lijnen van elkaar af te schuiven, 
of beide in dezelfde richting te verplaatsen. 
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Buiten hoek S1 van het parallelogram liggen hoogstens 2v punten 
(in figuur 2 de pu~ten Pk en P z; het kunnen er minder zijn dan 2i,, 
daar ook punten 1n G1* kunnen vallen; in figuur 2 is dit niet het 
ge'\ral). Deze punten verbinden wij 2 aan 2; van de zo verkregen 
verbindingslijnen zijn alleen die van belang, waarvan de richting 
binnen cp valt, die G1* snijden en waarbij bovendien aan beide 
zijden meer dan v - 2 van de punten P1 , ... , Pn liggen. Dergelijke 
lijnen behoeven er niet onder de verbindingslijnen te zijn; zijn er 
echter wel, dan verminderen wij bet gebied G1* met de driehoeken, 
die deze lijnen er van afsnijden (in fig. 2 het gearceerde drie­
hoekje) en noemen het aldus verkregen gebied G1 . Analoge operaties 
warden op G 2* uitgevoerd ter verkrijging van G 2 (in fig. 2 snijdt 
P1Pn het gebied G 2* niet, zodat G2 === G2* is). De grenzen van 
G1 en G 2 kunnen naar willekeur gerekend warden al of niet tot G1 
en G 2 te behoren. Indien nu L' een lijn is, die een punt van G1 of 
van G2 bevat en de richting van L' binnen de door cp aangegeven 
hoek van toegelaten richtingen valt (zodat de eerste kritieke situatie 
zich niet voordoet), dan verkeert L' in de tweede kritieke situatie, 
omdat er geen of slechts een punt (v == 1) aan eenzijde van L' ligt ! 

Wij noemen nu dat· gedeelte van het vlak, <lat we verkrijgen 
door G1 en G 2 eruit weg te laten G. De bewering: 

, ,L heeft geen punt met G1 of G 2 gemeen en verloopt b1:nnen G boven­
dien zo, dat aan beide zijden minstens v + 1 van de punten P 1 , .. ~, 

P n liggen,,, 
bezit nu het risico p; immers deze bewering is aequivalent met: 

,,de lijn L verkeert in geen van beide kritieke situaties''; en de kans 
<lat L wel in een van beide krieke sistuaties verkeert is, zoals uit 
de vorige paragraaf blijkt, gelijk aan p. Preciezer gezegd: de kans, 
<lat de punten P1 , ... , P n zo zullen uitvallen, dat de met behulp 
van deze punten op boven beschreven .wijze geconstrueerde ge­
bieden G1 en G 2 eeri van beide of beide een punt met de ware 
lijn L gemeen zullen hebbenof dat aan een van beide kanten van 
L hoogstens v punten zullen vallen, is gelijk aan p. We noe1r1en G 
het betrouwbaarheidsge bied van L en de in de hoek cp gelegen 
richtingen het betrouwbaarheidsinterval voor de richting van L. 
Het risico van de bij dit laatste betrouwbaarheidsinterval behorende 
uitspraak: 

, ,de richting va11, L is een van de binnen <p vallende richtingen' ', 
is gelij k aan p1 . 

Verder bezit de uitspraak: 
,,het snijpu1it van L met de r;-as ligt tussen de punten T1 en 1,2'', 

(d.w.z. binnen de doorsnijding van G en de r;-as; zie fig. 2) bet 
risico p. 

Opmerking: Uit dit betrouwbaarheidsinterval volgt direct een 
betrouwbaarheidsinterval voor a/ f3 uit ( 1); voor ieder van de toe­
gelaten waarden a/{3 kan men nu met behulp van de eerste kritieke 
situatie een betrouwbaarheidsinterval voor y//3 vinden. Op die wijze 
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vindt men dan een betrouwbaarheidsgebied in het (a/{J, y/P)-vlak 
met risico p. 

Volgens principes analoog met de hier beschrevene kan men de 
hypothese toetsen, dat L door een bepaald punt gaat; dit wordt 
hier niet nader beschreven, daar de constructie van het betrou\v­
baarheidsge bied G, zij het op enigszins omslachtige wijze, een op­
lossing voor dit probleem inhoudt. 

Een tabel van p1 en p2 is opgenomen in J. Heme Ir ij k (1949a). 
Het minimum aantal punten, dat nodig is om de methode met 
een niet te groot risico toe te kunnen passen, is 7 ( dan is nl. P1 
0,048, p2 = 0,016 als m == v == O genomen wordt). 
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