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A Een eenvoudige methode 

steekproeven -- samples 

om de hypothese te toetsen, dat twee 

Eng. - een van een quantitatieve 
variabele grootheid x en 

uit eenzelfde collectie 

aangegeven door: 

een van een dergelijke grootheid y ---

I5
1
opulatie, • un1.versum komen, i.s 

( 

F •. Wilcoxon, Individual comparisons by ranking methods 1 

Biometrics 1 1945 p(' 80-83; de methode werd verder uitge"'· 

werkt door 

one of two 

the 

60. 

other; 

"' 

H.B. Mann en D.R! Wh,itney, On ·a test of whether 

random variables is stochastically larger than 

Annals of' Mathematical Statistics 18 1947 ,, 50· · 
• 

• • • 

Het rekenwerk~ dat voor deze toets verei~t wordt, is zeG~ 

B 

• 

' 

veel minder dan het rekenwerk, nodig om de voor dit probleei11 

vaak toegepaste toets van ''Student'' voor het verschil van 

twee gemiddelden ui·t te voeren. 

niet voor alle denkba.re gevallen 

De toets van Wilcoxon is 
• 

van de hierboven omschreven 

aard te gebruiken. vVe.l is zij van wijdere toepassing dan de 

toe-ts V?,n •tstudont '', daar het 

dat de co·llecties, waaruit de 

voor ''Wilcoxon'' niet nodig is, 
• • steekproeven van x en y z1.Jn 

genomen, een normale verdeling be~itten~ 

Er zijn -drie belan ijke voorwaarden, waaraa.n voldaan 

meet zijn, opdat 1'Wilcoxon'' kan warden toegepasrt. 
•,,. ' 

1. Do waarnemingen van x en y moeten alle onderling on-

9:1.h,?-!1kelijk zijn en de steekproeven r.eP~.e.~.$~':t~~~ef. Vergelijk 
• • • 

• 

hierover -~ 4, C, 1 onder: '' Ona:fhankelijkheid en representa..iGi•··. 

viteit''. 

2. x en y moeten continu verp.eeld zijn. Vergelijk hier,, ... 

over'-.,.1 4, C, 2 ender: ''Continu:i.teit''• 
• 

' 
3. · Om duidelijk to maken,, waarover de der~e voorwaarde 

gaat, merken we op, dat men in het a · emeen slechts dan er-,IL · 

toe zal overgaan te onderzoeken, of twee steekproeven wel 

· ui t eenzelfde collectie zouden kunnen komen, · als· men enige 
• • 

reden heeft · om aan te nemen, · dat ze ui t versch~llende col~, ... 

lecties komen. 
• • 
•• 

. . 
• 

• 
• 
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Opm. Men hoopt in zulk een geval, dat het resultaat van 
de toepassing der toets zal zijn: verwerping van de . 
hypothese~dat x en y tot eenzel~de collectie behoren. 

• • 

De toets van Wilcoxon is slechts toepasbaar indien men weet~ 

dat het eventueel bestaandG vorschil tussen de collocties, waar-
-• 

U:it de x- resp. de y-wa~:1rnemingen stammen, van bepaalde aard is. 

De desbetref'f ende derde voorwa.arde kan hier nog niet behandeld 
r, . 

warden. Vergelijk hiervoor ~? 4 1 C, 3 onder: ''Toegelaten mogelijk-

heden voor verschillen tussen de x- en de y-collecties 1'. 

De gang van zaken is als volgt. 

l. Men be1"oke nt de wa8.rde van ec~n op nader aan t e geven 

wijze gedefinieerd getal U voor het beschouwde steGkproevcnpaar 
• 

volgens '2, vgl. oak_ 6, A en B. Noem deze waarde s van het 

steekproevenpaar . 

. o·R~· .. , 1. Mann en \Vhi tney schrijven tJ 9 waar vvij s schrijven. 

2. Indien de hypothese juist zou zijn, dat de x-• en y

waarnemingcn ui~ eenzelfde collectie komen, is ex voor elke 
• 

waarde ,. die U kan aannemen, een bepaalde waarschijnlijkheid 

vergelijke hiervoor r; 3: Resul tat en van Mann en Whitney • De 
'-· 

tweede stap is nu 1 dat men berekent 9 hoe groot, 

hypothese juist zou zijn, de kans zou zijn, dat 

als ge.noemd e 

U de in C 1 1, --
genoemde wa.arde s, o:f eon VJ8.arde die minstens evenver van het 

• 

gemiddelde van U verwijderd zou liggon, aan zou nemen verge

lijk hicrvoor § 5; Slotphase; vgl. ook _ 6, C, waar deze kans 

met de letter Pis aangeduid. 
3. Is deze kans ''te klein'' zie hieronder 9 dan verwerp-t 

men deze hypothese, d.w.z. men concludeert, dat de x- en Y 

waarnemingen niet uit eenzelfde colloctie komen. Dit doet menf 
omdat men anders zou moeten aannemen, dat men een betrekkelijk 

••• 

zeldzame gebeurtenis hoeft aangetroffGn vgl~ ook~?6, D. 

• 

Q.121!!.•.-~. Is deze berel<:ende kans niet ''te klein'' in de hier•• 
onder aangegeven zin, dan k~n men on ~rand van dez~ me 
thodo niet ·tot ongclijlcl1ej,,.d van. de :'-~••·· en y-co] J~ectie:J 1 

W8-arui t t1et bes t?1:·10UTT(ie st fJ o:r.:--~o 0·1v-3npnn.1.... \~o ortkomt, con
cl ud eren. 
Als men de gelijkheid niet kan verwerpen, wil dit niet 
zeggen, dat de beide collecties werkelijk gelijk zijn~ 
Het is niet ui tgesloten, dat men met grotere steekproe•
ven o:f een andere toetsmethode toch tot verwerping van 
gelijkheid zou kunnen komen • " 

Onder ''te klein'' \rersta men: kleiner dan £. S is de zgn~ 

• 

• 

• 
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. 

zoeker a:f. ~Nil men aanvaarden ongeveer 1 keer van de 20 ten 

onrochte tot ongelijkheid van de x- en y-•collecties te conclu-
deren d.w~z.: als ze in werkelijkhcid gelijk zijn, dan kiest 

men E 
• 

0,05. 
' • 

9!2Ill• .~ .• Degenen, die 0en kans liever in % uitdrukken 
waarom eigenlijk? - zouden zeggon: 5%. Naar analogie 

v_an de ui tdruk1cingen per cent en per mille zegt men wel 
0,05 per unum in plaats van 5 per cent. In dit stuk en 
in de tabellen orvan warden de knnsen steeds per unum 
uitgedrukt, ook zondcr a£zonderlijke vermelding • 

• 

Vindt men dit te van.1-c c.;n wil men (1i t niet meer dan ongeveer l 

keGr vnn de lOO meemaJ~<:c-3n, drtn kiest men ~ · 0 ,01. 

• 9:P~·., 4:. Het ha 0 t o. a. V8.n de ernst dor gevolgen a:f, hoe 
groat men€ kiest .. Als men b.v. de geneeskracht van 2 
medicament en V('".:!rgelijkt, rNnarvr.in het ene reeds meer ge • 
van.r voor onanngonn.me neven.verschijnselen bleek op te 
levuren dn.n hct nnder0, zal men niet gaarne ten o_nrechte 
concluderer1, dat l1et gevaarlijl~ste geneesmiddel de ziekte 
het doeltre:f:fendst bestrijdt. }-1en kiest dan t, zeer klein. 

~ < ........ is, zegt men: De waarde s van U is significant 
met onbetrouwbaarh eid d ... ~· ----------- - -----

Indien 

van de 

men de 

men vooral ge1nteresseerd is in de practische hantering 

to~ts en minder in de theoretische achtergrond, wijde 

ove~ de t~epassi 
en~ 6 Samenvatting en voorbeelden. • 

• 

- 2. De:finitie en berel{ening van U • 
......., I :::; • as 1 ; ;tJ I I I ca ill 7 li I :t; Ii 

Mann en Whitney berekenen uit de beide steekproeven te-
• 

zamen een grootheid U, naar het volgende voorschrift: 

ten er n waarnemingen van x zijn de. ene steekproe£ en m 

waarnemingen van y de ander<3 steekproe:f • Rangschik deze x- en 
. 

y-waarden in een rij nc':ir1r opl{limmende groot-ten: links kleine, 

rechts grate getallen. 
• 

Voorbeeld. Als we voor x waargenomen hebben: 5 3 9 6 

en voor y : 7 8 11 10 
m:4 

' 

is deze rij: -3 5 6 7/8 9 10 11 • · 

Hierbij zijn de. onderstreepte getallen waargenomen waar-
. 

den van x, de_niet-onderstreepte van y. 
. 

' 

Het gaat nu om de opeenvolging van x en yin deze rij. Men var.· 
-

• 

• 

va t in bedoelde r·j_j de waargenomen waarden van x door de letter· 
- • 

x en de waB.rgenomen waarden van y door de letter y.·· 
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Voorbeeld. In het boven gegeven voorbeeld komt er dan: · 

xxxyyxyy 

Men bepaalt voor iedere y het a.antal x-wa.arden, dat verder 

naar rechts in deze laf1tste rij voorkomt, en men telt de zo 

ver, . egen getallen op. Deze som is de bij het beschouwde steek

proevenpaar behorende ,~1E1arde van het getal U vgl. ook ,... 6 • 

' 

Voorbeeld. Wat hiermee precies bedoeld wordt, moge blijken 
uit de bespreking va.n het boven gegeven en nog een ander 

voorbeeld. In het voorbeeld hierboveni · · · . 6. 7 ~,/1: .1-r:1'11"/ 

X X X y y X y y 

geldt zowel voor de y-waarde 8, als voor de 

dat_de x-waarde 9 rechts ervan staat, zodat 
waax·de 2 heeft. Rechts van de y-1Raarden 10 

y·11 =waarde 7, 

U hier de 
en 11 ste.0.t 

• 

geen x-waarde • !1en ka.n U eenvoudig bepalen door van 
rechts af de rij: 

X X X y y X y y 

te doorlopen. Bij elke y, die men op die tocht ontmoet, 

gaat men dan na, hoeveel x-waarden rechts van die y 

staan. Laat dit aantal voor een bepaalde y-waarde k 
~ijn. Dan draa~ die y tot het getal U k bij. Doet men 

dit bij de rij xx x y y x y y, dan ontmoet men eerst 

2 y-waarden, rechts waarvan geen x staat; dan een x; 

en vervolgens 2 y-waarden, voor elk waarvan geldt, dat 

er een x rechts van staat. Vervolgens ontmoet men geen 
y meer. Het getal U heeft hier dus de waarde 2. 
We geven nog een voorbeeld. Stal men heeft voor x waar
genomen: 

112,5 109,6 123,9 106,0 115,4 121,0 120,0 n=7 en 
~ 

voor y: 115,l 105,0 116,4 114,3 130,6 93,2 m: ::: 6 

Bij dit voorbeeld is het gemakkelijk om, voordat men de 
x- en y-waarden in een rij naar opklimmende grootten 
rangschikt, eerst de x en y afzonderlijk te rangschikken: 
X 106,0 109,6 112,5 115,4 120,0 121,0 123,9 
y 93,2105,0 114,3 115,1 116,4 130,6 

De rangschikking in een rij wordt strepen onder de x
waarden : 

93,2 105,0 106,0 109,6 112 5 114,3 115,1 115 4 116,4 
I . 3 - l i i , I 11 

. 

x resp. y; varv8 y y X X X y y X y X X X y • 

Als men deze rij van rechts a.f doorloopt 1 z.ijn de bijdra·,·· 
• 

gen van de verschillende y waa.rden, gesommeer·d, gelijk 

aan U: O + 3 + 4 + 4 + 7 + 7 = 25. · 

·. 
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Men kan U bepalen zoals voor deze beide voorbeelden aangegeven. 
' 

'Ter contrale kan men nog ge bruik maken van de formule welker 

geb1i.11k iets meer 

U-· -- m-n ' Jl('f;t; .',•.''' 

relrenwerk 

2 
T. 

• • 

Hierin is n ·~.:: het aar1tal ,-.ra.arnemingen van x, m het aantal waar

nemi •- en van ':Jr, terwijl men T vindt door de rij van gerangsc}:lik

te x ..... en y-wa.~1.rdt:n v~1.n rangnummers te voorzien van de kleinste 

af -- en de ro.ngnummers van de m y ~vanrnemingen te sornmeren. 

Voorbeeld. 1 X X X y y X y y 

r111:· ra.ngnummers 1 2 3 4 5 6 7 8 
Rangnumn-1ers • .. 

4 5 7 8 van y Z1Jn: 

T 4 + 5 + 7 + 9 ~·- 24; u 4.4 + 4. 24 26 24 2. • I ii 

2 ........ , 

2) y y X X X y y X y X X X y 

rnr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
T 1 + 2 + 6 + 7 + 9 + 13 38; Ill 1 11• 

6 6+1 u 6.7 + 38 63 38 25. 2 

0121µ. Als alle m waarden van y rechts liggen· van alle n 
waarden van x: 

• 

levert geen y een bijdra.ge tot U; U = 0. 
Als alle m wa.arden van y links liggen van alle n waarden 
van x: 

levert elk van de m waarden van y een bijdrage n tot U; 
U = mn. 
Dus U kan waarden aannemen van tot en met mn. 

Het zal uit de laatste opmerking duidelijk zijn, op welk 

idee de toets van Mann en ::Vhitney gebaseerd is. Als we n.1. 

uitgaan van het geval, dat alle y-waarden links liggen van • dus 

kleiner zijn dan) alle x-waarden, dan is zoals we zagen U zo 
· .. oot mogelijk, n. l. gelijk aan mn. Als we da.n de y-waarden ge• 11

• 

leidelijk groter laten warden, doorlopen we eon reeksn gevallen, 

waarbij de y en x-wan.rden dooreengem:1ngd zijn, terwijl U klei

ner wordt. Aan het einde van dit proces liggen alle y-wa.arden 

rechts van · zijn alle y-~11aarden groter dan) alle x-waarden en 

U is gelijk aan o. 

• 

A ·_ · .. -· .. nu rJ·e in ·.· .. 1,- C, punt g, bedoelde kans te kunn.en bereke .•. ·." 
' • 1 . 

. ·1 ' 

nen hebben we hat volgendo nodig. .. 
' .. ' . ' 

Stel, da.t de twee staekprocven , n wanrdcn van x, m waa.rden van,:i:.z 



y ·. uit eenzel:fde collectie genomen zijn. Men heeft dan een ze

kere kane om U :.~ 0 te vinden. 

-
PLU 

lJ ~~, 

•• 

9:2~ .. •L:~ .• Als men tEllle mogelijkc rangschikkingen van n x-wa.ar 
den en rn y-,varirnen 1~:,eschcu,.111t en hierui-t (ie rA.ngschi•• ......... 
I. ·mt· t· · !lJ, · ,,,,...o· . mT"i.: .. c··, ro· ,t"'!rt· -~,·'1 !i 1· ·" :1 .. e· · ,1·t-·,·v4-l)"" r-1· .., . ...,..,.. vn n a.: t laa.t st ge.). r10 e md e ·· ,. · _..-w,11« · ,,· i" .-- l. ·"'", ·. - 11 ;f,j,!•j, .·...,., " : --·~' -fi · • ''¥ii iJ'' f '~ · · · 
. . . . . . . • .. ..... ,/ . .., ,.w .,,,., • . ' "~' .. , \ ., • " . ' • ' ... ' ... • ' .: ... . . " ' ,. ' • . 

aantal tot h.et eerste do ~ps OIL U .. , .. o. Men gee:ft d-eze 
kane a.an met het symbool P l,l} _: QJ , wa.arin de P komt van 
probability. 

Men heeft onk een zekere kans om U 1 te vinden symbool: 
-, 

7- lJ , idem voor U ::': 2 

mn. Men zegt: U heeft 

" -

~--,,.0 ... , .. , •• , .. 

. ·-· ____________ ,.,.__, __ --
s mn-s l'i n U 

symbool: PfiJ :-1 
~ , ••• , tot en met 

een zekere· wa.arschijnlijkheidsverde-

ling; zie fie~• 1 waa1~ horizontaa.l 

U is afgezet en verticaal de kans 
' . -~ ·' 

P op de deshetref'fende U . ; deze 

£ieuur is symmetrisch ten opzichte 
mn van U .. ,,.. - gearceerde opper-

vlak links van U = s .. een ma.at 

voor de kans, dat U een van de 

nee mt, 1.S 

gelijk aan het gearceerde oppe1' ii 

vlal,c rechts van U ,.,,,, ., mn-s) - een 

mae.t > - ·-1 
• 

. ?., en - 5) rnoet mt~n gcbrui}~ maken van de kans, dat U eon van de 

\'la.arden O tot en IDt:;t s s gchet3l) nannc<'1mt, of:, l:orter geschre-
r- . 

. ,,, mn-,1, •.. of "- mn::·•s is, dus, korter geschreven, van 
-

p lJ ) 
-·· mn-s . -

mn, of 

de kans 

• 

We wijzcn 3r nog cons 011, dat clo gca.rcoerdo oppervlakken 

in :fig. 1 mat\Jn zijn voor dr,zo bej_d~?! knnsen. Blijkbaar geldt: 
~ -... ' ----, "' ,.. le 

' I - ·C"I . 
s';.-.l· 

> 
2 x P U .,. rnn•1••s_. Voorts be1ivczen t,·1ann en Vlhitncy, dat m en n 

Vt3rwisse lban.r z-i-¾i ri d. ·,v. z.: als voor 5 x-vie1 aarden en 3 y-.•wnarden 
• --- _,, •ht 1>'111 

' <... . PLU = s een be~nqldo wnardo heeft, dan hecft voor 3 x-waarden 
---.-- "'- t . 

en 5 y-wat1.rden PLU ~ ~l dezolfdc waard(=.:. 

Oem. 2. Daar van O 
I I Ii_ !I 1•111 

tot en met mn aanneemt, geldt PLY = m~ - 1. 

• 

* In ellr punt U · U necmt slechts gehele wn~rd.en a.an) is een 

ordinaat opgerich-t ter le .. · · te van de bijbehorende P. Terwille. 

van de overziohtelijkhoid verbonden we de toppen der ordinaten · 

door eon vloeiende ·kromme, 
men geen exacto betekenis. 

al heef't deze kromme strikt geno-
·- s • 

\ 



B 

C 

,. Blz. 7 

< . nn en .· itney hebben P..._U w .. , s exact 

' ~ 
tabel I is g;etabelleerd de kans P"-U --

• 

en elke n 

berekend voor elke m 
• 

< mn .. 

s voor gehele s 
< mn 

< < en m , ... , io, n .... 10, die door de rekena:fdeling 
2 

van het Mathema-

tisch Centrum berekend • 1s. 

A P .U > V 0 rn. ·• ·· 1s men de ka.ns ...... 
is, maa.'k:t men gebruik van: P[U ··- v :::~ P..._U = mn-v • 

• 
• 

Voorbeelden. We geven enige voorbeelden van het gebruik 

van tabel I. 
,,_ < 

n= 4 , m ..... 3 ; P Lu - ? .. :~ o , 11 4 3 
il." ) • >'40:t 

P U - lQJ -- vgl. Opm. 3 -- P_U 4. 3-10 p u 2 

< 
0,1143 

' 

Pru > 1 

2 of u 10 2 X p u 2 2 X 0,1143 .L ,. -- """ Ill 

1. __ - ; ... 
-· at 

' 
0,2286 

n=9, m=5; 

• 

n-5 , Ill· : 9 ; 

Voor m of n 

t L < )II 

I'"\ u "" 9 p lJ 4. 3- ,9 -0 u 3 0,2000 ..t' - .J.. 

9 .. 0,0415 
··- ' > .. ,, ' 

~.:. 37{ = vgl. opm. 3 ,· .. ~·: P 4--U = 9. 5-37 = 
)',.-8 I --•· ••- .,. ... 

P UiS)= 0,0300 
- :::..l 

p u 
"· 

< :7 
9J heeit nu volgens de laatste regel 

boven opm. 2 dezel:fde \,vaarde als voor n~---9, 
< 

m·=5. Dus is P'-U = 9 ...... 0 ,0415. -

10 make men gebruik van _h~~.: feit, dat U dan 
·v·"., "t. ~ ,.1~ ~:~~1 

bij benadering verdeeld is A.ls een norrm·l-e··-·met gemiddelde 
mn . . · ';~~-~+11+1 

12 
toond hebben. 

, zoals Mann en Whitney aange·, 

Men bepanlt dan, als m of n>lO is, PU s~ als 

volgt. Gee:f de \vaarde van ( mn 
2 s 

normale verdeling met gemiddelde 0 
-+a9 

1 2 

- ., 

,-· < -
½ aan met d. Dan is PU= s · 

en spreid ing 1 deze over-

schrijdingskans 1 . e -
·•·-·x . ''') -...... dx. Deze overschrijdingskans 

vindt men in tabel 2. Als s 

kans precies is, is niet van 
.. .. mn 

8 

mn . 
2 ' J..S s 0,5; hoe groot die 

' 

belang 

als m of n) lO 
' vo •.··. t. Gee:f de waarde van ·· s mn _ * 

2 ~ 
,s, 

d • -,- -, 

' ' 
,. µ 

: · .. :· 

,_ 
. ':. <, 

• mn .c.... - · .. · 
zie boven. Als - = __ = 0,5; hoe groat die kans pre. ~ · 

• 

cies is, is niet van belang voor de uitvoering der toets. 
In het voorgaande is tclkens de term(-½ toegevoegd 

' . 

.,. 

' 

' 

• 

' 

• 
' '· ' 

. ·., ·
' ' 

. . ' 

·a.ls·· , . , · : 
. • . • ,I 

' 
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corre~tie, omdat de 

continue vardeling 

discrete U-verdeling benaderd is door een 

·zgn. t1continuiteitscorrectie'' • 
"--· 

Opm. ,,4 .... De waardon in de ta.bell en zij n. kansen 
· lijkheden en als zodanig getallen tussen 0 

men uitkomsten in percenten zou wensen, zou 
de tabellen gcvondcn wa9.rden met 100 moeten 
vuldigen. Vergelijk opm. 3 onder V 1, C' 2· 

. waarschij n
en 1. Als 
men de uit 

• vermenig-

Voorbeelden. We geven enige voorbeelden van het onder C 

~.~ < . 
n-• • 9 , r1·1:.::: 11; ge vraagd P. lJ .. .. 25 - ,.._.; 

idUltN } ., I 
-~ •- , . -f ' " - I 

~ .. 

It·· 16, m : 18; 
·--- .> 

gcvra:=tgd P Lu · 20Q. 

I I 

... - = . I .i§ ~ .. ,, ~~. · 2 5-
.. · 12 
d 
,r· ' . 

1,9 149 

dus d == 49, 5 

13,1624 
--, 

25 ~0,0359 

:":": 200 

2 210 
--

25 ·- 0,5= 
24 

0,5 . 55,5 

28 ,9828 

• 

Grootte van de stcck:g~9.~;~.e.n. Als men een experiment ont-
• 

wer·· ....... , verdient het aanbeV(3ling, de omvnng van de steekproef 

ui t de x-collectie zoveel mogelijk gf.:lijk ·ce ma.ken aan de om

vang van de steekproef ~it de y--collectie. kort gezegdi m en n 

zo gelijk mogelijk te roflk en. 

B Rangsq~,~~.~~.~:r:pe~a .• De toets van Vlilcoxon ka.n, mits x en y 

aan de hieronder te noemen 3 voorwRr1rden ·zie onder C. voldoenc, 

tocgepast warden op alle grootheden, die men in een rij naar 
opklimmende grootten knn rangschikken. Dit rangschikken is mo

gelijk, als men aan elk onderzocht individu een getal kan toe

voegen, maar soms ook, Rls di t lfu':.ttste niet mogelijk is, Essen-·,,· 

tiijel is slechts, dat men van elke twee individuen, die in het 
steekproevenpartr voorkomcn, 1can ui t:naken, welk va.n de twee de 

onderzochte eigenschap in 
♦ 

de grootste mate bezit. 
,. 

• 

Voorts doet men, als ·eon o:f meer waargenomen waarden van 
• 

x gelijk zijn aa.n een o:f mecr wa.argenomen lrvaarden van y, l1e .. t 

beste, die rangschikking te nemen, die de kleinste waarde voor 
,, - -, ti) I ~ ,,_. 4 I ....,_ •-

u ge,e:ft, en tevens die rangschikking, die de grootste waarde 
. . ......... ,__ ..... ___ 

,.-,, 

voor U gee:ft, vgl,_ '. 6, opm. Is dan voor bcide u ... wa.B.rden de in 

1, C, o.ndor punt ,,g_ aangeduide en in_, 5 volledig besproken · 
. 

• . ! 
' ,. '. ' . 

kar1s ··· het getal P ui t q 6 . kleiner dan de toe,gela.ton onbetrouw·,-t,~i .:~~ 
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bari.rheidsdrempel £ vgl. ) 1, C, ,2_), dan kan men rustig de hypo-
• 

these van gelijke coll ecties verwerp(:n. Als de ene kans < £. , 
de andere ;• f-_" is, ka.n men niet veal concludoren. 

C VoorwaR.r,den. Aan drit:; voorw~:i.rden moet voldaan zijn, opdat 

de toets van vVilcoxon knn warden toegepast. Zij volgen hieron

der ondcr 1, 2 en 2. 

1. Q:Q~fha~elijkheid. e:n rcnresentati vi t ;it. 
,, ! 7 AUi I I tr~ I rt Ill I $ ill ii ru I l lJ 

De wanrnemingt3n V8.n x en y moeten alle onafhankelijk zijn. 

Het resul ta'}.t V8.n de enc "1Jr-tarneming m,19.,g niet a.fhs:3,ngcn van het 

resulto.A.t van de andcre. Ook moeten de steokproeven ropresenta.

tie:f zijn vocr de collecties wa~rmee de conclusie zich bezig 

houdt. B. v. mag men niet, !tls men inzicht wenst in de resul

taten van vcrschillendo behnndel.ingswijzcn van eon bepaa.lde 

ziekte, zij n patient en uitslui tr.::nd ontlenen aan een bepa.nlde 

polikliniek, en vervolgens resultaten formuleren ten aanzien 
van patienten aan die ~iekte in het algemeen, daar bij het tot 

- - 11LIM L - - - l I F -

stand komGn van de resultrtten zeer wol ma~tsch~~E§~!j_~~ omstan-
digheden een.rol hebben kunnen spolon, die voor de onderzochte 

pa.tienten anders klJ.nnen zijn <1an voor PJ1derc groepen van pa

tienten. Zo moet oak een bioloog bij bepa,alde onderzoekingen 

· bv. systf2.matische) reko ning houden mot de mogelijkheid van 

geogra:9hische vn.riatic en, A.ls hij nlgcmenc resultaten wenst, 

zich niet beperkcn tot onderzoek van individuen uit een klein 
gebied. · 

• 

2. Continuiteit. • 

x en y moeton continu verde0ld zijn, d.w.z. voor elk wac'lr•"· 

de, die ze aan kunnen ncmc:n, moet de kans, dat ze juist die 

waarde a~nnemen, nul zijn. ~en vnn de zeer vole voorbeelden van 

continu verdeoldo vcrnndcrlijken zijn de lengtan van wilgeblaad
jes. Het quotient vrtn hc;t A.~tntA.l \'J'ilgeblaadjos, dnt een lengte 

heeft van precics 9,5682 •... cm, godeeld door het totale aantal 

wilgeblandjes op de \Vereld, is immer~s bijna O, 

als men in deze zin 9,5682, ...• vervn-~_ doort 

9, 6 cm • 

,jit eeldt niet, 

tussen 9, 5 en 

Na~st continu verdeelde veranderlijken he,:ft men ook veran-

derlijken, wa~ .. rvoor het bovenstan.nde niet geldt voor sommige 

van hun mogelijke waarden of ook voor al hun .mogelijke waarden. 

Vernnderlijken vnn de laatstanngeluide soort noemt men discreet 
verdeeld. D1e toets van r)1ann en i~fhi tney kan nie~_ ongewijzigd 

wo,rden toegepast op niet-continu verdeelde veranderlijken. • • 
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'Een eenvoudig voorbef~ ld vrtn discreet verdeeldo verander,..

lijken zijn die varinbelen, dio slechts gehele wR~rden kunnen 

aannemon, zeals het Q':·tnt'1.J i.;~instrn.le n in een rugvin cf het aan

tal lucifers in c,Jn doosje. 

3. To(=['; el~1tE\n rno,~;f: J~ ii 1<h l~d • . ..; n voor verE3Ch illen t us sen de X·· 
;I it 1 « RT 1rr: 1 ■ n1· a UJ: ir1 u:: 11 T 1,b,11, r1111 Ii: 1 , t 

r.~ n ;{-9 o lJ.,.~ c ~ t. ~.~. 
Vergelijk ook §:, B, 2.• -~on vecl voorkomcnd gcvnl, wa~rin 

men de tacts z~l wensen toe te passen, is, dnt men wenst uit te 
ma.ken, of c?en behnndcline:s 111ijzc · ,\.) vn.n een bepaald soort indi

viduen r1.ndt)re resul tf:-ten gt~1cft dnn een behandelingswij ze · B • 

Opm_. ,,,~-- Het \~1oord beh~1ndf:;]_ing:svvijze is hior ruim op te vat
ten. Het knn bctreffen: verschillendc genecsmethoden voor 
patienton lijdcnd f.1~1.n een bopnr.tlde ziekto, verschillende 
voedse ldiet (;n VC'O r ~~--- :-:. i_. -~,_indi vi due n van e en bepaalde dier-
soort, V()rschillt!nde bemestingen voor individuen van een 
bepnn.ldc pJ_rtnten~ .. rietei-t, verschilJ~cnde fabricatieme
thoden voor can bopn~ld product, enz. 
Een vcrwn.nte kwcstie is, dat m(_)n wenst ui-t tc JTI<9.ken, of 
een groeiproces vt~rrtndtJring<an te;veegbrengt bv. i"1 de 
hoek tussen tv,eo beend,.?rt3n vrtn een d ier. Men vergelijk-!i 
in zulk r-1,:.::n gevPi,1 jonge dit;rfJn en volv1a.ssen dieren. ''A't 
is dan ''groeien vnn jong tot oud'', ''B'' is do..n ''ongewij
zigd lat en'' o:f ook ttA '1 is ''groeicn van embryo tot vol
v1rtssent• en ''B'' is ''groo icn V'ln embryo tot jongt1• 

' 

De toets van ''lilcoxon ffif"tg men tocpassen, 

ha.nkelijk van het ~,Rn.rnemingsmrrtc=:rinal Vt'!TVfl.t 

indien m~n, onaf 
--•ltl.J4 .... 

in hct beschouwde 

steekprocvenpaar, kan zeg-gtJn, d""1t ,1oor o.lle indivicluen geld-t, 

dat B, toegcpast op t'."":on indivinu, op dnt individu eon uitwer---

king hef:?f't, di.c minstr:n.~ even ''gof:dr' is ~~.ls de uitwerking, die 

A erop zou hebben, dnn wel, dnt voor alle innividuen geldt, dat 
B hoogstens even ''goed 1

' is nls A. Dat wil dus zegtren, dat men, 

onaf"hank_e lijk, ..... v1_1n_ .. b,e~_bcsch2;uv1de _ stc,, k:er,oev2~12n::,-r, zeker moot 

kunnen zijn, dat niet voor hct one individu B slfJ•cr1ter is dan 

A, en voor het nndere bater. Inclic~n clit laqtste tvel mogelijk is, 

kan men de tocts stri1<t genomen nie·t toepn.ssen. Ovorigens kan men 

dnn de bekendc t-tcst v::-tn Student, stri:{t genc~(:~r1, evcnmin toe•-· 

pPtssen. 

m. 2. Ve£~1nl is het Vt1rvuld zijn van a.cze voor\var-1rdo niet 
e. erimenteel n'l tf1 g3,nn, dr1~1r m.en niet een indi~:·idu te•• 
gelijk op twee ITl'1.niert~n kn.n beh:indelen, ma:1r vaak geeft 
de ,vetenschap, waar het om gn:1.t, theoretische nan,Nij zingen. 
Zo is het in het gcvnl, d~t men een hoek tussen twee 
schedelbeenderen vergelijkt bij jonge en bij oude a.pen, 
biologisch niet ann te nemen, dat ·bij h~t enc dier tijdens 
het opgroeicn die hoek grater wordt en bij het andere 
kleiner. 
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.9:Rf!!~ 2.• De ''uitwerking'' van een ''behan<leli:ngsv1ijzetr beoor
deel t men· r:19.n de gerneten veranderli,jk0n x (.3n y •· in het 
algemeen. Wanneer bij A de groothcid x en bij B de 
grootheid y behoort, h~ngt h,3t van de door x en y geme
ten mA.at a:f, of y > x dan wel y< x, als B ''beter•1 is dnn 
A. Intussen is gernakkelijl< uit te mqken, v1elke vnn do 
twee mogelijkheden verwbzenlijkt is. 
Met het oog op§ 5 onderscheide men nu de vo ·. ende geval-· 
len: 

I. Men weet, ona:fhankelijk van hut wa.arnemingsmo.teri
an.l vervat in het bcschouvvde steckproevenpa,ir dat voor 
alle individuen vnn de beschou\vde collectie s . geldt: 

hetzij Iv:. , dat de ui t een ev<::ntuclo behnnde ling B 
voortvloeiende Y10 "v,n1.1.rde minstens even groat zou zijn als 
de uit eventuele behnndeling A resulterende x-waarde, 

hetzij I·., dnt do uit een eventuele behnndeling B 
voortvloeicnde y-wn.nrdf.~ ho<)g~tcns oven groot zou zijn ala 
de uit ccn 0ventuele behandoling A rf..:Sul tore nde x,.,.,.waR..rde. 

Hierbij dient opgemerkt t8 warden, dnt men zeer voor• 
zichtig zal moeton zijn met te denken in gevnl I ?'O:f 113 
te verkercn. Dit houdt nl. in, dRt men, om een voorbecld 
te noemen, betJ1Jeert, dn.t een ri~eu"' g,eneesmitldel in geen 

' 

go,v,al tot een slechter rcsultaat knn leinen dan een re0ds 
bekend • 

II. l>tfen 1,,,eet niet, of het ondcr Io( gebruikte ''minstenst' 
of het ondcr r· gcbruikte ''hoogstens'' geltlt, maar \Yel, 
dat een VRn beide moet geldcn. 

In geval I moet men ecn zgn. cenzijdige overschrijdings
kans bepale1'1, in gevnl II C::<::n tv;eozijdige, vgl. -5, r.5, · 
12 o:f 56, C. 

J 

Na de bepaling volgens 2. van s, de wnn.rne, die rr-:•·2 getal 

U aanneemt voor het beschouwd.e steakprooVf)npan.r, verloc,r-: •le 

uitvoering van d.e toets als vol ..... -t" hierbij zijn a.e gevallen van 

_ 4, C, l, opm. , onderscheiden: 
"-. .... -... ~, 

I~ :rr1en bepaalt P U = sf 
..,. ,. * 

• volgens 3.--Als s mn 
2 

P) 0, 5, d:ctn is er zeker gecn significf-lntic. •··-

P) 

. ) . 

I.?. Men bepRnlt P_lT, ~ volgens __ ~ 3.--Als 

0,5, dan is er zeker gecn significantio.--

< mn s r') 
<-

r <.. > 

is, is deze 

is, is doze 

;; i1' 

II. Als me11 P lT .. · s of U :::.: mn-s :.J 
-2 X P 

- < -, ' u = s .· volgons c 3. 

Al mn .. ... s bepanlt 

2 X PU 
< 
... · mn, •· s: vo lg ens r 

t) ; • 
,.} 

. 

' J il. ..(: s ).f u . •"''• u 

9Pll1• f'..P .. 11.~! _ .. v~ajf .. '1:oo.r~.Q.J:!l~!!:9-€!. .. BE) V ri.:J_ __ +;r, 9,i_µn~ :\Il~P de ui i;~om t 
sten van de tabollen dus met 2 te vermeni. vuldi an. , oor s 

, herinnoran .. we er nog (:r.1ns n11n, dat · cic: -tabollen de kansen ,. 
gevon per unurn, niet per cent ( vgl. 9·1, 9.., · , opm. 3 .. 

De in elk dezer gevnllen gevonden 
aandui,den • .. is dan . ·'E, o:f) £ • vgl ... voor 

· ... • •··· ... ,. . . . .. '. ·.... ·.. •· , :) 
. . ' 

P-wA.f\rde .·· dio 

: 61, C, · • ,_, 

· lean Jneri met deze. ·meth•ode en uit dit steckproovenp- .·.··.·· 

we metr,t... 
' 

Ala ti. ) £ icS,,. 

ni e·t tot · . >-



A 
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ongelijkhcid vnn d.e btJtrok1<(";:t: collecties concluderen .· vgl. _ ·. 1, 
I. ... 

9., 3, opm. 2 . ;\ 1 s v<._': t, kn.n rnc~n <iit wel, r•met onbetrouwbaar-

Op l ~v of 0 1·a11 / ~-' 
• I.:,; • "·1 ~~ • - 2- ' . . I • 

In gcvD-1 IO( vole;t 0~-1.n, a~t o,_::n in<lividu onrlor B 

die grater is da~ do x, ~i2 het ender A gooft. 

In geval Ip n1.oet groter l1j __ er door kl·-~iner vervangen woroen. 

~ m· .. '' '' . . . . .· n . . . . 

entegen, dat mer1 l<leiner moet lez!en. 

~ 6. Samenva1ting en voorbeeld~Q• 

Nadat men zich overtuigd heeft, dat aan de 

·-

voorwaarden is voldaan, verloopt de toepassing van de toets van 

Wilcoxon als volgt (vergelijk vooral ook telkens de voorbeelden. 

• n waarnerningen van x en m waarnemingen van y zijn • 
Voorbeelden .. 

• 

1. n ,,_ 6 , m= =: 6 ; 

x \~aa.rnemingen: l(~;,, 2 16, 2 20, 3 17, 4 18, 9 21 t 4 
• 

y ~,aarnemingen: lf;, 7 12, 5 15, 2/ 14, 3 · 15,9 17, 8 

2. n=l5, rrf:.: 14; 

n-~15 

149,5 

rn- = 14) 

153,5 

x-wac-J.rnemingen: 141,5 142,0 143,5147,0 148,0 

150,5 152,0 153,0 154,5 154,5 157,0 159,5 
· 160 , O 16 4, 5 · 

y-\vaarnemin_gen: 147,5 150,0 150,5 151,5 152,5 

158,0 158,5 ·161,0 162,5 165,5 167,0 168,5 .... 6q,5 · 
• 

Als de X·· res11. de y•·•waarnerningen nog niet afzonderlijk naa.r 
opklimmende grootte zijn gerangschikt, doet men dit eerst. 

Voorbeelden. 
1. X 16 1 2 17,4 18,2 18,9 20,3 21,4. 

y 12,5 14,3 15,2 15,9 16,7 17,8 
2. Hier zijn dew aarnemingen re 1:~ds ge1a:ngschikt. 

Vervolgens rangschikt men de x- en y-waarden in <~en rij naa.r op

klimmende grootte, waa.rbij men de x-waarden onderstreept. Als 

een o:f meer X-Wa':lrden gelijk zijn a.an een o:f meer y-waarden, 
trekt rnen onder die gelijke \Y8arden een stippellijn. 

Voorbeelden. 

1. · 12,5 14,315,215,916 216,717 4 17,8 18 2. 18 9 ... ·· 
t HPIP; --

+ 
• 20 · 21 4 · -···- ........ . , 



2. 
·, 

• 

141,51.42 0 14,__.5·~47,0 

1!20..r.~1 ~20i5 
_,1:.ar-....2 4 ..... ,, ___ , 5:.-, 15 7 o 

151,5 
158,0 

1'12 0 

158,5 
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147,5 148 0 149 150,,0' 

15 2, 5 · .~2.2, s Q. J 5 3 , 5 l r.· · . . ·. 

19 J 1600161,0 162,5 
164 c; -.:.-·.,,. 165,5 167,0 168,5 169,5 • 

Dacc:irna V{,rvangt men de ( onderstreepte) x-\vru1rnemingen door 

de letter x en de ( niet-onderstreE·3pte) y-·wi;iarnemingen door de 

letter y. 

• 

~·R,m. 1. Als eon of meer ~-\vaarden gelijk zi 1jn aa.n een of 
meer y-vvaarcicn stippellijntjes), schrijft men zo wel 
die rangschikking- van x en y op, waarbij de letters~ 
zover mogeJ.ijk links-staa11 dan wordt de wa.arde s van 

rangsch1kk111g, v1narb1J de lctt<3rs y zover moge liJk rech ts 
staan dan wordt s zo klein mogeli.~ .). Vergelijk 4, B, 
2° alinea en voorbeeld 2 en 3. 

Voorbeelden • 

1. ,.... y y y y X y X y X X X X 

2. a -.. ~ }~ ~-~ X '"'y X X '! .. \1 xr y .. ,.. "\ ~ x· .... r-• ... F " . X"' ": ,' y V "'1 1 r,y. X y y Y· y -' · · · ... · •· ~ 'I .. .. ' I • ./ • J\ .. . 1, .A .. '> f 
~ it..~ '- "-~ ~... V 111,-. •t. \. 

b -- ____ , ... __ • xy ... ------•1•--·• .. t------- ~~--,. .......... ~· .. ,#" ....... ,,..._ 

1· Een voorbeeld met mcer gelijko waarden: 
,. . 

X X X X y X -:,q·yy X iY X J' X y X X X y y X X y y X y y y y 
l ' . , . ' . ' . ' 

--------··· :x y y;----- X XXY ---- ---------

Hierbij waren de waardcn tussen de stippellijnen gelijk 

en evenzo die tussen de getrokken lijnen. 

B Nu gaat men bepalen, hoe groat de w·aarde s va,n het getal U is 

voor het beschouwde steekprot1venpa.or. liiertoe doorloopt men 

van rechts af' de rij van lettf:;rs x en y. Bij elke y, die men 

ontmoet, bepaalt men hoeveel letters x rechts ervan staan, en 
men telt de !lo verkregeh gE:to.llen op. Dezc som is de waarde s, 

die het getal U hier heeft. 

Voorbeelden. 

1. s = 4 + 5 + 6 + 6 + 6 + 6 = 4 + 5 + 4.6 = 33 
2. a S ::~ 4 X O + 2. 1 + 2. 3 + 1. 6 + 1. 7 + 1. 8 + 2 • 9 + 

+ 1. 11 = 58 

b s ·-··· 4 x O + 2.1 + 2.3 + 1.6 + 1.7 + 2.8 + 1.9 + 
, + 1. 11 "'"" 5 7 

9P~,.• -~• Men kan de 1.,1itkomst nog controleren door middel 
• 
VT;..' 

In voorbeeld 1 is T -"· 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 8 · · 24 en 
s ·. de waarde, .... die U voor dit steekproevenpau.r heeft .=· 

·6· 6 + 6 ~""1 - 24, """" 33· . ,_ -' _ .. _, . ' . .,., .... ,, . 

,M A,.,-4-!::¥ ! , .. I! 

t<., 

., ' 
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In voorbeeld 2 a • T 5 1S + 8 + 9 + 11 + 13 + 15 + 19 + 
+ 20 + 23 + 24 + 26 + 27 + 28 + 29 257 on s 

m+l) mn + m 
T 14.15 14.15 

257 210 + + 105 1W 

2 2 
,. U( 

257 58. 
In voorbeeld 2 b • 

1S T - 258, dus s 57. 

0 m •• Bij de hier gegeven samenvatting, waar geen theore
tische beschou1.,vingen worden gehouden, is net niet stril-ct 
nodig de algemeen gedefinieerde grootheid en de waarde, 
die deze hee:ft bij een bepaald steekproevenpaar met af'
zonderlijke letters U, resp. s aan te even. n de 
thcoretische beschouwingen van· 3 was di wel noodzake-
lijk. Teri\/ille van de e(~nheid van notatie en omdat in 
tabel 1 tengevolge vane· 3 de letters is gebruikt, is 
het onderscheid ook in aeze~ 6 volgehouden. 

0£~• .. 4. Zo men vc1il aanvoelen, r.v1a.arom de grootheid U geschikt 
is om er een toets, als in _1, A omschreven, op te base"" 
ren leze men de opm. aan het eind van~ 2 en de alinea 

C Thans moet de in 1, C, 2 bedoelde kans P bepa.ald worden. P is 
• 

in de tabellen ner unum ui tt~edrukt, vgl. · 1, C, 2.., opm. 3. Het -·------
getal P kan men aanduiden als de 
eenzijdjg in de gevalJ_en I0< en I 

onder. 

overschrijdirlf;skans van U 
, twe~zijdig ifi geval II 

.,,. s , 
• . zie 

Om dit'getal P te bepalen, moet men weten, in welk der gevallen 

I oc. , I , II van,._, 4, C, 3, opm. 3, men verkecrt. Tevens make 

men onderscheid tussen het 

geval, dat m en o:f n) 10 . 
• 

JII C I I 1'I Iii II $ n: S t 11, I a 

te zoeken, welk 

getal behoort bij de onderhavigc men n en bij de gevonden s. 

Ind£ tabel is steeds Als men nl. een gcval heeft, w~~rin 
m grater is dan n, verwisselt men men n en zoekt dan Pop. 

Heef't men dus n -· ~~; m = 9; s - ~s, da.n is de bijbehorende P 

gelijk aan de P, dit; behoort bij !i -· 9; m = 5; s = 3 • 
• 

' 
in de tabel 

...._. , rm rll"r 11 • - i w. 4 

opgenome ., · 
( mn ) is het bedoeld,e getal P ~ 0, 5. 

Al.s s mn 

getal beh,oort bij de onderhavige m en n en bij ( mn s in plaats 

van s ·• Als m n, geldt het onder It.,( daarover opgemerkte. 

Voorbeeld. 1. n ··- 6; m .... 6; s = 33. Zij nog gegeven, da.t 

men zi.ch hier bevindt in geva.l Ip • 
mn= __ ~s 

het geta.l, dat·- volgens tabel 1 behoort bij n . 6, m =· 

, en bij mn '"" $ ~ ;. Dit getal Pis dus 0,0076. 

6 . 

• 

' -_., 

' 
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II. het getal, dat volgens ta,,. 

en n en bij de gevonden s, 

n geldt het onder IIJ( daar . 

bel 

met 

I behoort bij de onderhavige m 

2 te vermenigvuldigen. Voor m 

over opgemerkte. 
. 

P door het getal, dat volgens tabcl 

I behoort bij de onderhavige men n en bij mn-s, met 2 te 

vermenigvuldigen. Ook nu geldt voor m n v1eor het onder Io(... 

opgemerkte. 

z . -
I Ii~ J m en of' n> 10. , 

' I 
• ,._, R IS 1911111 

mn • 
Als gee:f dan 

mn ¼ s is, s aan met d. 2 f') .:.,. 
c... 

• mn geef dan mn i. 1.S' met d. s aan 2 2 2, 

Als s 

Geef voorts 

Io<. Als 

welk getal 

Als s 

Als s 

welk getal 

mn • • d 0 • • is. J.S 
' • • 

'\ !I 
m+n+l. mn 

inet er. aan 12 

te zoeken, 
- ·~ 

mn . . P 
2 1S, 18 r· 0,5 . 

s mn · · P Als s = mn · is P 0,5 

mn. 
2 J..S' 

behoort bij 

door in ·tabe 1 2 op 
. ---d 

de gevondcn waarde van r.r ~ 

vindt men P te zoeken, 

II. -Men vindt P, door 

bij de gevonden waarde 
• 

hot ge·tal, 
d 

van a-s:', met 

dat volgens tabel ~ behoort 
.. .._ ... 

2 te vermenigvµldigen. 

Voorbeeld. 2 a Zij gegevcn, dat men hicrbij niet weet, of 

men in geval Io<. of I13 verkeert; d.v.,.z. dat men in ge""" 
I 

val 

s 

d 

1, 
2 b 

mn • 
2 ' 

mn .,,.. s .. ,, ~~ == 10 5 - 5 8 0,5 46, 5; 
1111!' \ 

7.15.5 ·14.15.30 
12 

...-..-:-,. , d 
5 21 .,.. 2 2 , 913 

2 X 0,0228 = 0,0456 · of in procenten 4~56~-r., vgl. 

C, 3, opm. 3 .. 
d 

s .,_ 57; cl = 47 ,5; {j = 22,913; <S .. .,. 2,07~2,l 

p~ 2 X 0,0179 :'. 0,0358 3,58% 

D Dit getal P vergelijken ir;e 

zen£ -waarde. 

met de C, 2 vooraf geko-
v 

, geldt 

opm. 2 van.· 1, c, 3. We kunnen op grond van dcze m~ethode en dit 
I 

steekproevenpaar niet komen tot verwerping 

dat de x en y-oollecties gelijk zijn. Dit 

de beide collecties v,erkeli.jk gelijk zijn; 

van de hypothese, 

wil niet zeggen, dat 
' 

vgl. opm. 2 van 1, 
• 
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. Als « < c , zeggen we 8Vereenkemstig . 1, , 
C, , ::>pm. 5: de gevonden wan.rde s van U is significant met 

onbetrouwbaarheidsdrempelt/.. with l~vel of signi:ficance oc. 
' 

Men 

concludeert dan tot vcJrschil tussen de x- en y-collecties. Wat 

men dan van deze collecties kan zeggen ziet men in de laatste 
6 regels van_ 5. 

T~b ~l __ II,, ~ffe,,~~ ~ j d~,ge Q,vers9ti,r~ j,di.ng~~~Itse,n 

' 

dus waarden van P = 

-
• 

--., ........ 

• 

a p 
0-

o.o .. 0,500C 

0,1 0,4602 • 

0,2 0,4207 

0,3 0,3821 

0,4 0,3446 
0,5 0,3085 
0,6 0,2743 
0,7 0,2420 
o,s 0,2119 
0,9 0,1841 
1,0 0,1587 

v~_n de ,:qorm9rl,~, v~r:4,e.~ing. 

d 

l,l 
1,2· 

1,3 
1,4 

1,5 

1,6 

1,7 

1,8 

1,9 
2,0 

✓ 

'-'"ll, 

1 2 
-2X d e x. 

. ---u 

• 
i • 
1-
1 i·-' 
~"""-:=•-•o•-=•-::::::;:: 

d 
er 

p 

0,1357 

0,1151 

0,0968 

0,0808 

0,0668 

0,0548 

0,0446 

0,0359 
0,0287 
0,0228 

• 

d 

2,1 

2,2 

2,3 
2,4 
2,5 
2,6 

2 7 
' 

2,8 
2,9 

3,0 

• 

p 

0,0179 

0,0139 

0,0107 

0,0082 
0,0062 

0,0047 

o ,oc35 
O,OG26 
0,0019 

0,0013 

' 

PI?~• Bij het gebruik van -tabel 

in het al gemeen beperken 

I en van tabel II kan men zich 

tot 3 decimalen achter de komma 
< 

met a:fronding,. 
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Gelijke waarnemingen. 
(i(i tot f .si P.d n , 

' 

met gelijke waarnemj_ngen anders dan aangegeven is op blz. 13. 

Inplaats van de twee waarden vans, verkregen door steeds 
· '' 1 ~ .. k tr t d in een groep ge 1J. en eers e x-waarnemingen voor de y-waar-

nemingen te plaatsen en daarna omgekeerd, werkt men met het gemiddel, 

de van de aldus verkregen waarden. Men behoeft deze beide waarden 
" 

niet te berekenen: bestaat de eerste groep gelijken uit n 1 x-
,. 

waarnemingen en m1 Y-waarnemingen dan is de bijdr g in het ene 

eic. 
de tweede groep gelijken, .''We berekenen de waarde van s dus. b. v. 

door in iedere groep van gelijken de x-waarnemingen voor de y- · 
-'4' a a,... a G > 

waarnemingen te plaatsen en de~·v-s·1te berekenen, die bij deze rang-
• 

schikking behoort; vervolgens tellen wij voor de groepen gelijken· 

men op deze manier 

spreiding is echter iets kleiner dan in het geval zonder gelijken 

nl.: 

. 2 = 2 -m n 

van de eerste groep gelijken is dus = , 

t 2 de grootte van de tweede groep gelijken enz. 
In het algemeenJ als de groepen gelijken klein zijn, is decor

rectie voor de spreiding klein; zo klein dat zij verwaarlaosd 
kan warden.· Verder is het van voordeel dat de correctie de sprei
ding kleiner maakt, d.w.z. als het gebruik van de ongecorrigeerde 
spreiding tot verwerping van de getoetste hypothese leidt, dan 

zal dit bij gebruik van de gecorrigeerde zeker oak het geval 
1' " ZlJn. 

Van de exacte verdeling met gelijken is weinig bekend. In
dien men n niet te klein zijn kan echter weer gebruik gemaakt 

.... . . 
• 

worden van de norma le benadering. Deze benadering is _,,. 

geed, indien er niet te veel gelijke waarnemingen aanwezig zijn. 
De benadering wordt slecht als er een zeer grote groep van ge

lijke waarnemingen aanwezig is. 
Voorbeeld. 

Als we voor x waargenomen hebben: 3 5 6 3 9 5 2 n=7 

en voor y : 4 5 8 7 1 5 10 7 9 m 9 • 
' 

Dan is de rij: 

1 2 3 3 4 5 5 5 5 6 7 7 8 9 9 - ........ ,;;;...;:· -. ,;;;_: - . ... ' . 
10. 

Hierbij zijn de onderstreepte getallen waargenomen waarden .. 

van x, de niet onderstreepte van y. 
' ' ' 
" 
. 

' 
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18. 

De bijdrage van de groepen van gelijken is: 2xo 2x2 Ox2 
2 + -~ - + 2 + 

Dus 

Dus 

Ter 

van 

S=18+2t= 20½-. 

\ 2 1 
• 

..., /,.•:,' ' 

3 :· ~ 2 X 1 +5 ;< 4 ";< 3 + 3 :.: 2 X 1 + 3 X 2 >: 1 
I O 1 2 O )< 1 "6 ~:: 15 N I 

correctie= 7 ... .,, 9 ., ) ,,-<.. /, 

1,12. 

vergelijking d 
,I 

a ongecor 
1,11. 

89,25 

1,71 

87,54 

-

Voor grotere steekproeven 
' 

een schema zoals dit op de 

kan men met vrucht gebruik maken 

volgende bladzij is afgedrukt. 

• 

Li•teratuur; 

J Hemelrijk, Note one Wilcoxon·s two-sample test when ties are 

present, 

Annals of Mathematical Statistics, Vola 23, no. 1, 

Ma art 19 5 2 .9. b l z . 1 3 3 - 13 5 . 
• 
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x 0 =klf'linste X = 
x 1=grootste X -

e y = 
e y -

s1 -... product der aantal
len in t\.J'eede ender
de kolom. 

S = de hPlft van het pro-
2 duct der aantallen in 

eerste en derde kolom. 

--....------"""· I 

t ! turven 
i . 

=:::;::::• ==:::i: .. ==. 
2 

• 
l 

• 

m .. n ~ 

-- .. 
ong~corrigef'rd 

gecorriger-rd 

lu - - 1.' 
--1.J = -----

k = o, 

e en z i j d 1:-0 •;, 
t,~·e·e z · · j dig 

X .y Y X 
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wal 
J II ,_, ·-

nie t 
significant groter dan 



TABEL I 
.... _ w ·--· ~ ..... .,.._ -•· , ..... __ • .,., ' ... - , _____ ~" ·•--- - ., . ,.._,._,..., ___ ""''"•'" •• ,,_,.,.,.,~,"'' ,_' " ......... ' '~'""'""'"-· -·~••-'• •• ,.,..,.,, .. :i.,, """"l>'•-~"'"·-"" . 1,:-- ____ ,_.,_ 

voor de toets van Wilcoxon • 
·--~· ···-- -..~- _, ____ ... -----------

- ---·-,,...,_,,."Iii" -------' . . 
n -- 3 

2 1 3 
0 I ; Oj250000 

0.,500000 
0.,750000 

0)100000 
0,200000 
0~400000 

0_050000 
0~100000 
0.,200000 
0.350000 
0.,500000 

l 
1 
2 
3 
4 

5 

. 
,0;,600000 

I 
I 
' 
~ 

i 
I 

l 

0.,650000 
- -..---- - --- , .. ,, ....... ,,,..._ ........... -............. _____ ,__ .. _,..,.,,....., __ ,,...,, ... ,,, ·---- .... ~---~---....... ..,., ___ .,.___ _ ____ .., -

0 
1 
2 

5 
6 
7 
8 

. :a,,.,,. ti i11t. 
' 

0 .. 
t 

2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

10 
1 1 
12 
13 

' 

' 

, 

• 

1 

0,200000 
0.,400000 
0.600000 ,,, 

_._ '•--" QW '> J>""'ttlil .... d. I U 111 I IR .. c #; ,r• 

1 

O., 166667 
0.,333333 
0~500000 
0;,666667 

2 

0~066667 
O., 1 33333 
0.,266667 
0.,400000 
0.,600000 

2 

0:,047619 
0,1095238 
0.)190476 
0.,285714 
o.,428571 

05571429 

n 4 

3 
0.,028571 
0~057143 
0 . 11 4286 

• 

0.200000 
0;314286 

0_428571 
0#571429 

n ..... 5 

3 
0~017857 
0.,035714 
0.,071429 
0 ·' 125000 
0.,196429 
0.,285714 
0,1392857 
0.,500000 
0 ✓ 607143 

4 
O 014286 ., 

0,028571 
0)057143 
0.,100000 
0~171429 

0,242857 
OJ342857 
0 ✓ 442857 
0;557143 

4 

0~007 36 
0.,015 73 
0.,031746 
0.,055556 
0,095238 
0~142857 
0,20634 
0.,27777-
0J365079 
o ~' 452381 

0~547619 

l 
I 
! 
' 
j 
' 

_,, :a::&011 

0Joo3968 
0#007936 
0.)015873 
0~027778 
0:,047619 

0~075397 
0.,111~111 
0:,154762 
o;,210318 
0,1273810 

0,345238 
0,420635 
0,500000 
0.,579365 

1 De hier gegeven kansen ziJn getallen tussen Oen 1; indien 
de kansen in percenten wenst., vermeni~V,J.ldige men met 100. 

men tweezijdige overschrijdingskansen nodig heeft cf._ 4> 

opm. 3 - vermenigvuldige men met 2~ 

mer1 

Als 



• 

• 
, 
• 
• 

, 

5 
6 
7 
8 
9 

10 
1 1 
12 
13 
14 

15 

0 
1 
2 
3 
4 

5 
6 

9 
10 
11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 
18 

1 

0:1142857 
0,285714 
OJ428571 
0 ✓ 571428 

1 

0;125000 
0;;250000 
0,375000 
0.;500000 
0;,625000 

. "" 

rrABEL I> 
• 

2 

0 .. 035714 
0:,071429 
O 2142857 
0;,214286 
0>321429 

o > 428571 
0>571429 

2 

0,/027778 
0.,055556 
0,111111 
0, 166667 
0,250000 

0>3 . .-
0.,,4 · ... · 
0,555556 

-• •'" e 

n = 6 
• 

3 
0>011905 
0;,023810 
0>047619 
0 ✓ 083333 
O > 130952 
O., 190476 
0,273810 
o.>357143 
o s 452381 
o.>547619 

n = 7 

3 
0)/008333 
0.,016667 
0~033333 
0>058333 
0~091667 
0,133333 
0:,191667 
0:,258333 
0;/333333 
OJ416667 
0.500000 .;, 

0)583333 

4 

ojoo4762 
0~009524 
0.,019048 
0;,033333 
0.,057143 
0~085714 
0:, 128571 
0.,176190 
0>238095 
0>304762 
0,380952 
0.,457142 
0~542857 

5 
0,002104 / 

. o J 004 32 I 
o) 00865 I 
0,015152 I 
0,025974 

! 

0,041126 
O ii 062770 · 
0, 088744 I 
0;123376 
O ;, 164502 
0.1214286 
0,268398 
0J33116·· 
O 39610 
o;/465368 
O, 534632 1 

' 

-.:.---------· 
4 

0., 003030 
0.,006061 
0,012121 
0 .~ 021212 
o) 036364 

0>054545 
0;081818 
0,115#152 
0;157576 
0 .,20606·1 

5 
0;001263 
0,002525 
0.,005051 
0)008838 
0,015152 

I 
' 

. 

I , 

o ~ c,23q90 ; ., ~ ! 
o .i 036616 : 
0 j 053030 
0~074495 i 
0~, 10·1010 ! 
o ~ 133838 
o,1·71717 
0~215909 
0;,265'152 

o ✓ 37'7525 
(,;, 4381 31 
() > 500000 
0; 56 ·1869 I 

... -· . ... . .. . ... -.... ...-.. ···-·· ,, ,,, . ......... . .... I 
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TABE_L I, eenziJdige overschrijdingskanso 
-····- --·-·-

• 

n 6 
.----- ---

• 

6 ,, 
l ')- ~- ·---· ··•--·-·-----------
l 
I 

0}002164 . 

I 

2 ! 0~004329 
3l 
4! 

' ' ' 
' 5i 
' 6; 

7l 
, I 
91 

. 

• 

1 o l 
• 

0>007576 
0 012~-- 0 7 :, -
0>020563 
0,032468 
0:,046537 
0)066017 
0>089827 

· 11 ; 
o;,120130 
0,,154762 
O} 1 '.,, 69 70 
0>2"-j,-2424 

. ' 

1 3 i 
1 4 ! 

• 
i 
• 

0.9294372 
15 1 0)349567 
16 i O., 409091 

· --1
1 (p i o;; 46861 4 

l--..-----~·•--.. ~,-~·-----.. ,. ... ,,., ..... ·-- -- .. -· ...... " . ·-- ., ·-·-·. . --~· ....... -~ 

n 
-

• 
I 
' 

l 
I 
' ' ! 
I 
l 

I 
I 
' • I 
' 

• ! 
i 

• • 

' I 
I 
l 

7 

• 

··-
' ,. 

' 6 I s,, m 7 I ,. 
! 
• ---- ------- . ·- .,. - --· - '"~"' ..... _,,, ..... .., - ... -- ... ·--··•··-- -.... -- -
I 

•· 

0 0:,000583 0 ~ 0()0?91 l I 

f l 0.7001165 0,000583 I 1 • • 

• 

0.:,001166 2 0:; 002331 l 
• 3 I 0 5 004079 0>002040 l 
l 

I 4 l 0}006993 0:,003497 • 
' ' i • . ! ' 4 

l l 

0;;005536 5 ' 0>011072 I I ! 

6 0~017482 o.Joo8741 l I 
t 
' ' ' 

7 l 0;;025641 0,013112 
8 0.)036713 0;018939 

I . ,,,... 
0,026515 

• • 

9 0;;050099 t 

I 
• I 

10 0>068764 0:,036422 l • 
' 

I ' ' I 
' 

0>090326 OJ048660 
• 

l 1 1 ' ' I ! 
0;;064103 ' 

12 t O.s117133 I 
I 13 i o.>147436 0,082459 • ' I 

! • 

14 
I 

0>182983 0J104312 • • • • • • ; 
I 
' - 0.1129662 0>222b10 15 
. 
• 
! 

' I ! 

16 0>266899 0;158800 ! I 
I 

o;,191434 
I 

0~314102 17 
, 

! 

I 

0~365384 0,227856 18 I 
• I 
• 

• 

o,417832 05267483 1q l 

-
20 

I o,.472610 0}310023 ' , ! 

21 05527389 oi,355187 
o-9402389 22 
o,450758 23 

24 0;;500000 

25 0>549242 

. ' , 
• • I 
. 
' 
' ' \ 
• • 

i 

• 
• 

I 

• , 

. 

• 

• 

' • 
I 

• 
. 
• 

• . 
. 
' ' • • 

' 

. . 

. 
• 

' • ' 

• 

' 
. 
• • 
• 
\ 

• • 

• 

• 
• 

. 

. 

. 
• 

• 

. 

. 
• 

' ' ' 

. 

' 
I 
I • 

i' ---~ ..... -·--- --· ------···--··•· ~---.. ---.,-~--- . ·--...... - ...... ---· - ,.. ... _ __, 
. •' 

' 
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TABEL I~ eenzijdige overschrijdingsk.:1.ns., 

..-:...--------------------- n 8 
. 

t 

' • 

. m 
• 

0 
1 
2 
3 
l~. 

5 
6 
71 
8 
a ."J 

-: 0 
1 1 
·1 2 
13 

· 1 4 

; 1 5 · 
16 
17 
13 
19 

I 20 
t . I 

• 

1 2 

• 
• 

Jjf 

• 

•• 
,-.. ,- ,-· f -::;..· .•• ,"1 
;l , . ..,_, ·')' 
',.,._;.t~'•----'·__.,1-. 

l 

J 
i 

i 

! 
I 

i 
' 
' 

l 
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