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Gebruiksaanwijzing voor de toets Wilcoxon.

§1. Inleiding.

A Een eenvoudige methode om de hypothese te toetsen, dat twee
steekproeven (= samples (Eng.)) - &&n van een quantitatieve
- variabele grootheid x en één van een dergelijke grootheid y -
uit eenzelfde collectie (= ﬁppulatie, = universum) komen, 1is
aangegeven door: |

F.Wilcoxon, Individual comparisons by ranking methods,
Biometrics 1 (1945) p. 80-83; de methode werd verder uitge-

- werkt door H.B. Mann en D.R. Whitney, On a test of whether
one of two random variables 1s stochastically larger than
the other; Annals of Mathematical Statistics 18 (1947), 50-
60.

Het rekenwerk, dat voor deze toets vereist wordt, 1is zeexr
veel minder dan het rekenwerk, nodig om de voor dit probleem
vaak toegepaste toets van "Student'" (voor het verschil van
twee gemiddelden) uit te voeren. De toets van Wilcoxon is
niet voor alle denkbare gevallen van de hilerboven omschreven
aard te gebruiken., Wel dis zij van wijdere toepassing dan de
toets van "Student", daar het voor "Wilcoxon" niet nodig is,
dat de collecties, waaruit de steekproeven van X en y zijn
genomen, een normale verdcecling bezitten.

Br zijn drie belangrijke vo orwaarden, waaraan voldaan

|t

moet zijn, opdat "Wilcoxon" kan worden toegepasﬂ;.
l. De waarnemingen van x en y moeten alle onderling on-
afhankelijk zijn en de steckproeven renresentatlef Vergelilk

hierover g4, C, 1 onder: " Onafhankellgkheld en representasci-—

L etk

viteit'. ,
2. X en y moeten continu verdeeld zijn. Vergelijk hier~

over 6§ 4, C, 2 onder: "Continuiteit".

L m

3. Om duidelijk te maken, waarover de derde voorwaarde
gaa’t, ‘merken we op, dat men in het algemeen slechts dan er-
toe zal overgaan te onderzoeken, of twee steekproeven wel

| 'uit eenzelfde collectie zouden kunnen komen, als men enige

lectleskomen. -
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Opm. Men hoopt in zulk een geval, dat het resultaat van
de toepassing der toets zal zijn: verwerping van de .
hypothese,dat x en y tot eenzelfde collectie behoren.

De toets van Wilcoxon is slechts toepasbaar indien men weet,

dat het eventueel bestaande verschil tussen de collecties, waar-
uit de x- resp. de y-waarnemingen stammen, van bepaalde aard is.
De desbetreffende derde voorwaarde kan hier nog niet behandeld

e 'Y

worden. Vergelijk hiervoor 4, C, 3 onder: "Toegelaten mogelijk-

heden voor verschillen tussen de x- en de y-collecties',

De gang van zaken is als volgt.

l. Men berckent de wasarde van eecn op nader aan te geven

wijze gedefinieerd getal U voor het beschouwde steckproevenpaar
(VOlgenSﬁ‘& vgl, ook 46, A en B). Noem deze waarde s (van het

steekproevenpaar).

Opm. 1l. Mann en Whitney schrijven "69 waar wij] s schrijven,

2. Indien de hypothese juist zou zijn, dat de x- en y-
waarnemingen uit éénzelfde collectie komen, is er voor elke
waarde , dle U kan aannemen, een bepaalde waarschijnlijkheid
(vergelijke hiervoor? Z2: Resultaten van Mann en Whitney). De
tweede stap is nu, dat men berekent, hoe groot, als genoemde
hypothese juist zou zijn, dec kans zou zijn, dat U de in C, 1,
genoemde waarde s, Of ecn waarde die minstens evenver van het
gemiddelde van U verwijderd zou liggen, aan zou nemen (verge-
1ijk hicrvoor £ 5; Slotphase; vgl. o0k §6 , C, waar deze kans
met de letter P is aangeduid).

3. Is deze kans "te klein" (zie hieronder), dan verwerpt
men deze hypothese, d.w.z. men concludeert, dat de X- en y-
waarnemingen niet uit eenzelfde collcctie komen., Dit doet men,
omdat men anders zou moeten aannemen, dat men een betrekkelljk

zeldzame gebeurtenis heeft aangetroffen (vgl. ook ‘6, D).

Opm. 2. Is deze berekende kans niet "te klein" in de hier-
onder aangegeven zin, dan kan men on grond van deze me-
thode niet tot ongelijkheid van de x- en y-colleciles,
waaruit het beschouwde steeclrrocvanpany voortkomt, con-
cluderen. ' _
Als men de gelijkheid niet kan verwerpen, wil dit nlet
zeggen, dat de beide collecties werkelljk gelijk 2z1]n.
Het is niet uitgesloten, dat men met grotere steekproe-
ven of een andere toetsmethode toch tot verwerping van

gelijkheid zou kunnen komen.

Onder "te klein" versta men: kleiner dan . & is de zZgn.

onbetrouwbaarheidsdrempel (Eng.: level of significance). Hoe
groot £ gekozen wordt. hangt van aard van onderzoek en onderw



Blz. 3

zoeker af. Wil men aanvaarden ongeveer 1 keer van de 20 ten
onrecchte tot ongelijkheid van de x- en y~collecties te conclu=-
deren (d.w.z.: als ze in werkelijkheid gelijk zijn), dan kiest
men & = 0,05,

Opm. 3. Degenen, die cen kans liever in % uitdrukken
- waarom eigenlijk? - zouden zeggens 5%. Naar analogie
van de ultdrukkingen per cent en per mille zegt men wel
0,05 per unum :m plaats van 5 per cent. In 4dit stuk en
1n de tabellen ervan worden de kansen steeds per unum
ultgeadrukt, ook zonder afzonderlijke vermelding.
Vindt men dit te vaak en wil men dit niet meer dan ongeveer 1

kecr van de 100 meemaken, dan kiest men © = 0,01.
Opm. 4., Het hangt o.a. van de ernst der gevolgen af, hoe
groot men ¢ kiest. Als men b.v. de geneeskracht van 2

medicamenten vergelijkt, waarvan het ene reeds meer ge-
VaLr voor onqqngen"tme nevenverschijnsolen bleek op te

L x ¥ £ ¥ _F X X X ¥ X __J 4

concluderen, dat he‘t g@vaarll"r kste gpneesmlddel de ziekte
het doeltreffendst bestrijdt. Men kiest dan ¢ zeer klein.

p 5 Als de onder C, punt 2, aangeduide kans gelijk

(¢ ) is, zegt men: De waarde s van tLlis significant
met onb etrouwbaarheid o5,

*M“w*mmﬂ*m“m““mm“m“

indien men vooral ge‘in’c eresseerd is in de pracitische hantering
van de toets en minder in de theoretische achtergrond, wijde
men de meeste aandacht aan §4(Opmerkingen over de toepassing)
en§ 6(Samenvatting en voorbeelden). '

& 2. Definitie en berekening van U.

Mann en Whitney berekenen uit de beide steekproeven te-

zamen een grootheld U, naar het volgende voorschrift:
Laten er n waarnemingen van x zijn (de ene steeckproef) en m

waarnemingen van y(de andere steekproef). Rangschik deze x- en
y=waarden in één rij naar opklimmende groottens links klelne,
rechts grote getallen.

Voorbeeld. Als we voor X waargenomen;hebben: /5/3/9/6/ (n=4)
en voor y s /7/8/11/10/

(m=4)
is deze rij: /3/5/6/7/8/9/10/11/ -

Hierbij zijn de onderstrecepte getallen waargenomen waar-

den van x, de niet-onderstreepte van y.

He“t gaa‘t nu om de opéénvolging van X en y in deze rij. Men ver--v

_ vangt in bedoelde rij de waargenomen waarden van X do or de le't;‘ter
X en de wasrgenomen waarden van y door de letter y. o
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gcegeven voorbeeld komt er dan: -

XXXy yXyy

dat verder

Deze som is de bij het beschouwde steek-
et getal U(vgl. 00k5§6).

Voorbeeld.
voorbeeld. In het voorbeeld hierbeven:/j/ﬁ/g/7/&ﬁ?

Wat hiermee precies bedoeld wordt, moge blijken
een ander

n/1/

X X Xy VvV XyVyYyY

geldt zowel voor de y-w aarde 7,

waarde 2 heeft. (Rechts van de y-w

aarde 9, als voor de y-w

aarde 9 rechts ervan staat, zodat U hier de
aarden 10 en 11 staat

geen x-waarde). Men kan U eenvoudig bepalen door van

rechts af de rij:
A XX VY XYY

te doorlopen. Bij elke y, die men op die tocht ontmoet,
gaat men dan na, hoeveel xX-waarden rechts van die y
staan. Laat dit aantal voor een bepaalde y-waarde K
zijn. Dan draagt die y tot het getal U k bij. Doet men
dit bij de rij] X X Xy ¥y Xy y, dan ontmoet men eersst

2 y-waarden , rechis waarvan geen x staat; dan een Xj;
en vervoelgens 2 y-waarden, voocr elk waarvan geldt, dat
er €&n x rechts van staat. Vervolgens ontmoet men geen

Y a&rd e 2 »

y meer. Het getal U heeft hier dus de
We geven nog ecn voorbeeld. Stel men heeft voor x waar-
genomens

/112,5/109,6/12%,9/106,0/115,4/121,0/120,0/ (n=T) en
voor ¥y /115,1/105,0/116,4/114,%3/130,6/ 93,2/ (m=6)
Bi] dit wvoorbeeld is het gemakkelijk om, voordat men de

X- en y-waarden in &&n rij naar opklimmende grootten
rar

gschikt, eerst de X en y afzonderlijk te rangschikken:

x//106,0/109,6/112,5/115,4/120,0/121,0/123,9/

// 9%,2/105,0/114,3/115,1/116,4/130,6/
De rangschikking in é&én rij wordt (strepen onder de x-
waarden):
/93,2/105,0/106,0/109,6/112,5/114,3/115,1/115, 4/116,4/
:lEQﬁL/lgl_T  ';?‘/130,6/ of als men de getallen door
1gt: VY YX XX VYXVXXXY . '

X Yesp.

Als men deze rij van rechts af doorloopt, zijn de bijdra-

de verschillende y-waarden, gesommeerd, gelijk
4 + 4 + 7 + T = 25, '



Blz. 5

bepdal en zoals voor deze beide voorbeelden aangegeven.

cebtruik maken van de formule (welker

1 sl I}.t

ingen van X, m het aantal waar-

on v, terwijl men T vindt door de rij van gerangschik-

te X—- cn y-wanrden van rangnummers te voorzien (van de kleinste

Voorbeeld. 1)

ngnummers) 1 2 3 4 56 7 8)
mmers van y zijn: 4/5/7/8
+ 5 4+ 7 4+ %= 24: U = 4.4
2) Yy YyXXXyYyX¥y X X X ¥
ror 1 23456789 10 11 12 13/
T=1+2+6+7+9 + 13 = 38;

U= 6.7 + 8 g"“l - 38 = 63 - 38 = 25,

pm. Als alle m waarden van y rechts liggen van alle n
waarden van X

tx"*xwf L“Xf »
N § 4

levert geen y een bijdrage tot Uy U = O.
Als alle m waarden van y links liggen van alle n waarden
van X: .

p bt 3

levert elk van de m waarden van y een bijdrage n tot U:
U = mn, ’
Dus U kan waarden aannemen van tot en met mn.

Het zal uit de laatste opmerking duidelijk zijn, op welk
idee de toets van Mann en Whitney gebaseerd is. Als we n.l.

uitgaan van het geval, dat alle y-waarden links liggen van (dus

kleiner zijn dan) alle x-waarden, dan is zoals we zagen U zo

groot mogelijk, n.l. gelijk aan mn. Als we dan de y-waarden ge-
leidelijk groter laten worden, doorlopen we ecn reeksn gevallen,
waarbi] de y- en x-waarden dooreengene
nerxr

1gd zijn, terwijl U klei-

wordt. Aan het einde van dit proces liggen alle y-waarden
rechts van (zijn alle y-waarden
U is '

croter dan) alle x-waarden en -

geclijk aan O,

_ gende nodig.
o ﬁ % i S—b @k ﬁv | @ n ( y"




genomen zijn. Men heeft dan een ze-

= 0 te vinden.

men alle mogelijke rangschikkingen van n X-waar-
(VA ﬁﬂ rden heschecuvt en hieruit de rangschikicrngen
Azordert, onn it de veriowilnyy van dit laatstgenocemde
aantal tot het eerste dc kans op U = O. Men geelt deze
Kans aan ‘”‘ﬁ} e ‘5 he ‘t symbool P{U = QJ), waarin de P komt van

ecn zekere kans om U = 1 te vinden (symbools
voor U = 2 (svmbool' PLU = E;j )seeay tOt en met

U heeft een zekere

vaarschijnlijkheidsverde-~
1
afgezet en verticaal de kans
P op de desbetreffendeU¥); deze
Tiguur 1s symmetrisch ten opzichte
van U = %?,; het gearceerde opper-
voor de kans, dat U &é&n van de

zie fig. 1 waar horizonta

~

viak links van U = s — cen

waarden van O tot en met s aan-
neemt, (symbool P{U S s]) — is
s mn gelijk aan het gearceerde opper-

vliak rechts van U = (mn-s) — een
maat voor P[U = (mnms)? — o

G,

W

om de ‘tmats van Mann en Whitney uit te voeren (vgl. §1

‘Sutioiagl

2, €n . 55) moet men gcbruik maken van de kans, dat U é&&n van de

vaarden 0 tot en met s (s gehecl) aanncemt, of, Lorter geschre-
ven, van de kans P|U

A

| S] 3 tevens van de k&nS, dat U = mn, of
mn-1l, ... of = mn-s is, dus, korter geschreven, van de kans

Ty >

= mnm8]

2r nog cens on, dat de gearccerdce oppervliakken

matcen ziin voor daze beide kansen. Bll;}kbaﬂr gﬂldt*

| ey

- » 2 o ‘,i L
mn-sl = PU= g} cn: PLU 2= s dFf U2 mo-si= 2 x plU = 5| =
U = mn-s_. Voorts bewczen Mann en whiltney, dat m en n

verwisselbanr ziir d.w.%.2 als voor

i

X-waarden gn 3 y-waarden

LI

3f een ‘b@*mﬂlde waarde heeft, dan heeft voor 3 X-waarden
en 5 y-wanrden PU £ Ml dezelfde waarde.
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A

8
< mn ,
en voor iedere (gehele) s'= —. Inde blggivoegde
. M
getabelleerd de kans P@ = S:l voor (gehele) s = =

die docor dc¢ rekenafdeling van het Mathema-~

@altney hebbenLPfﬁ é] exact berekend voor elke m

2. Als men de ka,nh; P[_U ':rj wil bepalen, als v 21’1

akt men gebruik van: P[U = '\a = PlU = mn _@
Voorbeelden. We geven enige voorbeelden van het gebruik
1 1.
-
B[y = ;—3 - 0,1143
> < , . <
ol. Opm.3)= P[U = 4.3mla = PEU = 2]

van tabe

I 4— g = ;

e
=9, m=5; P[U = 9= 0,0415

Z 37 (vgl opm.B)-«P[U = 9. 5“3"8*
LU = 45-37 = P{U$8]= 0,0300

n=5, m=9; P[ﬁ = QJ heeft nu volgens de laatste regel
boven opm. 2 dezelfde waarde als voor n=9,
m=5. Dus is P|U = 9] = 0,0415,

Voor m of np» 10 make men gebruik van het feit, dat U dan

S IR ﬁwﬁj

b13 benadering verdeeld is als een normle met gemiddelde

ﬁwm“ —— :

o= “él-’-}- en spreiding O= V o z{z;n-&l , Z0als Mann en Whitney =aange-
toond hebben.

Men bepaalt dan, als m of n>10 1is, P[U = s] als

- . . M
Z2ij s At

volgt. Geef de waarde van (%g — 5 — #)aan met d. Dan is PE} = ;}

bij} benadering gelijk aan de overschrijdingskans van % bl] een

normale verdeling met gergcldﬁelde O en spreiding 1 (deze over-
.
gskans = 7o Jg e "7 dx). Deze overschrijdingskans

schrijdir

vindt men in tabel 2. Als s<{ %2, is P[U £ s|= 0,5; hoe groot die
kans prec:.es 1s, 1s niet van belang voor de ultvoerlng der toe'ts.

Men bepaalt dan, als m of n» 10 is, P[U = 81 als

- mn Y -
e van (s - 5% - ) aan met 4, Dan is P[U % s]
gelijk aan de overschrijdingskans van %. enz. * e

1. aa ‘

Le | . " e o i;;,fﬁf
Zle boven. Als s)--g-, is P [U = s\}w 0,5; hoe groot die kans prem
cies is, is niet van belang - :

voor de ultvoering der toets.

In het voorgaande is telkens de term (-5) toegevoegd als
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benaderd 1s door een

discrete U-verdeling

(zen. "continuiteitscorrectie").

waarden in de tabellen zijn kansen (waarschijn-
} als zodanig getallen tussen O en l. Als

men ultiamstpn in percenten zou wensen, zou men de ult
le tabe. . gevonden wanrden met 100 moeten vermenlig-

17 13 2N, V'@ I e 1 i 3 k O pm * 3 O nd cr § l ’ "g'* ’ Z"
Ye geven enige voorbeelden van het onder C

b@snrek@nu, vergollgk tabul 2.

25< 9,5? dus d = 49,5 — 25 ~ 0,5=
24

n=9,

ugt B

- %V??“z 13,1624

34); P{U = 25[=20,0359

n=16,m=18; gevraagd P (U 2 EOQJ
mn 1;4& goo>1¢a* d = 200 - 124 - 0,5 = 55,5

N e b S ot iy | Iy b B AN PR e

- 1,9(149); P{fU 2 206)] ~ 0,0287

d

vl

RN = - g A B A peraling s

d
(7

§;4‘ Opmerkingen cver de toepassing.

|

Grootte van de steckproeven. Als men een experiment ont-

rpt, verdient het aanbeveling, de omvang van de steckproef

ult de X-collectie zoveel mogelijk gelijk te maken aan de om-
van de steekproef ulit de y--collectie. kort gezegde: m en n
z0 gelijk mogelijk te maken.

Ra

aan de hieronder te noemen 3 voorwa~rden (zie onder C) voldoen,

gschikbaarheid. De toets van Wilcoxon kan, mits X en y

toegepast worden op alle grootheden, dic men in een rij naar

opklimmende grootten kan rangschikken. Dit rangschikken is mo-

gelijk, als men aan ¢lk onderzocht individu een getal kan toe-
voe

gen, maar soms ook, Aals dit laatste niet mogelijk is. Hsser—
tiéel is slechts, dat men van elke twee individuen, die 1in het
steekproevenpanar voorkomen, kxan uitmnken, welk van de twee de

onderzochte eigenschap in de grootste mate bezit.

Voorts doet men, als &&én of meer waargenomen waarden van

X gelijk zijn aan &én of meer vmarengmen waarden van y', het

wﬂm“mm

r&wrschlkklng, die de groatste‘waarde

opm. Is dan voor beide U-waasrden de in

ngeduide en in §5 volledig besproken -
£ 6) kleiner dan de toegelaten onbetrouw= -




banrheidsdrempel £ (vgl. &
these van gelijke collecties verwerpen. Als de
de andere > ¢ 1s, kan men niet vecl concluderen,

ene kans < ¢

Voorwaarden. Aan drie voorwanrden moet voldaan zijn, opdat

de toets van Wilcoxon kan worden toegepast. Zij volgen hicron-

der onder 1, 2 en 3 .

1. Onaf en representativit it.
De wanrnemingen van x en y moeten alle onafhankelijk zijn.
Het resultant van de enc waarneming mng niet afhangen van het
resultaat van de andecre. Ook moeten de steckproeven representa-
tief zijn vocer de collecties wanrmee de conclusie zich bezig

houdt. B.v. mag men niet, 2ls men inzicht wenst in de resul-

taten van verschillende behandelingswijzen van ecn bepaalde
ziekte, zijn patiénten uitsluiteond ontlenen aan €én bepaalde

stand komen van de¢ resultaten zeer wel maatschappelijke omstan-
‘di«gheden ecn. rol hebben kunnen spelen, die voor de onderzochte
patienten anders kunnen ziin dan voor anderc grospen van pa-
tienten. Zo moet ook een bioloog bij bepanlde onderzoekingen
(bv. systematische) rekening houden met de mogelijkheid van
zich niet beperken tot onderzoek van individuen uit een kleln
gebiled.

2. Continuiteit.

X en y mocten continu verdecld zijn, d.w.z. voor elk waar-
de, die ze aan kunnen ncmen, mnoet de kans, dat ze juist die
vanrde aannemen, nul zijn. Bé&n van de zeer vele voorbeelden van
continu verdeclde veranderlijken zijn de lengten van wilgeblaad-
jes. Het quotient van het asntal wilgeblaadjes, dat een lengte
heeft van precics 9,5682.... cm, gcdeeld door het totale aantal

wilgeblandjes op de wereld, is immersbijna 0, (it geldt niet,
als men in deze zin 9,5682,.... vervangt door: tussen 9,5 en

9,6 cm).

Nanst continu verdeelde veranderlijken he:ft men ook veran-
waarvoor het bovenstannde niet geldt voor sommige

van hun mogelijke waarden of ook voor al hun mogeliljke waarden.

derlijken,

Veranderlijken van de laatstaangeduide soort noemt men discreet
verdeeld. De toets van Mann en Whitney kan niet ongewljzilgad

epast op niet-continu verdeelde veranderlijken.

worden toeg



3. Toegelaten mogelijkheden voor verschillen tussen de X-—

M

y—collecties.

1 voorkomend geval, waarin

Vergelijk ook ¢ 1, 3., Ben vee
de tocts znl wensen toe te passen, is, dat men wenst uit te

clingswijze (A) van een bepaanld soort indi-

men

Il 9 Of ST béﬁ h&

nndelingswijze (B).

viduen andere resulteten gecft dnn ecn bel

Opm. 1. Het woord behandclingswijze is hier ruim op te vat-
ten. Het kan betreffen: verschillende geneesmethoden voor
patienten lijdend asn een bepanslde ziekite, verschillende
voedselditton veor . dindividuen van een bepaalde dier-
soort, voerschillende bemestingen voor individuen van cen
bepanlde plantenvariéteit, verschillende fabricatieme-
thoden voor een bepatld product, enm.
en verwante kwestie is, dat men wenst uit tc maken, of
een groeiproces veranderingen teweegbrengt bv. 1n de
hcek tussen twee beenderen van een dier. Men vergelijks
in zulk een geval jonge dieren en volwassen dieren. "A"
1s dan "groecien van jong tot oud", "B" is dan "ongewdl]j-
zigd laten' of ook M"A" is "“groeien van embryo tot vol-
wassen" en "B" is "groeien van embryo tot jong'.

De toets van Wilcoxon mhg men toepassen, indien men, onaf

A A At W o,

A erop zou hebben, dan wel, dat voor alle individuen geldt, dat
B hoogstens even "goed" is als A. Dat wil dus zeggen, dat men,

onathankelijk van het beschouwde steckproevenpaar, zeker moet

dat niet voor hot cne individu B slechter i1s dan

kunnen zijn,

A, en voor het andere beter. Indicn dit lastste wel mogelijk is,

kan men de toets strikt genomen niet toepassen. Overigens kan men

dan de bekende t-test van Student, strikt gencemen, evenmin toe-
pAassens.

Upm. 2. Veelal is het vervuld zijn van deze voorwaarde niet
xperimentecl nn te gaan, danr men niet €én individu te-
gelijk op twee manieren kan behniandelen, manr vaak geeft

de wetenschap, waar het om gant, theoretische aanwljzingen.

Z0 1is het in het geval, dt men een hoek tussen twee

schedelbeenderen vergelijkt bij jonge en bij oude apen, -

blologisch niet anan te nemen, dat -bij] het enc dier tijdens
het opgroeien dic hock groter wordt en bij het andere -
kleiner.




Opm. 3. De "uitwerking" van een "behandelingswijze" beocor-
deelt men 2an de gemeten veranderlijken x en y (in het
algemeen). Wanneer bij A de groothecid x en bij B de
grootheid y behoort, hangt het van de door x en y geme-
ten maat af, of y»x dan wel y< x, als B "beter" is dan
A. Intussen is gemakkelijk uit te maken, welke van de
twee mogelijkheden verwezcenlijkt is.
Met het oog op¢ 5 onderscheide men nu
len:

1. Men weet, onafhankelijk van het waarnemingsmateri-
anl vervat in het beschouwde steckproevenpaar, dat voor
alle individuen van de beschouwde coll@ctie(ss geldt:

hetzij I%.,, dat de uit een eventucle behandeling B

voortvloeliende y-waarde minstens ceven groot zou zijn als

de ult eventuele behandeling A resulterende x-waarde,

hetzlij lg., dat de uit een eventuele behandeling
voortvloeiende y-waarde hoogstens cven groot zou zijn als
de ult ccn eventuele behandceling A resulterende x-—-waarde.

(Hierbij dient opgemerkt te worden, dat men zeer voor—
zichtlg zal moeten zijn met te denken in geval Iotof If
te verkercn. Dit houdt nl. in, dat men, om een voorbeecld
te noemen, beweert, dnt een nicuw geneesmiddel in geen
gcval tot een slechter rcsultaat kan leiden dan een reeds
bekend).

1ll. Men weet niet, of het onder It
of het onder Ip gebruikte "hoogstens™
dat &én van beide moet gelden.

In geval T moet men ecn zgn. &&nzijdige overschrijdings
kans bepalen, in geval II ec¢n tweczijdige, vgl. 635, r.5
12 of 66, C. ”

1ge nde 2C vAal -

gebruikte "minstens”
2 1dt y Mman® W el >

§ 5. vlotphase van uitvoering der toets.

Na de bepaling (volgens §2) van s, de wanrde, die ¥ou getal
U aanneemt voor het beschouwde steckproevenpanr, verlocr? -le
uitvoering van de toets als volgt (hierbij zijn de gevallen van
§49 C, 3, opm. 3 onderscheiden):

m*

1¢ Men bepaalt P[U s s{ volgens § 3.——Als s8> %g is, 1s deze

P>0,5, dan is er zeker gecn significantiec.--

, . | ,,} Ty | * mn - _t
If. Men bepanlt PlU = s/ volgens 6 3.--Als s<{ = is, is deze

r.

P) 0,5, dan is er zcker gecn significantic.--

o . T L D =
I1l. Als sim is, bepaalt men P LU = g o0f U = mnms_j -

| — < ™ -~
2 x P|U = s| volgens § 3.

Y, » 'l e’} | ¥
Als s> %@* is, bepanlt men PEU = s o0f U

2 x PU = mn-s| volgens §3.

N

NN-5

Mg+

,_vaak voo gnde ge 11 dient men de uitkom—- .
‘ bellen dus met 2 te vermenigvuldigen. Voorts
or nog ccns ann, dat de tabellen de kansen
* cent (vgl. §1, C, 3, opm. 3).

llen gevonden P-wanrde (die'wa
: 91, C, 3.
. ,- kprg QV ‘l | i Ts: - -




- : 1 e 1 2

ongelijkheld van de botrokkor collecties concluderen (vgl.& 1,

C, 3, opm. 2). Als« = £ s kKOn men dit weél, "met onbetrouwbanr

s

heid A" (op het “1 cvel of significonce®"; of ook m.onbetr.<g ;
op lev. of sign.4 = ).

e ]

In geval IA& volgt dan, dnt eon individu onder B een y gecf

die groter 1is dnan de x, dic het onder A geeft.

In geval 13 moet groter hier door kleiner vervanger

In geval II volgt uit een ‘_3,(.;.111?3 . 1
op: "In geval It volgt" groter moet lezen, uit een s% %I}* daa

dat men in de =zin, die volsg

entegen, dat men kleiner moet lezen.

§ 6. Samenvatting en voorbeelden.

Nadat men zich overtuigd heeft, dat aan de in& 4 genocemde
voorwaarden 1is voldaan, verloopt de toepassing van de toets van

#ilcoxon als volgt (vergelijk vooral ook telkens de voorbeelden).

A Laten er n waarnemingen van X en m waarnemingen van y zijn.
Voorbeelden.
l. n=6, m=6;
X waarnemingens /1 u,;.._/lé ?/?O 3/17 4/18,
y waarnemingen: /16,7/12,5/15,2, 14,3/15, 9/17,8

2. n=15,m=14;
(n=15) x-waarnemingen: /141,5/142,0/143,5/147,0/148,0/
/149,5/150,5/152,0/153,0/154,5/154,5/157,0/159,5/
/160,0/164,5/
(m=14) y-waarnemingen: /147,5/150,0/150,5/151,5/152,5/
153%,5/158,0/158,5/161,0/162,5/165,5/167,0/168,5/169,5/

Als de x- resn. de y-waarnemingen nog niet afzonderlilk naaz

cpklimmende grootte zijn gerangschikt, doet men dit eerst.

Voorbeelden.
1. x//16,2/17,4/18,2/18,9/20,3/21,4/
v//12,5/14,3/15,2/15,9/16,7/17,8/

2. Hier zijn de waarnemingen rends gerangschikt.

E——

Vervolgens rangschikt men de x- en y-waarden in &&n rij naar op-
rbij men de x-waarden onderstreept. Als

klimmende grootte, waa

één of meer x-waarden gelijk zijn aan één of meer y-waarden,

trekt men onder die gelijke

waarden een stippellijn.

Yoorbeelden.
/12,5/14

,3/15, /15,9/16216 7/17,4/17, 8/18,2/189=




/ 164,5 /165?_)/167 0/16’9,5/16 ,5/

Daarna vervangt men de (onderstreepte) x—-wasarneminger

de letter x en de (niet-onderstreepte) y—-waarnemingen door de

letter y.

Opm. 1. Als één of meer X-waarden gelijk zijn aan €
meer y-waarden (..;'tlpnellj.}ntj >s), schrijft men zo we
die rangschikking van X en y op, waarbi] de 1etters vy
zover mogelijk links staan (dan wordt de waarde s va
het getal U van 61, C, 1 zo groo't mosrelmk) ; als die

wngschikking, waa rb:L;] de letters Yy ZOover moge elijk rechts

staan (dan wordt s zo klein mogeli  .). Verge‘li;;k 54, B,

2° alinea en voorbeeld 2 en 3.

Voorbeelden.

l. Yy Yy yXyxXxyxX XX
2, a) ¥ XXX YXXIVXYVXVXTZLNINX

VYXIYYXY VIV

3. Een voorbeeld met meer gelijke waarden:
YYXXYYXYYYY

X XX XYX }’;gyv X*yff YRy XXX
wwwwwwwwww Xy yim————fx XX
Hierbij waren de waarden tussen de stippellijnen gelijk

en evenzo die tussen de getrokken lijnen.

B Nu gaat men bepalen, hoe groot de waarde s van het getal U 1is
voor het beschouwde steckproevenpaar. Hiertoe doorloopt men
van rechts af de rij van letters x en y. Bij elke y, die men
ontmoet, bepaalt men hoeveel letters X rechts ervan staan, en
men telt de mo verkregen getallen op. Deze som is de waarde s,
die het getal U hier heefT.

Voorbee lden.
1. s=4+5+6+6+6+6=4+5+4.6=733
2. a) s=4x 0+ 2.1+ 2.3 + 1.6 +1.7+ 1.8+ 2.9+
+ 1l.11 = 58
+ 2.1 + 2.3 + 1.6 + 1.7 + 2.8 + 1.9 +
+ 1.11 = B7

de uitkomst ngg controleren door mlddel

n ﬁ ge't T Vglﬁ ?‘; *W? n‘ &m} . . k -tO-b I‘m I,; Ve frrireore.
In voorbeeld 1 is T=1+2+3+4+6+8=24 en
. (de waarde. die U voor dit steeknroeve npa&r heeft)=

= 33
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In voorbeeld 2 a) is T =5 + 8 + 9 + 11 + 13 + 15 + 19

+ 20 + 23 + 24 + 26 + 27 + 28 + 29 = 257 ¢cn § =

= mn + 5“—%*1'—1-)- - T = 14.15 + =522 _ 957 = 210 + 105 -
- 257 = 58.

In voorbeeld 2 b) is T = 258, dus s = 57.

Opm. 3.Bij de hier gegeven samenvatting, waar geen theore-
tlsche beschouwlngen worden gehouden, is het niet strikt
nodig de algemeen gedefinieerde grootheid &n de waarde,
die deze heeft bij een bepaald steekproevenpaar, met af
zonderlijke letters (U, resp. s) aan te geven. {(n de
theoretische beschouwingen van§ 3 was dit wel noodzake-
1ijk. Terwille van de ecnheid van notatie en omdat in
tabel 1 (tengevolge vang 3) de letter s is gebruikt, is
het onderscheid ook in deze § 6 volgehouden,

Opm. 4. Zo men wil aanvoelen, waarom de grootheid U geschikt
is om er een toets, als in @1, A omschreven, op te base-
ren leze men de opm. aan het eind vang 2 en de alinea
die op die opm. volgt eng 2 afsluit.

C Thans moet de in §l, C, 2 bedoelde kans P bepaald worden. P is

Al it Bans il WUt SUHE SN S

getal P kan men aanduiden als de overschrijdingskans van U = s,
€énzijdig in de gevallen Iwen Ip , tweezijdig if geval 11 (zie
onder).

Om dit getal P te bepalen, moet men weten, in welk der gevallen
Ix , Ip , LI wvan § 4, Cy, 3, opm. 3, men verkeert. Tevens make

men onderscheid tussen het geval, dat m en n beide £ 10 en het

geval, dat m en/of n> 10.
£

Zij3 m en n beide = 10.

IX, Als s ( 22 vindt men P, door in tabel 1 op te zoeken, welk

getal behoort bij de onderhavige m en n en bij de gevonden s.
In de tabel is steeds mSin. Als men nl. een geval heeft, waarin
m groter is dan n, verwisselt men m en n en zoekt dan P op.

Heeft men dus n= 53 m = 9; s = %, dan is de bijbehorende P

gelijk aan de P, die behoort bij »n = 95 m= >; s = 3.
Als s) %I}* , is het bedoelde getal P> 0,5 (niet in de tabel

opgenome n).
13 « Als sé% , is het bedoelde getal P2 0,5.
Als s %@* , vindt men P, door in tabel 1 op te zoeken, welk

getal behoort bij de onderhavige m en n en bilj (mn-s) (in plaats
van s). Als m) n, geldt het onder I~ daarover opgemerkte.

Voorbeeld. 1. n = 6; s = 3%, Zij nog gegeven, dat

men zich hier bevindt in geval Ig .

Dasr 5 = 18 en 33) 18, is s) &~ . Men vindt dus P als

het getal, dat volgens tabel 1 behoort bij n= 6, m=6
. 5. Dit getal P is dus 0,0076.

L. _ * b .
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II. Als sgﬂé-- y vindt men P door het getal, dat volgens ta-—
bel I behoort bij de onderhavige m en n en bij de gevonden s,
met 2 te vermenigvuldigen. Voor m)» n geldt het onder I« daar—
over opgemerkte.

Als s %5 , vindt men P door het getal, dat volgens tabel
I behoort bij de onderhavige m en n en bij (mn-s), met 2 te
vermenigvuldigen. Ook nu geldt voor m)» n wecr het onder Ioh
opgemerkte.

Zij m en/of n> 10,
Als 8{.._1'{1...1'}. 1s, geef dan (.............. -~ s - %) aan met d.

Als s>----- is, gcef dan (s - %E - %) aan met d.

mn

— Als s = =%, is. is d = 0 —
mnzm+n+_l_2' o
IO aan mes .

Geef voorts\

IX., Als s <_rg1_g 1s, vindt men ? door in tabel % op te zoeken,
welk getal behoort b1l] de gevonden waarden van ; 2 .

Als s) is, is P> 0,5 (Als s = LUt 18, 1S P: 0,5).

2
I@ . Als s< %Q is, is P> 0,5 (Als s = %1* is, is P = 0,5).

Als s) = m is, vindt men P door in tabel 2 op te zoeken,

. _ d
welk getal behoor't bij de gevonden waarde van F

1l. Men vindt P,door het getal, dat volgens tabel 2 behoort

™

bij de gevonden waarde van 7, met 2 te vermenigvuldigen.

Voorbeeld. 2 a) Zij gegeven, dat men hierbij niet weet, cf

men in geval I A of I,{; verkeert; d.w.z. dat men in ge-
val II van 54, c, 3, opm. 3, verkeert.

s = 53 %E = 7.15 = 105; 58< 105, dus s(%@- :
d='m“g“3“%“:105“58"055=469513

= 241220 _ _:}:; 20 Ym = 5\[’? = 22,913 ;¢ %:., = 2,03
P~ 2 x 00,0228 = 0,0456 (ef in procenten 4,56%, vgl.
§1, C, 3, opm. 3). ;

2 b) s=5T7y d= 47,5;6= 22,913; 7 = 2,07T=2Z,1

P==2 x 0,0179 = 0,0%58 (3,58%)

D Dit getal P vergelijken we met de volgens ‘S 1, ¢, 3 vooraf geko-
zent -waarde. _ _

or A, de voor P gevonden Weag geldt K > % , geldtb
OpM. 2 van§l C, j_ We kunnen Op grond van dcze :ethode en dit
van de hypothesec,

S'teekpreeve npaar niet komen tot verwerpling
-‘* de xX- en ywcollectlas ;‘@113}: Z1lJn. Dl’t wil niet Zeggen, iéa:t
gelijk zijns vgl -

serkellgk

collectles



C; 2. 1
Als w< € , zeggen we evereenkemstig §1,
sy Dy ODM. 5: de gevonden wanarde s van U is significant met

onbetrouwbaarheldsdrempel04 (with level of significance ). Men
Wat
men dan van deze collecties kan zeggen ziet men in de laatste

6 regels van§ 9

concludeert dan tot verschil tussen de x- en y-collecties.

Tabel TI, éénzijdige overschrijdingskansen

van de normale verdelin
v’

- * - » » » . d
De getallen hieronder z1 jn overschrijdingskansen van x ,
b L |

' 1 ~1x°
dus waarden van P = o Jul e 7 dX.

o)

C

P < P a P
0,0 | 0,500C 1,1 | 0,1357 2,1 | 0,0179
0,1 | 0,4602 1,2 | 0,1151 2,2 | 0,0139
0,2 | 0,4207 1,3 | 0,0068 2,% | 0,0107
0,3 | 0,3821 1,4 | 0,0808 2,4 1 00,0082
0,4 | 0,3446 1,5 | 0,0668 2,5 | 0,0062
0,5 | 0,3085 1,6 | 0,0548 2.6 | 0,0047
0,6 [ 0,2743 1,7 | 0,0446 2,7 | 0,035
0,7 | 0,2420 1,8 | 0,0%59 2,8 | 0,0026
0,8 | 0,2119 1,9 | 0,0287 2,9 | 0,0019
0,9 | 0,1841 2,0 | 0,0228 3,0 | 0,0013
1,0 } 00,1587 '

Opm. Bij het gebruik van tabel I en van tabel Il kan men zich
in het al gemeen beperken tot 3 decimalen achter de komma

( met afronding ) -
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Gell jke waarnemingen.

aU?' %’.Q%ﬁ Va n

Door recente onderzockingen is de behandeling van Wilcoxon
met gelljke waarnemingen anders dan aangegeven is op blz. 13.
Inplaats van de twee waarden van s, verkregen door steeds
in een groep 'gelijken" eerst de x-waarnemingen voor de y-waar-
nemingen te plaatsen en daarna omgekeerd, werkt men met het gemiddel.
de van de aldus verkregen waarden. Men behoeft deze beide waarden
niet te berekenen: bestaat de eerste groep gelijken uit n4 X-

waarnemingen €nmq y-waarnemingen dan is de bijdr%g% in het

geval O, dn het andere geval m.n,, gemiddeld dus —-—1—2—1 40 00K voor

ote

de tweede groep gelijken, We berekenen de waarde van s dus.b.v.

ene

door in iedere groep van geléj}\(en de X-waarnemingen voor de y-
Al TG,
waarnemingen te plaatsen en de- s,l’ce berekenen, die biJj deze rang-

schikking behoort; vervolgens tellen wij voor de groepen geliljken

m,n, m,N,
+ + ... er blj op.Van de grootheld s,die
2 2 nn

men op deze manier verkrijgt is ook weer het gemiddelde = de
spreiding is echter iets kleiner dan in het geval zonder gell jken

de bijdragen

nl.:

2 e

o gecorrigeerd < ongecorrigeerd

waar t, de grootte van de eerste groep gelijken is (dus t,=m,+n, ),
t2 de grootte van de tweede groep gelljken enz.

In het algemeen, als de groepen gelijken klein zijn, is de cor-
rectie voor de spreiding klein; zo klein dat ziJ verwaarlaosd

kan worden. Verder is het van voordeel dat de correctie de sprel-
ding kleiner maakt, d.w.z. als het gebruik van de ongecorrigeerde
spreiding tot verwerping van de getoetste hypothese leldt, dan
zal dit bij gebruik van de gecorrigeerde zeker ook hel geval
zljn.

Van de exacte verdeling met gelijken i1s welnig bekend. 1In-
dien m en n niet te klein zijn kan echter weer gebrulk gemaakt
worden van de normale benadering. Deze benadering is
goed, indien er niet te veel gelijke waarnemingen aanwezig zijn.
De benadering wordt slecht als er een zeer grote groep van ge-

1ijke waarnemingen aanwezig is.

Voorbeeld
Als we voor X waargenomen hebben: /3/5/6/3/9/5/2/ (n=7)
en voor y 2 /4/5/8/1/1/5/10/7/9/ (m=9).

Dan is de rij:

/1/2/3/3/%4/5/5/5/5/6/7/7/8/9/9/10/ .

- Hierblj zijn de onderstreepte getallen waargenomen waarden E
Vanx;denietonderstreepte van v. ' |
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Sqm1+1+4+2+2+4+7= 18.

De bijdrage van de groepen van 11 . 220 er2 . 0x2
/h{/]J & & S gelljken is 5 + —— + —=— ¥

+ —— = 25.
bus
s=18+25= 20%.
2 s /! - ’ ———
o ongecorrigeerd - 12 *x9x17= 69,25 89,25
e 302X EE 3430 2% +3% 2% _
correctie= <G« TS5 TG = 1,71
T . |
‘T gecorrigeerd = 87,54
Dus 4 = 1,12.
gecor
Ter vergell jJking .._.__...___......_..é_.___..___.__ = 1,11,
O ongecor

Voor grotere steekproeven kan men met vrucht gebrulik maken
van een schema zoals dit op de volgende bladzl] is afgedrukt .

Literatuur:

J Hemelrijk, Note one Wilcoxon's two-sample test when ties are
present,
Annals of Mathematical Statistics, Vol. 23, no. 1,
Maart 1952, blz. 133-135.



foets van Wilcoxon (a) Toets no:

Opdracht ne:
Underzoeker:
Contrdle:
Datum:

xD:klninste X =
x1=groatste X
yO:kleinste Y
Y1=grootst9 Y

1§

i

54 = product der aantal-
len in tweede en der-
de kolom,

de helft van het pro-
duct der azntallen in
eerste en derde kolom.
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1

O 200000
O, 400000
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0,200000
0, 400000

0,600000

2

0.12252555

0. 100000

8]

0. 066667

0,2666067

O . 400000
0 ,500000

0,047619

0,095238
0,190476
0,285714
0 428571

0,571429
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0 028571

0 017857

0 Q50000

0,100000
0 ,200000
O _ 350000
C.,500000

0 _ 650000
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4
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0 057143
0 114286
0 200000
0. 314286

0 428571
0 571429

0,035714
0. 071429
0. 125000
0, 106429

0,2385714
0,392857
0. 500000
0.507143

de kansen in percenten wenst,
men tweezijdige overschrijdingskansen nodig heeft (cf. 9 4, C,

opm. 3) vermenigvuldige men met 2.

SN O P . g Wi NG00 b o R e svtiiins

0 557143 |

4

0.014286

0,028571
0,057143
0,100000
0,171429
0,242857
0. 3423857
0. 442857

0. 031740

0,055556
o§095258

0,142857
0,20634
Q.2777T

0,305079
0 452381

0,547619

e " | -, A e DTN ™ P NPT T T F ey LRI N Wi Vi gl *

0,003968

5

0,007936
0,015873
0.,027773
0,04761¢0

0,073297
O,111111

0, 1)&762
09210518
0,273810

0,345238
0, 420635
0,500000

') De hier gegeven kansen zijn gcetallen tussen 0 en 1;
vermenigvaldige men met 100. Als

0,579365 |

indien men

I

iy
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eenzljdige overschrijdingskans.

TABEL T,

SN ] 2 ‘ 5 v 5
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n = 6
N ] T
S 1 6 g
N\ e e ]
0, 0,001082 |
1! 0,002164 ;
2 0. 004329 %
51 0,007576
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10 . 0,068764  0,036422
11, 0,090%26  0,048660
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LABEL 1, ggnaljdige overschrijdingskans
n = 9
0 0, 000200 0 . 00008 0,000041 0,000021
] O | 000400 0,000.75 0,000082 0 000041 %
2 | 0.000799 0O.000350 0,000164 0 000082
3| 0,001299 0,0005612 0}000288 0,000 44
Y1 0.002398 0,001049  0,000494  0,000247
51 0,00%796  0,001656" 0,000782  0,000391
6 0.005994  0,002622 0,001234%  0_000617
7 1 0,008791 0.003934 ©,001851  0,000926
8 0,012737 0,005769 0, 002756 0,001378
9 0,017982 0 ,008217 0,003949 0,001995
10 0,024775 0,011457 0,005553% 0,002818
17 0,033167  0.015560 0.,007610 0. 003887
12 i 0,043956 0)020822 0,0103%25  0,005306
131  0_056743 O0,027448 0.013%698 0,007096
141 0.072328 0,035577 0,017976  0,0039379
15 ] 0, 090509 O,045367 0,023200 0,012217
16 0,111883 0,057080 0. 029618 0,015734
17 0, 136064 0.070804 0,037228 0,019992
13 0,1638356 0. 086888 0,046350 O 025154
190 O_ 194206 0 105245 0,056972 0.03%1263%
20 0 227972 0, 126136 0.069395 0 038503
27 0, 264335 09149563 0. 083537 0,0469556
22 | 0,303496 175524 0,0Q99794  0,056746
2% | 0 34ulss o 203954 0. 117935 0,067956
ol 0,387812 0. 234878 0,133297 O . 080749
251  0,431968 0,268007 0,160633  0,095125
26 | 0,477322 o 303234 0,185191  0,111209
27 1 0,522677 E 0.211724  0,129042
28 | o 3788 6 0,240354 0,148663
29 | 0,4185%2  0,270712  0,170054
30 | 0, 459091  0,302920  0,193254
3 o/ 9zer orfi
_ 0,54090 O,37149
e PHO95 0,407404 0,272851
O, 444179 O, 302406
0, 481283 0, 333237
0, 518716 0365220
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0,431654
0,465714
0, 500000
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LTABEL 1, éénzijdige overschri jdingskans
_ _ - n = 10 | o
an 1 2 3 it 5 |
0 f 0,090909 0,015152 0.003496 0000999 0,000%%% |
11 0.,181818  0.,030303 0,006993 0,001998 0,000066
2t 0,272727 0,0600606 0,013986 0, 003996 0,001332
5 0, 363636 0,090909 0,024476 0,006 925 oﬁoozzj'z
1 0,454545  0,136364 0 038462 0,07 0,003996
5 1 0,545455  0.,1381818  0,055944  0,017982 o 006327
6 | 0,24242h  0.080420 0,026073%  0,009657
7| 0,303030 0,108%92  0,037962 0,013986
8 0,378788  0,143357 0,052%47  0,019980
* 9 | 0,454545  0,185315  0,070829  0,027039
10 0.545455 0, ,234266  0,093906  0,037629
11 0,286713 o 119880 0,0490617
|12 | 0,346154  0,151348 0O, 06 @02
13 0, 405594 0,186313 Cec
R 0,46853%2 05226?73
15 | 0,531469  0,269730
16 | O . 317682
17 0,366n33%
18 ° 0,419580
19 o , 472527
20 | 0,527472
21
22
25
24
25



TABEL I, éénzijdige overschrijdingskans.

e - =0 e
SN S [ 3 9 10
| O] 0,000125 0,000051 0,000023 0,000011 0,000005
11 ©0,000250 0,000103  0,000046  0,000022 0,0000171 |
2 1 0,000500 0,000206 0,000091  0,000043  (©,000022
51 0,000874 0,000360 0,000160 0,000076  0,000C38
L 0,001499  §.000617  0,000274 0,000130  0,000065
5 0,002373 0. 000977 0,000434  ©,000206  0,000103
& { 0,003746  0,001542 0,000086 0,000325 0,000102
7 0,005494  0,002314%  0,001028  0,000487 0,000244
31 0,007992 0,003%3%333 0,001531 0.000725 0,000362
9 0.011239 0,00483%33 0,002194 0,001050  0,000525
10 0.015609 0,006787 0,003108 0,001494  0,000752
11 0,020979  0,009255  0,004273  0,002007  0,001044
12 0,027972 0,012494 0 005827 0,002836  0,001440
1% | 0,036%%9 0,016505 0,007770 0,003810 0,001943
14 7 0,046703 0.,021544 0,010261 0, 065006 0,00255
15 | 0,058941  0,027663  0,013323  0,006635  0,003420
16 | 0,073551 0,035119 0,017140  0,008606  0,004465
17§ 0,090285 0,043912  0,021710 ,011009  0,0057438
18 | 0.109890 0.05hko1  0,027264% 0,01396% O @07544
191 0,131743 0,06653%36  0,033800 017497 1092
20 | 0,156593 0,080625 O, oim 570
21 1 0,183816 0,096616  0.0505
22 | 0,213911 0,114767
23 1 0,246129  0,134924
°L | 0.28109%3 0.157%94
25 0,317682  0,181921
26 0,356393% O, . 208659
27 0,3%396228  0,237350
28 0,437437  0,268099
29 0,478896  0,300442
1 30 0,521104  0,334533
2 2 0, 369806
O, LoB262
0, 443387
O #81 129

0,5183870




