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In 1nemorru1dur11 S 4 7 ?'1 7 is vermeld dat de verdeling 

var1 de toetsingsgrootheid U van ,:~!ILCOXON, onder de hypo~­

these H6 , dat ae beide steekproeven afkomstig zijn uit 
dezelfde v1aarschijnlijkheidsverdeling, voor grote -1'\. enl"Y'r\.. 

bij benadering nor1naal is. Deze benadering geldt over het 

algemeen als er weinig of geen gelijke waarnemingen in beide 
steekproeven voo1,.,!comer1. Als ~ en hn. klein zijn, kan men, 

zo er weinig gel.ijke waarnemingen voorl{omen gebruik ma.ken 

van exa.cte tabellen van de verdeling van Lt li tt •. · 1 , 2 .• 

Als dan echter de gegeven \ivaarnemingsreeksen grote groepen 

van gelijke waarnemingen bevatten, zijn de exacte tabellen 
en de normale benadering niet altijd voldoende nauwkeurig. 
l;'/e zullen lil'ten zien hoe men voor dergelijke gevallen de 

verdeling van ll exact kan berekenen. -· 
De gegeve~1 waarnemincs ...... eeks kan dan worden samengeva. t 

ala aangegeven in tabel I. 

Vo O rk O 1"1"1 e·'""" d e· ' . .-i<, J. ,,., • J.. .,,, 
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Tabel I 

A•·1n..i..a. 1 male t...... · ,,; L...,, · n 
• 
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' --•~- . "" . .. ·-, ....... ~- -- - " . ~ - -~-_,.. . " --- •· ,., ., ' ' ,._ --- .•. ' 

·-
Q. \ 

• 

dat z. 
"' totaal 

~ 
~ .:: .v.llllt%::ra.'.-.. ,. 

b -1 14 
b -~ !;,_ 

b -k -!;9:(. 
•·<,rJII i't¾ ··~~' ' 

'Yt\ N 

Hierin zijn z, 1 0., .. , :z."' de voorkon1ende steekproefvvaarden, 

gerangscl1i1rt na;ar opkli1runende grootte; ,-n. en tn-l. de steek•·· 

proef-·g:,,oo·c-cos; t, , t 1 , •• ~,. t'<- de grootten der groepen 

gelijke W2'1TnPrningsr1 en g,"" resp. ~"' het aantal malen da'G 

de waarde ~ in de eerste resp. tweede steekproef op­
treedt "} 
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De kans dat de co1nbj .. natie, gegeven in tabel I. optreedt 

onder de hypothese H0 , en onder de voorwaarden !,, • t, 1 

't-i c t,.. . . - • !' k = t k word t nu: 

1 

ii. ta t"' 
Q.' .. a.,. .. 0. . • .. .. I( 

10-. 

N 

Nu worden voor de gegeven waarde van ,n. 

alle andere mogelijke combinaties van de 
,..., 

1 

• 

, .rn,"\, en t ' a "'bt. ' • .. . ~ '"'t k. 

Q. t s en de b' s opgo- · 

schreven en voor ieder hiervan de U berekend volgens 

2 LL . ' ... <1 

Voorbeeld: Gegeven 4 waarnemingen van een stochastische 
grootheid ~ en 11 waarnemingen van een stochastische groot-

heid • De aangenomen steekproefwaarden zijn gerangschikt 

na.ar opkli11rrnende grootte z., , zl. , :z.~ en :z.~ en in de twee 

steekproeven teza1nen genomen treder1 deze waarden resp. 1, 1, 

2 en 1 1 maal o p • Du s z i e tab e 1 I ! ~ = 4 I ,,,.,_ • 1 , , t,, = t 2 = 1. , 

ti::l-2., t_,,:::: t\, N:: t5. 

Wij geven hieronder alle mogelijke combinaties met de 
f"yf-

corresponderende waarde van U. 

1 0 1 f 2) 0 1 3 
' 

0 1 ' 0 1 

0 2 1 1 

4 7 3 8 
.... 

1 

8 u:: 1 .. _;J_. 

7 1 0 8. 1 A 
V 9 _. 

0 1 1 

1 1 0 2· 
I 

2 9 2 a 
.,,I ....,, 

4 Uu 9 + 7 .. + - ·-. ' /IC, 

1) 
t! ---------

. C\. ·.· 0. ! { t - o..) ! 

0 1 4 1 0 5 f) ,.,, 1 6 0 1 

1 0 0 1 0 1 1 0 

0 2 0 2 2 0 1 1 

3 8 3 8 2 9 2 9 
0 + 1 + 5 + 6, 

0 1 10) 1 0 1 1 0 12 1 0 

1 C• 0 1 1 0 1 0 

2 \') 
'-" 2 0 1 1 2 0 

1 10 1 10 1 10 1 10 

+ 13 + 14 + 5 4 1 tJ + 22 

Tabellen voor deze birlomiaal coef­
fici~nten vindt men o.a. in 3. 

• 
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\'le berekenen ve:rvc>lge11~3 de v1iiarsct1ijnlijlcheden va11 al 

deze combina·tiefJ volc()~~s fo1""111:J.J .. e 1 zie tabe:L II, kolom 5), 

De ze waar s chj_ j nl. i j kh<:; i c1svf:;:r<':i E::l :i,11g is in f igut1r 1 get eken d. 

De linkseenziJdige overschrijdingskans van een gevon-
....,, -

den waarde U van Lt vvol~ .1·t g£;+C~E~i'in it:EE!rd al s de som van de 
-waarschijnlijkh,ede11 ,>1a11 (iLe ,,,,at1~den ve,.n U. d.ie kleiner of~ 

g e 1 i j k z i j n E,,an de g e vo n d er1 vv c;. ~1 :··de • In tab e 1 I I z i j n i11. k o l~ o r.~1 

6 deze exacte linl.cseenzij c1.ige overschri.j dingska.nsen gegevan 

en in kolom 4 de J-i nksee-r,1zij dige overs-c~hrij dingskansen die 

men vindt met bel11 1.7-,IJ van r".e nor1J1ale 'bena,dering zie ook figutir 

2 • 

De rechtseenziJ.dige overschrijdingskans wordt - ~ 

., 
ana.1.ooe 

aan de linkseenzi j di.ge) 

schijnlijkl1eden \ra.11 die 

gedef'iniee1 .. d als de som van de waal:"w• 
-

1.ivaarden va1'1 U die groter of gelijk 
--·-

zijn aan de gevo:1den V\';3.a1r\de van u -

Vergeli jking van de link~1er;;nzi j dige o,rE:rschri j dingsl{a.ns bE~ ... 

rekend volgens de ben~der~1 en de exacte methode. 

1 
~· 
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bina 
tie 
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+ 1 

+ 5 
' 

+ 6 

+ 71 
+ 9 

+13 

+14 

+ 15: 

+22 

~ u. 
c· 

1 3 I -- • ' 

• ' 

A i"j t:: 
.._/ c:. 

' 
_, 

_,,~-' 
' 

+O -4 
j 

" ' I 
' 

t- •') I +v ' ~ 

, 

+ 

+2~ 18 
' 

+2135 
+2,61 

:I 6,''~. + 5 ' ,' 

()0() ·:J '-· ' 
.. ,.,/ ! -

("') ,.-\ 
' 1 I 

, ,~, ,'., i '· , 
'I,, ' -

' 
, , 

• 
,. t~· ""'\ -I '\ ")j _r: 
\_,I \..' ' ' 

,,, / ·~ 
~ 

• 

"'"\ (- /'" ,~'l 
"'"" r---- r",.. .... \ I 

• ' ,,,,,./ \_. 1..._, 

' > 

'"" l"""""" ( i (_) lJl1 \ _I 

' ,,, 

' 

n ·•,, ~ 
l ; I J 

V 
' ,,.,, 

• • I ' ., I , . , 
• 

0 qqr; ,~_,._. 
1 ~ Ol;O 

• 

.,\ran de com-
1~ ina ties 

n ') 4 ') \.) , "- '-~ 

/"'\ 242 ~l 

' 
0 1 I") -ll 

' 
c.. l 

0 • 1 ") 
'- 1 

' 
Ci 

' 
040 

' I . l 1
"" 08 0 '-,,/ I' ., ,I 

' 

(1 08(1 
¾...,i ' ., •' 

0,040 

0,008 

0 . O· 1 ~ 
"' j f') ., ,.,, 
' 

' 

0 ') 4 ~-. , ' 
•' 

t t. .. ~ I-. 

' 
(' 1 8 ,1 ) 

' 
·1· .> '"' .,.,,-

I 

,,, 
,_. 

' 
6 ()t=' 

,J .. ) 

0 <I 

r7 l') ./~ ~,;, h ,. 
' ·.i..-.. ,.,__,,,· 

r ~ !I'' 

6 ' ' I r.,, ' V " , 

0 841"7 ✓, ,,,, ·, ( 

0, Q"7· , _ _,,6, 

Zoals duidel.ijl< blijk·t is voor enkele va:r1 de genoemde 

combinaties de overschrijdi:r1gsl{ans berekend 1;rolge:1s de r:rietl1od":: 

van de norn1ale benaf.ering belangrj_jk verschillend van die ge-­

vonden met de exacte methode. 

' 
I 
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Een tweezijdige kri ti eke zone met onbetrouwba~irheidsdrempel 

o<. kan hier op verschillende manieren gedefinieerd warden: 

B.v. door een linkseenzijdige en een rechtseenzijdige 
kritieke zone te kiezen, ieder met onbetrouwbaarheidsdrempel 
... ~ ol. • Een bezwaar van deze methode is dat hij vaak leidt 

tot een groot verschil tussen ei.. en de we:t"kelijke onbetrouw­

baarheid. Dit is vooral dan in sterke mate het geval, als de 
-kleinste of de grootste waarde, die U aan kan nemen, .een -

waarschijnlijkheid bezi t, «lie > ½ o1.. is. Dan wordt de kri··· 
tieke zone bovendien eenzijdig. Als we b.v. in ons voorbeald 

nemen ~ = 0,20 dan bestaat de op deze wijze gedefiniijerde 
11 tweezij dige '' kri ti eke zone ui t de waarden 
15½ en 22 en de onbetrouwbaarheid is 0,040 
+ 0 , O 16 + 0 , O 0 1 . ··- 0 , 0 7 3 • 

. 
• 

. ''" 9 ' 13 1 14 ' 
+ o 1ooa + o,ooa + 

Een andere methode is, dat men 

de kleinste waarschijnlijkheden bij 

,.. t 
de waarden van U m3 .· 

Ii £ ' 

elkaar zoekt totdat de 

gekozen onbetrouwbaarheidsdrempel het toevoegen van een nieuwe 
waarde verhindert. Deze methode heeft het voordeel boven de 
vorige dat in het algemeen de onbetrouwbaarheid dichterbij 

oc.. ligt, m.aar bij verdelingen met meer dan ~en top het nadeel 

dat de kritieke zone geen aaneengesloten geheel is. Nemen 
we in ons voorbeeld weer oc = 0,20 dan bestaat deze tweezij-

''-'" 
dige kritieke zone uit de waarden Ll ..... 5, 9, 13, 14, 15-~ en 
22 en de onbetrouwbaarheid is 0,040 + 0,040 + 0,008 + 0,008 + 

,., 

+ 0 9 016 + 0,001 0,113. De -,vaarde U == 5 behoort dus wel tot 
""·~ 1 ,,..., , 

de kri tieke zone 1oa.ar U. = 6~1 en U .... 7~~ niet en men kan de .. , .. 
ze kritieke zone bezwaarlijk tweezijdig noemen. 

We defini~ren nu de tweezijdige kritieke zone als volgt: 
,.,_,, 

\¥e beginnen met van de kleinste en de grootste waarde van U 

diegene te nemen met de kleinste waarschijnlijkheid. In ons 
voorbceld dus LL= 22. Dan kiezen we een van de waarden 

41-, ,.,_, 

U == . -8 en U = 15i· en wel zoda.nig dat het verscliil tussen 

de som van de waarschijnlijkl1eden links en de som vai1 de 

waarschijnlijkheden rechts in absolute waarde minimaal is. 
,., -

Nemen we tl = -·8 dan is dit absolute ve1"'schil 0,242--.. 0,001 _,_ 
,.., 

_,,, 

""' ,.... 
Vervolgens kiezen we een van de waarden U. . 14 en u. =-8 • 

..... 
Neman we U .. ,, -·-8 dan wordt het genoemde verschil tussen links 

en. rechts in absolute waarde: 0,242- 0,016+0,001 :,:::: 0,225 

,,.,. 
die waa:r.··de van U die het kleinste absolute verschi 1 tussen 
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--links en rechts geeft, dus u_ --= 14. Zo gaan we door met tel--

r., 
kens links of rechts een waarde van U bij de kritieke zone 

te nemen totdat de gekozen onbetrouwbaarheidsdrempel het toe 
voegen van een nieuwe waarde verhindert. Nemen we weer~. 0,2 

dan vinden we in ons voorbeeld voor deze kritieke zone de 

waarden li = 7½, 9, 13, 14, 15~· en 22 en de onbetrouwbaarheid 

is 0,080 + 0,040 + 0,008 + 0,008 + 0,016 + O,b01 = 0,153. Op 

deze wijze bereikt men dus dat de onbetrouwbaarheid in het 
algemeen dichterbij cJ.. ligt dan volgens de eerste methode; 

bovendien verkrijgt n1en een aaneengesloten geheel voor Ae~, 

linker-• .. • en recht er deel der 1cri ti eke zone, terwijl de onbe-··· 

trouwbaarheid zo goed als mogelijl{ is in gelijke mate over 

de twee delen verdeeld wordt. 

De tweezij dige overschrij dingskans wordt nu gedefinie :,.,.. 

als de onbetrouwbaarheid van de kleinste kritieke zone van 
- ~ . -

deze aard, die de gevonden waarde van µ bevat. B.v,, de 
- . •= 

kleinste kri tieke zone die het punt U 6½ bevat bests.at uit 
... 5 en 6½ en d·e twee*"'• 

is dus in ons voor-• 

van daze waarden van 

,,_ 

de waarden U = 22, 15·}, 14, 13, 9, 1i~, 
,,., 

zij dige overscl1.rij dingskans van U = 6}· 

beeld de som van de waarschijnlijkheden 
,._ 

U en dus 0,476a 

In tabel II zijn voor ieder· der mogelijke waarden van 
,.,,, 
Id- deze exacte en tevens de benaderde t,veezij d~ige oversc11rij·· 

dingskansen gegeveno 

,,,. 8 ( 7 · . ., . 
,,.. 1 --;;r 11 · 

0 12 · .. 
1 10 .. 
5 9 
6½ 8 

1 72" 6 · 
9 5 

13 • 4 J 
14 3 
15-k- 2) 
22 1 · 

ii".# 

Tabel III. 

exac·t 

0,395 
0,879 
1,000 
0,.637 
0,516 
0,476 
0, 153 
0,073 
0,033 
0,025 
o,01f'"1 
0,001 

waarden van U bij de kri.tieke zones 

benaderd 

0, 180 
0,802 
1 ,ooo 
0,864 
0,400 
0,276 
0,208 
0 "'3n I V . 'I 

0,030 
0,018 
0,010 

<0,001 

volgorde aan, waarin J.:J 

getrokken warden. 



te illustreren welke invloed de waarden van ""- , ,v,n.. , 

t 1 , t~ , .... , tk op het resul taat hebben geven we hier nog 

een tweetal anu.ere voorbeeldcn met de tweezij dige overachrij•·· 
dingskansen. 

A. 54 

B, 

3 
0 

57 

13 

1 
0 

14 

32 

5 
2 

39 

19 

4 
2 

25 
In het algemeen 

metrisch is als 

enz. zie Tabel 

86 

8 

2 

96 

32 

5 
2 

39 
geldt dat de 

+ 139 
exact: · k -·• 

benaderd ~ = 

0,06. 

0,04 

r,1 

30½ u .. + 
exact k ,,c I 0,23 

ber1aderd k ; . o, 18 

exacte verdel.ing "'fan 
~-• 
u. ' s:Y'm 

rn. : l\"'r\.. en o o k a 1 s t 1 :: t 1c • t 1 ':. t ... 1 • t, • -t tt-t. :a. 

I). In deze gevallen zal voor niet te kleine 
en rm , de normale benadering meestal vrij goad zijn * 
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