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Twee parametervri e toetsen_voor k stee· 

Gegeven zijn k onafhankelijke stee roeven van 

k stochastische grootheden: 

, 

--· - ---- - -- •1• • • -- ------ ...... a•-------

van 

De uitgebreidheden van de steekproeven zijn dus 

n 1 ,n2 , .•. ,nk; de eerste index van de waarneming 

geeft. aan, uit welke steekproe:r deze waarneming 

stig 1s, terwijl de tweede index hat nummer der 

neming binn~n die stee~roef aangeeft. 

X... .. 
1., J 

afkom-

waar-

dat de waarnemingen van dezelfde stochastische groot

heid arkomstig zijn. 

deeld zijn en alle dezelfde waarsch1jnlijkhe1dsverde

ling bezitt-en. 

maken van de vol-

gende twee toetsingsmethoden. 

10 De H-toets. 

De berekening van de toetsingsgrootheid H, welke 

bij de toets gebruikt wordt, geschiedt op de volgende 

wijze zie KRUSKAL en WALLIS (1) en 2, RIJKOORT 3 
en TERPSTRA 4 ·• 

Alle waarnemingen worden naar opklimmende grootte 

gerangschikt en vervolgens van een rangnummer voor

zien. Indien alle waarnemingen verschillend zijn; zijn 

dien t waarnemingen gelijk aan elkaar zijn, wordt aan 
• 

elk der t waarnemingen eenzelfde rangnummer toegekend. 

Dit rangnummer is dan gelijk aan het gemiddelde der 
• 

rangnummers, welke de waarnemingen gekregen zouden 
- --- ..., _______ ,_._.,... ___ _ 

• 

Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriijntatie en 
' 

• 

streeft niet naar volledigheid of volledige exact- .· · 
' ,. ' 

heid. 
. . 

2 Stochastische grootheden worden door on•derstr,ee·pt:f;) .: . 
. · '_-, ... · ... ~ 

'•... ._·';; ,,.' 
. . ' ; . . 

letters aangeduid. , , ·•·· .. ··, ; :, 
>,·· . .-·.·,: . .; .. , ,;_ -.. ,_,;:,,•. . i' - ...... 
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hebben, indien ze alle verschillend waren. 

Voorbeeld: 

0 
0 0 

I ' It; I , 'lltr. Si Rf If A 4 I •-·-· ----8!1----lli--.t,·•· __ ,, ~ ---+----liiil~ V ._., . • ; 1 ■1.111 

0 10 "'"""' , '··>X.. .... 
• 

rangnummers: 1, 2, 3, 4.·., 4 •, 6, 8, 8, 8, 10. 

steekproef voor en zijn alle waarnem1ngen onderling 

verschillend, dan wordt de t,oetsingsgrootheid H gede

finieerd door 

k 1 
H ,~ !. :Bt ... = -- _ l(n+1). 

n(n+ 1) t.a, nl 

Kamen onder alle n waarnemingen tezamen r groepen van 

etc., dan wordt bovenstaande uitdrukking voor H ge

deeld door de factor 

Indien alle waarnemingen verschillend zijn is N = 

.~~ -,!1,e t,, ,
11
,?. +Pi~!T:.e,~1?-. geld t dus : 

. . k R~ 
H = . 12. L ... c. _ 3(n+1) ·. N. 

n(n+1) t.1 nt 

Voor het geval van twee steekproeven ·. k = 2 · is 

H gelijk aan de genormeerde toetsingsgrootheid van 

WILCOXON [6 voor twee steekproeven. De H-toet.s kan 

dus beschouwd worden als een generalisatie van de 

toets van WILCOXON. 
Beschouwen wij nu de verzameling van alle bij 

het experiment mogelijke uitkomsten, dan bezit Hop 

deze verzameling een waarschijnlijkhej,dsverdeling. 

mingen uit dezelfde verdeling afkomstig zijn, juist 

is, dan bezit H voor 
• 

bij benadering een 

graden. 

Indien de 

ui t de ste-ekpro,ef bepaalde wa.arde van H groter 1s dan 

een kri ti eke waarde · . , welke gegeven wordt door 



• 

Hierin is, ~ de voora:fgekozen onbetrouwbaarheidsdrem-

pel: indien de gevonden waarde H groter is dan H~ 

onbetrouw-
baarheid ex. 0 

Dc·waarde H~ kan gemakkelijk bepaald warden uit ta-
• 

bellen en nomogrammen van de 

de ove,rschri,jd,i,,DS~,~,an~ van de gevonden waarde H, 

welke gederinieerd wordt door: 

~~~ ?e_n~.?,er,i~g .Y?,or,, ~,~,~in,~.,.,~~eekp;r,o,ey~l'l;,o 
a 

Indien de steekproeven niet voldoende groo·t zijn, 
wordt de exacte verdeling van H niet meer goed bena-

1=1,2.,3 

zijn de kritieke waarden van H, corresponderende met 

de onbetrouwbaarheden 

berekend zie [2] en [3 • 

0,10, 0,05 en 0,01, exact 

Aan de hand van deze uitkomsten is aangetoond, dat de 

exacte verdeling van H voor kleine steekproeven zeer 

geed benaderd wordt door de F-verdeling. Deze verde~-. 

5 • 

De uit de steeproefwaarden te berekenen grootheid F 

_wordt dan gegeven door 

waarin 

Verder worden 

'))1 = 

en 

- - ·-

waarin 

F · _H(M_k+·-1) , 
(k_1)CM-H) 

k 
n1 _ n--s 

M = __ .;;.;:..:.__L_ ., 

n(n+1) 

v 1 en 1>2 gegeven door 

(k_ 1 )C.M-k+ 1 )_/\J 
MI\T· 

5n(n+1) 

M_k+1 = ----· "))1, 
k-1 

k 
6 1 

• 

• 

De kritieke waarden voor Fen de overschrijdingskans 

'van de gevonden waarde F kunnen warden bepaald ui t 
• 

• 

• 



Grote 
waarden van 

2. • 

De bij deze toets gebruikte toetsirlgagrootheid 
wordt als volgt berekend TERPSTRA 4 . 

• 

Evenals bij de H-toets, worden allereerst alle waar

nemingen naar opklimmende grootte gerangschikt voor 

gelijke waarnemingen geldt hetzelfde ala onder 1, en 

wordt voor iedere steekproef de som der rangnummers 

1 = bepaald. 

Bovendien wordt nag ieder tweetal van steekproeven 

onderling vergeleken. Dit gaat het gemakkelijkst door 

eerst de steekproeven willekeu:r15 te nummeren. 

naar opklimmende grootte te rangsch1kken en van een 

rangnummer te voorzien voo~ gelijke waarnemingen 

geldt weer hetzelfde als onder 1 . Voor de e steek

proef wordt vervolgens de som der rangnummers bepaald, 

noemen. 
De toetsingsgrootheid dan gedef1n1eerd door 

., . .. 
..,r A 

h<j nhnj 
12 

n+1 

waarin (j} 

' 

en 
- . 47:.,. 

• 

3 

De toetsingsgrootheid 

als 

kan ook geschreven worden 

T2. = 1~ 
h<j 

,...., ,~ 
3 · _ = staan in verband met de 

toetsingsgrootheid U van WILCOXON 6, zeals ze 

gedefinieerd is door MANN en WHITNEY [7. Beschou

wen we 2 steekproeven van de uitgebreidheden n en . 

m, dan is U het aantal keren, dat een waarneming 

uit de tweede steekproef kleiner is dan em waarne-
• 

ming uit de eerste steekproef het zgn. aantal in-

versies en 
, .. 

--



waarin H gegeven wordt door de teller van de algemene 
uitdrukking onder 1e. 

Voor het geval van 2 steekproeven k 

aan de genormeerde toe~singsgrootheid 
2 is 

U van WILCOXON 
6 voor 2 steekproeven. 

-

inhoudende dat alle 
waarnemingen uit dezelfde verdeling afkomstig zijn, 

grate 

grotere 

de ge--
2 vonden waarde T grater 1s dan een kr1t1eke waarde 

2 
T«, welke gegeven wordt do~r 

De onbetrouwbaarheid van de uitspraak is dan gelijk 
aan 0(. • 

De ovs~.r.~,~~riJ.d~.ng_s:i<a~s van de 

gegeven door 

2 gevonden waarde T wordt 

=p 

(?,E,µt.~
2

~ k 1 ~g ~ n 
e 1 . Ui t het voorgaa11de 

kelijker is dan de 
vallen echter geen 

H-toets. Dit zal in vele ge-
2 bezwaar z1jn, daar de T -toets 

eventueel bestaande verschillen tussen de k steek-
• 

proeven vermoedelijk scherper aantoont dan de H-

toets, d~w.z. dat hij een grater onderscheidend 

vermogen bezit. 

is strikt genomen alleen bewezen voor het geval, 

dat alle waarnemingen verschillend zijn. Indien 
echter niet te veel gelijken voorkomen, kan boven

staande methode zonder bezwaar toegepast warden. 

38
• Een onderzoek naar de aard van de verdeling van 

moedelijk zal, evenals bij de H-toets, de exacte 

verdeling·van - kunnen worden met 

behulp van de F-verdeling . 
• 
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G,egeven zijn de volgende 5 stee ro1even, elk van 
de uitgebreidheid 10. 

• • • a • • 
1 2 4 6 9 13 16 20 23 28 
1 2 4 6 8 10 12 14 15 17 
1 2 3 4 6 8 10 12 14 16 
1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 11 

• 
3 5 8 11 15 19 24 29 33 3,6 
1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 
1 2 3 4 6 8 10 12 14 16 
1 2 3 4 5 6 7 9 11 12 

7 10 14 17 21 27 31 34 39 43 
1 2 4 5 7 10 12 13 16 18 

1 2 3 4 5 7 8 10 12 15 

12 18 22 25 30 35 38 41 4446 

1 2 3 4 6 8 10 12 14 't> 

-

--------------------------------
32 37 4042 45 4748. · ::0 

De steekproeven zijn op de in paragraaf 1 en 2 gege
ven wijzen van verschillende rangnummers voorzien. 

Uit het schema vinden we: 

' ' 

' ' ' . 
' 

' 
I 

' 
' ' 

' 
' 
' 

• 

. ' 

1488,4 
2 ~ ... 

·1 
. ' 

i 1., 3 
. .· 4 . . ; 

841 
. ' ' 

: 1521 

5 ' i 

.•• ,', , I 4"• •• 2401:: 
'. 1· 
' ' -----~----- . ' 

' 
I .. 
ii 

' i· r 41 ..,,Lt 

' . . .... , : 

I "-/I 

: . , 'I 
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' ' 841
, 

' : . ' <, :' 

' ' ' ' · 20·· 2· ·5··· ' . . . . } ' 
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. . . ' . 

'••-> 

' ' 
' ' , 

' ' 

' . 
I 
. ' 
i ' . , 
' 
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2,56 

8.41 

15J21 

24,01 

1,96 · 

8 41 .. , 
• 

20,25 
'-~---"-"•.' 
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Hieruit volgt: 

en 

We vinden dus 

'-

' 

.-~ 2-
uh . .. j 

5904~ 
• 28 

. .1444 

72, 
• 841 

7305, 

::= 106,55. 

H - 1:t. 37719, qo - ix51 11? ,51 . 1~& :a ~'f .~1 
50x.51 

en 

2 ' 

X 4 ,= 

• 
' 

2,89 

14,44 

n 

8,4-t 

4 en 

• 

2 ' 
een -tabel of nomogram overschr1jd1ngskansen., welke 

~ 

De steekproeven zijn dus volgens beide toetsingsme

thoden duidelijk systematisch verschillend 

verworpen wordeno • 
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