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1 Tweedimensionale normale verdeling in het algemeen. 

De algemene gedaante van de verdelingsdichtheid van een twee-

dimensionale normale verdeling 
i 

2 

1 e 
Z(l -{?-,. 

Hierin komen de volgende vijf parameters voor: 

2 

, -

spreiding van Xi, 

overeenkomstige grootheden voor X 2 , 
• 

~ '\ - P,1 52 - f':, 

a; er; 
correlatiecoefficient van X1 en X~. -

Het punt ~~ 2 noemen wij het middelpunt van de verdeling. 

De parameter is een maat voor de afhankelijkheid van de 

variabelen ~1 en X~. Als =O zijn de twee variabelen stochastisch 

onaf.hankelijk, als l {='1 zijn de variabelen lineair ·:t·~:3fhankelijk., 

d.w.z. dater een rechte lijn in het XilX~ -vlak is, waar het 

stochastische punt ~ 1 1XL met wh 1 op ligt. 

Indien wij beschikken over een steekproef van onafhankelijke 
\ 

waarnemingen X1 t) x,.i. l= 1, ... ,n uit de verdellng, kunnen wij de 

parameters op de volgende wijze schatten: 

3 

C,_ door 

door 

. n : 
f - . 

::.:. t1 .- X 2 ~ 
l -::: 1 

1 

,._,1 I F 

1 

f 1 

I "'-1 • I I A,: ( 

• 

gemiddelde van de waarnemingen van ~2 

-- 2. 
X · ~-· X 

,? ~ 2. . 

spreiding van de waarnemingen 
van xi , 

spreiding van de waarnemingen 
van ~2. , 

1 '< ,, X fl i. .... ><,_ r ': -••1•-•~c• i -- rt/ ol 

S152 Tl - 1 i :- J 

correlfl tiecoeffic i~nt van de waa rne--
mingen van X 1 en ~2 • 

... ... -- w-- -- - -- - •)91 - - ~ -- ..... - - -- - -
• 

De mathema tische vcr· .. •:~·2 chting v·nn . een g.roo.theiq wordt ook wel 
zijn theoretische gemi.ddPl.de genoemd. 

, 



-2-

2 T?::7.~s ~~n HOTELLING VC?,,o~ ~e,t m~d,9elpunt v,~I:, ,ee~,, ,~w~~~,i~eris~o~a 1.~. 

n,C?,~ta ~~' "ver~~ ~,~ns. 

Deze toeta is een generalisatie van de toets van STUDENT voor 

het gemiddelde van een nortnale verdeling zie Memorand11m S 47 
M 8 • 

Gegeven zij een ateekproef 

lijke waarnemingen ui t een tweedimensiona le nor,na le verde ling. 

De te toetsen hypothese . 0 is, dat een gegeven punt · .. '1~ ,('-'._ • 

het middelpunt van de verdeling is. 
2 

De toetsingsgrootheid is de _ van HOTELLING, gedefinieerd 

als volgt: 

2 (g2. JJ-: ~2 fa 
2 -

){' -
~1 n 1 '1 

4 2 t'" + 1 -• s r2 ~i 
IS 4 ~s 1 •• _z • - -2 

Als de nulhypothese juist is, zal 

1 n-2. ·--
2 n-t - • 

verdeeld zijn als de F van FISHER-SNEDECOR 

heidsgraden zie Memorandum S 53 M 24 . 

met 'V1 = Z en ~ ::: TI- 2 v r· i j -· 

- '* 

"T" 2. 

0 en komt dan overeen 

met een tweezijdige toets van STUDENT. 

Litteratuur: A.HALD, Statistical Theory with engineering applic­

ations, New York and London, 1952, p. 607. 
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3 ~9eta van HOTELLING voor twee steekproeven. 
$ il I I I it m... ; tis I Id 1 1 f I J t u:r t HS ¢ ,. a I I ¥ ii & 11• I Iii 4 7 I Si I d •• 

De toets is een generalisatie van de toeta van STUDENT voor 
twee stee · .. roeven zie Memorandum S 47 M 9 ·· • Zij wordt ge­

bruikt voor het toetsen van de hypothese H0 dat twee steekproeven 

·><1t')Xz~ L-.:r.li•··,n 
steekproeven uit dezelfde tweedimensionale normale verdeling. 

T 2 
Ala toetsingsgrootheid wordt hierb1J gebruikt de van 

HOTE.._-ING voor twee stee roeven: 

2 
5 ' • 

waarin: 

Als de 

<; , •• 

- - 2 -- -m Tl ~, Yr ~. Y. ~2. 
::, 2..r -di J --

r2 - S1 s2 ·m+n l - -

n n 
t 1 

XI i. ~ ~2 ~ ~1 
- $1 T ,,_ -.,. 

> n ht$ a 

n l-=-1 ' L't 1. 
n- "1 

' 1 1 7 ... 'i2j .x YL - -' -- fJ .:, m 't\"\ • J ;J.1 - J•1 

Li. , - -
m+ 11-2 

-· 
• 

. ,.,_. X - 2 ~ - .,_ 
L .:..2; - ~ ;- 2:. ( -ai - Y_, t::' . ~ 

r 7 1 R A Q q j e O I UL F I ; Ill; $ l :. ' Jlh.4 I IU d •• J I J • I 4 Ii I .... 

m -+ n .... 2 

juist is bezit: 

l. m-f-n-3 .'T 2 

.2 m+-n-,. -

- - - . 2\ Jt ~2 Y1. - + lliii 1 I ' I .. • 
Sa 

• 

de verdeling van de f van FISHER-SNEDECOR met){:: 2 en V.1 ::m,... n - B 

heidsgraden. 
l 2 

" ' \'· 1~ l J • ., 

komt dan overeen 
met een tweezijdige toets van STUDENT. 

Litteratuur: A .HALD, Statistical Theory with engineering applic~•­

ations, New York and London, 1952; p. 616. 
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4 Toets voor de correlatieco~fficil:!nt van een tweedimenaionale 

normale yer~elinS?. 

De te toetsen hypothese • •· is, dat de 
latiecoefficient van een tweedimensionale 

theoretische • corre­

nortriale verdeling ge-

lijk is aan een gegeven getal • 
• 

Gegeven zij weer een ateekproef X1i >X2i-. · l = t.) • • • .,n van onaf-

hankelijke waarnemingen uit de verdeling. 
De toetsingagrootheid is de correlatieco~ffici~nt r van deze 

waarnemingen, gedefinieerd in 3 . 
De verdeling van r is voor de waarden van 0,00,1 0,9 en 

• 

3·•.1 ·25.,50,100,200.,400 getabelleerd door F.N.DAVID zie littera-

tuur ·• 

De kritieke zone tweezijdig bij een gegeven onbetrouwbaar­

heid o<:, beataat ui t de interva llen £'S! r1 respectievelijk r ~ ~.2.., be­
paald do,or: 

P:tS.t;\ resp. Pr~ .t;\··. f Oc.. 
2 

,· 

Bij eenzijdige toetsing is de kritieke zone van het type 
~ rc~htszijdig , r; bepaa ld door: 

r ~ t;;\ 

.... I"" \ .t ... ""). r~ . P 
.c...- w ,,. -

Voor grate waarden van n maakt men gebruik van het feit, dat 

~ "C ::::, 1 .. 
2 

l + r -
I 

l+ r -
l- r -

bij benadering normaal verdeeld is met gemiddelde: 

>,I - -" 
) - 2. 

en spreiding 

r-r"' -u:t --

1 

' + E' 
1 -

.· n -

Litteratuur: 

A.HALD, Stat1Bt~ ~, Theory with engineering applications, 

New York and London, 1952, p. 608. 

F.N.DAVID, Tables of the Ordinates and Probability integral 

of the distribution of the correlation coefficient in 
small samples, London, 1938. 



6 Toets om na te r5aan 1 of een tweedimensionale verdeling normaal is~ 
I ill Ii 7 ,, L 19 21 •• J I I I d II 1 ii 5 i I ■ J1 I £ d ,, VI U 1 I _ Ill t I I ft& J l • 1 5 1 3 t JI 5 & : Si F U LS & t d C E ,. E a ,. 

Gegeven is een steekproef X' 1t I X,.i.. i.11:. i •... )n · • Wij wensen 

de hypothese H0 te toetsen; dat dit een stee ,roef is uit een 

tweedimensionale not'lnale verdeling. Hiertoe berekenen we de 
a • 

grootheden ~1 , 11 , ~s, 

Beschouw nu bij een 
' ). a. 

. --.....;. ... e,__ 

e 

s" en r volgens 

A 1. gegeven door 

QI. 

-

•• • •• 

D·e lange as gaat door het punt · X1 ,X,a en heeft een helling 

gegeven door: 

2.r 

De normale verdeling met · 1 = m2 , · 2 -am.1,Gf = Si ,0-1= .:>,. en e= r 
noemt men de aangepaste norinale verdeling. Voor deze verdeling 
geldt, dat de kans op een waarnemingen binnen de door ·13 · en 
· 14 gegeven ellips gelijk aan Eis. Verder is deze verdeling 

s etrisch t.o.v. de assen van die ellips. 

WiJ construeren nu de ellips gegeven door 13 en 14 voor 

• De 

hun gemeenschappelijke assen verdelen dan het platte vlak in 24 
vakken. De verwachtingen volgens de aangepaste normale verdeling 

t van de aantallen punten binnen deze vakken zijn dan 14 n. Wij tel-
len nu de aantallen waargenomen punten die in ieder der 
liggen, aan te duiden met ni , l11, • • • , 11 24- en berekenen: 

2 
- .. I -

24 2 
TI· - J n 

:J .24 
• 

J=1 

vakken 

Als O juist is, zal deze grootheid voor grate n bij benadering 

een 2 -verdeling hebben met 24-6=18 vrijheidsgraden er ziJn 5 
parameters aangepaet ; men vergelijke hiervoor het memorandum 

Z 2 

0 

als ex. de gewenste onbetrouwbaarheidsdrempel is. 

L1tteratuur: A.HALD, Statistical Theory with engineering applic­

ations, New York and London, 1952, p. 602. 


