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Inleid1,ns;, 
a a 1•11 1 L 

Het toetsen van een h othese in het al emeen. 

Het toetLen van een hypothese O berust op een aantal 
t "'1'8""11".,nem 1 ng·-ren v -v 'V' van e~i~n tJf'' rnee~ stochast ische g~_;root-w·v ·· CJ A,, i. 1 J .1., - , ; :, .,..,... ,_ ,. • • • • • • • • • • • • ., "'h · f · .. ~ J. " • <L -· 

Bij een toets behoort een toetsingsgrootheid ½, die een 

fun~·tie 1~s- va·~ ~t,~venf7 €· noe~ma~~ \~,~~T,Yleminaen· ...... . . . It j, .. , l,,..J l. - \ I j l ...... "II \.,4 (.J. .... l 1.. ..... 0 ~ ·-
Men berel<ent nu; onder de onderstelling dat H0 juist is, 

de waarscr1ijn:L; jkheidsver~delinf2~ van u .. Verv,:,lgens 1<1est men 

een \'erz arne 1 inf~ Z 
E'en in Z gelegen waa:rcie aanneemt, onder· de 

rJothese H0 ~ gelijk is aan een gegeven getal ~; Z 
1&1orci t de l<r it ieke zone genc)et11d en o<. c..1.e onbe t rott~Jbaa1~·he ids dretn.-• 

H wcr1 c1t nt1 verwoI,I,")en al.s de bij t1et expe1~iment gevondet1 
() 

.. 

waarde van u in Z ligt ~ Noemen we de kans dat dit gebeurt ::11~~ 

H
0 

juis t is ot.,' J dan is o(' de kans op ten onrechte verwerpen 

van H0 als deze ju:Lst 1s; ~ heet de onbetrouwbaarheid en 

hoogstens gelijk aan , de onbetrouwbaarheidsdrempel 
I De betekenif:; van o<. en is de volgende: o(_ l: S d € gr r {'') 0 t ,:.·• t· J:-'"::, l "" · ·. ' '; . ·. · 

1r..,.,..,. . , u .,,, ""' r\. . l. -4. , • 

' 

op ten onrechte verwerpen van H02 die de onderzoeker nog wil 

acc,epteren, ~• de kans die hij 1,ver ... l·cel·tj\{ loopt om \-\
9 

ten on

rechte te verwerpen. -
Indicn de waarschijnliJkhe1dsverdeling van u continu ' : s·" 

JI 

1 s d-..' = d.. ; 1. •-- c] e v E· rd e 1 i n g van u. cl 1. s c re e t d an is i r1 he t a 1 g: e -~ 

meen 
1\1s ui 1·· 1.rr)m,.~1t- V"n een t >Etq, )·• ·1t· .M v ?'\. -- • • - - (:) ..;; c . .:i · ...., w ( r c·. v a al<: de 9 ve r: s c hr i J .. d L 1!~~:;;,,:.3_-

, I I 4 ; 

kans k opgege\ren, Dit is de l{l.eir1stc o<.' of oZ ~ d at rn a a kt hi er --

voor geen verschil waarvoor de Gevonden w~,arde van u nog ju:st 

in de biJ o{ beho1'\enlie kr~·itie1ce zont; 1·'.i.gt Werken we met een on~~ 
i . I 

r r, n \•J O "(1 ' : . ·-, ., .. ,,,L 
_,;~- "'- --~ .b.. .,__.,· •. 

is . 

De kri t i.elcc zone 
, ,. 

kan een- of tweezijdlg gekozen warden 

Tweezijdj_g w1l zeggen: 2 bestaat uit de waarden van udie ver 
van het gemiddelde afwijken Rechts ; , b j d •\ . l eenz1 1g wi zeggen: Z. be-

st£1at uit de v!RardEn van 

het gemiddeldc hEbben~ 

U die een grate positieve afstand 

........... - ........... ---.------~ ....... - ..... ..,... ... __ 
• . ' 

1 Ecn stochastischc grooth~id is ~en grootheid die een.waar

schijnlijkheidsverdeling bozit; stochastische grootheden wor-• 

den aangegeven met onderstreepte letters~ Waarden aangenomen 

door een stochastische. grootheid warden aangegeven met de
zelfde letters, niet onderstreept. 



De ketlZC van z een- o:f t\:,Jt;iCZljdig. hengt a1".\ \ 1 an de al"Ct,1" 

nat1evc mogelijkheden, die men naast de getoetste hypothese 
;t·'• ) 

111 he t •Onde:r"fzoe\,c wen[, t t c· bet rekken c--:) 

• 

2 Nad.ere deta:i~ ls hierover \r 1ndt men b ~ v., in 1 . !n di t rap-~ 

port volstaan wij, wat dit aspect betreft, met aanduidingen 

" 



DEEL I 

1 methode der dubbelc dichotomie voor het ver,eli:ken 

,,an tviee kansen,. 

1 1 .. 1 ~ Inle icJing 

ten, 
-

al 7 7 

1.r 1 j' b es ,., "nl - ' ·1 t,:r <' n ,v ·. . l.,, l O L~ ,11 t .. · 

non- R 

Ind.1.en 

iec1e1· experlr·ner1t een der' mogelijke uitkon1sten F\ 
l-, c:;: e f' t· 
.!. .I, ...... ..I. '- ,, 

van er 

expe rimenten best a at, ~, ,21 a r· ·· 

hebben gegcven en de tweede reeks uit 

t - A hebben gegeven, 

dan kunnen wij de resultaten al~ volgt samenvatten: 

\ -
0{) 

dus 

' 

P\ R t:otaa~ 
• 

-er--•t·--L · .:.::> . e sne e k ,·~ .l, • ~ ,;:) 0.. C rn. - -
tv.1eede reel<(:, - ,.., P>~.) 

.g d 'l"l'\.. - -
' 

total:11 "tt ,6 ' N - -

Hier~1n z1 .. jn g..., .=: ., ,;:,, } 

en dus ool{ N -:. 'Yl + --rn... 

d ~ er1 
') -

gegevcn 

~ stochastisch, 

get[=xllen zijn. 

terwijl ~ 

Stel nu dat bij ieder exDer1ment van de eerste reeks de 
()0 .. R ··n <.,,- k"n° op l:; ... le; C1··u · . dus gelijk 

bii t) 

' ,:l experiment van ue tweede reeks de kans 
-

geli,jl<: is aan 

De hypothese d·le 

e r1 d c l< a r1 :.·, o [:> R 
we willen toetsen 

·• \ 

dUS \- p ., 

lu.1dt dan: 

• --

het R in de eerste reeks, € n 1" 1 .,-.. ·1 t.r Or(~ t ,..., 'e') .. ~. 
v·\1 t _ ,1 v -.1 ,. ... A ~ ; . .,.; t·:: -

~ 

,.,:Ji .~-, i • • " , ·•. ...,, C:i •.. n 
' l i ' . \ l ·" ''I ,. ••; y l ; < ' \., • .._, • I ~. , ~ ., .I.. ·'- "- j aan zou kunnen nemen biJ 

< 

1·evonden waarde van~. 

omdat men alleen op die wijzc 

men, bi j gegeven ~ .. rrr-i... en ~ ;, 

is rrL- , ...4,~ .. l)e l{ans dat 

aanna1ne dat de r1yp()these H0 

dat ~ de bi1 het experiment 'I_ 

gegeven door: 

--

als \-\
0 

juiist is, kan 

grootheic1 9r aan l•<an nc

~l~,"V). De l{:leinste wc:1a1,<:]tE. 

E· e 11 t\T a a ·rd E~ o... ::1 an n e em t , o r1 de 1~ d c 

juist is en onder de voorwaarde, 

1~:;e 11onden l/J a ar·de I'(; aanneemt, v1or·cl t 

'n.. ~· 

I ii""., """"' .. t ,· 
.. 

N 



- 4 -

kunnen we tieze kans berekenen. H1c:r-'b1 j kunnen \iij gebr1 uik rrtril{ct~1 

t ::. '.); b ,::r: .l· 1 /;) n. d e· r· b 1~ no m 1 a ~~ l c o· 1( 1··.., ·1--1·· C' 1· ►t n t """ n ct· 1 e·" o· a t e \' 1 n ( , t· ,' r ~~ .i . 1 t~ 1 v a n ~.:ll """" '- •• . • · t:! . • • ¾. . . . . . c . . .. c , ·~ " .,. " ..... .... . J, ,., 

•• 

1.n 

Voorbeeld 1 
1r e r· verge 1 i j k in g v i1 n t we' e gene es m id de 1 en v o or~ e en b e }~) ,~: :.~ l (:·t 1 

.. 

ziekte werden 11 pati~nten met het eerste en 16 pati~nten 

met het tweede mlddcl behandeld Vervolgens werd b~.j iedcr 

der pati~nten nagegaan of 

licht. De resultaten zijn 

d(., -1ek+-- ,r,,r·•·nm···,·r"'k····,1·1·· ..;;,{ ,.,r,,V')d v,;.~: .. ·.~ ..... . : ~ .· . 1,,;t; c:io ·re ... t' · . 1.J~ v,t1· ,_~ .. 

.. P"\ ' ,,-,., • 1 t b 1. II . n C,i\··e ..... 

Tabel II 

genees- succes geen tot a~·11 rr1iddel succes 

1 6 ,---:, 
• 11 

2 14 
.-

r'I 16 C 

totaal 20 
?'""'"? 2- ' 

( { 

0. -= 6 , , It,::: 2.0 We hebben dus: 

waarden die a_ 
• 

aan kan nemen ~ij deze waarden van~ 
,, 10 ::. , ' , 11. 

d (; 

en rt, z i jn: 4, 
Berekenen wij met formule 1 ) a:,.-. t:: v,1 a ci 1 • s c h i j n 1 i ,j le 11 e 1 (~1 ~::; v L · i , .~l ": ... 

ling van a_ bij de gevonclen 1.r<1J"aar·dE: 20 van "t,:. dc=in vint ➔ t · 

\41€: 

Tabel III 

• 

a T-> ' 0.. -::. a_ I'(,:: :to~ H 0 - -(rn.-:: l\ --."'Yn,::;, \b) 
• 

' 4 0>0004 

5 0 ,008 3 
6 0, 0621+ 
7 0 2081 

' 

8 O ~ 3 382 
' 

9 
' 

0>2705 
• 

10 0, 0 1]92 

11 0.,0129 

In figuur 1 is horizont.aal o.. uitgezet en verticaal 

-p. 0..-:: 0.. -
.. 
• 



0,30 . 

. 

o.;20 · 

I 

0. .. 10 

---t-,---------..i------r------------...J.--------
5 b 7 8 \0 \ \ a... 

• 

fig. 1 
' 

Het g.em_id.~-~~de en de variant 1e spreidingslcy,Jc1clraat) v;~ 1 n :J:

worden gegeven door 

2) --
N 

,. . H CT a.. rt .. .... it, · --· - ~ ~ - .. 

Wil ~en alG andere mogelij1chcden beschouwen dnn 

1-ciest men cen tweezijdige, krit:ietce zone Z. Orn deze k:r-..itiel<c 

zc_1ne te vor-·men v,1ordE1 n de waa1.~{~ien vDr1 a, n1et de klE.?inste W£J[11·--
scr1·1iinl1~11{1'1t}Clen bij elk[Jar gezocr1t totliat de gekc1 zcn r)n·betr·oui'IJ~·

baar·heid:3d1··.ern1~)e_l. het toevoe[::en \Iran ec~11 n· euwe W.'..':ia1,,cle vc·1:1 hindc]·•·t 

De overschrijdingskans k wordt gevonden door alll w2ar-

schijnlijkheden bij elkaar te zoeken die niet grater ziJn dan 

waarschijnliJkheid van de gevonden waarde van~_ 

.. 
r ~ ,,.-,, 

l t.
'-'\. '-' 

Nemen WL ~ = 0,05 dan bestaat de tweezijdi[e kr1tieke zone 

Z in ons ,1oorbeeld uit de waarden a...= 4; t:s En 11, De kr·r1;·:) 

hypo these 
. 

l O 01?0 - 0 0°.....,i -r- , J - ;,t ~- . , ,_ : ',) .. 

o<.' dat CL in Z. val t is dan, ender de 

tabel III gelijk aan: 0,0004 + 0,0083 

Zouden wij de waarde a.-= 6 ook nog bi j Z. 

de waarde ~ overschreden worden. 
We zien dat ()(.' in dit geval veel kleiner dan ~ J zelfs 



ner dan ; ol.)is ,. I-Iet alleen o·L1geven van ol. zou dus mislei

dend zijn" 

De overschrijdingskans wordt voor de in het voorbeeld voor 

gevonden waarde 6 : 

k -- 0,0004 + 0.90083 + 0,0129 + 0,0624 ~-- o}o81~o .. 
De hypothesG H0 wordt dus bij een onbetrouwbaarheidsdrE-m••· 

pel van 0,05 niet verworpen. 

Wil men als andere mogelijkheden naast _ ' alleen beschcJU·· 

wen I dit kan men b7v- doen als men weet dat zeker niet 

kleiner is dan t !I dan kiest r:1en een rechts eenzijdige kri ti eke 

zone Z. !) dc:,;,J.,z .. n1en kiest een kritieke zone die alleen bestaat 
't.. 

uit, grote waarden van a.. ,, De overf~1chrijdingskans k. wordt nu 

gevonden door de wDarschijnlijkheden van alle waarden van_ die 

niet- kleiner zijn dan de gevonden waarde bij elkaar te tellen 

Analoog voor een linker1 ~~nzijd~_ge 

In ons voor:beeld best aat een recht s eenzi jdige l-<:ri t ieke 

zone 2~ bij een onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05 uit de 

waarde a,= 11 c De kans ci...l dat a., in zl"(, val t is,· onder Cl(.: 

hypot-hese H0 , gelijk aan Oj0129 .. 

Een links €~nzijdige kritieke zone met onbetrouwbaar-

heidsdrerntJel 0~ 05 best a at ui t de waarden a.,_ 4 en ~j; in c1·~1- :: 

geval is o(' = 0 3 0087 Q 

• 

1,, 1., 3 () Benade1·ing voor de verdel ing v·an Q; voor grote woarden 

van N . 

Voor groJce 1J'laarden van N maken w1.j gebruik van het 

data... bij benadering normaal verdeeld is met gemiddelde 

feit 
"1'l.l"-(.,,, 

N 
en 

• spreiding zie formules en (, Daar wij hier-

mee een discrete verdeling benaderen met een continue passen wij 

de z ,, go cont :·i.nuitei tscorrect ie toe ;j d,, w., z., wi j nemen voor Q, E·cn 

waarde die½ dichter bij het gemiddelde ligto 

·Toetst men tweezijdig dan is de overschrijdingskans bij be

nadering 2 maal het oppervlak van de normale verdeling met ge

middelde Oen spreiding 1~ dat rechts van 

a.. 
'n,./'(,.; \ 

N -,z -__.__ ______ _ a., N ... rn..f"Lr - ~ N o.,d -b.e -

N -\ 

• 

ligt .. de verticale strepen geven aan, dat 

o..d..-bcgenomen moet worden., dovl.,Z., o..d-b.c. 
anders be - a.d. " 

de absolute waarde VE:n 

zelf als dit > O is en 

Beschouwt- inen 
' 

als alternatieve mogelijkheden naast ' 
alleen is de overschrijdingskans bij benadering het-



oppervlak rechts van 
• 

• 

0-d-bG-\ N 2 
u ''' = • 

N -l 

.. 

• 

Dit is- dan de rechter&~nzijdige overschrijdingskanse De linker

overschrijdingskans behorend bj_j linkszijdige toetsing, als 

< 'de enige toegelaten alternatieve mogelijkheid is is 

bij benadering gelijk aan het oppervlnk links van 

0... be 
-

• 

Voorbeelc1 2 ., 

Bij 52 mannen en 109 vrouwen werd nagegaan of zij een be-
3 paalde stof phenyl-tio-carbamide konden proeven ~ Het 

doel van dit onderzoek was na te gaan of er een verschil 

is tussen mannen en vrouwen wat betreft het al of niet 

proeven van deze etofo 

De resul tat en -st8E.n vermeld in tabel IV: 

Tabel IV 

niet prosvers proevers totaal 

mannen 35 17 52 
vrouwen 6q 

• 40 109 

totac~l 101+ r.· ,., 
?( 161 

We hebbcn c1us: a...-= 35 ~ b = 
:::: 5 2 ; rm - 1 0 9 5 /'t, - 1 0 l.~ , 

Dit. geeft ~d-bc=.227·., dus a.d-be is positief 

lijk aan o.d-bc en we krJ_jgen dus 

o..d - b C 

o,3 2. 

N - l 

en d ·u s ::1~ e --· 

In een tabel van de norm8le verdeling vinden we voor de 

tweezijdj_ge overschrijdingskans k = 2 )C OJ37 1r5 == O:,'I':) er1 
• 

hypothese~ dater geen verschil is tussen m2nnen en vrou-
- _. ........ -~ ............ __...., _____ ,._..~-------

-1 . ' 
( ' ' . 

• l ~.; 

3 Zie: Sexual and racial variations in ability to taste phenyl-
• 

tio-carbamide 3 with some data on the inheri.tance~ by William 
• 

CoBoyd and Lyle GuBoyd, Ann~ Eugenv 8 1936, Po 46-510 



wen wat betrEft het al of niet proeven van phenyl-tio

wordt op grand van dit experiment dus niet ver-
WO ¥"• ·p• ?::,, n. . 

' 1. t ,, 

1.2. Het combineren van een aantal dubbe~dichotomie~n. 

1 . 2. 1 G _I!)l.,~.i,g,,~ n.a ~ 

We zullen hier beginnen met een voor1be·eld: _____ .. 
verschil tusaen mr:n-Het bovengenoemdc onderzoek naar het 

nen en vrouwen wat betreft het al of niet proeven van phenyl-

tio-corbamide w0rd o.a. verricht in de stad San Sebastian. In 

deze stad kan men twee bevolkingsgroepen onderscheiden, nl. de 

Basken an de niet-Basken. Het onderzoek werd nu uitgevoerd vo0] 1 

1eder van dcze twee groepen apart en de resultaten staan ver

meld in de tabellen Ven VI: 

~ 

' 

mannen 

VI"•OU\'\f € n 
' 

' tot a~,., 1 ··, ' ' (.,. 

' 

' 

' r'.\nnen .. ii c: • .. · . ' 

tvrouwen 
' 

' ' 

t,o t Cl a 1 

Tab1....l V 

Basken 

n·1et proeve:r~s 
·--1 r .. o e v er s 
.It, 

24 
' 

1+9 
' 

73 

Tabel VI 

niet.-Basken 

5 
20 

25 

nl et oroevers pr<Jevers .. 
' 

17 8 
3r~ -~ 14 

.. 
52 22 

totaal 
' 

' 

' 
i 

29 .;1 
' 

' ' ' 

6q 
.,;' 

' 

' 
' ' 

' 

' 

' 

totaal 
' 

' 

25 
' 

l , 
4}9 

' 

7'+ 

De hypothese die we nu willcn toetsen is, dater noch bij 

de Basken, noch bij de niet-Basken een verschil is tussen man

nen en vrouwen wi~t betreft het proeven van phenyl-tio-carbamideo 

1~2.20 Beschri vin von de methode~ 
In het algemene geval hebben wij dus een aantal tabellen 

vnn de vorm: 

eer~ste .reeks 

tweede reeks 

waarbij A--1,2,.,. .. ,. .. 

Q.. - \,. 

b. _,._ 

-f\ totaal 

d,. 
-.«... 

J'YY\• 
' ... 



Stel nu dat bij de ~ SL proef de k.ansen op A bij de eerst.e 

en t.weede 1_~ e e 1 cs re s p .. . en --~ zijn .. De hypothese die we cian 
..-(., 1,.. 

w i 11 en toetsen is dat voor iedere L geldt: -
t 

• 

""" 
De s • .... 

mogen echter onderling verschillen. 

De alt-ernatieve hypothesen houden u1teraard 
,. 
in., dat voor 

. .,. " minstens een der tabellen geldt: : . Indien men nu weet;) 
r-

dat alle eventuele verschillen tussen . en 
\ 

• hetzelfde te-.... ~ 

ken bezittenJ dus dat ' . ) h. 
'L. i'""' 

voor alle ~ met • 
A.. 

I or 

·< ,4,., 

t 
VOOJ~ al deze gevallen, dan berekent men de grootheici: 

a.,. 
- A,. 

• \..: l 
• 

.. .. 

Deze grootheid ~ is onder· de hypot-hese \-\
0 

b1j benadering noJ:·

maal verdeeld rnet gemiddelde nul en spreiding 1 

De overschrijdingskans kan weer in een tabel der normale 

verdeling warden opgezocht~ 

Een continu!teitscorrectie is hier moeilijk aan t.e brengen 

en wordt- daarom gewoonlijk buiten beschouwing gelateno 

Beschouwt. men als alternatieve mogelijkheden naast 
I 

waarbij 

behoeft 

dus het teken van . -
,to 

' " niet voor alle h 

het.zelfde te zijn dan berekent men: 

N.-, .... 
• 

.J- :::::. \ ' 

• 

N~ - l 

De groot.heid 
!l 

heeft, onder de hypothese H 0 , bij benadering 

een -verdeling met - graden van vrijheid. De overschrij-

dingskans die hier gelijk is aan het oppervlak dat rechts van 

de gevonden waarde van 

verdeling warden opgezochte 

.. 9P.,£!1.e.r~ .. ~.n~ ~ 

kan in een tabel van de 
2. 

-

Het combineren van een aantal dubbele dichotomieen kan nog op 

vele andere wijzen geschieden, bwv~ als volgt: 
\ ' 1 " Als men weet dat voor iedere ;_ geldt PA., _ 1-J en -;,., = 

-

dus dat - en 'niet van proef tot proef verschillen dan vormt 

men uit de gegeven dubbele dichotomie~n ~~n nieuwe, die er 
dan als volgt uitziet.: 

eerste reeks 

tweede reeks 

R 
La.· - .. 

L /1,· - ... 

• 

R 
L ,.c· - \. 

~d-_a... 

totaal 
2-~\. 

I_ N- . 
-\. 



DEEL r:r 

? 1 £..,,.... t • Het toetsen van de h~pothese 

We beE,chouwen van onat·hankelijke experimentcn, 
waarbij ieder exoeriment 6~n der 

4 -

heeft~ Geven we het aantal malen 

\~c)arden O, 1, 2, ... ":, rr'l. n,~innemet1 .· 

mogelitjke uit:korr1ste11 R of' 

F, ,11:1t1 met ~, dan kr1"r1 ':.!-\ 

Indie11 bij 1~ed€1 r· c~xper.~in·1ent de l{an~, op Pt gelijk ls aan 

dan wordt de \'laarschijnli.jkl1ei<:isve:rc1eling van rn. gegeven d{')Or·~ _,_, \ 

..... \ - • 
• 

Deze verdeling wordt de binomiale verdeling of verdeling van 
I I I IR £ 

BERNOULLI genoemd. 

De hypothese die we willen toetsen is: 

0 . 

2,1~2c 

.A 1 s t o e t s 1. r1 gs g ri o o t he 1 d r; e b ru 1 k e r1 11J e de gr o o the 1 d rn.. , . T) t~ 

waarschijnli\.jkheidsver·1cleling var1 rn, ender de hypothese H~ 

wordt gegeven door 

l-1 .. ,.., .,. 
i-, 0 -- " a ==- \ -., I) . 

Tabellen der 

'"Yl:2 1 4CJ 

binomiale verdeling zijn te vinden in 

en en 1·+· 
. -

_0 .. 5 , o- .,, 

' Voorbeeld 1~!- e 

n . . 

In figuur 2 en tabel VII vinden we een voorbeeld van de bi

nom~lale verclelinf~ voor rn..::: 10 en 

Tabel VII 

-1"\. ""t 'l'\.- '"fl\. \ r "'h.. I ""\ "'-~"'-\ 
l"'(t l 

• \:>~ <\o .... C\c rn. \ . ""- . . ,0 "n.t 
' I. ' • 

•• 

0 0,0282 
,.,. 
t) o,0~368 

1 0, 12~11 7 0 00()0 J _, 
' 

2 0 23 3r;, 
. ('3 0,0014 , C JI ' 4.J" 

• 

o 2668 
• 

• 3 9 0,0001 , 
' 

4 0.,2001 10 0,0000 
' 

,- 0,1029 __ ,.,,. ·. 
J - • 



- I ,._ 

• 

0 ,~o 
I I ' 

• 
I 

I 

I 
0 ,l 0 • , 

0 t 7 8 to 

Het gerniddelde en de var·iant 1e spre1d1ngskwadrclat v;:::in n, 

worden gegeven door 

,-
0 

• 
C 

De rechts~6nzijdige kritieke zone 

als men als alternatieve mogelijkheden 

2 ·welke men geb11 uil{t 
I'(. 

naast = 
0 

bes c l1ou\J\1t : 

~~ ~
0 

bestaat uitsluitend uit grate waarden van rn ~ de li11ktj-- \ ·' 
~ ~ 

eenzijdige uitsluitend uit 

t6nz1jdige overschrijdingskans 1s de som van de waar3chijnlijk-

heden van die waarden van rrL\, die niet l{leiner zijn dan de 1~·c:,,. .. 

vonden waarde van ~t ~ De linkseenzijdige overschrijding;skc1n::, .1;,.i' 

de som van de waar~sc~hijnlijkheden van die waarder1 vrin f"\'.}, , c:i'.t.t.: 

nict groter1 zijn dan de gevonden waarde van rn, .. 

In voorbeeld 4 bestaat de rechts~~nzijdige kritieke zone 

Z met onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05 uit de waarden 
"C. 

"'.:1, ir1 val t is, t')nder~ 

de hypothese H0 -= O, 3 zie tabel VII gelijk aan: 

~= 0,0368 + 0,0090 + 0,0014 + 0,0001 = 0,0483. 
De 

, , 
linkseenz1jd1ge 

heidsdrempel 0,05 

wordt d-1 
.,. 0, 0282 $ 

bestaat uit de waarde 
onbetro11wbaar

rn..\-=. o ~ Hier, 



De tweezijdigc kriti,12\<e zone z_' met: onbetrouwbaarhe,l~d~;;-
• 

dr·c moe 1 .. 

De overschrijdingskans wordt nu gedeflnieerd als tweemaal de 

~6nzijdige overschrijdingskans en wel moet hierbij de klelnstc 
d t ., , ,. ) ·er wee eenzijd1ge overschri,jdtngskansen genomen warden . Men 

kan de tweezijdige kritieke zone echter ook vormen als is aan
gegeven in 1. 1,, :c~ ,. Deze kri tii:1ke zone zullcn \ie aangeven rr1et Z. 

We zoeken dan de waRrden vc:1n 'rk, rnet de kleinste wac~I"'schiiJn11 .. _jk

heden bij elka2r totdat de gekozen onbetrouwbaarheidsdrempel 

hct toevoegen van een nieuwe waarde verhindert. De tweezijdige 

overschrijdingkans 1s de som van alle waarschijnlijkheden die 

niet grater zijn 
I 1 
'4· 

dan de waarschi jnl 1,,-jkhe id van de gevont1en w ~--· :~ t··" 

de van "'n..\ 

In voor·beeld 
\ 

4 bestaat de tweezijdige kritieke zone 2 -------
gevormd uit een links- en rechts6~nzijd1ge, ieder met on

betrouwbaarheidsdrempel 0,025 uit de wa£1rden rn.\-=-- 7;8~c~~) 

en 10 .. De l{ans c1-' dat 'n\ in 2t val t, ond.e1"\ de hy~)othc· E1 c 

H~J is gelijk aan: 

~\ = 0 , 00 9 0 + 0 ., 0014 + 0 , 000 1 -,. 0 , 010 (~) . 

De tweezi 1ct1,,,.e kr1t1eke zone Z.. gevormd door het biJ" el-
~ u J , 

kaar zoeken van de waarclen van 'n, met de kleinstEl waa:r:,

schijnlijkheden, bestaat bij cen onbetrouwbaarheidsdrern

·pel cL:::: 0,05 uit (je waarc1e11 rn.\-=- O; ,-r; 8; 1
:, en 10 .. 

De kans 

nu: 

dat rn.. -\ 
in 7- val t, onder hypo these H0 

~= 0,0001 + 0,0014 + 0,0090 + 0,0282 = 0,0387, 

De twee bovenbeschreven t-weezijdige kritieke zones vall0n 

samen als ..... -0 = ~ . De waarschi'-jnli,jkheidsverdeling van 'n-, 1~; cl::·111 

nl~ symmetrisch~ Als 

ke onbetrouwbaarheid 

z' ~ 

---------~-----~--------

0 i=- ~ is zal, in het 

cl.' van 7.... liichtert)ij 

algemeen,, de ~1E::rke 11_ (.;l ·-

1 Jf d- J..ggen 

\ I 
1~- · Een kr it ieke zone "f~ran het type vr1r1 Z. , dllS met r1oogr: t fJn;; ;id.. 

aan beide kanten, kan ook gebruikt warden voor de tweezijdlg~ 

toets van de hypothese : = p' ·• zie 1 .. 1 * 2 .. De reden, dat deze 

methode dan1~ niet en hier \\Tel beschreven is, is, dat wij de 

kritieke zone 2 in het algemeen prefereren. Deze lei.dt ecl1-

ter bij het bepalen van een tweezijdig betrouwbaarheidsinter

val zie 2@2 van een onbekende kans tot compJ.icaties, di.e 

met behulp van z~ vermeden kunnen warden., Di t deed zich bi j 

deel I niet voor. 



Benadering voor de verdcling van 
van 'Y\_ .. 

' ~ ~, voor ~rote waaraen 

wr:iarcien van """-. • niet te ver van½ Voor grotE} 

verwi jderd 1 s ,,!• ~ t) i. j b enaderi ng normi1 a 1 '</E: 1-:,,_ 

dccld met gemiddelde ~~0 en variantle Z ·1· e~ f o r· mu 1 c-· "'"" l . ,,.., . , ;,,.J 

We p a s s e n v'l e e r c v e n a 1 ~::; 1 n 1 . 1 .. ~1 ) E· en c on t 1 n tl ! t. e 1 1~ s c o r 1'i i_· <'~ ·" 

tie toe .. 

De tw~ezijdige overschrijdingskans die we gebruiken als 

zowel > ?o £1.ls < Po als altt~:i··ternEitieve mogelijkheden 

worden bescho1-11;1d is bij benadering gelijk 0,1n twee mat1l het 

oppervlak vnn do normale verdeling met gemiddelde Oen sprei-
.' ' ' \l'Y\ - "'- Ii \ - \ 

J 
I 

Beschouwt men als alternatieve mogelijkheden naast --
11 d 

,, 
a een ~ 0 an 1s de rechtseenzijdige overschrijdingskans 

bij benadering het oppervlak rechts van 

' -•11:•• 2 

" 

J'h. pc C\o 

0 

De links~~nzijdige overschrijdingskans is bij benadering gelijk 

aan het oppervlak links van 

-=---============- . 

Voorbeeld :,) .. 
-·""'ll8 6 I In 1930 we1.,den in Amsterdam t:)c:14. jongens en · 37"+ meisjl;; 

-' ' --

g e bore n .-~· ., 

Met behulp van de bovenbeschreven methode kunnen we de hy

pothese toetsen dat de kans op een jongensgeboorte gelijk 

is aan de kans op een meisjesgeboorte, d.w.z. we kunnen de 

hypo the s e \-\ 0 : 1--' - ~ t Cle .Jc f3 c n .. A 1 s a 1 t er na ti eve m lJ g e 1 i j l{ --

he den beschouwen wi j, nac~E; t ·-=- ~ : -:p. ~ .. We toE: tst~n clus 

tweezijdig .. We kr~ljf;er1: 'h.= 6848 + 6374 - 13 .. 222; rn\: ()8 1tf3 

en Dus 

I l'LICq. 

I"\"\.. po C\o 

De tweezijdige overschrijdingskans is 0,0002 .. De hypothese 

HD \vordt dus verworpen t,,en gunste van de hypot,hese c1at 

de kans op een jongensgeboorte grater is dan die op een 
meisjesgeboorte. 

i-

5 Z1e: 1'De bevolk1ng van Amsterdat1l'', deel I, Amsterdam 19~33, 
pag. 47$ 



\ - b en a d l:' 14 t tn. L n d c v e 1~ (:1 c· :1 1. r1 ,~ 'J ~ 1 n 
·,~-..,.' 

ling met gemiddelde ,,Voo .,., k 1 €' ·1 t'l E. I . -•~ ' -

. J,.. ' ~ 

rn, ~ 

De rechtsllnzijdige kritieke zone 

s 1 ui tend ui t gr·;o t e wa c:1rclE'n van rn,., , de1 

s 1 u it en ci u i t k 1 e i ne w ~ :~: ri; a· e~ n .. , r n 
""~ l..,i, \ , ... l rn..., 

' 
\ 

kri t 1eke zone Z. ·met onbetrouwba8rhe1dLl-
, J' 

drempel bestaat uit een rechtseenzijdige en 

zijdige ieder met onbetrouwbaarheidsdrempel t~ 
Tabellen der Poissonverdeling vindt men in 

nomogram der Poissonverdeling vindt men in [g. 

_O_p~_e ~~ 1 nv5.. 

een 
6 

ry 
t 

• 

.; .,I' 

l inl<set:n-

8 E'"\ en . .. er1 

Bij kleine waarden van \- 0 - 9.
0 

ver,~vangt men l'y\., doc,:r·, ~-rn.-rn., 

Dan geldt bij benadering: 

2.2. 

""-'l.. . rn.... (,l . ,o ---------. 

Het bepalen van een betrouwbaorheidsinterval voor een 

kans • 

Het bepalen van een bet1~ouwbc1arheids1nter~val in het 

ge,_m.~_e,~ ~ 

Een betrouwbaarheidsinterval ~ voor een onbekend~ oorarr1e-
'"*• •• 

ter 0 . b.vQ het gemiddelde van een waarschijnlijkheidsverdelint 

of een onbekende kans is een interval waarvan de grenzen sto-
v 

chastisch zijn en dat de eige11schap t)ez1.t, behoudens een ZE.:·.l{e,1·c 

onbetriouwbaarheid ~, de ware wriarde van te bevatten~ 

Het algemene principe ter bepaling van een betrouwbaarheids-•

interval is het volgende: 

Zij gE·geven een aantal waarnem:lngen x, , x"),. , @ t ~, ><--n. 

een stochastische grootheid -::x:: ; 8 is eE:r1 onbekende parametc~·r·1 

van de waa1-aschijnli~ikheidsverdeling van -:x: • Zij nu T een toc:t~', 

voor de hypothese 

u . e - e 1-1 o • - o 

dan is het betrouwbaar1heidsinterval _ de verzameling van al ci.le 

waarden 00 die bij de toepassing van Top grond van de waarne-

6 .· Het in 1 ~ 1 .. 2 gebruikte principe van het bi.jeenzoeken der 

kleinste waarschijnlijkheden leidt in dit geval zeer vaak tot 
, , ~ ~ 

eenz1jd1gheid en wel rechtseenzijdigheid der kritieke zone 1 
' 

zodat wij het gebr1.11k h1er niet kunnen aanraden;, 



mi ngen X \ , X1. , .... , ).(""- nie t voor ~,erwerpin~~ in aanme1'\k1ng l,<:<)

men .... 

Is de toets T toegepast met een onbetrouwbaarheidsdrempcl 
• 

dan is dit ook de onbetrouwbaarheidsdrempel van het betrouw-
baarheidsinterval. 

Want de kans om de juis t e hypo these te verwt2:rpen ls.-?. ol. 

Daar het betrouwbaarheldsinterval ~ bestaat uit alle niet v~r-

worpen waarden 0" 
niet bevat < cL. 

, ·ts de kans clat, 'j de ware \1-raarde van -... 

Exact-e bepalin van een- en t\~eez1 di e betrouw"baar

heids intervallen voor een kans 

Onder een eenzijdig naar boven begrensd betrou,~baa11 hE}'.idE,:ln

terval voor· een kans n ve,rstaat rr1en een betrouwbaarheids111t,t:l'•

val, waarvan de bovengrens stochastisch is en de ondergrens O 

Om dit betrouwbaarheidsinterval tc bepalen, maken wij gebrt1ik 

van de toets voor de hypothese 

-

Dan geldt: 

We kiezen nu een 

dus als 

, ~ 

linkseenzijdige kritieke zone en verwerpen ½0 

""'\ 
'"'rt - • 

" "'- - t. 

~l 
<. rn., \-\o - • C\0 < - \.. 0 .. •!>ii. 

' l..:o 

is. 

Deze som neemt af als 0 toeneemt; verwerpen we dus een 

bepaalde waarde dan is dit oak het geval met olle ~ waar-

voor geldt 
O 

~ De bovengrens van het betrouwbaarheidsinter-

val is dus de kleinste waarvoor 
rn.., .. • 

~ L "n.- " 
• 9o c:::. ~ 
I... 0 

• 
\.=:O 

isj of: de kleinste a' waarvoor 

• • 
• 
\.. 

\, 4'\-\. 
11 c? \ 
\0 

I 

is. 

Onder een ~fnzijdig naar beneden begrensd betrouwbaarheids-

interval voor een kans verst-aan we een betrouwbaarheidsin-

terval waarvan de ondergrens stochastisch is en de bovengrens 1. 

De bc:,paling gesch1edt gt;-he€:l anZ=loo,g ala boven, maa!"' nu rnt:t ct:n 
, ; W Li rechtseenzijdige kritieke zone. e 11erwerpen nc r1u dua ala: 



• 
\. 

' 
l 

is ., 

Deze som neemt af als afneemt; dus als een bepaaldc 
waarde verworpen wordt is dit ook het gevel met ,-* ' 11 ci. . e 

waar1voor gelclt < Po . De onclergrens van het bet:rouwbe::1rt·1.e:Ld~~1-

incerval is de grootste 0 ., \\f£1arvoor 

is , 

• • 
\,. ""- .. '-

• 
l. 0 9o ~ ct.. 

VoortJeeld 6Q 

Ste 1 rn..'":. 20 en rn.t-= 6 . 
We willen nu een naar beneden begrensd betrouwbaarheids-

interval voor ·t)epalen met on bet rouwbaarhe idsdrempe 1 O, ()~-) 

In tabel 3 vinden we 
~o 

~o • • 
t. lO..·"-

• C\o "' 0 
\. ::: 6 

• 

voor 0 - 0, 01 0, 01 0, 50 ,, 

We moeten nu de grootste O bepalen waarvoor 

Zo 
2o \. 

• 
L. 

.. 
l S ,, 

In de tabel vinden we: 
' 

• 
l,. 

'-
· O . 0 

: 0,0369738 voor 

··• 0 . 14 ,. 0 . . ,, 

dus de ondergrens van het betrouwbaarheidsinterval is 0\13. 

De wa11 e is dtis beh()Udens een onoetrouwbaar~:ie id ~ O, C):, 

> 0,13, 
• 

Voor een naar boven begrensd betrouwbaarheidsinterval moe-

ten we de kleinste .o zoeken waar~voc·r 
:io ' 2.o • i::t O - \.. \. 

• ~ o., C, s C) .A. Q \.~ t 

is .. 

Uit de tabel zien we dat deze a grater 

9 0 door 

dan 0,50 isu Daar

om vervangen we 

krijgen dan: 
:to . 

J..O ..., 

0 

• i .... .... ... \ 

door en 

• • i..o ·. C),,o .. \. L 

.. . 
; ""' .. 

.' ' 

We 

. ~a . 

- -- -

• 10-"" 



Gezocht wordt nu dus de ~roots~e 
c,,"' . 

"' 1S .. 

De tabel 
~0 

' I 

• ... 

t; ,~0ft·. 
_i ·•- V "'-' • 
'· ~ 

• 
A. 

rjus -= \ - n0 --=- o, 4 9 or p
0 

e o, :)1 , 

W88l"VOOr 

0,49 

-:: 0,50, 

Het naar brJvcn begrensd bet.rouwbaarr· .. eids1nterviil met <~)t·1•um> 

betrouwbaarheid 0,05 bestaat dus uit alle waarvoor 
geldt: 

Een tweez•iJdig betrou~,tjaa1:heidsinter1 val vo,r 
trouwbaar1·1eidsdrempel c{ kunncn we nu vinden d~r 

ven en een naa1" beneden begriensd betrouwbaarhe1.dsJr1te1.'Vc_j l t:c, 

bepalen, Leder met r)nbetr,·1uwbaarheidsdrempel •. (:(. 

Di t kt1mt er dus op neer~ d.J t we de hypothese 

7_· \ toetsen en de in 2.1~2 gedef1n1eerde kritieke zone ~ 
ken. 

Vo-er de bepaling van eer.1 tweezijdig betrouwbaarr1e1c1:::)11·1t~---"'r;-·~ 
--,. b r'\ "' r') ' \ 1 a 1 ku n n en Vtl e o o k d e 1,c .. 11 i t i e l< e z () n e '-- g e · r.., u i k e n ·.. z J. e ,:.' .. ,r I ij :.~ 

1
1 ,. 

bepa ling van het betrouwbaa rheid:.:, ·interva 1 geschiedt d,:!rl ""l•~:,e, 

volgens het in 2.2.1 besch~e,ren principe en is vrij 

Men krijgt op deze wijze echter in het algemeen een 

trouwbaarheidsinterval. 

Voorbeeld 7~ 
Ste 1 'Y\.-= 20 en 

beeld 6 .. 
dus dezelfde gegeven 

., .,,. ., 
' \ 

l. i . • 

I .. 
' ,, 
~ f,, 

We willen nu een tweez1jdig betrouwbaarheid~interval voor 

be pa 1 en ll 1 t t we e e e t1 z i .j c] i is e , ~Led e r 1n et ·O 11 b (:; t !'"; ( ') ll ltJ b c3 :.:1 r1 
-

heidsdrempel 0,025. 

De ondergrens van dit interval 1~1 de groot~te 

\ 1oor 

In tabel· 
!to 
~ 
L 

\.::b 

. ?..o 
• 
L 

3 · vir1den we: 

- o:· ... 0 .. 1· r,51.i 0 2 
•IYllfi ,il' f u 

0 026 •''1,1 °5 """· , . . · "' c~ · .· o · ··o;/OOr 

.· o.-= o, 11 

'0~0,12. 

D·e onde1~grens van het :i,r1tenra l 1 s du 1 0, 11. 

D b 1° de kleinste . -· waarvoor 1 
.. ·e • .. · ovengrens ~ ..... 

0 , 



• 

:lo 
20 

• 

'-'=-7 

Stellen we \'ieer 

vJaa rvoor 
";lo 

L = '"1 

" lS. 

De tabel geeft: 
'l..o 

• 
..A.-

'l.a 
• 
\.. 

• 
\. 

q 

• • "n. - I,, \,. 

0 

-=- \-

-2! o~q 

I 

_ 0 ,0214144 voor 

.. 0,0265129 voor· 

·-::. 0,45 
' I~ 

Or 1.i r,· .. - , ' . 

De bovengrens van het betr0uwbaa rl1eidsinter,,vn 1 i!i dtlS 

1 - 0 9 
1!- 5 0 , 5 5 .. 

Bepalen wij het betr<:)uwbaarheid·~.interval met behL1l.p ,,::ir1 <I, 

kritieke zone Z. dan vinden we v2or de C)ndergren::; 0,13 er·1 ·v{~ 1 :i, 

de bovengrens 0,53. 

2.2.3. Benaderingen voor een betrouwbaarhe~Ldsinteriva 1 1J'OOt'' 

kans • 
·, Voor grate waarden van 'Y\.. en als niet te ver. v:.:.,1~1 ii· "\" 1 ~ri-

wijderd is, ma ken wij gebruik van de normale benader,i.ng VL:n t1°·; 

verdeling van m.., . 

Een betrou\~baarheidsinterval bejtaat u:1.t alle r1:Let. ,.,rer·l,~J\1t·:i1·• .. 

pen waarden van Q; dus uit alle 0 , 

en rn.. 1 ) de o v e rs ch r 1 j d in g s l<:a n s '> o1... 1 s . · 

Voor de bepaling van een naar boven begrensd betrouwbaar

heidsinterval kiezen we een linker kritieke zonee De l1nks66n

zijdige nverschrijdingskans wordt bepaald door 

• 
\ 

0 +2, 

. 'n. \lo C\o 

.. 

D11s de bovengrens van het naa 1"J bc)ven begrer1sd bE~t t'lt)ll\,,1b:::):11:~~ .. 

heidsinterval . met onbetrouwbaarheid cl 1~1 d~1.e . o \J'1aar··vc1t)r~ 

-= l 4 

; "'n.. 0. C\o. 
waarin gevonden wordt uit de normale ,,eridel.ing: 

De onder-grens 

terval is die 

C'O 

l 
\ 4 

- ax. 
..e, . dX=d--. .. 

van het naa r. beneden begrensd betr(:1uwbaa rhei<l:·I 1.r·, ... 

waa rvoor 

' 

+ ti... 
, ' .. - . 
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