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croepen var

behoort een

functle 1is van bovengenoemde waarnem
nu, onaer de
waarschi n.t . J kheidsverdelin:

rzameling Z  van mogelil ke u.tkomsten

onaerstelling

uw een in Z

T

hoogstens

rivieke zone

werdt nu verworpen als de bilj het experiment gevonden
u 1n Z 11 gt . Noemen

Ho juist 1s 0(-‘ , dan 1s ol de kans op
van H_, als deze Juist is; o heet de

we de kKans

gebeurt alc

fTen onrechte verwerpen

onbetrouwbaarheld en

deze 1s hoogstens gelljk aan o« , de onbetrouwbaarheldsdrempel

De betekenis van o en o 1s de volgende: o is de grootste k-
Op ten onrechte verwerpen van fﬁoy die de onderzoeker nog wi.l
accepteren, o« de kans die hij werkelijk loopt om R, ten on-
rechte te verwerpen.

Indien de waarschiljnlijkheidsverdeling van u continu s,

1s ok = o« ; 1. de verdeling van u discreet dan is in het alpe-
meen o < ol .

Als uitkomst van een toets wordl vaak
cegeven. Dit is de kleinste o (of « , dat maakt hier-

voor geen verschil) waarvoor de cevonden woarde van U nog ju-st

Ay—

de overschril jd.

gr"“n. ; :ﬂ“i
k 1 ;, g ‘ﬁi i
. s g
t!—.aw*‘

kans Kk op

in de bij &« behorende kritieke zone ligt Werken we mef een on-

cetrouwb aarherasdven e 1 o don woroat H o
is .

dus verworpen als k € &

De kritieke zone Z kan één- of tweezijdig gekozen worden
TweezlJjdig wil zegg

van net gemidde!

staat ult de vaarden van W

cin grootheld dle een.waar-

stochastische

grootheden wor-
pte letters. Waarden aangenomen
met de-

crootheld worden san Fegeven

zelfde letters, niet onderstreepnt.
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cn . (en ¢n pgetallen zijn.
erste recks de
gell jk aan

Leuer experiment van de tweede reeks de kans

Kans op dus

LY

op A gelijk is san b (en dc kano op R dus \-p ).

%

hypothese die we willen toetsen luidt dan:

e toetsingsmetr

Als teetsingoaroothelid wordt hier de groothelid o gebrulkt,

—————

dus het cantal malen R in de eccrste reeks, en wel wordt soe-

3

citaal gelet op do waarden, die a aan zou kunnen nemen ovij de

gegeven waarden vin m, €n an €n b1 de gevonden waarde van G .

laatste 1s nood

zakcell j'o., omdat men alleen op dic wiljzc

de waarschignlijkheldsverdeling van @, als H_ Julst 1s, kan

]

zrootste waarde dle ceze grootheld @ aan kan ne-

A

1i8: Amdve.lm, ). De kleinste waarde

een waarde a aanneemt, onder dc

waarde A aanneemt, wordt




zliekte werden 11

niddel
=
e

totaal

We hebben dus: a=6 , m=1 |, =16 , n=20 ¢€n de

waarden die a sgan k

b

cn g Zijn: }4:% D 6@ 1 8.@ s 10, 11.

ks

an nemen 01j deze waarden van m ., ™.

-

1) de waarschijnlijkheldsveiao -

berekenen wij met formule

cevonden waarde (20) van ~ , dan vinde

ling van Q bil]

T—

WE S
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0,20

QN0 |

fig' ’1 P[Qﬁai%mlo, H] N /Wmii.jfm.-mlé

Het

emiddelde en de variantie (spreildingskwadraat) ven o

gegeven door

(2) ’E(gifg:m;w)m&ﬁa

(

) Ug(g\@ﬂm;ﬁe)mw,
N™ (N -1)

wil men als andere mogell jkhcden beschouwen Fqﬁxﬁ dan
Kiestl men cen tweezijdige kriticke zone Z . Onm

b

gdeze kKritieke

zone Te vormen worden de was.den van a met de kleinste woar-

i,

hiJnlijkheden bij elkoar gezocht totdat de gekozen onbetrouw-

C
aarheldsdrempel het toevoegen van een n euwe waarde verhindert

-
bt

De overachrijdingskans k wordt
schijnlijkt

¥ g o ' > 1 P o PR o
gevonden door alle wear-

eden blj elkaar te zoeken die niet groter zign dan de
waarscnl jnlijkheid van

de gevonden wearde van &

Nemen we o« = 0,05 dan bestaat de tweezi
Z in ons voorbeeld ult de waarden a=4; 5 en 11 De kon:
dat a in Z valt is dan, onder

1] gelijk aan: 0,0004 + O,

idifse kritieke zonc

Sy

de hypothese H_ ., (z:c
0033 + 0,012 = 0,02%
Z trekken, daen zot

k)

geval veel Kleiner dan o, zZelfs kKle .-



ner dan % o,is. Het alleen ongeven van « zou dus mislel-
dend zijn.
De overschrijdingskans wordat (voor de in het voorbeeld voor
Q. gevonden waarde 6):

Kk = 0,0004 + 0,0083 + 0,0129 + 0,0624 = 0,0840.
De hypothesc H, wordt dus (bij een onbetrouwbaarheldsdrem-

pel van 0,05) niet verworpen.

Wil men als anderc mogelil jkheden naast p:=p’alleen beschou--
wen F>>‘§ (dit kan men b.v. doen als men weet dat b zeker niet
klelner 1s dan p‘)g dan kiest men cen rechts éénzijdige kritiekc
ZONE Zé? d.w.z. men klest een kritieke zone die alleen bestaat
ult grote waarden van & . De overschrijdingskans k wordT nu
gevonden door de waarschijnlijkheden van alle waarden van o d1le€

niet kleiner zijn dan de gevonden waarde bil] elkaar te tellen
Analoog voor een linkeréénzijd.ge kritieke zonezZ .

In ons voorbecld bestaat een rechts éénzijdige kritieke
zoneﬂzwf(bij cen onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05) uit de
waarde a=11. De kans o dat o in/Z, valt is, onder de
hypothese H_, gelijk san 0,0129.

Een links éénzijdige kritieke zone ZQ} met onbetrouwbaar -
heidsdrempel 0,05 bestaat uit de waarden a =4 en 5; 1in di:

geval 1s o = 0,0087.

1.1.3. DBenadering voor de verdeling van Q@ voor grofe waarden
van N .

Voor grote waarden van N maken wi]j gebruik van het feilt

. - g g L
dat a blJj benadering normaal verdecld 1s met gemlddelde N <hol

Spreidln%\ﬂzk%%jf¥%~ (zie formules (2) en (3)). Daar wij hier-
t

mee een diliscrete verdeling benaderen met een continue passen wi]

de z.g. continuiteltscorrectie toe, d.w.z. wiJ nemen voor ., €<n
waarde die 3 dichter bilj het gemiddelde ligt.

Toetst men tweezljdig dan is de overschrijdingskans bij be-
nadering 2 maal het oppervlak van de normale verdeling met ge-
middelde O en spreiding 1, dat rechts van

! %ﬁt’l% lCL,N fn../‘vl - N Dud..-—-b»@lm“}“N
\/ffnm'xmA [ e N A '

NA (N - N —\

ligt (de verticale strepen geven s2an, dat de absolute waarde veon

od-be genomen moet worden, d.w.z. ad-be zelf als dit > 0 is en
anders boe ~ c:z.d.)

Beschouwt men als alternatieve mogelil jkheden naast P = F’
alleen p FB dan 1s de overschrijdingskans bij benadering het



oppervlak rechts van

o.d - b ----%—N

M’”ﬂ
RS s WS & a Wil e S
N —
Dit is dan de rechteréénzijdige overschrijdingskans. De linker-
overschri jdingskans (behorend bij linkszijdige toetsing, als
‘p<;¥; de enige toegelaten alternatieve mogeli jkheid 1s) is

blj benadering gelijk aan het oppervliak links van

clci-k>o-+%§N

\ L vyyw ML A

R
Voorbeecld 2.

BliJ 52 mannen c¢n 109 vrouwen werd nagegaan of zl]J een be-

paalde stof (phenylmtio-carbamidé) kKonden proeven E)J Het
doel van dit onderzoek was na te gaan of er een verschil
18 Tussen mannen en vrouwen wat betreft het al of niet
proeven van deze stof,

De resultaten stasen vermeld in tabel IV:

Tabel 1V

——— —
Proevers o <

proevers

5 161

We hebben dus: a =35, b=560, c= 17, d=U40
m=52, mMm =109, rA=104%, A=057, N=161.
Dit geeft o d-~-be=227, dus ad-be is positief (

1ijk ean|ad-bel ) en we krijgen dus

\Qdmbc\-. N

2
2

= 0,35 2.
v A
Pﬁ;l
In een tabel van de normale verdeling vinden we voor de
Cweezi jdige overschrijdingskans k =2 x 0,375 = 0,75 en du

hypothese, dat er geen verschil 1s tussen mannen en vrou-

3) Zie: Sexual and racial variations in ability to taste phenyl-
tlo-carbamide, with some data on the inheritance, by William
C.Boyd and Lyle G.Boyd, Ann. Eugen. 8 (1936), p. 4#6-51.



wat betref't het
Tio~carbamide werd
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Basken en dc¢ niet-Basken.

ieder van dcze twee groepen apar
meld in de tabellen V en VI:

;*ann@n

vrouwen

vrouwen

othese die

de Basken, noch

nu willicn toetsen 1is, dat er noch bij

pl] de niet-Basken een verschll is ftussen man-

nen en vrouwen wat betreft het proeven van phenyl-tio-carbamide

Beschrijving van de methode.

In het algemene geval hebben dus een aantal tabellen

A AR | totaal

cerste reeks aq, e, | M




STel nu dat bilj de if;proef de kansen op R bij de eerste
en tweede veeks resp. p, en . zijn. De hypothese die we dan
willen toetsen is dat voor ledere «+ geldt: $u=,p; De P, =
mogen echter onderling verschillen.

De alternatieve hypothesen houden ulteraard in, dat voOr
minstens één der tabellen geldt: b, # o, . Indien men nu weet,
dat alle eventuele verschillen tussen p‘ en F hetzelfde Te-

ken bezitten, dus dat b, > b, voor alle A4 met p, + P..., of
¥¥L< Pt’VOOF al deze gevallen, dan berekent men de grootheld:

)

5 fe -

L=l

Deze grootheid <¢ 1is onder de hypothese k{o blj benadering noir-
maal verdeeld met gemiddelde nul en spreiding 4

De overschri jdingskans kan weer in een tabel der normale
verdelling worden opgezocht.

Een continulIteltscorrectie 1is hier moeillijk aan Tte brengen
en wordt daarom gewoonll jk bulten beschouwing gelaten.

Beschouwt men als aliternatieve mogelijkheden naast ¥3 ‘3

Pa?EF’ (waarbij dus het teken van P.- Fﬁ niet voor alle =«

hetzelfde behoeft te zijn) dan berekent men:

£ o d _b. o)

2 N~ A Q.. _;ﬂ-m;ea\
X=2 Www(g‘ 5oy dedobe)
A Y i MU ren Ly A

N -\

De grooth61d. Xf'heeft onder de hypothese HW,, blj benadering
een :X;-verdellng me T 13 praden van vrijheid. De overschri j-
dingskans (die hier gelijk 1s aan het oppervlak dat rechts van
de gevonden waarde van,:Xé ligt) kan 1n een tabel van de ;(
verdelling worden opgezocht.

Opmerkling.

Het combineren van een aantal dubbele dichotomieé&n kan nog op
vele andere wijzen geschieden, b.v. als volgt.

1. Als men weet dat voor iledere A geldt PL=p en F>
(dus dat b en b niet van proef tot proef verschillen) dan vormt
men ult de gegeven £ dubbele dichotomieén een nieuwe, dle er
dan als volgt uitziet:

H R | totaal
cerste reeks Z QL X;_c_.;, '. E_"n,;_
tweede reeks <& b . 0} 2
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ieger experiment cen

heel't. Geven we het asntal malen

dan wordt de waarschijn.

(%) T}{ﬂmwmwmﬂ = |

we willen tToetser

HQI F:.,Pa,.

..

die

2.1.2.
Als toetsingsgrootheid

De_toetsingsmethod

gebrulken we

waarschijnlil jkheildsverdeling van m, onder
Nordrt

gegeven door

(5) Plasm | R]=(7) p

Tabellen

i

pinomliale verdeling

In figuur 2 en tabel VII vindcen we een
nomiale verdeling voor m=10 en p,=0, 3.
Tabel VI I

voorbeceld van de bhl-



- P

o 1 % 3 2, S & y 8 g to

worden gegeven door

(6) /g«(@t‘Ha)m MPQK

(7)o {(mlH) = mpg g,

De rechtséénzijdige kritieke zonc Zat(welke men gen

als men als alternatleve mogell jkheden naast b= p, beschouwt:
> p,) bestaat ultsluitend uit
éénzijdige :26 uitsluitend uit kleine waarden van m,

waarden van m, ; de¢ links-

iy,

De rochtTo) -

éénzijdige overschrijdingskans is de som van de waarschijnli jk-
heden van die waarden van m, , dle nlet kleiner zljn dan de o~

vonden waarde van m, . De linkséénzijdige overschrijdingskan. 1.2

de som van de waarschijnlijkheden van die waarden van m, , dlic

nict groter zijJn dan de gevonden waarde van ., .

In voorbeeld 4 bestaat de rechtséénzijdige kritieke zone
’ng(met onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05) uit
T,= 0;7;8;9 en 10. De kans ot dat m, In Z_ valt is, onder
ypothese H, ( b=0,3) (zie tabel VII) gelijk aan:
0,0368 + 00,0090 + Q,001% + 00,0001 = 0,048%.

De linkséénzijdige kritieke
heidsdrempel 0,05)
wordt o = 0,0282.

de waarden

zone . y, (met onbetrouwba

bestaat ult

L
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vormen ulit ¢cen rechntse

, | ’F 7/ _,
der twee eenzl jdige overschr!

o

eV SRS i. N /% » /} R 2 . ( D 2T

?

waarden van

heden bi]

harde
Sy { %’“ﬁ A ;’ gﬁ %"} a 1 l @ W e
de waarschiinliikheild

overschri jdi

nict groter zijn dan
|

i :

de van m, ).

kg,

weezljdige kritieke zone <&
gevormd ult een links- en rechtse

In voorbeeld 4 bestaat de ¢

(

betrouwbaarheidsdrempel 0,025) uit de

énzi jdige, leder met on-

o
# i ow |
% AR ﬁ = y wat

en 10. De kans o dat m, in Z wvalt, onder de hypothcse
H,, is gelijk aan:

o = 0,0090 + 00,0014 + 0,000

De tweezljdige kritleke zone <4 |

kaar zoeken van de waarden van m,
schijnli jkheden, bestaat (bij cen onbetrouwbas
pel of = O 5 95 ) uit de .

De kans o , dat m, in Z valt,

e}

waarden = 0: 7: 0: & en 10.
pothese H, , 1o

s
o = 0,0001 + 00,0014 + 00,0090 + 00,0282 = 00,0387

De twee bovenbeschreven tweezijdige kritieke zones vallon

= . F

samen als pe=73 De waarschijnlijkheidsverdeling van m, i

nl. symmetrisch. Als p.#% 1s zal, in het algemeen, de werkecll -

ke onbetrouwbaarheid of van Z dichterbi] o liggen dan die v n

; . . " " o A e b
kKriti & ke TOoNe Tan het t dus met hoo £L0 teno 3 &

aan belde kanten, kan ook rden voor de tweczljdige

toets van de hypothese

methode daacr nietl en
kritieke zone <4 in
ter blj het

val (zie 2.2) van een

wbaarheldsinter-

tot complicaties, die

el T niet voor.
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Y i
f 2
W

0

deeld met gemidde!
en (7)),

We passen weer (ﬁvenaéé
tie toe

De tweceziljdige overschri jdingskans (4

i
i
L

“n t!

Z0wWe L ¥3> Po als ‘p*q , 218 alterternatie
worden beschouwd) 1s

Beschouwt men als alternatiex .
alleen F?>¥% dan 1s de rechtséénzijdige
blj benadering het oppervlak

rslkans

sy i

3 fr i

x5 gy E -

r - e e 3
x X z el

E. A . e P
5

rechts van

Voorbeeld

7 ;"«g. 1§ @ i_ N j €

In 1930 werden in Amsterdam O848
ogecboren i"'M"';’)@

Met behulp
nothese Toetsen dat

de bovenbeschreven

methode kunnen we d¢ hy-

eboorte

de kans op een Jjongensg gell jk

is aan de kans op een mels jesgeboorte, d.w.z. we kunnen de

" &

hypothese W, ::% toetasen., Als alternatieve mogell JK-

heden beschouwen wil]j, naﬁgt%p.‘
Tweezl jdig.

krijgen: m= O848




De rechtséinzijdipge
slultend uit
slultena uit kleine

De tweezl jdige
drempel o )
z1ljadig

Tabellen der Polssonverdeling

R P W RN
2role wearden

vecstaat ult een
€ leder mct onbetrouwbaarheidsdrenm

gram der Polssonverde.

Ao O Mg = M-,

BRij kleine waarden van l=ba =
Dan geldt bilj

2.2. Het van een betrouwbaarhelidsinte voor ecen

Kans E .

2.2.1. Het bepalen van een wbaarheldsinterval in het al-

e m e @ 4

chastisch zijn en dat de eilg

onbetrouwbaarheid o , de
Het algemene principe ter

interval 1is het volge

Z1]
een stochastische
waarschijnli jkheld
voor de hypothese

gegeven een aantal waarnem: van

18 €een onbekende parametoer

~ . ZiJ nu T een toctis

van de

©) Het in 1.1.2
k1le




Is de toets VT toegepast
A« dan 1s dit ook d¢ onbetrouwbaar
caarhcldsinterval .
Want de
Daar het betrouwbaarheldsinterval

L alls Om

worpen waarden 8, |,
niet vevat = e

P

2.2.2. E aCt _ | e a 11 ..., Var é L - _ 1)

heidsintervallen voor een

Onder ecn ¢énzijdig

terval voor een kans §3 verstaat men

val, waarvan de bovengrens stochastisch is en
Om dit betrouwbaarheidsinterval te
van de toets voor de hypothese

H@l F:PQ*

pailen, maken

Dan geldt:
Pl m,=min] = (2111) b a, i

We kilezen nu ecn linkséénzijdig

dug als

is.

Deze som neemt af als P, toeneemt
bepaalde waarde k%* dan 1ls dit ook het
voor geldt b > Pba - De bovengrens van het

val 1s dus de klelnste p, waarvoor
A

:Zm(:?) ; 4:« = o

-

:
i

F

baarheidsinter-

i, oy R, -y

r= 1 .-. d . 3

i K. K
O )

is.

Onder een
interval voor



’P[ 2 m \Hﬂ

18.

Deze som neemt af als F
waarde PQ verworpen wordt is dit
geldt b < bo.
inverval 1s de

Waarlrrvoor

:- I"O0 s t & F& 5 Waasrvoor

1S .,
Voorueeld 6.

We wlillen nu een naar beneden veg

interval voor b vepalen met onbetrouwbs
In tabel {_3] vinden

2O * ‘

Z '20) v AW~

.& ( [y FQ Qo

vab

voor by =0,01{0,01)0,50.

We moeten nu de grootste
2.0

rv‘
T M
>
oo
. NI
C o
o
~U
O
e,
o 5
ol

1s.

In de tabhel vinden we:
aQ

0 eﬁn @

2 W 00
, OH

De ware }:3 is dus
> 0,13
Voor een naar LO

ten we de klelinste P° zoeken
20

betrouwbaarhelids

ven begrensd

Waarvoer

. o=t

Po Qo 2203

n
(R
L

is.
Uit de tabel zien




Gezocht

dus p =1 -b,

b e t POUW b dal” h & i d O 9 0 %‘% b = S
gelat: F, < 0,51.

Een tweeziljdig betrouwoaarheidsinterval VO@!
trouwbaarheidsdrempel « ) kunnen

vinden
VEN €en €en naar beneden begrensd betrouwbs
bepalen, leder met ~nbetr-~uwbaarheidsd:

U

Dit komt er dus op neer

tocetsen en de 1n 2.1.2 gedeiinieerde

ken.

Voer de bepaling van een tweezi jdig

val kunnen we cok de kritieke zone Z gebruiken (z:
bepaling van het betrouwbaarheidsinterval
volgens het in 2.2.1 beschreven principe en is

dan wWoee o

trouwbaarheidsinterval.

Voorbeeld 7.

Stel m= 20 en m,= & (dus

) - . % |
Fog T P o . * E &7 .T. : ' K -*;ﬁ i § ; .?E. & g £
gdoerzeli’ge Al in VOO -

beeld 6).
we willen nu een tweez

a ]
>
q e

1ig betrouwb

.JL j?
RY. L 3 . | '

b bepalen ult twee éénzijdige, leder met
heidsdrempel 0,025.

De ondergrens van dit interval 1=

VOoor




2a
2a . - .
3?;(;L) Fﬁ‘chb %ﬂ0437f5

i
Stellen we weer p_,_._._ \ — pa dan zoocken we
waarvoor

18,

De tabel geeft:
A0

1 - 0312‘5 — O:55~»

Bepalen wij het betrouwbaarheid interval
kritieke zone Z dan vinden we voor de ondergren-
de bovengrens 0,53,

2.2.3. Bena deringen voor een betrouwbaarheldsinterval

Kans E .

Voor grote waarden van m. en als P

wijderd 18, maken wij gebruik van de normale
verdeling van m., .
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uit alle niet verwor..
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Een betrouwbaarheidsinterval be.staat
pen waarden van FQ ; dus uilt alle po , waart

en m, ) de overschrijdingskans seolis.

01 ] gegeven Mm

Voor de bepaling van een naar boven beg

heidsinterval kiezen we een linker kritieke zone.

zljdige overschrijdingskans wordt bepaald

bet rouwb
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Dus de bovengrens van het naar boven begrensa

heidsinterval (met onbetrouwbaarheid o ) i= duie \f‘a@ Waarvoor
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waarin €_ gevonden wordt uit de norm
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De ondergrens van het naar benedetl
terval 1s die pof waarvoor
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