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Rapport S 145 (M 5%)

doo~ Ph.van ¥lte en. A

Constructie van betrouwbaarheldsintervallen
met behulp van de toets van WILCOXON.

1. Betrouwbaarheidsinterval bij 2 steekproeven.

Gegeven zijn twee steekproeven:

XgseoeseesX van de stochastische variabelex en

TgsevoeaesVy e ! " Je

Er wordt ondersteld dat x en y verdelingen hebben, dic
alléén in hun gemiddelden kunnen verschillen, Dus:

Ex -Cy =4
en x en y +& hebben dezelfde verdeling.

Gevraagd wordt op grond vén de steekproeven een be-
trouwbaarheidsinterval met onbetrouwbaarheidsdrempel & voor
) te bepalen.,

Deze vraag kan worden beantwoord met behulp van de
toets van WILCOXON, welke wordt behandeld in memorandum & /'
(M 7) van het Mathematisch Centrum, Daarin wordt de toetsing.
grootheid U van WILCOXON voor steekproeven van de ultgebreld-
heid n van x en van de ultgebreldheld m van y gedefinieerd
en de verdeling van U beschreven onder de hypothese HO dat
x en y dezelfde verdeling hebben. Als de verdeling van U
onder HO bekend 1s, kan de kritieke waarde U, worden bepaald,
pedefinieerd als de grootste waarde, die U kan aannemen

waarvoor geldt:
PYU < 1l: *

Voor de bepaling van het betrouwbaarheidsinterval gasn
wij nu als volgt te werk:

1. Bepaal alle m n verschillen van een waarneming van X en
een waarneming van y, die men uit het waarnemingsmateriaal
kan vormen,
2. Rangschik deze verschillen naar opklimmende grootte,
3., Bepaal voor ieder verschil Xy =Yy de volgende aantallen:
a = het aantal verschillen, gelljk aan dat verschil.
¥ = het aantal verschillen, groter dan dat verschil.
Als wij de.grens van ben near boven. begrensd eenzf 7
betrouwbaarheidsinterval willen bepalen,

1) Hieronder te verstaan de kans dat U = U, is, als Hj geldt.
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zoeken wlj 2 opeenvolgende verschillen: dq en d% (d4<:d%)

2 o . 1 1 . s s '
zoaan%g dat bq + —;_va,l>Ucx en b% +§a%;§Q% is, waarbi] a,l en bq
resp. ‘al en b} de bij d, resp. d) behorende aantallen a e¢n b

1 1 1 d
gedefinieerd in punt 3 zijn en « de gekozen onbetrouwbaarheids-

drempel is, Is nu-bfé(él, dan wordt het betrouwbaarheidsinter-
val d g«ii en ls dus dq een onovengrens, die biy het intevval
behoort.Is echter voor d, ¢ b;B -Ut&,vdan wordt het intevval

d <;d% en 1sdksd%ealbomngnam die niet bijkt interval behoort.
Als wlj echter de grens van een naar beneden begrensd éénzij-
dig betrouwbaarheidsinterval willen bepalen, zoeken wij 2 op-

eenvolgende verschillen dg en dé (d2;> dé) (met aantallen a
en b,in 3 gedefinieerd, gelijk aan a, en b2 resp. aé en béy
zédanig dat:b, + 3g<mn - U, en bl + kal 2 mn - U, is.

Als nu bé;; mn -~ U, wordt het betrouwbaarheidsinterval
cS__>__ d2 en is dus d2
behoort, is daarentegen bé <mn - U, , dan wordt het interval

een benedengrens, die niet bij het inter-

een benedengrens, die blj het interval

6> d} en is dus d}
val behoort.

Indien men een twwezljdig begrensd betrouwbaarheidsin-
terval wil verkrijeen, bepaalt men als boven aangegeven een
bovengrens en een benedengrens, maar dan ieder bij een onbe-
trouwbaarheidsdrempel +<o(, als < de voorgeschreven onbetrouw-

baarheid 1is,.

Voorbeeld:
Waarnemingen van

x: 18,2; 16,2; 20,3; 17,45 18,9; 21,4
! "oy 16,75 12,55 15,25 14,35 15,95 17,8

Gevraagd wordt ecen tweezijdig begrensd betrouwbaarheids-
interval voor5:=ggg~wgz; bij een onbetrouwbaarheidsdrempel
o= 0,05,

Oplossing: Wij vinden in een tabel vam de verdeling van
de toetsingsgrootheid U van WILCOXON (zie b.v,[ﬁjvan de lite-
ratuurlijst)

U

0,005 = 2
mn - UO,OQB = 36 - 5 = 31

Wij rangschikken nu de x- en de y-waarnemingen naar op-
klimmende grootte en geven de verschillen Xy - yj in onder-
staande tabel:



Tabel der verschillen Yy = yj in het voorbeeld
waarnemingen van X

16,2 | 17,4 1 18,2 | 18,9 | 20,3 | 21,4

Ca2,5 | 13,7 | +4,0] +5,7] 46,4 | +7,8 | +8,9

4,3 | +1,9 | +3,1 | +3,9 | +4,6 | +6,0 | +7,1
waar- | 15,2 | 41,0 | +2,2 | +3,0| +3,7 | +5,1 | +6,2
e BT Y 15,9 | 40,3 | #1,5 | +2,3 | +3,0 | +h, k4 | 45,5

- 16,7 | 0,5 | +0,7 | +1,5| +2,2 | +3,6 | +4,7
17,8 | -1,6 | 0,4 | +0,4 | +1,1 | +2,5 | +3,6

A

Wij rangschikken nu de verschillen naar opklimmende
grootte en bepalen de aantallen a en b boven vermeld:

a b a b a b a b
~1,6 1 1 |35 +1,90 1 |25 +4,4 11 |12 | 6,413
~0,5 | 1 |34 2,21 2123 +4,6 11 |11 ] +T,111]2
~0,4% 11 133 +2,3 1 1 |22 +H.7 11 110 +7,81 111
0,3 1 1 |32 +2,51 1 |21 +4,9 1 1 9 +8,91 110
+O,% | 1 131 +3,01 2 |19 45,111 | 8
+0,7 | 1 |30 +3,11 1 {18 45,511 | 7T
+1,0 1 1 |29 +3,6 1 2 |16 5,711 6
1,11 1 | 28 +3,71 2 |14 +6,0 | 1 5
1,5 2 | 26 +3,91 1 |13 46,21 | 4
Wij vinden nu:
voor d, = 6,0: b, + %aq = 5%
voor d) = 6,2: of %a% = 43
1 = < =
o, 5 UO,025 dus & = d, 6,0
voor d2 = 0,7: b2 + %ag = 303
voor dL = 0,4: bl + fal = 313
1 o — . 2 =
bl =31 =mn - Uy oo dus 5,_d2 0,7
Het tweezijdig begrensde betrouwbarrheidsinterval wordt
aus

+O,7§é(§ = +6,0.
N.B, De feitelijke eenzijdige overschrijdingskans van U = 5
bijm=n=6 1is 0,02, Bij een onbetrouwbaarheidsdrempel 0,0
zouden wij dus hetzelfde interval gevonden hebben. Het ver-

dient aanbeveling om deze kleinst mogelijke onbetrouwbaarheid
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op te geven, aangezien deze aanzienlijk lager kan zijn dan
de voorgeschreven waarde,

In vele gevallen kan de waarde van U, allean bij bena-
dering bepaald worden (Zie[1]) In die gevallen gelden
de betrouwbaarheidsgrenzen uiteraard ook alleen bl] benade -

ring.

2. Betrouwbaarheidsinterval bij aan aantal paren steekproecven.

Gegeven zijn k paren stochastische grootheden X094
(i =1,......,k). Wij beschikken over onderling onafhanke-
1ijke steekproeven van leder van de grootheden:

X D‘OQX o
111 i,n, Ve X

j— (i=1’oouoo’k)

cgaeeoeYs van y.
Vi yl,mi an Ji

Er woerdt ondersteld, dat x, en ¥y verdelingen hebben,

i
die alleen in hun gemiddelden kunnen verschillen, terwijl

deze verschillen dan vooralle i gelijk zijn. Dus:

Exy 63, =8 (1= 1,00000m)

en x; en y, + O hebben dezelfde verdeling ( Deze verdeline
behoeft voor verschillende waarden van i nlet hetzelfde te
zijn) .

Gevraagd wordt op grond van de steekpreven een betrouw-
baarheidsinterval voorég, met onbetrouwbaarheidsdrempel &L te
bepalen.,

Deze vraag kan worden beantwoord met behulp van een
combinatic van k onderling onafhankelijke toetsen van WIL-
COXON. De methode van het combineren van onderling onafhan-
kelijke toetsen wordt behandeld in memorandum S 102 (M 17/
Men kan daarin het volgende vinden: Zi] ci (i = Ty eeeoosk)
een gegeven constante en Ui (i =1,.....,k) de toetsingsgroot-

@ o o

heid U van WILCOXON voor het paar steekproeven X,

i1’° ’Aiﬂi;

-\' © 0 e 9 o 2 » £ 1
Y44 ’ylni’ dan heeft )

T-2_¢l
i=1 ¢ ¢

onder de hypothese HO dat voor iledere i ﬁi en li dezelfd.
verdeling hebben, bij benadering een normale verdeling met
gemiddelde: 2> e:/%g :
i=2 ¢/ ¢

A 2 2
en variantile ;E e G,

waarin u, = im.n,
2
en a =1 n
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(eventueel met een correctie van gelijke waarnemingen, zie
memorandum S 47 (M 7) ), de verwachting resp. de variantie

onder H  voorstellen van de toetsingsgrootheid U, . Indien

wij kiezen ¢, = ¢, = ... = ¢ * 1, kan men hieruit onmicd-
delijk de verdeling van I’z Z?Lééonder de hypothese Ho
afleiden, dus ook de grootste waarde 7; s diegzikan aannems

en waarvoor geldt:

P{I_—ET& )Ho}i—ffh

Voor de bhepaling van het betrouwbaarheidsinterval
gaan wij als volgt te werk:

1. Bepaal alle Zf my 0y verschillen van een waarneming van

X, en een waarnéﬁing van de overeenkomstige stochastische

grootheid'gi,

2. Rangschik de verschillen naar opklimmende grootte,

3. Bepaal voor ieder verschil Xij ERZRE
a = het aantal verschillen, gelijk aan dat verschil,
b = het aantal verschillen, groter dan het verschil,
Men gaat verder geheel te werk als beschreven is ir

par. 1 voor één paar steekproeven, met dien verstande dat

men voor U, moet lezen I;.

Voorbeeld:
k =2
waarnemingen van X4t 5,65 6,20 5,05 5,50
! " y,: 3,00 3,15 2,85 3,20
" " ot 7,05 8,4%0 7,35 7,60
§ " ¥,r 3,95 5,65 4,35 3,95
Gevraagd: wordt weer een tweezijdig begrensd betrouwbaar-
heidsinterval voor ES=€;££_EiiC bij een onbetrouwbaari~i-~
drempel o= 0,05,
Oplossing: Wij vinden met behulp van een tabel van de ver-

deling van de toetsingsgrootheid U voor de kritieke waar-
den:

=4 en 2 wmm _ T =32 .4:28
0,025 IR 0,025
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(deze kritieke waarden zijn niet bepaald met behulp van bovenQ
beschreven benadering, doch afgeleid uit de exacte verdeling
ven Eq + ng die in dit geval gemakkelijk te bepalen 1s).

Wij rangschikken de Xy en ¥y waarnemingen weer naar op-
klimmende grootte en bepalen de verschillen:

Tabel der verséhillen Xij = Y497
waarnemingen van Y4
2385 39"" 3915 3520

5,05 | 2,20 | 2,05 | 1,90 | 1,85
waar- 5,50 | 2,65 | 2,50 | 2,35 | 2,30
NOMANECn 5 65 | 2,80 | 2,65 | 2,50 | 2,45

van ii

6920 3935 3320 3305 33""

waarnemingen van Io
3595 (2) 4,35 5,65
7505 3,10 (2) 2,70 1,40
waap- 755 | 3,60 (2)| 3,20 | 1,90
nemingen 7,60 3,65 (2) 3,25 1,95
van X, goug b,us (2) | 4,05 2,75

(Wlaarnemingen en verschillen waarachter het cijfer (2) ver-
meld is komen 2 meal voor).

Wij rangschikken nu de verschillen naar opklimmende
prootte en bepalen de aantallen a en b gedefinileerd in par.1:

a b a b a b a b
1,5 11 1314] 2,30 |14 |24 | 2,75 11 16| 3,251 | 8
1,35 11 |30 2,35 |1 |23 ] 2,80 |1 |15 3,351 | 7T
1,90 | 2 |28 | 2,45 |1 (22| 3,-- |1 |14+ | 3,60| 2| 5
1.95 1 1 (27| 2,50 |2 |20 | 3,051 |13 3,651 2| 3
2,051 1 |26 | 2,65 12 |18 | 3,10 |2 |11 | 4,05 1| 2
2,20 1 (25| 2,70 |1 {17 | 3,202 | 9| #4512 O
Wij vinden nu:
vogr d, = 3,60 b, + %aqz 6
dh = 3,65 bl + zay= b
by=5>T =% dus  d<dl = 3,65



voir d2 = 1,95 b2 + %?2 = 27%
1 — In 1 s i —
d2 = 1,90 L4 + zah = 29
bé:QS:an,n,, = 28 dus J?:ciz: 15,95,
=1 [ 0,025

Het tweezljdig begrensde betrouwbaarheidsinterval wordt

dus :
Lgs = &< 3,65
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