
STICHTING 

2e BOERHAA VESTRAA T 49 
AMSTERDAM 

S 1 4 5 ( f,1 5 5 ) 

A Benard en Ph. van Eltere11 • 

• 



· TH'EMArrra CH ('""l'.(l\Tt'f'·-,t· Jfv1 M A .. ;.i . . • 0 v .... ~ l"' -• ['l l . ;1 

2e BoerhaavLstrao~ 49, 
J\ m s t e r cl a rri ., 0. 

Statistische Afdelint. 

kingen van A. Benard en Ph. van Elteren. 
II SO I J• 151 ■ 11 1$ 

1. Gegevcn zijn m waarnemers, die ieder waarnemingen verrichi:811 

bij n o·t·1 jecten II De ze wa ,,.jrnemin2~er1 lcunnen betrekking hebben otJ 

dezelfde, of op verschillende grootheden, doch iedere waarnemer 

meet slechts een grootheid. Het a ant al metingen door c~e :.l-rlc 

waarnemer verricht bij hetV-de o)ject stellen wij voor door 

, In dit memorandum wordt een 
. 

verdelingsvrije me"'thoc1.e besprol•cen., om de h ·. othese .· 0 ·ce toett-,c,,r1, 

dat all8 waarnemingen door ~~nzelfde waarnemer verricht, be--
schouwd l<:un1'1en worc1en als een stce1<px-oef uit eenzelfde Wcl31'1 

schijnJ_:i~jlc11eidsve14 c~leling., terwijl de metingen van de verschilw­

.l,ende V'lclc~rne11ers 011c::1cr.ling onaf'r1an~celijk zijn. Deze toets r•t;:~_i··· 

geert op alternatieven, waarbij de waarnemingen door iederL 

waarnemer ver·r1cht, afkornstig ZJ.jn uit verschillende waarscr1~_,Jt't 

lijkheidsverdelinsen, correspondercnd met de objecten. De g2m~\1 

delden of andere plaatsbepalen~e parameters van deze waar­

schijnl1jlcheidsve1~c1e.l1ngen moeten 1Jovend1en een voor c1e vcr~1(·J •. ·· 

lende objecten enigszins overeenstemmend verloop vertonen. DL 

toets is een verdelingsvrij analogon voor de toets tegen een 

hoofdeffect in de variantieanalyse met twee class1f1cat1es. 

-=-1 

gewone methode van 1n rangschik1{J~11gen zie memorandum S47 r,1 --12t) ' 

warden toegepast. Bij de hier te bchandelen generalis,1tie wo1"-,,:1t· 

toegelaten, dat willekcurig positief getal of o is. 

2. Voor de berekening van de toetsingsgrootheid gaat men als 
vo.lgt te \!Jerk: 

a De waarnemingen warden, voor icdere waarnemer afzonderlijk, 

van rangnurn--

verricht, en alle waarnemingen zJ.jn ongelijk, dan vormen d8 toe -

; ~ I 

ongelijl{ aan de overige van die· waa1J'nemerr .. " i ... ,, dan worden de rani-.':-
t ...... 

_f:.~~e_:r:..~._':~a_r:~~e waarnemingen onderling gelijk en wel het gemid-

naar vollediBheid of volledige exactheid. 



deldt:! '\Jfln cie rar1g1·1ut11mers die ze r~•~cl:regen zouden he;)ben, als Z(:;' 

ongelij!,r gc\ieest 1rv::::1"ler1., c:loch over:1.f;2ns in de rangschil{l<:ing de-

zelfde plaats ingenomen hadden. De verkregen rangnummers duiden 

W ~ j a an t"i,'1('.,\ 'i': L..- l1e c :f·c bet rekki ng. op d.c vJa arnemer 
,,1. t c. C " . """ "" 

dus /r- n, .. c1.e :1. riclex V ' , ,,, 
op het waargenomen object V c ,, ~ .. ) ,1 ,_ 

' waarncn1ingen van waarnemer met be-

trekkir1g co·i.: o·bject Y 011derling 

b Voo1~ ·~Le<lerc vl worclen de c1001,, ,~1narnemer .~ toegekende rangnum­

rners verm1.nde1')c1 De verkregen ver­

schillen wordGn gcreduceerde rangnummers genoemd en aangeduid 

met 

I 

c Men sor1,1meert voc>r iedere en Y <le reduceerde rangnummers vr.1n 

de waar1r1t:rr1inf)tjn v21r1 waarnemrer i.J:. 1Jt2·treffende ol1ject Y • Deze sorn 

worc1t lL J y • Er . ~ ~ . 7 . ,, d ge.~•·L use 

.,, ,1-f, ' i • 

• "/' V K 

Voor het geval dat ,_., fl • 0 gesteld. 
/'V 

d Men sommeert nu voor iederc v, de gevonden waarden "" o \It r // /1 V ✓ . 

De verkrecs·en ·totnlct1., die kolor11--·to·t:c1len genoemd wo1~c1en, word0n 

'' v 
tot 

ll 
:,. -· ·v 

"f I• 

ll 
..,_ l,l 

( )I - t, . ,, • J • Er g(; ·1c:l t dus : 
m ' f 

.-.;:" . \ 
/ .• 

I'::;: :1 

sotn gerec.lt1ccorc1e rangnummers met betrekkir1c_;,, 

h ' t 1 / ', ,.~ •:}; ..,..,,,1 1" ...,, gr O .. "·-,, ·p ' . n ,. :r an t_ l, Cl ( i • .1 · (_l . . . , t;; . ~ · v C t gelijke waarnemingen vcr-
richt ,:1oor w 8 ,1 r n e r11 er , , het aantal waarnemingen geli~llc 
aan 

van 

dus 

f 

g e e n ct e r a n c.1 t:.:' 1~ e bcrekend voor iedere 1: 
k .. , -~-

. " ~-- t:✓ --·· 1#-------- . 
12 I< k .,. t · 

/' 14 
l 

De sor11n1atie in t~~e teller st)~~el::t zich ui t over alle waarrlen 

t , 1~·i 1_ e b i j \v a {-1 r n e t11 er " v o or l{ o rr1 en . 

als __,, ·.:~ 0 is voo1~ t > J , 2;eldt: 

/' 

I 
I 

/2 
+ I .. 

ong;,e 1 i jl<: zi jn., 

dus de elementen heeft: I 
\ J I ?? • '\1 - J 
>' S ;, .; ~ . • l } Jlf - \ • "' 

c1ie 
)~' 

• l I .. 

" 
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" 

Er gelc.it: 

rn 

als * ).I I : 
~ 

L. ' -il t 41 

en ... 'Ii 1 

g Men l0£1t nu uit deze matrix 77 -de rij en den -de kolom 
2 weg.i De absolute waarde van de determinant van de verkregen 

matrix duiden wij aan met • 1:r geldt due: 

U:, . • • (JJ ,i J , 
• 

. et· .. • 

I . 
• ' 

. a: . 
n-1 """ 1 ,. 

(J i d 
. 

. -/ 41','...,,. ,, ii~. . .....-i- ' ., Het ~tval, dat _ s, at 

een groat 

zich alleen kan voordoen als 

zullen wij hier niet teschouwcn. 

h Als Jj > 0 is, bere\<:enen wi j: 
,.... _, 

er· 
.. • 

• • • 

:t:. cl~~ t • • • 

1, ~ - r1 . (T (I • .. n-11,-1 . fl- I 1 --n-1 ' > - 0 .,,.,, -
fl 

~11 - • • - ;'i- I 

Als toetsingsgrootheid wordt nu gebruikt~ 

3. 

-_ .. _ - .. - "' 

De toetsingsgrootheid ,/ .. ,, 
... JI ( 

benadering een 
'-' 

' '2 --verdeling 
de volgende gevallen: 

., 

l1ceft onder de hypot~•ese 

n1 c: ·t 1·1 - f v r i j he ids grade n, 

' 

0 bi~j 

a Iedere waarnemcr heeft een be·trekkelijk groot aantal waar-

nemingen bij iede1~ object verricl·1·t en deze aantal.len lopen 11J.t:·t 

te s terl< ui teen .. 

De aa11tallen 

n1 , en 

A 

k z i j n k 1 e in ilw1 
/IY , 

ligt niet te dicht bij o. 

is klein in verhouding tot 

2 In feite doet het er niet to~ welke rij en welke kolom weg­
gelaten li1ordt. 
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4. De berekening vnn Ll en ✓-1,, is in het algemeen een omslac..--;h-
-

tig werk. Wij geven daarom een aantal bijzondere gevallen, wasr-

bij deze berekening eenvoudiger is. Het aantal vrijheidsgraden 

der toeJcsingsgrootheid is steects 1z-.t: 

a. n .:..:....-...::::.. 

Er geldt: 

.-
. •J2. . ~ -~~ 

• 

c>;',i ~j + o:;1 cr;:z, + o;j ~1 

b. De aantallen 

product: 

...-11::m 7 (l 
~ j,I I 

warden als een 

een is voor waarnemer / en -· een con­v 
stante voor object \/ . n 

Er geldt dan, als 

•• a I ,,_. 

m 
~., 
/ 

£ """"' 

met J J 

• 

/2 k,i ( ~' - I 
I ,,. 

• • 

. zie 2. e 
/'­

In h<:t bijzoncler geldt., ala nlle waarnemingen ongelijk zijn: 

c. Als in 

geldt: 

' ' .,. 
,.if' ,, .. 

;" .~ 

of als er 

2 

ll 
-
----· •--,, -·••• -I¥ --•" ~ 4'' '""'"I i I: lltllii $'" • ,nd< , ... 

t1 \I - • 
"' 2 . ~ ' .. . 

.~·; I I' ,I 

bct 1 1vbrtge .geval,_ alle 

1·1 
ic:-

.. , 'j ,,.-:I f' , __ 
I;;« V y-----=-·'------· rn 

:.c::. ,.. . z K .,-- a 

geen gelijkc waarnemingen 

2 c, 
/' 

d. Als tenslotte alle aantallen 
voor = I> ... ~ ) m ; 

n 
• iA 

L .... I - ¥ 
_,_£.![ ;_, ' ;;: ,--· -· _.,. ___ , -· -· .. 

' ~ --;:- ,,, 
Ii 

~%1 

,/ 
I ' 

gelijk zijn, dua b,.,- ;:· 
¥ I -Lr 

zijn: 

Im ;···· 

ge 11 Jk z 1 jn., dus 1;~;.J • 1
.:~ 

I 
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... 

of als alle ongelijlc zijn: 

• 

--

e. Als alle 

Ii -;::. t : 

k = I zi jn verkrijgen wij uit de laatste formule 
I' v 

"<;'" .-..,,l 
/~ L- t,1., 

V -V 
, ' , ' • 

_ /i 1n ,, f 11 t- 1 

D,eze formule komt overeen met c1e formule vermel~ bij 

benadering voor de methode vanm rangschikkingen zie memornn­

dum S 11-7 · M 14 

f. Als n =r Z geldt a-. = (j. 1:S' (j 2, . 
II 22 ' 

,,._,,, 2 ......., 2. ......., -4, 
u, - u '::t u < ,. , • 

en: • 

2.. 
........,,.2 
l.4 

01,,,u '1Li JU ....::=-·-4uw■ -, fl 

er· 
rP I 

l,{ 
IJIW f' 

' 
' 

- II 
benadering normaal verdeeld, met gemidde.lc1e 

Oen spreiding 1. 

De toets gaat dan over in een comb1natie van een aantal on 
afhankelijke toetsen van Wilcoxon. verg.: Mem. S 47 M 7 en 
S 102 f\41 17b • 

g. Als allc of 
en als voor ieder paar objecten l/ en 

1, als :r=- •. voor iedere /.1 
11

1 geldt: 

0onstant ·, 

zodat alle waarnemers evenveel objecten waarnemen en alle paren 
objecten precies door ,r waarnen1e1'\s \rergeleken worden, ge:tlt : ,, 

·') -....2 
/2 L.- U 

- .. JI 
Vs/ --~:.!------ . 

mits er e-:cet1 gelijl<e waarneminge11 ~t~n het systeem voorlromer1. 
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