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Uittreksel van het artikel van A.C. Berry 

The1 apcuraq1y -pf tJi,e Gaus1s ian, appro:Xitna ... 
tion to the sµm o.f, indepeAde,nt vartab1es. 

I \ 

(Trans.Am.Math.Soc, :t.2_ (1941)p. 122·136) 

X_, ...... , X nzijn onderling onafhankelijke stochastische groothe
den met gemiddelden ~ .......• ~~ De absolute gereduceerde momenten 
van de 2e en 3e orde bestaan en wordeh aangegeVen metJLi (~f)en 

/ 3 (iJ) ( ~ = IJ .... ·J n). 
Stel 

[ 

/ 3 (X~)JA (XJ) als / 2 ( X1) 4= o 

o als _,,,µ,_ (X/4.) = o J 

d == °', -t- ....... -t•o<-n , 
~ 

er= {r2.(.X,)[+. ·~·. ~¾+/2. ~x7J) J 

f{x.):\l.2lr'_ e- dt, 

I\ ::: "m.Q4: (--1(.>s.,), ...... . , >.{.X 7\~., 
F(x) = P [x, i· .....•. ., x ~ ~ x J, 
M ::: ---:;u,n 11 F(x) _ (j(x-a()) , -.oo <x '<co O 0--

f. = /\ /a- . 
De eerste stelling van Berry luidt dan: 

Ste 11 i ng 1 : i M ~ ( 1, 3 s) l I 1 ) 

Deze stelling wordt bewezen voor het geval (R.), d.w.z. 

( 1) 

( 2) 

(3) 

(T = I 

- I 

E. < (1,qs) . 

(-L I, ....... J 'YI) ) 

We zien dat als aan (3) niet voldaan is stelling 1 triviaal is, 
want dan houdt de stelling in M~ 1. Als de varlabelen van stel
ling 1 niet voldoen aan (1) en (2) voeren wij in 

(-!. = J, ....... ) 'Yt). 

Hiervoor geldt n'= f1 en t '"' i , dus stell1ng 1 is een gevolg van~ 
Stelling 1(R). 

-----------
1) Berry geeft hier de waarde 1~88. Uit stelling I bij de disser
tatie van D.J. Stoker(195$,')"-bJ.iJkt,; uat:d:e,z-ewaaMe·tloex-.:..de hier 
gegev.ene V';!rv ang-?n mce_t worden. 
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Het bewijs van stalling 1(R) ve~loopt ~ls volgt, Esrst 

wordt bewezen: 

Lemma 1: 

Er bestaat een getal ~ zodat een van de ongelijkheden 

( 4) F(x+a-) _ C/(x-Ht) := ~ .x , 
d \!2 n 

( 4 I ) F (:x + a.) - C ( X -/- a.) < =-· J - :)<.: 

d v-ur 
geldt in het interval - J ~ :x ~ J 

1.~ 6 == rl ( n/2) - . 
, waarin 

Dit lemma wordt bewezen door de existentie aan te tonen 

van een eindig getall, waarvoor geldt: 
F(&1-) _ f (il) ::tl of 

F ()?--) --r(i) ==-H. 
Als we nu a.,"' J.,~ S nemen, dan blJ_jlct a aan lemma 1 te voldoen, 

Het bewijs van stelling 1(R) maakt gebruik van de karak-
teristieke functies 

- C-<-• . , 
·, / L. .xi: . I 

(j(t) ~ j ~ cl F p:) 
_ix, C= • t 

y(t)~ j ~lx df(x)~ 

en 

.--CC 

Wij beschouwen nu het verschil: 
(%, 

ft(t) . r (t) = f € LXt d{F(:x) - g (x)} 
···= 

Het is bekend dat 21s dit verGchil klein is in een eindig in

terval om t=os dat dan M klein is. Partiele integratie geeft 

_'f"(t) ~ f(!}__ '" j_oo{F(x)- {J(x)}. e i xi: cl X • 

·- L. t __ ,:,:, 0 

Wij vervangen nu x door x u1 ( de ,,1- van .lemma 1) 
J-"(t) _ lf'(t) _,_n-c- r"'"r· ~, _ ) f( .-} L:id ' _ . · -e "" _) 1 I ( x. + n. .. , Y... -1- a.) e d.. x. 

-ct _c.:, ,_ 

Wij voeren in de gewichtsfunctie: 

,ur (t) = j T - l·t-/ 

l 0 

voor /tJ :=- T 

voor /t/ > T 

De Fouriergetransformeerde van ~r(t) is. op een constante na: 
·T 

\,j ( x) ~ 1 1u (t) -e I xid:t =- 2(i - t:c~,~1T.x) 
-r x~ 

Volgens de stelling van Parseval geldt nu: 
-= T 

r \ ;(- \ /' , .. ( 1 ;:( )-) -' ( ( if'(t) _ if(r) .,: cd 
-~,:, w X) l r x _,_ o) _ :f Y+ a) u.x ,,. A --w t) __ it e clt . 
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Hieruit wordt afgeleid: 

( 5) 
,..T 

A (T c5) s j (T- t) if(t) ~ <;,--(t) cit _. 
() 

waarin 

Als men nu voor T neemt ~1/t. dan wordt bewezen dat het rechter

lid van (5) niet grater is dan 

(6) 

Di t bewi j s ver1oopt a1s vo1gt: De s toe hast ische grootheid .L.{ 
heeft de karakteristieke functie 

,oc> : ~"t 2/ 
~' ( t) == j e c• d (j ( -y_) = I .... Uj 2 t; 2 + • . . • • . , 

·-00 

Achtereenvolgens worden nu afge1eid 

Lemma 2 In het interval o~t-e. Vi/i geldt 

.tg 'I}_ ( t) :=;· - °I!: t 2/p 1- 12 l;_f , 

waarin voor ie~1ere -l (J(=,~ .. ... , n) ) ) L:i.,J!) ~ t 2 i(d) 

l:(x) =· x/l - f ·--f'3(1- x."/2-)+ x2j::}/:i:2. 

Lemma J In het interval o ~ t< Vi. /e- geldt 

waarin 

Lemma L1. In het interval o ~ t < \ff/L geldt 
. { t 2 -#.(d) } _tfe 

/f(t)-~(t-Jj:S: e _1 e 

Uit lemma L1. volgt dat het rechtex•lid van (5) voor T,, 1,,jE.. gemaJo-
reerd wordt door de 11 integraal f I,~[ f' li(E.t.) 

}) = ( /1 tj c _ t) e . t - I 

Q 

B wordt in J delen gesplitst: 
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I 0, 7,/4 2 - 1•½ 
B =t/r, (1,f--t)te dt) 

I f O,J\O t- z Ii (F_ t) S / - f ½ 
B 2 ~ (1,1Jt- _ i) e ~ 1 - Et /6 e ~ dt., 

o j',:/E _,_• ~(E.t) _t%_ 
~3 = ' ( I, I/£ - i) e " . - i e dt . 

Voor deze 
D,-:J5jt_ 

drie delen worden de volgende schattingen afgeleid: 

B,
1 

::: (1,1/i;)(T£/2)'/2 - t/3 , als t ~ ;j1.) gs2. 2 ), 

],2 < ( Oj I 3 I.; ) £ , 

}> 3 §(o,lgS)l 3 

1Jz 
zodat B<(1,1/6){ll/2) 9 waarmee de ongelijkheid (6) dus bewezen is. 

Dus (volgens (5) ) 

Met behulp van de ongelijkheid 

vindt men 

2. 4 
I - L +- X 

2..' 0 
{, 

X 
- 7T 6. 

Nu is A(u) een niet afnemende functie 5 daaruit volgt dat 
12 1/2 

M = (2/n) a< (2/JL) 2.)59e/l)I < (1)8&)l_, 

onder de voorwaarde 

r;: < 
L, = 

- I 
voor E.) (1,061) is de stelling trj_viaal, want M "'" I • 

Verhoogt men de constante 1 7 88 tot 1,952, dan is steeds aan 

de voorwaarde e- ~ ( ,) 9 s 2r 1 voldaan, voor zover de stelling niet 

trlviaal is. Men kan dus onvoorwaardelljk stellen: 

f'1-< 1J9s2 t. 

(zie voetnoten 1) en 2) ) 

Hiermee is stelling 1(R) en dus stelling 1 bewezen. 

Stel nu C == .---Ju? M /£. 
Volgens de tweede stellin eldt dan 

Ste 11 i ng 2 C ~ ( 2 ref '2. = o, 3 9 &9 ""' o, 4 o 

Om di t te bewijzen beschouwen wij de grootheden i.,, ..... , X -n 

voor een speciaal geval, nl. dat ze allen dezelfde verdeling be

zitten en wel dat ze alleen de waarden -1 en +1 aan kunnen nemen. 

2) De noodzakelijkheid van deze extra voorwaarde, afkomstig van 
D.J. Stoker, wordt aan het einde afzonderlijk behandeld. 
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met waarschiJnlijkheid ½ voor iedere waarde. Als wij aannemen 
-1/2 

dat C < ( 2. TC) ~ komen wi j tot een tegenspraak. 

De drie volgende stellingen geven schattingen voorMals de 

voorwaarc~en van resp. Feller, Linc1ebarg en L1ai,ounoff vervuld zijn. 

a) Het geval van Feller. 

½_ 1 , ....... , ½n zijn onderling onafhankelijke stochastische 

grootheden met verdelingsfunc ties resp, r; ( x.), ....... ; F,,, ( ')(,) . 

s) o, a,,.. , a...11 zijn reele getallen F {x) is de verdelingsfunctie 

van x,, ... ,X')'l. 

Stel M,, _-;;,;;i;e_ <= j F(:x.)- f ( x -/~)} 

Voor een gegeven • l > o voeren wi j j_n: 

E0 " {~ P [/]{./ - a._t/ > Es] J 

E, == 5-' [11\ ;~•£(~-~) d_~(x) l; 
I - a., _ f. s _,, 1 ~ , " 5 l! I 

'\ = ' - s't r, ( xl -a.,) dft(x) • 
Berry bewijst nu "--,1:-cs 

Stelling 3 A1s '\ § E , F.1 § E en f 2_ 3 f _, dan 1s !'1 < (s;~J t. 

b) Het geval van Lindeberg. 

Stel dat de spreiding van ie0.ere X-.i eindig is. Stel s = a~J 

CL.,= o<.1 , ••• ••. > °;;,=o1'Y, nu gaan t. 1 en ii over in: 

E, = o--' .t1 /(fo<j!-E<r +j= )<xi- ci1) d 0! (xJf 
f_, -eo °' ,- f.(T 

c2 c1r-'l/ ([-Ii -,~ , J= )<o,-f _ "'.t)' d, f:t (x) . 
c1J:-1f.rr 

Dan ge1dt: 

Stelling ~-: A1s E.. 2 :~ / , dan is M ~ (3,b) f e 

c) Het geval van _f,iapounoff, Hier1:nj wordt ondersteld het best2 

van de momenten van de orde n~>2('m hoeft niet geheel te zijn). 
'n 

Stel '1:;: u--m Z /1-rn ( X R) Uit stelling 4 volgt dan ·t, , 1( 

Stelling 5 t 
- M ' ( 3, 6) 17_ 1 m1-,) 

Aanvulling van D.J. Stoker(zie voetnoten 1) en 2) ). 

Volgens P.L. Hsu (Ann.Mat~.StaL 14 (1945); p, 3) is, 

I \ ;:;-.:;:T,:' ii, 1 fi 2 } - t %. B, ==(1,1 l)vn/2 -t/J -1/i 1(,,1_c)t +c-21:,t e cJ.:t 3 
C/£ 

waarbi j in di t gev a1 C = O, 75, Hierui t volgt: 

indien: 
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l et, ( 2 ] _t-½ 
~ 1 (1,1 _c)t + c - ut e dt > o • 

Deze voorwaarde geldt zeker indien: 

( I, I_ C) t \ C - 2 t t ~ o 

en hieraan is weer voldaan indien: 

"< 

voor c/e S t < oo , 

c = o,2.62.5 

of indien 

Door deze wijziging in het bewijs van Berry worden de boven
ste grenzen van de integralen .:B2 en :B3 niet be!nvloed. 


