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Enige in de covariantieanalyze gebruikte toetsen

Een toets voor de kleinste van een aantal geschatte
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Een parametervrije toets tegen verloop voor groepen

waarnemingen

Toetsen voor eén of twee uitbijters bi] een norma

verdeling

Het aanpassen van een exponentiéle regressielijn
He Kesten

Een toets tegen kettingcorrelatie bij lineaire

regressie van J. DURBINI en G3;S. WATSON (1950/1951)

Sequente toets voor het gemiddelde van een normale
verdeling met gegeven spreiding, of voor het verschil
der gemiddelden van twee normale verdelingen, waarvan

de spreildingen gelijk zijn

Een exacte toets tegen kettingcorrelatie van

M. (1951)

Een exacte toets tegen kettingcorrelatie bij lineaire

regressieproblenen van E.J. HANNAN (1955)

Kleinste kwadraten-schattingen voor de regressie-

coéfficienten van een meervoudige lineaire regressie-

vergelijking



de covariantieanalyse gebrulkte toetsen, 1) 2)

' groepen stochastische grootheden

De verwachtingen van deze grootheden voldoen aan de vol-

1 ;‘;
.- 4 r +J;‘ s:: . V e r d } l- p : ::
I3 : . - .. }f . . :'-' ‘ % ._" ' i ; " . '._.’:
) A & 3., A §! pa,

gende relaties:

lierin stellen o, en V< CH" fﬂonbekende parameters voor,
hﬂ)gegeven zljn. Verder

terwijl de waarden tigfwfwﬂ, ﬁ
'S onderling onafhankelijk en nor-

alle;
eld zijn met dezélfde spreiding ¢ . Hilierin is dus

wordt ondersteld, daf

maal verde

begrepen het geveal waarinwk’L een waarneming 1is van de stochas-
ti

sche grootheid

e

L., , waarbil ] %byven X..een tweedimensionale

nebben. Onder de voorwaarde dat L/ de waarde x"cf

heelt aangzenomen, is L/ dan immers normaal verdeeld met als
Ldde lde een 1ineaire functie van X, . W1j stellen nu toet-

e

sen op voor de volgende hypothesen:

(A) //f = .. =5

met als toagelaten hypothesen willekeurigeod's eQ/g‘s.

(B) ol , = . *‘mdken/‘gf:' . ,m/gk
met als Toegelaten hypothesen willekeurige o¢'s maar geli jke

en/g's.

1)'Dii memerandum dient slechts ter oriéntatie en streeft niet
naar volledigheid of volledige exactheid.

2) De eerste van de in dit memorandum besproken to®tsen wordt
ook in memorandum S 73 (M 37) behandeld met gebruik van een
enigszins andere notatie.



Mct (A) toetsen wij dus de evenwl jdigheid wan de k re--
siclignen uitgaande van het model (1). Met (™) toetsen wij

gres
of
en met (C) toetsen wij direct of wij slechts met één regressie-
1ijn te maken hebben, uitgaande van (1).

W13 voeren de volgende afkortingen in:

k lijnen samenvallen, aangenomen dat ze evenwijdig zign




De som van de kwadraten van de afwijklingen van de waar--
den van de geschatte regressielijnen binnen de afzonderli jke
groepen, gesommeerd over de groepen 1S

S Cox-z-‘
__S{_,_._.. Z (ggyc'“ ““L)

¢t Crxc 2
Als het model (1) geldt, heceft ;S, /‘7,_Z een X - verdeling met
Z - 2 k vrijheildsgrauen,
- Wi kunnen ook zo goed mogelijk evenwiljdige regressie-.
lijnen i1n de verschlllende groepen schatten. De som van de
kwadraten van de afwijkingen van deze llijnen 1s

k -
§ Z (’ —_— ZIgN

= , =YY
L=/ ?? Cok’hhf
2
~.. Deze som gedeeld door o *heeft een X -verdeling met
L — k-1 vrijheidsgraden als hypothese (B) of (C) waar

Lo/

18.
Als hypothese (A) geldt Aes

f+de som van kwadraten van af-
wijkingen van één 1ijn '

C«Z.
So= Couy = 24T
- =77 . Crxr S
gedeeld door o “, een /'If -verdeling met Zﬁ; ~ 4 vrijheids-

]

----

Veqr de hypothese (A) gebruiken wij de toetsingsgrogtucid

/C é’hc - 2 k ...:Sl - ..:Sf

~A = k=, 5, ’
die onder de hypothese (A) een F-verdeling bezit met k-s en
Z‘t e — 2 K vrijheidsgraden.

Als toetsingsgqgotheLd voor de hypothese (B) dient

- 2o - K/ S - Jg
-___/f. == "'""“""A_""'wj T jz > L
welke grootheld een F-~verdeling mewg k—1 en Z P k-1 vyl -
heidsgraden heeft, atls (B) waarn s -
Hypothese (C) toetsen wij tenslotte met
‘;f’n; ~2 k ;S ~ ;S
-—-—-ﬁ; = 2(k=1) RY - ya
een ¥ verdeelde grootheid met 2 (h-r) en % My *ié vrl jheids--
graden, onder (C). ”




Als de betreffende hypothesen nlet vervuld zijn, hebben
de birjbchorende F's geen F-verdeling, maar zijn grotere F

waarden meer waarschijnlijk. Als kritieke 2zbne gebrulkt men

daarom £ = A, » waarin F; behorende bl]J] een bepaalde onbe-

trouwbaarneldsdrempel £ opgezocht kan worden in tabellen van

de PF-verdeling met het juiste aantal vrijheidsgraden.
Litveratuur over de achtergrond van bovengenoemde toctscn

Kan men vinden in MANN [ﬁ] en KENDALL;[B]. Het rekenschema

1s grotendcels ontleend aan DIXON en MASSEY [ﬁ]. Al deze bocken

bevattcn Tabellen van de F-verdeling. Deze verdeling 1is hat

uitvocecri.gst getabelleerd in FISHER en YATES [2] o

Literatuur
[l] W.J. DIXON en Introduction to Statistical Analysis,
F.J. MASSEY, Mc Graw-H1lll Book Company, Inc., Ncw York,
Toronto, London, 1951, Chapter 12.
[l] R.A. FISHER en Statistical Tables for Biological, Agru-
B. YATES, culftural and Medical research, 3d ed.,
Oliver & Boyd, London 1949, Table V.
[}]IM.G. KENDALL, The advanced theory of statistics, Vol 11,
2nd ed., Griffin, London, 1948, pp237-2.46,
{}{]H‘B, MANN, Analysis and Design of Experiments, Dover

Publication, Inc., New York 4949,
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ben toetls vomr de Kleinste van ecen aantal ge-
schatto variantles van normale vurdelingen

Stel wlj hebben k steekproeven., 1¢der van dezelfde nltege-~
Rrecidheld h , afkomstig uit normalce verdelingen:

“C//>“*> ;‘C//'?

Lpyor o “hn

Wij toctsen, eyenals bij de tocts van Bartleti het geval 1s
¢ Ryngtliese, dat de varianfles van de k normale verdel ingen
geligk zijn, hier e¢venwel speciaal tegen het alfernatiefl, dat
de steekproef met de kleinste varvtantie afkomsfig is ultl een
verdeling die een kleingwe wariantic heelft dan de gpders vel'-

delingen.
P geagbatte variantiecs zijn:
1
=
S [f oz
R R k)
o ~ /
3wy
waarip X, = «=L—~%f—nef gimiddeldes wan de (e sfeghproel is. be
Jed * ﬁg S7 & o De Loehpings-
Klelnsale onpder ac 3 noemen wiJ L s A
groalileld 1s nu: ,;, %
5“

iD@‘waarschijnlijkhﬁldJGErd@llng waaruit deze waarde A\een
trekking is, is slechts nhij benadering numerlek te cercekenen.
Dit heeft tot gevolg, dat in de hrcoronder staande Tabel van
kritiecke waarden de bijbehorends onbetrouwbaarheldsdrempel
nict exact bhekend is Wel weten wij zeker, dat dezs 1ligt
1) Dit memorandum 1s slechts bedoeld ter oriéntatie en streefl

nict naar volledigheid of naar volledige exactheld.



tussen 0,05 ¢n 0,04875. Indien de nevonden waarde vaan dus

klciner is dan het in de tabel vermelde cetal, kunnen wij de

(

nypothesc bilj de onbetrouwbaarhcidsdrempel 0,05 zeker verwer-—
pen De even waarden van B levercen rekentechnisch veel groterc
moclll jkheden op dan de oneven waarden: vandaar dat de tabel

wel berekend is voor;m:7'ﬁ maar nict voor hu:é; Om veel nullen

achter de komma te vermijden, is 0,0000046 afgekort tot O§O546
CNZ .

Tabel van kritieke waarden van A bij een onbetrouw-
baarheidsdrempel = 0,05, voor verschillende steek-
procfuiltgebreidheden # en acntallen groepen A‘ :

"2 [0,00754 | 0,02500 -0,06 5, 09430 -o, 665
; 8| 0,00837 | 0,02489 | 0, ok262 6,07331
118 | 0,011 5 ohGhT
0,0 LUk | 0,00251 | 0,00916 | 0,01736 | 0,03306

1 0,0 96u‘oj00448 0,01401 | 0,02546

i
l v‘

&
-
¥

0,0 241 0,00167 | 0,00653 | 0,01280 | 0,02518 |

0,00119 | O,00493 | 0,00992 0,02003

O

O
o |
| =

\J7

|

e

2030594§ oﬂ03895ojoo387;03007991 0,01654

!

0,0°696 | 0,0031% | 0,00661| 0,01395 |

®
O i
- ON
\J?

10 | 0,0°46 | 0,0°557| 0,00261| 0,00558 | 0,01200 |
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Een paramct:rvrije toefs tegi.n verloop voor gmepen waarnemlng. n.

Wij beschouwen k onderling onafhankeli jke stochastische

groothecen <« , Van de grootheld ~c.

....-;Q:*‘*: %K N il -§

zljn A, onc 1.

ling onafhankelljke waarnemingenc,  ,... =. &egeven (h=d,... k)
sy ,:
De hypootThesce H_ dlie wij willen toetsen luidt, dat«,,..., =,

dezelfde waarschijnli jkheidsverdeling bezitten, terwijl d-
alternacieve hypothesen inhouden, dat de stochastische groot:-
heden <c

2 SN

def inieer . door:

een stijgenc of dalend verlocop vertonen, ge-

(1) Z APl < %] - Plase > =]}
A < A4
De tosztls ngsgrootheilid W wordt als volgt gedefinieerd. Stel voor
i< 4 it Liré het aantal paren waarnemingen (<x;,,% ) 0€t

vermeerderd met de helft van het aantal paren(ﬁwAuth

N <
- ; 2)
M t g_:;h‘)\":_ 0_(2_&}&_‘_ (’\"é”ﬂ-ig }Aéuv@}é) - i:;l: l VéI’d@r‘

ctaf
(2) wi;é :z{giléwg(gid““a)} :Zg‘i‘%-—'\’\;ﬂ% )
dan 1s
3)
(3) W=t > ==
-x..-:—é mi..’n»-a
Als onder e Zmn waarnemingen h groepen gelljke*waarne

mingen optreden en als t,het aantal waarnemingen in<ﬁ3€ CTOED

4
is (£2=1,2,.... h) dan geldt

(H) ’g[\_{__\/}‘b.,t“..,,‘bz;Hq]mo,

1) Dit mcmorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streelw

niet naar volledigheid of volledige exactheild.
2) u . . is dus de toetsingsgrootheild van de toets van WIL-

A4 ;
COXON, Toegepast op de waarnemingen van x; encc,; €n Qiém’h;ﬂiw Wi
3) De hiar beschreven toets 1s een wijziging van een door T.J.
TERPSTRA [41 ontwikkelde toets voor dit probleem. Hij gebruikt

de toetsingsgrootheid T . ZIZZ‘MQ% . Door de toetsings-
ide% d

grootheid W te gebruiken bereirkt men, dat de toels bruikbaar s

voor een klasse van alternatieve hypothesen, die niet afhangt }

van de verhoudingen der steekproefgrootten (zle ook {5} ).




T*l Wt by, ...ty He] =

b

A
(5) {_N; “bz (Nz....-bz} Z - Z(N‘" 21) 3(Nz- t})} m;m.

i 3N(N--s)(N-—-2.)

Treden cr geen gelljke waarnemingen op, dan is +%,-.4 vVoor 1edcre
L en: *

(6)  of[wH,] =gzl ey

- - Lwq MLy

Als H, guist is, is de grootheid W voor grote waarden van
N bij benadering normaal verdeeld met gemiddelde en variantie
volgens (4) en (5).
Het 1s cuidelijk, dat W in het algemeen grote positieve waarden
zal aannemen als er een stijgend en grote negatieve als er een
dalend verloop is; de tweezijdige kritieke zbne bestaat dus

ult grote waarden van |wj|.

Opmerkingzen.
1. Als k=2 , dus als wij twee stochastische grostheden «, n

¢, hebben met resp. m, €n m, waarnemingen, dan geldt:

(7) W o= A2 -TmMa
A .

waarin U de toetsingsgrootheid van de toets van WILCOXON is,

toegepast op de steckproeven van «, en = Uit (4) en (5Y volgt:

=\ -2
-g[\&/ltntzw ~thhH°]"‘°i
S 3 ,
T [ W Iy, Baee et bpg He] = — a7 .(zile memorandum
3“1“‘&”("4*\) S 47 (M 7’ ))

Als er in dit geval geen gelljke waarnemingen optreden, kan men
de exacte overschrijdingskans opgoeken in:tabellen van de exaccs

verdelin. van Weziebuv. [1]}.).

2, Als m,=-4 voor ledere i dan 1s
W:ZZS%“(?S@“?E&):
A<
waarin
1 als Z >o
ctef
S%%zm e als Z =0

-4 ale =z <o.



Uit (4) en (5) volgt:

‘8[ W lt, . t,.....thi Ho] =0,
2 2, (N'= Zt,) +3(N*~ T t})
a [ \.Q! “b\itkt ‘e ath', thﬁ L‘&

De toets is in dit geval identiek met de rangcorrelatie
methode van KEDALL voor het geval, dat één der rijen bestaat
uit de getallen t,2.... ., k .(zie memorandum S 47 (M 13) ).
Treden er in dit geval geen gelijke waarnemingen op en is K% 40
dan kan men de exacte overschrijdingskans opzoeken in de ta-
bellen van de exacte verdeling van de toetsingsgrootheid § wvan
KENDALL (zie [2] ).

Is K=10o en t, s 3 voor 1edere £ dan kan men gebruik maken van
de tabellcn van de exacte vercdeling van © van SILLITTO [3] '

o
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Toetsen voor een of Twee ultbljters blj een normale verdeling. )

Stel wij hebben een steekproef wvan waarnemingen, gerang-
schiktT naar opklimmende grootte:

Wij willen de hypothese toetsen dat deze steekproefl afkomstig
is ult één normale verdeling, tegen het alternatief dat de
grootste waarneming A, ult een andere verdeling komt dan de
andere wagrnemingen. VWij gebrulken hiervoor de toetsingsgroot-
heid

gy — T

7; = ) g
M _%?_b Py
_, — /S , / . By
waarin X = . ‘i:? Q::C* , terwijl S ,;: ;5:-} (Z'c- —- X . Deze Toet-

singsgroothelid 1s het eerst”voorgestela docor E.S. PEARSON en
C. CHANDRA SEKAR (1936), terwijl de exacte verdeling van /.
18 afgeleid door F.Lk. GRUBBS (4950)5 Om Te toetsen of de klein-
sTe waarneming een uvitblijter is, gebruikt men als toetsings-

groothe1d

i v,

r o~ X,
77 - S

In tabel 1 vinaen wij kritieke waarden van mZien TC getabel -
leerd voor verschillende onbetrouwbaarheidsdrempels en meerdere

waarden van h . Deze tabel 1s een deel van tabel IA van CGCRURBS.

wog Vel GNER PINE Jeel BONE SDoy VewP Swall ST MAWE  TORE  dngd WA MRV Weilv  depier MR e

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori&ntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.



M

Tabel 1

KritiLeke waarcen van /s en
trouwbaarheidsdrempel ey en omvang van de stdekproel MmJ- -

4 4ah |1 414 | 4,442 | 1 406

Men kan eén- of cwr ezl ,d g Toetsen, al nesar gelang van te
voren al can niet ovllc.nd 1s naqar welke kant ultbijters eventu-
ceel voor kKunnen komen Blj tweezljgd:gs toetsing moeten de oanbe-
trouwbaarhe 1dsdrempels van de tabel met 2 worden vermenigvul-
cdigd

Om te toetsen ol <o Twee grootste waarnemingen te groot zijn,
nemen wl, de toecs igigrootheld

2 N L ”
. ~ \
~ . — o
‘Siwf.,% 2"} -l _ '7”3 hr :}
. = ff ’ =\
s-gr oy [ %~ %)
— J = A
waarin i -~ N ‘%L XL

Een analoge gr




o —— Z? 7,

waarblj %, ,= fhﬂluﬂ, lkan worden gebruikt om de twee kleinste
waarnemingen te tocts . Deze Ttoetsen zign voorgesteld door
F.E. GRUBBS, die ool hiervan een tabel geeft. Enlige kritieke
waarden zijn in Tabcli 2 verzameld.

Tabel 2 .
S

&z&&&s&swﬂéizémnwx22;'yi en 4% , bij een onbe-
trouwbaarheidsdrempel & en omvang van de steekpraef n.

IA

N 0,07 0,025 | 0,05 0,10 |
L | 0,0000 0,0031

00186o§0349" 0, 0565 0,0921

5
Ravan
‘ 7 4_ | 0440 | ';78 ‘ o 4479
3 00750J O 1107 051478f o 1994
0, 1062 | 0,15z | 0,1909 | o0,2h58 |
— ) ;mmmmmmmmwmmmmmmmw@mm~mmmmwm4

f
].

10 | o, L1415 | 01865 o§23o53 0,2863 |

f

0,204k | 0O 2536 ? . 0,3552

2 | S 3
14| 0,2605 0,312 | © 0,3568 | ! 0,4106 |

6 | oo, 3008033603 | 0,4048 | 0,4562

—
A

8 0, 3530 0 koes 0,4L55 | o,hghk |

20 | 0,3909 | 04324 | o0,4804 | 0.5269

Hier geldt weer ¢ .zelfde opmerking over €én- en tweezijdige
toetsing als bij tabcl 1 Tabel 1 geelf't rechtseenzijdige kri-
tieke waarden, tabel 2 linkseenzijdige. W1j verwerpen de getoet-
ste hypothese dus in het eerste geval als’ZZof"zﬂgroter zljn dan
de overeenkomstige waarde ult de tabel, terwiJl in het geval wij
twee uitbijters toers.n Jjulst lage waarden van de toetsings-

groothe1d worden vervorpen

Piteratuur:

F.E. GRUEBS (1950). Sample criteria for testing outlying obser-
vations, Ann of Math.Stat.21(1950),pp 27-58.

E.S. PEARSON and C.CiIANDRA SEKAR (1936), The efficiency of sta-
tistical tools and a criterion for the rejection of
outlying observations, Biometrika,28(1936),pp 308-320.
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Rapport & 168(M 64)Y
door H. Resten en

J. Th. Runnenoburg.

. ¢ v e ]
HeT aanpassen van een exponenti&le regressielil jn. )

1. HeT probleem,

Laat‘s en v twee variabelen zijn, die voldoen aan de
betrekking

(/}) vzw @ﬁ“m/a_ﬂ\g )

waerin §, o« en f2 onbekende constanten zijn. Laat verder een
aantal (N) aecquidistante waarden van f gegeven zlijn en wel

(2) X = C+ (& (¢ en o bekend; ¢c=+4.... ., N ).

4L

Bij iedere x Dbehoort dan, volgens (1), een waarde 7

(3) m o= § +<ﬁ/o“7gx£ (¢

&

Deze »n. worden nu waargenomen, waarblj echter tToevallige

:.“/_,-*g*JN)*

afwijgkingen optreden. Noemen wil]j de waarnemingen y. , dan geldt
dus

(4) y = 7. r L (c=t,.., N) 2)

L

Over de waarschnijnlijkheldsverdeling der w. is vaak wel

— L
lets bekend. Meestal wordt ondersteld, dat de &. onderling onaf -
hanke 11k verdeeld zign met verwachting 0. Soms ock dat zij ge-
11 ke spreidingen bezitten en norma:sl verdeeld zijn.
HetT probleem 1s nu,een methode aan te geven, om de onbe-
kende parameters g, < enp te schatten op grond van de waarne-
mingen (%, , 4 ),...,(%, y). In dit memorandum wordt een een-

voudlige methode daartoe beschreven. De eigenschappen van de

verkregen schattingen, die afhangen van de over de wL. gemaakte

T

(-
onderstellingen, worden hier niet besproken.

iy WS SvEWE veEs e T o AANAF Bt W awee NS

1) Dit memorandum 1s slechts bedoeld ter origntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.

2) Onderstreping van een letter duidt aan, dat de grootheild
stochastisch 1s; dezelfde letter z-nder onderstreping words

geobrulkt voor cen door de stochastische grootheid aangenomen
waarde ,



> . Schatting van [* .

Laat VN een even getal zijn

(Is N oneven, dan wordt het laatste punt niet gebrulkt voor de
schatting van 2 ).

Reschouw nu, voor 4 < m , het verschil

— AR vy +
p /e R}

2% -
e ]

e = N, 4

en definieer

0 fz: /0 - nma
et /%(72,,@ "zm /5%?0‘: """"/5(0'#-%5{) %f{/-ﬂfﬁ /? }

(6) = C)“/j(c*/{d)rc)“ﬁx,g >

- 1o 4 [ O ~RBnd
e, o C = /C»/O? X+ /&7 { | — [0 /5 } .

Stel verder

(7) X = ;}LZ: Xy (;; (I—.‘Jf):a)

ern vori.

(S)

Dan 1s dus

R CTRLN T
(9) /5 R
i: (*’:cfﬁ_x)

Op grond hicrvan ligt het voor de hand, als schatting

vVOoOor Te ncmen*
r—““ o e 1 A e A L o S P 5 b 1 1 e i o —
(10) b o2ef %: A R Wﬁﬁéﬂ R "1)
g(x,g < v (m _,) el
me ¢

(1) Z Aef /g&j (f,gmﬁ'w+%) |

i il g - W I W A 4 ¢ i AT gl P P A - i ey g P+ e T T R R R ., T e R e i A ey et PNy I - e T ey iy W




3. Schattingsmethode voor § en & .

Na bevaling van b kunnen wij § en « met behulp van de
methode der kleinste kwadraten schatten. WiJ zoeken daartoe

de waarden € en a van 6 en « , die

N - bx. %
(12) . (g{ _p — k.10 ¢)

:_*'t

minimaal maken, waarbij, ook als N oneven 1s, alle waarnemingen

gebruikt kunnen worden. Derhalve moet gelden:

H

< N b
2 y —~ Nt _ a 2 o 0
L

&N
2_qzo “_t 2 10 a2 o = 0 .
P e L=/ (=

Oplossing van deze vergelijkingen geeft als schattingen ¢ en « :

of

(13)

SR !

of

(TH)

De teller en noamer zijn, om (13) en (14) te verkrijgen, met
10L vermenigvuldigd in de formules voor t en a om te voorkomen
dat negatieve machten van 10 (i.c. Hﬂi“bu* ) opgezocht moeten

worden. De exponent 4 1s aangepast aan ons getallenvoorbeeld.

per

In andere gevallen zal misschien een ho

cere exponent gewenst
z1lin.,



L, Opmerkingen.

De betrekking W= f O 1s aesrulivalent met

(15) 7:94,-9&,8 | . m9+m<.€wz‘3302éﬂ\§§

In dit mcemorandum 1s alleen de ecrste ulitdrukking beschouwd
omdat Tabellen van !%jx beter beschikbaar zlijn dan Tabellen van

e,[o«} X ., Het 1s verder aan Te bevelen de x-schaal zo Te klezen
dat
(16) x-o0 (c=—d)cn > -(i_)d , eventucel met o =7

In dat geval 1s « precics het verschll tussen de ecerste waarde

van m en de asymptotische waardc (kg_w>cx>) van 7 en A& 1s
hiervan de¢ schatting.

De aangepaste waarden (of: rcgressiewaarden) >/ worden
gegeven door L

— K.
(/‘7) }/_:?-Li- o . /0 e {Lt::l’_,,.,)N)*

5. Voorbeeld.

Waarnemingen: (met ¢ «-+, d=1 N=w)

x": - . Ej;’ ]
1 o | 46,5
2 g P 4o 5
3 2 40,0
I 3 38,0
> l} 30,5
6 5 36,0
7 e 35,5
3 I 34,5
9 3 33,5
10 | 9 32,5
11 | 10 32,5

-



" il Loy

P . s gy

R ik

Bereckecnling van b .

Z'ﬁ l'}g_,..(fn+t) "
s n(m*-) =120
Z/] = 1‘:)% (4655 = 3630) — /]}02/} --L" ‘
“y T /‘OlO‘% (38,0 - 33,5) = 0,653 z
2, = 9108 (36,5 - 32,5) = 0,602 )
-»—-5: -
'%, Z’f Z—Z’ﬁ.--(’)-’?-t-l):) = 230603
6.2,060
b = = 0,103
120

Iinalen z, Lot 1n r decimalen nauwkeurlg bepaald wordt, is de

maximale fout in b tengevolge van afrondingen bij de bercke-

N1iNg ~ 32 _ .6 . De stochastische fout (= fhﬁg)kan cchter
27 ol

groter zlijn.

Berekening van ¢ n a .

X | 2-bx, 202“b1£ wh yzﬂ = f"”a'*wmbx;
O 2,000 | 100,0 | 46,5 , 45,9
d 1,887 73,9 | 42,5 o 8
2 | 1,794 62,2 40,0 o,
3| 1,691 49, 1 36,0 t 30,5
41 1,588 38,7 36,5 36,9
5 | 1,485 | 30,6 | 36,0 | . 35,7
6 | 1,382 | 24,1 | 35,5 | - 4,8
7 ? 1,279 | 19,0 | 34,5 24,0
5 | 1,176 | 15,0 | 33,5 || 53 4
9 1,073 11,8 32,5 3.0
O 0,970 9,3 34,5 50,6
N y R
2; {0 = 4 38,7 \
=)
A 4 — 2b x,
E% lQ = 2633 I, 4 &
N
g—“}' Y, = yod, o |

A 2 . bx,
2, y e = /75 70,5



08,0 x 17570,5 - 17570,5 x 438,7
11 x 26331,45 - 438,7 x 433,7

i 2N
|
{
\ )
—
\a
N
LD

11 = A7570,5 - 4085,0 x 438,7
e — _ S - — 14570 ,
11 x 26331,45 - 438,7 x 438,7
Indlien § , £ en ﬂ ongeveer de waarden hebben die hier gevondeéen
z1Jn, en d¢ berekening gemaskt wordt zoals hier is aangegeven,

zal de fout in ¢ ¢n a , die door afronding veroorzaakt wordt,

< 0,05 z1jn. D¢ fout in de¢ aanpassing is dan < 0,1.

g ———

- 2 S . A -y . e . vy . "1_‘,,. N i R -
Literatuur, woorlion - o croe acthnden tehandeld worcen:

S1rnplifred meth «ds of fitting certaln

tvoes ~f prowtin curves. Journ.Am. Stat.Ass.

Lo (AGhT) 535530,

b T ]

‘ R TS o o s = : A ~ 7 I e A R T Nt PR B o ST e e ~ NPTy ‘t 1 l A ] ey
B oo, Ker OLNE (2 L2l LC=Nce Tost Lor CXDONENLU L The b T

oon Annl Math.Steo. 22 (1951) 180 196

) . 3 - 7™ - N R s Ty T e FEPIO Ty 1 Sl e T I ti* e !
D.S. Villarey, A sitgnilicanece ftegt and estimatinn in The

SEEAS ol TP P £ . = p R o ‘ _ ooy ' N - 1..-!
ooty e O SXRDOUICTIL L o 1 re gf?g s1ton. Ann. M2 C L1

.+ % J
Lo . - _ ~— A
St 18 (194%7) 596-0600.



MATHEMATISCH CENTRUM,
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2¢ Roerha vigtr ot 0.

S 168 (M 60)

Fen toeuts tegen kettingcorrelatie bij lineaire regressie van
J. DURBIN en G.5. VATSON (1950 en 1951).

1. Inlelding

Indlien er in cen reeks waarnemingen correlatie bestaat
tussen opeenvolgende waarnemingen en geen correlatie of een

veel zwakkere tussen verder .ult elkaar gelegen waarnemingen,

dan spreken wij van kettingcorrelatie (Engels: serial corre-

lation). Een onderzoek naar deze correlatie is vooral van be-
lang bij Tijdreeksen waarop variantie- of regressieanalyse
toegepast zal worden, zoals b.v. bij economische problemen
vaak voorkomtT.

Wlij gaan ult van het regressiemodel:

(1) yi :A‘*—/qu‘?i.‘-“‘*'.\”ﬁkxl(i‘%E 3 i:‘l,“k.vn; %<n3

'waariﬁ/@“ ,,,,,, ,/@ de onbekende regressiecoéfficienten zijn,
Koginnmros s » X0 de waargenomen waarden van de onafhankeld jke varia-
belen x,,...... X, die wl) niet-stochastisch onderstellen en y; de

stochastische afnankell jke variabelen. De stochastische groot-
neden v zign onbekend.

Opdat de kleinste-kwadraten-schattingen voor £,,..... % .
de beste lineaire zuivere schattingen zijn ("beste" wil zeggen:\
de kleinste variantie bezitten) en voor het toetsen van hypo-
thesen over de/ﬁ‘s de t -toets (STUDENT) en de F -toets (FISHER)

gebrulkt kunnen worden, moeten de grootheden v, onderling onaf -

e

hankelijk:FJﬁxaﬁmverdeeld zlgn., Met de toets van DURBIN en WAT-
SON wordt nu de onderlinge onafhankeli jkheld getoetst tegen het

alternatiefl: kettingcorrelatie zoals deze wordt weergegeven in
net model:

(2) Ve = E)I{Eﬂ_/’f'_(;{;i . Lmz,

A

waarin [p@[«< 1is en

.

&; onderling onafhankelil jke kf&%ojwverdeelde

MG Wy MM weRa P A N e S

1) Dit memorandum is slechts bedoeld als orid&ntatie en streeft

niet naar volledigheid of volledige exactheid.
2) N {/4,0“) : Symbool voor normale verdeling met gemiddelde Moen
Sprelding ¢ .



positieve correlatie en P<O0 negatieve correlatle.

2. Toetsingsgroothe1d

Om de¢ toetsingsgrootheilid bi] deze toets te berckenen moeten

cerst de kleinste-kwadraten-schettingen bg,. ... b voor ffa,...., N

bepaald worden., Deze schattingen zijn het eenvoudigst ult te
drukken met behulp van de matrix notatie. Hiervoor definigren

wij de gemlddelden: §
"

Xy= 1 LZ1 Xoai 3v e , Lyy= N g}xki e J = g é g/‘.
en de matrices: )
/% X1 . X1 X.z.'t:"xz S g T Xy é"
— ' | . * G{Ef :
Y=1:],X= : : et b=
\,:Yn Tan = Xq X=X o Xn = X« Ay
Dan vinat men met de met .ode der kleinste kwadraten:
by = 7~ (b, %, ¢ 0 %) en ba (X'X)TX
MO . ! - mz? 1 5 e e e + ,..-....k: v o - y

o ) } - 5 o Y
waarbij X ult X ontstaat door verwisseling van rijen en kolom~
| -7 ) / )
men en (X'X) de inverse van (X X) is,

Noemen wlj de residuen <; :

L d:-—-if Zim<ég+ éqIﬁ+*”H+é&<1ﬂ):
(3) - )
— YE““y“" E'\<xwi“‘xq>“H,.,““EK(XK;*}CK)

L Wyt i

dan 1is de Toetsingsgrootheid:

I

(5) 4 W3 ]

BesTact er een posltieve kettingcorrelatie tussen de v

gy,

(p>0) dan zullen de kleinere wasrden van d waarschijnlijker

m

worden dan onder de nulhypothese; het kritieke gebiled bij de
ceenzl jdige toets tegen positieve kettingcorrelatie zal dus

uit kleine waarden van d bestaan. BiJj een negatieve correlatie
(p<io)worden de grotere waarden van gwaarschijnlijkerw

Het blijkt dat de verdeling van_é beperkt 1s Tot het inter-
val (0;4) :



3. Grenzen voor «  kriticke waarden van de toetsingsgrootheid.

DURBIN en WATSON geven 1n hun artikel voor de eenzijdige

toets Tegen voziticve kettingcorrelatle (dUS(@>CJ); bl drie
wasrden van de onbetrouwbaarheid: 0,05; 0,025 en 0,01, onder-
e bovengrenzen, rean. d. en c, voor d.- kritieke waarden van
& VOOr ﬁ:ﬁ? ..... .5 (21) noemen dit aantal onafhankelil jke varla-
belen £’ ) én voor h::?S(?)émMEU 100 . Er zijn dus bij een be-
paalde onbeétrouwbaarheid en ofhonkelijkheid van de waarde die

voor d wordt gevonden dric mogeligke resultaten van de toets:

1) cfgciL : ¢ nulinypothc P=0 wordt verworpen ten gunste
ven nosltieve correlatie ©02>0 ,
& d@ichl : e nulhypothese wordt niet verworpen en

3) di<%i<:du : de Tocts eindilgt onbeslistT.

De eenzijdige toets tegen negatieve correlatie is nlets an-

waarde 4 -« .
De twececziljdige toets 18 een combinatie van de twee eenzl jdige

toetsen. De onbetrouwbasriieid 1s den natuurlijk de som van Ge
onbctrouwvaarheden van de =enzijdige toetsen. De verschilllende
moge Ll jke resultaten ven de eenzi jdige toetsen kunnen wili] voor

de tweezijdupe sanenvaloen Tol:

1) d buiten hect interv&l(fh)4m4t>i

de nulhynothese wordt verworpen,
2 ) d in net inturval (du,q a---C(u)i

ce nulhynothese wordt niet verworpen én
3) alle and-re gevallien:

ce toeto eindigt onbeslist.

4. Nader onderzoek indien e toets onbeslist gedindigd is.

Om 1n die gevallen waarin de boven beschreven toets onbe--
slist is gee€indigd toch tolb een ultspraak over het al dan niet
verwerpen van de nulhynothese te komen wordt aan de waarschi jn-
11 jkheidsverdeling van é cen bekende verdeling cgangepast. Omdat
é_ ceprkt is tot het interval (0;4) dus '5'-@/4 Cot het interval
(C?;?) wordt hiervoor een B -verdeling gekozen. Voor deze aan-
passing worden de eerste twee momenten van d gebrulkt die met

behulp van sporen van enkele matrices bevaald kunnen worden.



Het spoor van een vierkante matrix 1s de som van de elementen
OoP zZ1lJn noofadiagonaal.,
MetT ¢ eerste verschillen
def
A ILJ —— I‘{j S xi’_,j_.-"

en de tweede verschillen
P N d@}/
2 “'C‘:J‘ = A X‘:J* - O x‘:;f""" = (x’:f HI‘:JJ"") B (‘)Cf.ajﬂ i I'{.,j-*l}

agefinic€ren wil,) G- matrices

2, 2,

ALy DXy , A Xpz - 8 Xky
def I | 2, i '
. . ; 1,

& X1!’1 **** A J‘CK%’; A x?n ¢¢¢¢¢¢¢ a xkh

De matrices wearvan wiJ de sporen nodig hebben zijn dan
5, = (X)) (aX)(X'X)™  en
S, = (&a*X) (&™) (X'X)"

De eerste twes momenten van 4 zijn dan:

m

(5) 8(5}&):(?’1“({“’!)“1[20’1"?)“%S%ﬂ 54]3

r-w:
l

(©) cid) = 2[(n ~k-1){n-kK+ 1)] “12*(3?1ﬂ‘f)“(”“k""){f@)}zﬁz sh S+ sb 512_]

: : a 2 .
flerin 1is sphi pell gk acen de som van de kwadraten van alle

elementen van SH
| | | = |
Onderstellen wij nu dat ‘14; eenl3wverdellng bezit, dus
dat de waarschijnlijkheidsdichthelid gegeven wordt door:

[B(pa)] (%) (1-%)%

Cd)= 2B en  7(d)= 16 pq | (p+q)"(p+ CLM)T?

pP+a.

dan geldt voor b en q
(7) p+q 1 m’5(9.&)[4”%(3{):[61(%)]”,
(3) p = g(é)*(}a-%-q,)/q‘

Voor het bepalen van d¢ kritleke waarden van deze verdeling
kunnen de tabellen van CATHERINE THOMPSON (1941) gebruikt worden
of tabellen van dc F ~verdeling (b.v. FISHER and YATES (1949) )
voor de grootheid

(9) o= F(é-é>/(qé)




met Ny=249 en N, = 2P vrijheidsgraden (bij de toets tegen

positieve correlatie zijn voor F juist de grote wasrden kritiek:)
of , indien 2p en 2q geen gehelec getallen zijn de benadering van
CARTER (1947) voor de kritieke waarden van x::%;wﬁLF' (natuur -
1ijke logarthme). Deze laatste benadering is, blj de onbetrouw-

baarheden«=0,05 en o« = 0,01 (voor de toets tegen positieve
correlatie)

:Nhtd M = Yaq - Yep| [ A+ % - A

T -

waarin
5 = %b N %’Ci ; h:% ahn )\:(gmg%

18 ené en A de volgende waarden bezitten:

o< | 0,05 0,07
g 1,6449 | 2,3263
A | o,0401 | 0,4020

Bij de toets tegen negatieve correlatie verloopt de benade-
ring volkomen analoog, mits overal 4-d in plaats van d gebruikt
wordt; voor de parameters p en q zullen dan andere waarden ge--

vonden worden (immers §(4 .._g) =~ 4 — g(gé) en 0‘2(4“,@): 52(9{_)).

5. Enkele opmerkingen

7. Z21Jn ce onafhankell jke variabelen directe functies van de
tijd (vooral monotone functies) dan kan in vele gevallen ook
cen slechte ganpassing (een slecht gekozen regressiemodel)
leiden ot kleinere wa rden voor g dan men bl een betere aan-
passing zou vinden. In deze gevallen verdilient het dus aanbeve-

: . 2 | | .
ling eerst e¢en aanpassingstoets (b,vw:Xi ) toe te passen.

2. De Toctls Tegen kettingcorreiatie kan ook tToegepast worden

in variantie-analyse problemen, voor het onderzoeken van e€en
eventuele kettingcorrelatie 1n de t1ljdsvolgorde der waarnemin-
gen en blj de aanpassing van orthogonale polynomen., Bij varian-
tle analyse scinema's zijn de onafhankelil jke variabelen_xﬁ e -

woonlil jk bekende eenvoudlige waarden die dilrect met de proefopzet



. .
samenhengen, Hior kan men.dEW1‘é(§)tﬂq 0*(d) uitdrukken in de
neremeters van dene srocionet (zoals de aantallen groepen per
CldSSLfﬁlﬁﬁﬁifkfh]Fﬂﬂm;li T tweevoudige variantie analyse).

“.t

1 G aonpassing mect orthogonale polynomen kunnen‘g(é) &N

Gi) word: n ultpedrukt in grootheden die met behulp van Ta-

bellen van deze orthogonale nolynomen te benalen zijn. DURBIN

ecn WATSON geven zowel voor enkel-~ en tweevoudlge variantle ana-
lyse als voor de fonosassing met orthogonale polynomen voorbeel
den

2 De toects van DURBIN en WATSON 18 slechts voor zeer speclale

regressiesystemen (soeciale gedaanten van X ), die wij hier niet
nader zullen begpraelten, uniiorm meest onderscheidend Ten op-
zichte van alle mogelijke zuivere toetgen. Een toets 1s zulver
indien zijn onderscheidingsvermopen, althans onder alternatieve

hypothesen dic weinig van de nulhypothese verschillen (hier dus

voor'ummm%kaMM1f>in A¢ buurt van 0), niet kleiner 1s dan zijn

onbetrouwbaarneild oncer de nulhvnothesce.,

LiTeratuur
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Part II, Liitometrika, 38 (1951), pp 159-175.
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Ams T e rdam-~- 0O,

Statistische Afdeling
S 168 (M 68) ¥

Sequente toets voor het gemiddelde van een normale verdeling
met gegeven spreiding, of voor verschil der gemiddelden
van twee normale verdelingen, waarvan de spreidingen gell K
zijn,q ' _ _ _

. : 2 &
W1lJ beschouwen cen stochastische wvariabele X ), die een

normale verdeling bezit met gemiddelde/u en spreiding ¢ . Men

wll voor gegeven waarde/ub de hypothesg/agg o toetsen tegen

‘/&%yﬁq Blj de hier te behandelen sequente methode verricht men
waarnemingen x

1> X1 X35 van X . Na ledere waarneming wordt
nagegaan of de som van de gevonden waarden van x tussen twee

nader aan te geven grenzen ligt of niet. Zodra de som €én van
deze grenzen overschrijdt, i1s het experiment beéindigd en kan
de hypothesexﬂ_;i/%) worden aanvaard of verworpen.

De hier te behandelen methode 1s ook van toepassing op het
volgende geval: de stochastische variabelenuw en v hebben nor-

(2

male verdelingen met gemiddelden gfg- ---.-:./u' en ’(@ v=AM en dezelf de

3 5 { |
gegeven spreiding ¢ ; men wenst voor een gegeven waardi/yb de
[ 1

hypothese/w'wjat” = %  te toetsen tegen de hypothese J-M >/
Men verricht nu paren waarnemingen:(u ,v), (4, ,v,), enz. van

5 t { '
L env . Indien men nu X = Ww-\ ,ximminw;fw/uf en =G VZ stelt,

I vl

is dit geval herleid tot het voorafgaande.

Het 1is niet mogelijk om een sequente toets Te construeren,
waarblj men slechts een klelne kans heeft OQ/ugéﬁb te verwerpen
voor 1ledere waarde vaé/m—die lets kleiner 1s dag/%n, en tevens

< “ _
cen kleine kans Oﬁ/pwﬁf% te aanvaarden voorﬁledere waarde va%/i
die 1efs grofer 1s dag/%4 Wel kan men bereiken, dat behoudens
een Kleine kans, hoogstTens ocyLL g/uc aanvaard wordt alS/J- é‘:/“z,<
{Vub is en behoudens een kleine kans, hOOSStenﬁﬂi/Léi/Mh VED -
worpen word® al%/“éi/%J%y”a 1s; de waarden vaﬁ/ﬁiféje< en moe -~
ten door de onderzoeker vooraf vastgesteld worden.

st K WRAS MAEE WS AL Mk e saCEs s AR e e e e

1) Dit memorandum 1is slechts bedoeld Ter oriléntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.

2} Stochastische grootheden worden door onderstreepte letters
aangeduld,



De toets kan dan als volgt uitgevoerd worden.
/“1*/“2,
’y
2 _

4 = ~mm£;w~wf£mp42‘

1 /U-z -/-‘1 1 - &%
-

4 /Lkz"y'ﬁ_ e

Teken in een rechthoeklz codrdinatenstelsel met de assen y en A

Bereken: N

de evenwl jdige rechten

L_xll ? = CLZ,+%?"1
Li . g’ — Ct_"li,v-r-’ga

&

Men zet nu hlerin de waarneming x, uit in hetjmﬂft:x==1);rmﬁi
Ligt dit punt onder of opIJd, dan aanvaardt megju;%/% ; lig®
net boven of op Lﬁ‘, dan verwarpt me§/1§§ﬂ3 : ligt het tussen de
beide 11 jnen, dan verricht men een tweede waarneming:gb en be-
paaltl dan het punt: %z =1z , Y=x + %,
Ligt dit punt onder of opl41 , dan aanvaardtzmeq/u;%/% 5
1ligt het boven of op L4g , dan verwerpt me%/u;;pb : ligt het
tussen b:-ide 1lijnen dan verricht men een derde waarneming «nz.

2 2 Ty 5 2 d & o | " m g
De Tocts eindilgt blj de m waarneming, als:zmTL)y/mm;%x+*~+§

&

het eerst punt 1s het punt, dat niet tussen de .1 jnen LﬂeC1Lﬁ;
ligt. Men kan bewljzen, dat dit steeds na een eindig aantal.

waarnemingen het geval zal zign,

Literatuur:
A, Wald, Sequential Analysis (1947) chapter 7. *

Statistical Rescarch Group, Columbla Uhi@ersity'(4945), Seguen-
tial Analysis of statistical data, Section 4.
(Hierin vindt men een aantal voor de toepas-
sing nuttige tabellen).
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1)

toets tegen kebbingcorrelatie van M.OGAWARE (1957)

We gaan ult van de veronderctelling dat de grootheden

Jas Inseewy Vo, €00 slmultane normale verdeling bezlitten met
E{g{ym/a en { } " en dat er tussen de grootheden Yy een
correlatie kan bestaan van de vorm

] \ y /
( ) (if”/‘“t/mf(i&m, M/L{/)% }‘fnﬁ* ’

o . f- 2
vy onderliing onafhankelijk N(QO, ¢ ° (1 ~{9L}ve?deeld z1ljn

en IPl< 1. Een correlasie van deze gedaante noemt men eerste

waarin v

orde kettingcorrelatie (Engels: first order serial correlation)

Kettingcorrelatie kan nen bv. verwachtentl; tijdresksen. Bovensta and
model wordt dan vaak gebruikt indien men kan veronderstellen dat
de correlatie tussen twee opeenvolgende waarnemingen belangrljk
sterker 1s dan tussen verder van elkaar gelegen waarnemingen.
M.CGAWARS (1951) leidt nu cen exacte toets voor de hypo-
these (= 0 in bovenstaand model af, door de voorwaardell jke

slmultane verdeling van Y.osYjsees. 0 - te bpeschouwen onder
el | s
voorwaarde van de gevonden waarden vwﬁdgﬁﬁ.ﬁ ﬁygrwﬂ van de vari-

abelen met cneven index, Onder deze voorwaarde ziljn de groot-
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Tellen we de 1inker- en rechterleden van de eercte en derde ge-
Lijkheld op dan ontstaat:
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1) Dit memorandum is slechts bed
niet naar volledigheid of volledilge

Aala origntatie en streeff
exacthelid,
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Vergelijking (2) kunnen we schrijven als:

& = 2 e | S — 3L
waarin dus - ve o 0

() (= - 2p(1+ )7
18, ’

(5) i}ir 2{*7»{/{%/32/)-«/

eIl
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( / IZ‘*:; /2-*!%5(:2 )

2
terwljl de stochastische z%mﬂﬁwyua“ ﬂé (s =1,... ,n) onder-

b o

ling onafhankelijk N(o, & {mfﬁﬂﬁf;{)”) verdeeld zijn (we
beschouwen vy . _ 4 8N Yo, . Gn dus oolt z_ als gegeven en dus
b b3 T (BT bon?

als niet-stochastische grootheden).

-~

In de vorm (3) herkennen we het liealre regressiemodel,

waarbl ] Z%Jhet gemiddelde van de voorafgaande en volgende waar-
_,_4

de van y,_. (dus 2 ‘(y.. , + ¥~ ..3). als onafhankelijke varia-
=25 251 AlcE

tele fungeert,
Daar aan alle voorwaarden voldaan is (onderling onafhankeliljk

normaal verdeelde grootheden v met gelijke varilanties) kunnen

et

we 1n dit regressiesysteem met de methode der kleinste kwadraten

meestT aannemell jke schattingen voor de onbtekenden )y en VY vin-
# . {
den:
-
P
(7) IR
(8) R - “' :
@ i; h T T T [’23 o /J b’
waarin
_ _f, — (L /
Y = > L{ ! & 1 P ,;E:Y /'??,
e { Wi 2 5 / {

variantieanalyse) exacte

~
)
(0

T

Ook geel T de regreagieanal
toetsen voor linealre hypothesen over y
interesseert ons de hypothese f>m Q; 11
zﬁ = O, Voor het toelsen van deze pothese g@bruLken we dan

als toetslngsgrootheld:

o S (a5 -
—t, M. 2 N # - = o ,, .:j 35
.r:(fmmﬁ) L ?)/[g}j(i{

cen F-verde

die onder de hypothese
n - 2 vrijheidsgraden bezltT, of
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A ; ; 2, . & qg"

y e I QE . i
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die onder de hypothese = 0 een t-verdeling (Student) met (n-2)

vrijheidsgraden bezit (zie stelling 4.1 van H.B. Mann (1949)
34) met n, = n, = ..oy = 1),

of memorandum S 73 (M
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De tToets van CGAWARSL kan tot hogere orde kettingecorrelatie
worden gegenerallseerd (zie M,OGAWARA (1951) en ook E.J.HANNAL
(1955ZL Fen andere uiltbreilding gaf E.J.HARM/N voor lineaire
regressieproblemen ( zic E.J.HANIAN (1955) en memorandum S 168

(M 70)).
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1. Model

We pguan ult van een linealry rerrecoienysteem:
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Tussern. de stochagticche srootheden vy, ,dle onafhankelljk van alle

bekende regressie~vectoren.
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:ﬁf:nerma al veraeeld JL;n.H@tf£§g;:e9 enn gell ke gpreidingen,

kan een eerste orde kettingcorrelatie bestaan, d.w.zZ.:
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Wald
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) :E:fé- s /f} 3.{‘15..#? e {-«{.f (t'x:f_},.._’ 2’”‘?’)_}

\ oy, 3,.,}s¢2 onderling onaihankelijk Néacr ) 2) verdeeld
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iin en | 3} 1s,
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1 12 het bl de toepansing van de 1n de regressleanalyse

R)

L2

gebruilkeliike tcocetsen (t-toets van STUDENT, F-toets van FISHIL

ﬁ%

voor net toetsen van hypothesen ovyer dp/@ s noodzakell jk dat
de grootheden v, onderling %%fh&ﬂk@iij: verdeeld z1ijn. We zullen

e .

dus wlllen onderzoeken of de kettingeorrelatie-co&fficiént /=0 18,

t
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De voorgestelde tecetsingemetnede terust erop dat we de voor-

: &
waardelljke simultane verdeling van Yoo Y, s Y Peschiouwen
_— Y > % 5 o 2 2 m
onder voorwaarde van de gevonden waarden van y S, :
) 3- i G o PR,
Crnider deze voorwaarde zi n namelljk de ”PoutﬁCdQﬂ 4 (S=1,...,m1)
f Y,

ﬂ ;. o
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onderling cnafhankelljk normaal verdeeld. Voor het gemiddelde en

de varliLantTie van oy kan men virl] eenvoudly fﬁW&idem:
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1) Dit memorandum is slechts bedoeld als origntatie en streef't

niet naar volledigheid of vcolledige exactheld.
2) bufhﬁj)iﬁ cen symbool voor de normale verdeling met gemiddel-

de n en variantie g °
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5 ern voor het toetsen van hypothesen over de f's de 1n de re-

wreg le-analyse ( ariantic-anal y::%ifzz) cebrulkell jke methoden wor-

den gebruikt (kleinste kwadraten cchattingen, F-toetsen). In
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net biljzonder voor het tToetsen van de hypothesen 2 =0,

LD
.0 , Vinden we als Tcetsinpgsgrootheld (zie H.B. MANN(1049),
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_ho

en de lineaire vergeliljkingen waaraan de kleinste kwadraten-

schattingen moeten voldoen gaan over 1n:

(X'X) 4 -

Hierin is (X ¥} een kkamatrhxg Id deze niet singulier dan gecft

A
o - {? P - /1
(jj5> ’é"m’(,}{/ X} }x ﬁ/
de gezochte klelnste kwadratenschattingen voor A2, ..., /A . Om

¥

te berelken dat (f-\( }<> eenn inverse bezlt, moeten we elsen dat

X de rang k bezit, hetgeen overeenkomt met de els dat de re-
gressievectoren (x _x |, . ,x - % ), (q,-7, %, -FH) (-0, % F
linealir onalfhankell jk zijnﬁ duu niet via linealre betrekklingen
in elkaar ultgedrukt kunnen worden.
Dit betekent c¢c.a. ook dat n > k is.

De kleinste kwadratenschattingen ziJjn de beste zulvere
lineaire schattingen d.w.z.: zZe bezitten van alle mogelljke
zulvere linealre schattingen de kleinste variantie.

HetT minimum van C%ﬁ dat voor de waarden van/3 berelkt wordt,

o Oy XE) (g xl) gy 8Ky N 6 XX
(2,0) = gy ' X (X)X Yy XX "{)“XL/f+y’}<’[/XA*j)“ XXX Xy -

= gy - g’X(X'X)"’)z’},; = g{j 'gf
L. ingen, varianties van #,.. .
Uit de uitdrukking (3, 5) voor J? zien we dat de f 's
steeds linealre comblnaties vanyg,.., ¢ zijn. Daar in (3,3)
nx%f;: is en dus fjr,V§ celdt voor de verwachting van ¥ :

g / - (Y'Y ”.}('igyw (n X) /\[lf\/ﬁm

L bl

- ffawgs

De schattingen 4@ z1in dus zulver. Dit geldt ook, 1indlen de

V. niletv ond@rlwng cnafhankelik zijn en/of verschillende

L

spreldingen bezitten, doch wel & v, -0 1s o1, ..., m).

Z1Jn de grootheden y ,. .,y wel onderling onafhankelljk
= 7 = ™
verdeeld met dezelfde varlantlie GJ; dan kunnen we als volgt

de covariantiematrix vamwgr,.“hwé bepalega We maken weer ge-

e b

T P
bruik van het feilt dat ﬁwi;,m:flﬁﬁwg*mrgm(ﬁm;wﬁg)t%’
; i i -~
i;:..sj dus dat
S

3 7 2
- x‘?)(iﬂ% - L;( g:.}
X
- 5&;)( E!é = L}m) d%-;
We kunnen dan, volgens (335)7éj.,g paﬁr schrijven als:



-~ ff - /Aa L{ -+ . . . A

L *
Y ﬂ KY 7 K Y} wf Y. 7
'y I 3 T , 9 .
waarin de kxk-matrix A ( Yo \) ¥ ig. Voor de covariantiema-
trix van ﬂé N ék geldt dan,daar of ;{é_ ) ;fﬂ,} = 0 (dt + ) en
Ji{g,}fwl ‘.,?L."j |
md . | ”j |
(0“1{3* »ﬁ})m(i A A o'y
—~ = K =
"2 N A i 2 ’ )
(}’{‘ﬁ/}> = Oﬂ(h{’tﬂ. A/x ,)-. eﬁTaAA =

Voor het geval k = 1 1is dus:

7
Voor het geval kK = 2 1ls, wanneer we
e

—s ’, e o S—— o
o byl Miflmj{‘"( Do X
,.,, f*: (‘”’-rd " 42‘” (x’é ) ", 1) '\
> 4ei /e n = A
A ~ L - ——
| < (Y - >{’}(a - ?{:z) Z (xz - %l)
é:? 76{ 7 mj; d"“? ({
2 ,{:;?:l — \t /
g J;_,(;x‘_,_-x)/ng,
g 2 ] 2
) n W
-0 2 (x, X /!Z/J
7
-y 2 Mﬂ ~— wmﬁ
,,.};.mg-,!}m(’x,,_:}-r:)x”@::{)/?Zl*
‘ i=1 *}H [ Zé A
o

En 1n 't algemeen wanneer we de minor van het element in
. . S - i
de 17 rij en k= kolom van Z door [Z | voorstellen:
.f ii 5 2 { jr- F _ 2 : s I ]
{\ %3‘{“‘“ {j— | {ié,& g;{} o ‘O_ " }immgﬁ //‘:‘21 .
Men kan aantonen dat

Z1in Vo, onderling onafhankelijk normaal verdeeld met
Zelljke spreldinger | cd=n komen de kleinste kwadratenschattingen
voor <, /2, .., /5, overeen met de meest aannemelljke schattingen
(maximum likelihood estimates). De meest aannemelijke schatting

L e ' 4 1 -~ ~ / ;;g\ o~ 2 @ 2
voor g 1s danm () . deze 1s asymptotisch aequivalent met de

N | o
zZulvere schatting M - k-1 L . De grootheld % /g*‘z
necfit ru een  -verdeling met (n - k - 1) vrijheidsgraden en

18 onafhankelijk verdeeld van o & s ﬁ,{.
e - e
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