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De in dit memorandum beschreven schattingsm.ethode wordt 

voorgesteld door D.G.CHAH<AN~ The estimation of biological 

populations (Annals of Lfath.Stat.,,?2. (1954), paragraaf 4). 

Evenals in memorandum S 160 (N 57) zullen we ook nu een 

samenvoeging gebruiken van het v,marne]'.lin.,g_sr.o.ate~c~tl dat in 

het eerste memorandum in deze serie, S ·160 ( :t.I 54) 9 wordt be--

schreven. De samenvoeging is nu eclrter een andere dan in 

S 160 ~157) werd behandeld! inplaats van de aantallen m,. (het ; 
aantal van 

h&J.a~tst 
tallen n .. 

'J 
~ 'll ·. -

~ 

de in jaar j gevangen dieren 9 die in jaa.r i _yoo.r. 

gevangen werden) zullen we nu uitga.an van de a.ah

~ die als volgt worden gedefinieerd: 

het aantal van de in j aar j gevangen dieren, die 

in jaar l .Y~oryet seyst gevangen werden. 

Bij de bepaling van n'J. letten we er dus niet op hoevaak 

en wanneer de betreffende dieren nog tussen de jaren l en i 
gevangen werden. Uitgedrukt in de oorspronkelijke aantallen 

'li•"dJ:.t (het aantal in jaar j gevangen dieren dat ook 

in de jaren j, . • -)1 gevangen werd) in het waarnemingsma-

teriaal is dus lJsV. 

?'2.z.r -:::. 2.i.r -1- z:.os + 'l.t.'ls-+ r.'131/J" · 

De Qltl:i_erstellir~~'~.n- over de populatie en de vangmethode 

zijn ook nu weer~ 

1) de overleveringskans, 0 , is in ieder jaar dezelfde 

en voor alle dieren 0 elijk, 

2) er verdwijnen geen dieren door emigratie, en 

3) de vangkans is per jaar voor ieder dier gelijk (Ji) 7 

maar mag van jaar tot jaar varieren. 

2. Jl.el_ati_~ tUJWeE/) , en de Y&~opden Jlg,~all_en ?t~:_..e 

Uit de onderstellingen volgt, dat voor een dier uit dG 

beschouwde po:pulatie de kans om de periode van jaar L tot 

en met jaar j- te overleven gelijk aan g.J-i.. zal zijn. Daar 

de vangkans in jaar j Jj is zal de kans dat een dier, dat 

in jaar L- werd gevangen 9 ook in jaar ,i tot de vangst zal 
' • (J 

behoren geli jk zi jn aan £; 0r,, 
We beperken ons tot ~ie dieren die in jaar L voor het 

1 )D~t memorandvJn dient slechts ter orientatie en streeft niet 

naar volledigheid of volledige exactheid. 
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eerst gevangen werden om te voorkomen dat de dieren in de 
" 

volgende vangjaren elk tot meerdere groe:pen per jaar bij-

dragen en zo althans een deel van de mogelijke afhankelijk
heden in het vvaarnemingsmateriaal te vermij den. 

Ui t het voorgaande volgt nu dus dat het aantal 'll.~· een 
trekking ui t een binomiale ( n ,p )-verdeling zal zijn met 

:parameters 11.:.:: u, (alle in jaar i voor het eerst gevangen 

dieren) en t-=fi· &i-• .. In plaats van Ji kunnen we ook ge-

bru.iken ~/2· ('aarin /?../ de totale vangst en /lj de popu

la tiegrootte in j aar j voo~_~tel t). Zowel ~· als ~- ziJn 
onbekend. Gebruiken we i· 6'1 dan .':in den we schattingen 
voor & tJ , aebruik'n we &FL l<.i dan schattin2:en en °ti. i a N. '-' 

J Rll 
voor & en A) (en eventueel hieruit ~-==- l;;i,11 ). We zullen 
dit laatste toepassen. Voor de verwachting van het aantal 

'/J£/ 2 ) ( ender voorwaarde van de totale vangst ~· ) geldt 
nu~ 

( 1 ) 

Hierin zijn dus 
uit de gevonden 
geleid. 

J-i L) 

Ui 6) 11/ 

~· 

IJ en IV; de onbekende parameters, waarvoor 
cf 

aantallen n .. schattingen zullen warden af-t; 

3. Kleinst~ kv~'l.9:LB,, .. t~n schat~_v99r ~-~- en -~-~.:..-=• 
JJ.G~CHAPIIAN gaat nu 1 0:,: n":'J. mgressie lijn aan te passen, 

uit van de onderstellingg 

( 2) 

op grand van de volgende overwegingen. 

2 ) Ilat een grootheid een sto~~astisch karakter bezit (een 
waarschijnlijkhcidsverdeling bezit)geven we aan door onder
stre:ping van het symbool~Een door de stochastische grootheid 
aangenomen waarde wordt met hetzelfde symbool zonder onder
streping aangef~v~n. 
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1) De overgang op logarithmen geeft een lineair regres
sieprobleem. Theorl'!ltisoh kan di t bovendien enigszins 

gerechtvaardigd worden doordat 
2) de variantie van de logarithme van een Poisson ver

deelde grootheid ~ constant is tot op termen van de 
orde ( ! ~ f' en een binomiale verdeling ( waarvan 
het totale aantal vrij groot en de kans vrij klein 
is) met een Poisson verdeling benaderd kan warden 

zodat de overgang op logarithmen ook in ons geval 
wellicht een in cerste benadering constante varian
tie zal geven (zeals bij regressie analyse zeer ge
wenst is). 

3) het gebruik van ( '!!,/ f I ) in plaats van ?Ji/ heeft 
het voordeel dat de eventueel optredende aantallen 
72,'/ =- O bij het nemen van de logari thme geen moei-

lijkheden geven. TheorIDtisch kan dit verdedigd wor
den (hoewel zwak) doordat 

4) voor de logarithme geldt: 

! ✓-£; 3 < ·Co; t ~ 

met als gevolg dat de overschatting van t?: door 
~ fl in plaats van ~ te nemen enigszins gecompen
seerd kan warden door de onderschatting bij het ne
men van de logarithme. (Het resultaat blijft een 
overschatting) e 

In het volgende zal blijken dat het eenvoudiger is in 

( 2) J- r. te vervangen door f.. • ( 2) gaat dan over in 

c t,,9 { '!!--J; . -1- ,)- t 1 tt._, --1::,1 I?. == 1; ~r & - -tv1 ;1-,. 
d J Jj • (I J /,I I ,f <1 I 

(3) 

waarin J:.-= 1, • • • Jj en ,i =- 1) ••. ., t . 
We vereenvoudigen deze betrekkingen nog door te substituere1'.l~ 

waardoor ontstaat 

(4) t 'JI<..=- K1-3-cx, . J-; ... ,J ·J· =I.•· c 
.£_ J I j > - > (7 l , , 

met als onbekende parameters 1 1 en ol.j • Bv. als i,. 3 dan 



vinden vve de ":·etrekkingen: 

f (II = j8 - of.I 

C t II. :::: /'o - o(_.J 

c !u ==..t,13 - ofi.. 

) 

) 

.) 

c J 13 =- /3 - oe: .) 

C f :d =)./3 - ex:_, ; 

t l 33 =- .y; - o<s ; 

rl.11 bepaald 

~ bepaald 
---12. 

tu 'bepaald 

l_ 13 bepaald 

ff,o bepaald 
f 3 3 bepaald 
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door !!01 , tt. 0 en /( / , 

doo:r ?!,1. > tt1 en It./) 

door~,~.:, u. 0 en R. .z , 

door '?!.!3 , UJ en I? 3, 

door ~ , ,:i "' tt1 en ;::_? 
\./ ) 

do or ?!:, 0 :s > tt O en A:'J'. 
Om uit de betrekkingen (4) de onbekende parameters te 

schatten passen we de methode der kleinste kwadraten toe, 
/\ A A 

d.wo z. vve bepalen die schattingen 13, oe.1 • dt voor de 

parameters die de kwadratische vorm: 
t j l 

~ T_ (:; 1 _ - k/3 -1- oej) = {g 
.1=1 /;,,, / I 

minimaal maken~ Voor deze schattingen gelclt dan: 

[ a cg ]ot. " ;; :::. ,,. ~ [ 1:~ I »l • ,. j . = o > 
(}~- ti f u13- d c' 

<,I 13 = /3 tr, ""/'5 
dus: 

I A ) 

- IC_/3 j ==- O 
f 

I. ,v:,. /__,. .. 1} 
~ I ' 

/ 

en: 
t j-Z ">- l / A,.._, 

)"' I ti I\ ( 2'.t/ /- ;5• - ,< /3 ./ =: 0 

Lossen we deze vergelijkingen op dan ontstaat: 
/'- ,1-· 

d-./ = t {if,) /i - / l }1-1 . ~ { i ~ ~ ... , t11 ) 
( 5) C ,-_/ / (/' 

i ) t ,;. 

"' -- J;,. f, k :h,,,- - fr2. -f t;·,1-,J £ ;t"-l 
113 

/4 tlli-1)(t.;.lj 

In de ui tdrukking voor ;? beginnen de somm.aties over cl bi i 

J ~ i_ omdat voor j"'; geldt ~ 

Met de betrekkingen 
A ,A A 

/3 ~ -loJ b ~ °j' = --Co/ 1J' 
" ,A 

zijn dan schattingen I) en ;Vi voor IJ en 1· te vinden. 
Over de zuiverheid van deze schattingen is niet veel te zeg•
gen. Gezien de opmerkingen onder 4) in paragraaf 3 zullen ? 0 

zeker niet beide zuiver zijn. 
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A 

De berekeningen dio nodig zijn voor de bepaling van ,/3 
."-

en otj zi jn ondergebracht in he:t , !'Ekenschema I ; op blz. 

6. Het eerste gedeel te hicrvan zijn de u.i t de wa.arnem.ingen 

gevonden getallen nt: 9 het tweede deel geeft de bepaling 
( A A 

van j/-, 1 
'd i( 

9 terwi jl het derde deel de voor /-' en o!, benodigdc 
cl 

sommen geeft. 
,A 

Als voorbeeld geven we de bepaling van t9 en /~· uit 

de resultaten van tvvee steekproefexperimenten ui tgevoerd 

door onze afdeling. Hie~bij wordt ondersteld dat in 5 achter
eenvolgende jaren ( i=¥) tellingen werden verricht aan een 

populatie ( bestaande ui t d' d' en f '.E ) met verschillende 

overlevingskansen voor <'l"'e!' en r;t ~ • Deze waren :riespectie-

-teli jk Y:.9.Srr. _ _1--.!t_;___ ~~--- en voor ~ ~ : & =~::) 1~9 De ware 
populatiegroottes wareng 

voor d'er: Alp.-: 6oa '#,::.?q'f ,IY.t.:S:Jo ,Jl{,,s;tJ ,#¥: ~"JI 
en voor f <f : Ho= lfoP , !V1 :: ;:r J/1 , t½:: lfo3 ~ ~?::: s.,9 r , -1-r= 3 Bl. 

( De populaties werden door de 1·geboortes 11 weer op peil geb.radr':) 

In de rekenschemn I s I EnII, welke opgebouwd zijn als Schema I 
A A 

zijn de scha ttingen ~ en /1/. berekend. 
d' 



Schema I~ :Berekeningep _nodis3 bij de bepaling van /3 en W/ 
I' • 

~--r-
Jaar ;- 0 ' 1 I - 2 3 

.. 
; 

0 1 vangst uo {LI U.J. U3 

total0 
vangst D R, /( J. I( J 

-
12 0/ "1211. 7l. J. 3 

'llt,,t ,1z_/J 

?10$ 

.---.... -~=-=...-- ~· -------~,.-~.-,,-

.eo, 11..0 4jU1 4jaz --~? «3 

k j, .. ,to, ~I ✓to!/ J! J. ✓-toJ,- f<.3 
. - =--"'"" .,..,..-.,.--...-.----L_.=-

1 I) I I ,-l-t)j , ?]DI -/-1.J ✓to,/ ?l;) i-(/ 
~ / I 

,;- 1..471, ;/·/_/ (f .,_ 

z _e;,l t,n.0 :t -;-1/ ,,&;, /. / rf( 'l713-r/_,i 

~ h I I ?JD 3 T ;_) 

4 -- 1 -
j 11 "' fol b,,, .. ,; - -&; u o - -&,f Jc,, 1-t;.. = l?c.,1( -n,;z t-'J' - /!a/ k, - ~/ J?,2. 11'3 

2 

3 
ti).= 4;/?t,.2-1-'J'- to; Uc, - Col/{~ 7.1.1 

4 1 JJ 

. 
:t.. 

L 71 A. J., f ;/k_ 3 ):_= I 

-{ 

L k di.:z 2.. ~ lfA-
/(.:ct 

k I' ' 

, 

-
4 

u,,, 

/-?,,, 

,n 3 l./ 

--n J,, J/ 

m It,, 

17 ,>,,, 
/) 

.--t:-~ J' tt,,, 

_,.-t.C);} li I( 

f) ( l .A:-V'ji 'lJ51/~I 

-&,, /J;i.,,,-1-1/ 
~ ,, 

4 /. I ;: t. ?Jw-1-;,-·· 

~J (~,v;I/ 

;f 1'1 ,~1/ 
/1¥ 
/'17' 

L 'f I f: Ii l(lj 

Z}tt, 
k /';{'i 

1 

.. 

.. 
..I. 
'- .rl-

"5' J.!_ 2.:J1-
. L.. ~ ;. "I 

J"" 
.L. 

~ k. If, 
'}:;:t K. < 7· 

I 

°' I 
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Schema II. Berekening van 0 en NJ bij c?? . 

jaar(j) 0 1 2 

~ u., J 116 109 96 

N k 116 128 127 

1 19 17 
2 14 
3 'YI . 

d-k) j 
!.~ 

,,£;! u d. 2,0645 2,0374 1,9823 
lt)g 'R~ 2,0645 2,1072 2;1038 

1 1J3010 1,2553 
2 4r't'I. k J1 

1, 176-1 
3 d- ,J 
l\. 

1 0,1293-3 0,1141-3 
2 0,0078-3 
3 Jk,j 
4 

z :f k d 0,1293-3 O, 1219 ... 6 

2 K :/1<.,i 
0, 1293-3 0;1297-9 

4 

L ~ l 'ii = o 2563-57 J: 1 1 kJ -
4 -

~2 2i<y~j = 0;6736-58 
A 

(3 = o,6736-58-(0,2563 .. 57) = 0 , 9250 _1 
7:i5 

~ = 0,9222-1-(0,1293·-3) = 2,7929, 

J.2 ➔(o, 9222-1)-J(o, 1219~6)=2,8223, 

~.\ 4"(0,9222-1)-;(o, 31:-72-9)=2, 72875 

d.'{ ::::~( 0 ;J 9222-1) -;( 0, 7516-13) =2, 8676, 

3 

61 
100 

14 
14 
11 

1,7853 
2.,0000 

1,1761 
1J1761 
1,0792 

0,1938-3 
OJ 1387-3 
0,0147-3 

0:13472-9 
0,5153-18 

., § = o, 84 

./', 

N :::: 620 
I 

'iv1 = 660 

N/::: s4o 

fJ -140 4-

-7-

!.~ 

nn 
00 

125 

8 
() 

u 
13 

n 
0 

1,91~1~5 
2,0969 

O) 95~-2 
0, 9511-2 
1, 11~61 
0:9542 

O, 0720·-3 
o) 8750 .. !.1 

O 0110··3 
0. 7Q2u--1~ , ,/ 

0,7516--13 
0,0206 .. 31 

( e =O; 3) 

( N, =594) 

( N1 =590) 

(N3 =573) 

( N4 =591) 
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Schema .III. Bcrekenin_g (} en /~· bij ~ '{' . 

Jaar (j) 0 1 2 3 4 -- k-. 
I 89 54 58 61 61 

le j R· I' 
89 64 64 76 85 

1 
2 
3 
~-

1 
2 
3 
1!-

1 
2 
3 
l!. 

10 1 10 10 
'12. k 5 3 4 
;- ,;' 2 6 

4 

7 /ti 1,9494 1,73211. 1,7634 1,7853 1,1s5E 
-to, .R,,- 1,9494 1 ,8062 1,8062 1,880J 1,929 

1 , 0l~ 1 l\. 0,3010 1,0414 1.10414 
-4i;{j·-, .f:J 0,7782 0,6021 0,6990 

·J o,4771 o,8451 
0,6990 

o, 2858·•·3 0;7624-4 0,3972-3 o J 3267-3 

/h· 
0,0226-3 0,9889-4 0,0062-3 

'I o,6469-4 0,1833-3 
0, 8202--1!-

":[ ;/k. o, 2858--3 o, 7850-7 0,0330-9 0,3364-12 I o .1 2858•-3 0,8076-10 0,3157-19 0,1698-30 lk'hj 

= 0,5845-57 

A 
A 

~, = o,8278-1-(0,2858-3)= 2~5420, ~ ~ 350 ( ~ <197) 

~l. =i(0,8278-1)-1-(0,7850-7)= 2,8492, 
~) =2(0,8278-1)-~(o,0330-9)= 2,6446, 
«3/ ~~(o,8278-1)-#(0,3364-1;)= 2,4854 

,I\ 

N,. ~ 7'10 ( A{ =l~OJ) 
'-

# 3 ~ 440 (N,=395) ,... 
!v\~310 (Nsi==38·1) 


