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1. Inleiding

17.1 Bl1j de regressieanalyse.ls de methode der kleinste kwadre--
ten in algemeen gebruik voor het schatten van onbekende regres-
slecoéfficienten Deze schattingen bezitten gunstige eigenschap-
pen mlts enkele onderstellingen betreffende de waarnemingen ver-

vuld zijn. Wij keschouwen het volgende linezire regressiemodel:

(’};1) gg/ﬁzx’+w.ﬁ+ﬁxk.;..g /})J

hierin zijn =

»-. .2, de onafhankeliljke varilabelen welke wij als
niet-stochastisch beschouwen: y 1s de afhankelijke, wel stochas-

tlsche, variabele, g5, =, » z1jn de onbekende regressieco&ffi-

{

clénten en v vertegenwoordigt het stochastische deel van o (in

wt

'T Engels wordt dit met "error'" aangeduid). Voor de grootheden

g en x,. ... .5 X% Worden waarnemingen verricht. Dit waarnemings-
materiaal ziet er dus als volgt uit:

31’ Iar 'y xk:
,, | ! ‘ K < m
(1:2) : | : , =)
. . o
tjﬁ . xﬁﬂ .. , , JCK"}'} 5
waarbij steeds de waarden van y en x,.. ..,x Op €één regel bij

elkaar behoren volgens de betrekkingen (1;1), hetgeen wij dus
ook als volgt kunnen noteren:

/1@"*]) - *
( - -~ S R & gL =
7 é/f. ﬁ! { L ﬁk R‘F.’; + ...L.r b L /J*" 37’7

¢ 7

terwljl y. de door y. aingenomen waarden zijn. De waarden van

p

20 T3
voer‘fg,.*d/gv worden schattingen gevraagd.

/% en de door V.  aangenomen waarden zijn onbekend,

1.2. De onderstellingen waar wij in het begin vien deze paragraaf
Op doelden hebben nu betrekking op de grootheden v, en hun waar-

&
schijnligkheidsverdeling. Zij luiden:

,a)iDe'wamrschljnlijkheidgvefdeling ven v ,....,v_hangt niet
van de wearden van < ,... ,x - al’ en ledere v heell ver-
i X L
wachting nul: Efg1:c3 R = L, M

¢
Deze onderstelling maakt het mogelijk om, indien wij meest aan-
nemelljke schattingen ) en watQGtSGH.B) cebruiken, hierovlj de

PR M wlaieh A el WOOE  shias SR ek wmeen sane W

1) Stochastische grootheden, dus grootheden dle een waarsch.jn-
lijkheidsverdeling bezitten, worden met onderstreepte letters
aangegeven. DURBIN en WATSON gebruiken het symbool & in plaats
van v

2) Engels: maximum likelihood estimates.

3) Engels: likelihood ratio tests.



o

X ,X wls nict gtochastlsech te beschouwen, ook ol 2Z1Ljn

¢ t

> 7 km "
: \ - . : 3 "y "1 L*)

ze .T 1n werkKedliglaw co wo b

b) De grootheden v ,. .. ,v »1jn onderling onafhankell Kk

verdee1d met cewelfde (mnbekends) spreiding d, .

713 o) cnt b)) vervuld, den zijn de kleinste kwadraten-cchattingen
\mxm*/%),u,/qf gde broste linealre zulvere >) schattingen, 1n d:e
zin, dat ze onder alle mogelijke zulvere linealire schattingen
de klelnste spreiding bezitten. Voor deze spreidingen zijn dan

cveneens zZulvere schatliingen beschikbaar.

,v_ bezltten een normale verdelling.

¢) De groothcecden v, . .. .

—

De onderstellingen a), b) eén ¢) kunnen wij samenvatten tot:
CP R L A R

hankelljlc normaal verdecold met gemiddelde O en spreiding o (kort:

7

voor leder stel waarden 2., onderling onarl-

v, - N{o.a) ;¢ -1, ,mn ). Is dit vervuld dan zijn de kleinste
kKwadraten-schattingen meest aannemeli ke schattingen, terwijl
de pebruikell ke toetsen ( F -touts en toets van STUDENT) gelden

- L. B PN SR S
n A -toctsen z 310

1.3 In het artikel vorn DURBIN en WATSON (1950,1951) wordt nu
ecn toets ontwikkeld om één dezer onderstellingen te controleren,
r,,,,_ﬁi7ﬁnﬂarilng onafhankeli gk verdeeld zign (onder-
stelling ) ), waorbho) als alternatief speciaal de mocelil jkheid
van kKettingecorrcelatic (correlatie tucsen opvolgende wasrnemingen
voor y dus tus.en v oon v c=2,3,...) wordt geschouwd. In par.
3 geven wilj een nauwkeurigera formulering van de beschouwde al-
ternaticven Ven do onderstellingen a) en c¢) wordt aangenomen,
cat ze vervuld zign.

Bestast ¢r ecen correlatic (van willekeurige aard) tussen
de wearnemingen, dan bLlijgven de kKleinste kwadraten-schattingen
der R 's weliswo r zulver, maar ze behoeven niet meer de kleln-
re1ding Le bezltlten in vergel i gking met andere zulvere

- F Llul;u' e

T Ty oy
Ty . o B
EL““ Lb}

g

Lincairc schattingen; bovendien kunnen de spreidingen van deze

:chattingen onderschat worden en kunnen de ¢ - en F- toetsen hun

zeldigheid verliczen.

4) Men werkt in dact geval voorwaardell gk, onder de¢ voorwaarde

der gevonden waarden s S, van o ... pd
!

) * * F —— 2
5) Engelg: unbilased.

K Iy



1.4. BiJ het bischrijven van de toets zulien wi) enkele be-
gripnen ult de matristheorie ¢n over het ond rscheldlngsver-
ry

mogen van €cen toets nodlipg hebben. Zle hiervoor par. 2.
Vercder zullen wi] i a1t ra2-ort geen afleidlngen en ve-

Wljzen ~conemen, maar alleen de resultaoten van DURBIN en WATSON

beschrijven c¢n aan e¢en voorbeeld toelichten.

2. Begriopen uit de matrixtheorie en het onderscheidingsver-

mogen van een toets.,

2.1. Voor de verschillende optredende matrices zullen wij de

volgende afkortingen invoer n:

L. v
“u xm \ y: | /5-3
' ! '
X C.{LE'F * ‘ | {i\ZF ‘ . ‘ .
EE ; . ; 9 == | » Vo= > [5 - |

. % y Y [*n

Xmn

De vergeligkingen (1:;2) kunnen wij nu samenvatten tot:

Men kan nu afleiden dat voor do kleinste kwadraten-schattingen

voor/q,,..)/iy welke wij met b, . . ., éK aangeven, geldt:

| Py - ! f ; '

(2;2) éfr(}f{) X y me ¢ b - .

b

- K
ken geaccentueerde letter geeft de getransponeerde maltrix aan
(deze ontstact door verwigcscling van rijen en kolommen ulit de
oorspronkelijgke). De exponent -1 geeft inversile van de matrix
acn.,
De afwiljkingen tussen de waarnemingen en de bljbehorende

regressirewaarden worden gegeven door:

=,

. . s \,j . % I -

z-y-AXAb ,wacrin dus =z - - ,
<
)

en word:n de residucn genoemd, Hieruit kunnen wij door substi-

tutie met behulp van (2;2) en (2;1) afleiden

z = |9, - X(C0TNE g =], - XXX s Moy

~gniing e

"

De matrix

J stelt hierin de cenhe dsmatrix van de orde m voor.
M hangt dus alle.n af van de matrix X of, in de terminciocgie
van DURBIN en WATSON,; v&n de regressievecforen x, e, X

(dit zi1,n de kolommen uit X ). Zoals te verwachten is, wordt

voor de toetsingsgrootheid een functie van =z genomen.
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< 2o In het volgende zullen wi) nog gebruilk maken van eigenwaar-

den en elgenvectoren van matrices. De eipenwaarden van cen vier-

kKante matrix z1ijn de oplossingen van de vergellgking

aeterminant (&Q W,KJ;);mDJ

1 |
dus van % @ﬂwk QQ . : Qw ‘
92: 522 - A ) ) ) 627}
,! : ’
! éwz 97’?2 ) ) ) é'mﬂ - A
D1IT 1s een »* gracdsvergelil jking met dus » oplossingen AH,.*A

I h‘
Wi,y bekigken nu bij é¢én van de onlossingen b.v. )g het verge-
l1jkingenstelsel

(9”“}‘,)”"‘"-!- « .o+ G . = O

}

@ LL’ - . i .. +—(8 MA}_LL:-"O

Nt
DitT sTelsel homogene lineaire vergelijkingen heeft, omdat zijn
coéfficiEnten-determinant nul is, een andere dan de nul oplos-

Sing. Deze andere oplossing noemen wij nu de eigenvector van de

2.3. Het onderscheidingsvermogen van ecn toets t.o.v. een bepaal-

de alternatieve hypnthese kunnen wij definiéren als de kans dat

de ToetTs leidt tot verwerping van de nulhvpothese, indien deze
alternatieve hvypothese juist is. Een toets 1is uniform meest on-
derschelidend, indien zijn onderscheidingsvermogen, dus de kans
Op verwerplng van de nulinyoothese, voor alle tcocegelaten alter-
natleve hypnothesen groter is dan van alle andere mogelljke toet-
sen. Alléeén éénzijdige toetsen (toegeclaten alternaticven; of

L

positieve correlatie of negatieve correlatie) kunnen in stricte

zln uniform meest onderscheidend zijn. Een uit twee éénzgjdige
samengeste lde symmetrische tweezijdige toets is 1n dat geval
uniform meest onderscheidend t.o.v. een 1lets beperktere klasse
van Toets ' n, nl. t.o.v. die toetsen waarbij de eerste afgeleide
van nhet onderscheidingsvermogen naar f (de correlatieco&fficiént
ven v, en v, ) voor [°-o continu is en gelijk aan nul. Het on-

derscheidingsvermogen bezit don eccn horizontale raaklijn’bijflgz

en de Toets worat zuliver goenoemd,



5. Toegelaten hypothesen en toetsingsgrootheid.

3.7, In par. 1.3 werd er receds op gewezen, dat wij slechts een
bepaalde soort correlatic tussen de waarnemingen beschouwen,
namelijk die waarbij e¢r cen correlatie tussen opeenvolgende
waarncmingen bestaat, waar geen correlatie of althans een minder
celangri jke correlatle tussen verder van elkaar gelegen waarne-
mingen. Dergeli jke correlaties treden in het blijzonder op, 1lndien
de volgende relaties gelden:

(351) Himﬁgiﬂﬂjfg#d , L= 2, ...
waarin |Pj< i en . onafhankelljk van Voo Lv. o, ... En van u
& . ,.... verdeeld is. Dit model vormt de gronds lag voor de toets,
waarblj bovendien ondersteld wordt, dat de 2 Nfo;o})-verdee ld
1S.

De waarschijnlijkheidsdichtheid van VY, oo, wordt, wan-
neer wij van (3;1) uitgaan, gegeven door:

T N

(352) e e e Y E Pl ap E v v, b

De hypothese die wij willen toetsen (geen correlatie) is nu dus:
F: 0;de alternatieven waartegen wij toetsen kunnen, al’hankeli jk
van het probleem dat wij behandelen, zijn hetzij4ﬁ>o(positi@ve
correlatie), hetzi] f%<c>(negatieve correlatie), hetzij ﬁbw)én

P < o0 dus [9¢roa

J3.2. De door DURBIN c¢n WATSON ontwikkelde toets 1is Oop de volgende
stelling van T.W. ANDERSON (1948) geckaseerd. Wij bekijken weer
net regressilemodel (in matrixnotatie):

é{ = X /’Q’ i ..J:.'....; b

en maken de¢ volgende onderstellingens

1) de verdelincsdichtheid van Voo wordt gegeven door
(3?3) K é’/:vw[m(iﬁ“z)w{(lmf’z)E"}/;imlf)?ff@?f}]..u

waarin(g)een willleke rige bekende niet-singuliere symmetrische
matrix voorstelt waar £ niect 1in voorkomt, en

2) Er zijn %’eigenvector@n.van.éa s waarult ieder der re-
gressievectoren.x”*.w.}x& (de %olommen van X ) door lineaire com-

binatie te vormen is.



Onder deze onderstellingen heeflt ANDERSON een uniform meest
onderscheidende toets in de zin van par. 2.3 afgeleid voor de
hyoothese =0 . De toetsingsgrootheld voor deze Toets heelt

de gedaantc

(35%) x-(z'z) z @z

of een monotone functie hiervan. W1ij merken nog op, dat onder-
stelling 2) ecn zecer ernstige bepcrking hetekent, zodra wij de re-
gressievectoren niet zelf kunnen bepalen. Voor een willekeurlg
regressiesysteem 1s dus de toets met toetsingsgrootheld (3;4)

in het algemeen niet uniform meest onderscheidend. Dit betekent
echter niet, dat de tocts dan zijn zeldigheid verliest. De onbe-
trouwbaarheid crvan wordt nict door onderstelling 2) beheerst,
docht slechts door 1). Allecen is er, als 2) niet vervuld is,

1n principe voor sommige alternoatieven cen toots met groter

onderscneldingsvermogen te vinden.

3.3, Om de stellling van ANDERSON toc¢ te passen op het door ons
beschouwde geval zullen wij dus (=) zo moeten kiezen, dat de ver-
delingsdichtheid (3:;3) met (33;2) overeenstemt. Dit blijkt niet

goed benaderd wordt, b.v. door Te nemen:

{7 () 0
I G !
O 1

| | 4
* ;0
| / O 1|
]
Met deze keuze van tgaat (333) over in
(335) Y %,{@/“ ( 7 U“z)”{ﬂ(/yt /m.;‘*?‘) > ”U:l - f-i)(f*[_,.:’l.é. "'U;l) 9 ff} > fu; U’;H}},

DURBIN en VATSON stellen nu als toetsingsgrootheld de volgende
functie van de bij deze (=) behorende ¢ voor:

Ariitmpre el

_ i -/ 2
(3:;6) o et 2wy = (2 2Y) 2 (= -z, ).
b - (=i ¢ {21 ¢ L -

Deze grootheid « kan zelf weer in de vorm (3;4) geschreven worden
en wed als



f 2 = - . Q
! ~ ]
(337) L :--:(_g ;) e Afi el A - Q ~ 1 2 -/ - - - 0
| ~t 4 =
o O - -0 =7
Tussen () en A bestaat de betrekking Gﬂ;:l;w_%;é waarult volgt

datGE en A dezelfde elzenvectoren bezitten., Voor de toets met

toetsinsegrootheid d hebben wij nu dus de volgende elgenschan:

W

De Toels gebascerd op & 1s 1in het algemeen niet uniform meest

TR

onderscheidend (in de zin van par. 2.3), waar wel in het speciale
geval dat er # cigenvectoren van A 21ljn, waarult 1eder der re-

gresslevectoren x, ,xp Goor lineaire combinatie te vormen isﬁ)

+. Waarschdjnlijkhetdsverdeling ven de toetsingsgrootheid onder
de nulhypothese.,

4.1. Om de toets te kunnen ultvoecren, moeten de kritieke waarden

TArrprd N

Keurlge regressicesystemen nogal ingewikkeld 18, maken DURBIN ¢n

WATSON voor ecn benadering gebruik van do volgende door hen af-
gelelde stelling:

Tussen de kolomvectoren = en v bestaat de betrekking = - Mas

2 T Sl e i

\ ! o . - o . s
met M- Y, o A(X'X) X (zie par. 2.1) zodat wij voor & kunnen

R

A

nogmaals de stelling van ANDERSON toe, dan zien wig dat o (en

dus ook ¥ ) in dezelfdc bovengenoemde spcciale gevallen ( x

6) Passen wl] op de toctsingsgrootheid o , uitgaande van (3;7)

;D

. linealre combinatics van 4 cigenvectoren van A ) ook
cen unliorm mcecest onderscheidende toets oplevert voor -0 10
cen lets gewljzigd model, dat verkcecgen wordt door in de verde-
lingsdichthe1d (3;3) ¢J door A te vervangen. Bij uitwerken van

de matrixvermenigvuldigineen v v  en v A v blijken deze

verdelinggﬁlchthedenrﬁgtfku:Lﬁmft@?ﬁjnybehalve vVoor fF=-0. Hilicr-
ult volgt dus, dat v (bi1ij die speciale regressliesystemen)een
uniform meest onderscheidende tocts geeft in een uitgebreider

model dan in de¢ stelling van ANDERSON aangegeven wordt.



schriljven:

- , | - {
O{ = (Eiz !E’AE ;(Q‘M}My) f}ﬂr'MiA Mo

S TC IS T e A . .. Gy | ; 1
Ts nu A een relle cyvmmetriscinie nmatrix, dan bezit MAM precles

n-4 van nul verschillendo clponwaarcen e€n dan gelat:

1) Er 1s cen zodonipge orthogonale transformatieyyrHig.,
dat ¢ overgaat in

M . / y =t - # 2
—l % —
(43;1) ;i;r(%i %.) 2 v ?3

¢ = iy ey, = v

5 } , { N
waorin vb,.., ”%%5ﬁﬁ van nul verschillende elgenwaarden van MAM
voorastcllan.

SRR B ey [ Y N p
2) Z21ijn s regressievectoren (dus s kolommen van X s= £ )
geligk asn lincalre combinatics van s eig

-

renvectoren van A en

-
e
ke, =

rangschikken wij do cigenwaasrden bij de overige wm- s cilgen-vec-

: . - S ) - - e ] o n i | 4 .
toren van A cn alle cligenwaarcden van M AM naar opklimmende

crootte, dus

dan geldt: ;

NS
in
<
A
N

dus zekoer

(4;2) o= v =

oaﬂ%v ,

oW

indlen wij met Aw?_‘}Aw alle e¢rgenwaarden van A gerangschikt
naar ooklimmende grootte a.ngeven.

4.2, Ult deze stolling »ijn cen paar belangrijke
Kingen af te leiden

CeVOLlgtrelk-

A S ﬁ - o ﬁ | 2 .. iy - | . v 4
1) Z1Jjn alle recressicvectoren lineaire combinaties van %
Clgenvectoren van./ﬁ(dug dan is 5. # ) dan is

Mo.ov (-1, . .. ,n-%)

1 L=

Dit geldt dus voor het specinlce geval waarin de toets uniform
Mcest onderscheidend 1s.

2) Noemen wij

gl (Fhey SN L g e (2N

e

{t:-.rf — &AL

0o leder stel waarden




Met behuln van doze vetrekking kunnon wi] nu boven- on onder-

grenvzen voor e kriticke woarden van ¢ bepalen, die onafhanke-
3

@
Ligk van de¢ regressicevectoren x xp z1lJn. De verde lingen

J ¥ % . : )

van «  ¢n 5413 oncer de getoetste hypothese, kunnen nl. met De-

N A
hulp von de cens en voor al to beonalen eigenwacrden A, van A

i

cepaald worden en de momenten en kritieke waarden van deze ver-

= i

dellingzen vormen dan, Lbiy lcder regressicsysteem, grenzen voor
de overvenkomstige momenten on kritieke waarden van o . De ver-
deling van o hiangt af van v, («

-

vwa)dus van de eilpenwaarden

Sy ij 3 . © D

! .. . , | e -
van MAM en zal dus verschillend zijn big verschillende regres -
slesystimen, hetpeen nauwkeurige berekening van de kritieke

waarden Tot c¢en omslacntig werk maockt.

I

(Y,

. De momenten van de verdeling van g kunnen uitgedrukt worden

sl el

1 Ue elgenwa.rden 1)1) o \)ﬂw% Van fV/}IA /\'7 . Hierblj wordt er gec-
bruik van gemaaktT, dat de grootheden &géj evenals . onder de
nuthypothese onderling onafhankeli gl N{o; a) verdeeld z1jn
en dat d en 2:f§j onafhankclijk zign (kE.J.G. PITMAN (1937),
J. VON NEUMANN (1941) ), zodat

o o 2\ 5 \QQ < F) P 2.5
¢ (5 v5)-C o  C(=2E)
® f %;} « o w2 > - \E = . 2. >
PR A g(?i?gi):} .CM(A;\Lif ) .
L = . .« e o .

Voor de momenton van o vindt men dance

i

Vi~

) ?’ . -/ £ —
o 9‘(:; -~ [ " — %) ) Z Vo= VW
6 =/ “

( )'4' ; 3 ) O ; { ié i = /ﬁi‘.? = 2 Y ( Vi - 7{\’;‘} /} [/ V1 - £ + 1)7 Z ( \); - )j /) 3

'CRaN
_ wd £

Om de momenten van o e berckenen is het dus voldoende e sommen

ey

v F™y .‘5-.4"'* ™ et AT, mrw, - ~ » o = ~ . l 3‘ g
van macnten van d. V. te kennen (dus 2 v, 2 VL2 Vo ooenz. ).
i N . o

L 4. Dear de eigenwaarden van matrix A (3:7) bekend zign (VON
NEUMANN (1941) ) :

(}-P;L%-) Ang{IMCvUZ*W) 3 J:-"f;***_)m:}

kunnen met behulp van de formules uit 4:3 de momenten vean ,gL e N
S ¢ _ - 3

éq ~cnNs en voor al berckend worden, waarna verdelingen Kunnen

worden aangepast (DURBIN en WATSON gebruiken hiervoor reeksen

van onvolledige R -functices).



De resultaten van hun berekeningen hebben zij in drie tabellen

samengevat, dic ccnter in de coerste plaats geschikt gemaakt zign

7
™

voor het geval, dat een der regresslevectoren uitsluitend uit

i N . . ok A ) : < J 3 1 i |
cenen bestaat. Dit betokent, dat ¢én der /3 's (die wi]] A} zullen
noemen) voor icdere ¢ mect de factor 1 voorkomt, dus dat (1;2)

overpaat in

4 - = + ‘ . - + - 1)
(455) CAEVORY I g % T Y (# =4 .1)

In dat geval is de 5 ult de stelling uit 4.1 minstens ge-

11jk aon 1. De kleinste cilicenwaarde, ) , van A4 is nl. volgens

}
(4;4) gelijk an O. Voor dezo cigenwaarde is dus A- ) 3; - A en
men zlet gemakkelljk in, dat het product van A en een kolomvector

-~ /”

met alleen cenen, gelljk aan O 1s. Dit betekent, dat de rcegressie-

{

vector van /5& celijk 1s aan de blj 2 - o behorende eipenvector van

A . Zign A =X = . =2 alle eigenwaarden van A , dan doet nu

: e ¥

P,

dus, volgens stelline 2) van 4.1 de eipenwasrde A  niet mee.

!

De grenzen voor y. worden aus:

(4;6) Jd o=y =

be Tabellen 1, © en 3 geven voor onbetrouwbaarheldsdrempoels

0,05; 0,025 en 0,017 ¢n voor % = 4,2, ... ,5 €n m=150(1) 40(5) 100,

i

de bilj s-.:/ behorende kritiecke waarden van gé[ en d . De kritleka

waarde van o ligt dus tussen deze twee grenzen.
4.5, Is er geen regressievector van uwitslultend eenen, zodat het

model niet 1n de vorm (4:;5) gebracht kan worden, dan zijn de to-

¢¢¢¢¢

pellen niet direct van toepassine. Men kan dan echter een con-

stante term A gaun tocvoupgen ¢n dese parameter (die = O isz) als

W

een onbekende paramefer bLehandelen., Dit betekent, dat men enige
informatie (nl. dat foo = O iz) prigs geeft, hetgeen dus het on-
derscheidingsvermogen van de toets vermindert. De tabellon kunnen
dan echter onveranderd gebruikt worden, waarbij dan 4 ¢ waarde
van % uit (1:;2) aanneemt.

Deze vorm van de¢ tabellen is gekozen, omdat het geval (4;5)
in de practijk vaker voorkomt dan het meer al-cmene model (;a0).
waren de tabellen voor het algemene peval gemaakt, dan zou ftoe-
passing op (4;5) tot ¢cn verllies aan onderscheidingsvermogen N
geleld hebben, dasr men dan geen gebruik zou kunnen maken van deé

wetenschap, dat & in dat geval minstens gelijk aan 1 1s.
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Door de Tocvoe ing van /% aan het model zullen ook de
kKleinste kwadraten schattingen voor de overige regressiceco&lfl-
cicnten goewijzipd worden. et 13 cchter niet nodlg alle bercke-
ningecn opnicuw uit te veeren. Z1jn de uCh¢ttlﬁghﬂ.E5 ,,BQIVQOP
we ocoefticiente nf/' ,”ﬂ%;voigﬁn@ model (1;:;2) bepaald (met de
formules (2;2) dan kan men met de volgende formules van DURBIN
cn WATSON de schattin;en L;: Q% behorende bilj model (4;5)3

die dus voor de ultvoering van de tocts gebruikt moeten worden,

2

berekenoen s

b KR ()
(357) | - - RO

3 |
e ﬁ '

Wa.rln
(438) C (X' X)

1ls. Deze matrix 1is recds borckend bir] de bepaling va n.fﬁ E?*

2 : . , - _
de ¢« lemonten van € zullen wi) met ¢ cngeven., Verder 18

e |
G
it
gy ! -
X =M 2 od ,
f I;,:f! /e
i
4

(211

- e o 1 ,
r o T
4 D e S
( ’*}9) B A A T £ L; X,o- Yl
X cE (é - “Jo g ) LoCod L = |
: : 3 _

S, Gebrulik van de Tavcelloen

Sch e L] o Gen glgeven serlo wasrnoemingon waaraan model H4:5 aange-
past wordt, zZi)n nu volpens deze Tabellen,afhankeligk van de ult
2

de wasrnowmingen berckonde waarde van o drie verschillende ult-

slagen van do¢ tocts mogelilgk. Geven wig nl. de kriticke wadarden
vfwzggiew1fgméﬁfdre'big Qe pugeven waaerden van »m o en % en bij de
gekozen onbetrouwbaarheid ult de tabellen volgen, aan met a&

/

resp . di dan is de ulitslag voor de cenzijdlge toels Legen posi -

tlcve corrclatie

1) als o =« &' 1is: verwerping van de nulhypothese,; P= o ,ten

gunste van f3>c1¢



f"‘“.
- /‘ {i:f -

{ J : i Lo A - | YN "
2) als d £ d=d 1s: de tocts elndigt onbeslist en

Lo,
3) als A < d is: de¢ nulhypothese wordt niet ver-
]

WOrDan.

de toctsingosgrootheid & beperkt is tot het interval (054) 1mMme IS
v==d=v , zodat dus;
M- k-1

5.2, Voor de tocts toegen noemalieve correlatie merken wilj  OpR; dat

vpepppplic e
" oy

volgens de uitdrukking (43;1) voor & is
Q ﬂ : - . )
rezien de gronzen voor y. goeldt A = 4= A waarin, volgens (¥3¥)

d )
A=a €N A <y¢ , Waarbi] Am e prens 4 voor grote m dicht bena-
d ¥
dert. Verder bLlijkt o bijne symmetrisch verdeeld te zign. ALS

gevolg hiervan kunnen wi] tegen nepgatieve corrclatlc toetsan QoOOT
in plasts van d de waarde 4. d tc bepalen en op deze watrde de

tocts tegen poSlticve correlatic als 1n 5.1 Toe te passen.

Yo

5.3. D¢ tweeziidige tocets, dus met als mogell jke alternaticven
zoweljﬁ;uj als (P00 , ontstaat door combinatie van de toetsen ult

K

5.1 ¢en 5.2. De onbetrouwbaarhe d wordt hierbil) de som van de onbe-

Y S 4

trouwheden van de éénzijdige toetsen. De mogeligke ultslagen van

de Tocts zijgn nu:
{

, ; ) ; "
1) d<d, of fn-d<d = de hypothese [P-o0 wordt verworpen,

! 1 . | . . - ) " o T/ —_—
- AL <d of d < 4. cc hypothesce [fF=o wordt niet verwor
L

el CT

3) alle andere gevallon: de tocts c¢indigt onbeslist.
/

In geval 1) lipgt dus £ buiten het interval (ﬂ%tj qu{i) , 1n

1 ) | | { ?
peval 2) lipgt o binnen het interval (& 4 - ).
. st T 2

5.4, Is de tocts onbeslist gelindipgd dan kan nog een nader ondadr -

voerd door de verdelling van « te benaderen mot

S e

zOoeWK worden ultg

N

cen B -verdoling, wolke benadering voldoende nauwkeurlg Lo
voor voldoend grote m (m>¢n). Op deza benadering komen wlj 1n

. . £ - s O,
paragraat 7 noz woiu

7 L , - ’
O, Eoen voorbeeld

W13 zullen als toelichting op de ultvoering van de tocls e€en
voorbeeld bespreken dat DURBIN en WATSON in het tweede deel van

hun artikel peven., Bij dit voorbeeld bestaan de gegevens ult een

serie waarncmingen voor de aroothoeden Y o, X, €N . Dcze groot -
heden werden per Jaar waargenomen gedurende 60 jaar. Er wordt nu
verondersteld, dat tussen deze waarnemingen lineaire betrekkingen

pestaan van de vorm
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waaruirt volgt:

e -. i
S

(}(‘X) Au -

3

dus

| 120 en bz:. - 7,228 .

De kleinste kwadraten-schatting vooriﬁb 1s b :G-b% -b %

De residuen 7z, hebben dus de gedaante

Z. .z y ......(5(“5, > mbz'::ac ~ b x + b %“):5{.“ ‘3"*-- bf(l;;“jg)"bz(llim£)“

A 2 L gt 2

Lo

Om de toetsingsgrootheid

— 5 2
o =[Szt 2 (2 -z )
L L ¢ ~1
te berekenen, benalen wij:
.- 25T — 2 . —t g . , -\ /. —_—
“ ?',; = (51 " ff) - f){ “i‘{g{; - 7 (_x;;i,_ :}Ct) - b:z Z(i ”y)("jczz;“ :ﬁz)
(deze formulc volgt uit die voor Zz. aoor gebrulk te maken van de
ultdrukkingen (2;2) voor L ¢n L ) en
‘ 2
. 2 . k
L('zt- - Zi..f) T (y;;. *3{_..:) F f)" Z(x“:m dcfd-—:) v 1).‘2‘, Z (xlrl m}cj_{_.....g> -

S b by ey (k)2 h ey Y (R )

S R N — —
+ 2 Lf bz ‘::_.(::z::!i.., x,)("“:“ ,__,x.l) ,

4

J - - . N N ~ _ | . 2 - ‘
W1lJ vinden 2 27 = 0,227  ¢n Ei(z‘mz,;);:c>053 zodat b= 0,249 15 .

L

e — N o g o '_ o - / 2 o _ N . - . U
In ong voorbeeld is w-6g en *:-2 , blj een onbetrouwbaarhcid
0,05 vinden wig hicrbi]) voor de kriticke waarden van de grenzen

/
' e . { ¢ .*; - A : :
voor o d . /. 58 en d - bz, Willen wij de nulhypothese (geen

J S

T L | L
correlatic) toctsen togen positieve correlatic, dan zullen wi

“ B A T s ! i S . . o, . . & o - =

dus, daear d << %f} ac nulhypothese verwerven. Ock indien wi )
- - - N | N o L e - 5 / ' " : - >

toctsen met onbetrouwbacrheid 0,01 ( d;: e ) voecrt de toets

ol verwerping van de nulhypothese.

Willen wig DiJ cen onbetrouwbaarheid 0,05 de nulhypothesc
(geen correlatie) toetsen tegen de alternatieven postieve of
negaticve correlatie (dus tweezijdig), dan kunnen wij dit berel-

Ken door zowel de toets tegen positicve correlatie als de toets

e

tegen negaticve correlatic,; beilde met onbetrouwbaarheid 0,025
ult te voeren. Volgens 5.3. komt dit neer op het bepalen van dg
g d }
intervallen | *’) 3 St ).

(dzﬁ“'l"“"éa en (céu,q o,
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In ons geval zoudun deze zijn (1,45; 2,52) en (1,60; 2,40).

-

Fen waarde van & bulton het evrste interval leidt dan tot ver-
werping van de nulihwwpothoese., Voor kleline v ¢n grote £ kan het
voorkomen, dat C%;:}E ; in dit geval is er geen Interval waar-
voor geldt, dat wanncer o in dit interval 1ligt, de toets ToOT
niet verwerpen van d¢ nulhynothoese voert, de toets heeflt dan
dus slcchts twee mogclijke uitkomsten: of de nulhypothesce wordt

b 2 ) S e , I -
virwornon of de toets cindlegt onbeslilst.

(. Verder. behandcellng veor onbegliste gevallen

In die gevallen waarin de¢ toocts uit de vorige paragralen
nict tot wen beslissing over o nulhypothese voert, wordt een
benadering voor de verdeling van ¢ gegeven, die het mogell gk
maakt de¢ kriticke waarden voor 4 zelf te henaderen. Deze bena-
dering 1s echter alleocn voor grote m (m >4 0) nauwkeurlg.

In paragrasf 4.3, zagen wij reeds dat de momenten van de
verdeling van « uitgedrukt kunnen worden in sommen van machten
van de clgonwaaraen, v, , van de matrlx MAM. Nu zijn dcze
sommen weoer goellgk aan sporen /) ven matrices die wig met be-
hulp van de matrices X en A kunnen berekenen. Wij zullen 41t
nict afleiden, maar zeven allecen de resultaten voor het cerste

cn tweede moment:

(751) Edd
11

(7:2) Ml =2 [t (- )] R {gé_ﬂ.,

waarin

ey

Pooap A cap[ XA (xx)" ]

€1l -

o, -1 / Lt - 1%
Go cap A= 2 ap[ XX OCK)T e sp [XRX(XX)]

Hierbi) maken wi] ccebrulk van het volpgonde:

MA = 2("}‘?“1)

o AT=2(3n-4)-30m van kwadraten van alle elementen van A.

7) Het spoor van cen vierkaente matrix 1is de som van de ¢ lemen-

ten on ziJjn hoof'ddiagonaal.



Het (J“i
dezC hobbin wig dus reoas
T . " - - k 2 o . a - ey

Hot (7 ). ¢loemont van Y AT X Ls, met gocde benadering, gollgk

)G etlcement van ¥ A X i 3 (= ) 3¢ ),
g: = ‘2 é L. i - f -d ‘6 L o~ 1/
ST Ko vmof=ﬁu.%; nolin van.éiak

e o RN . o~ P e T e e — . , Y .. | R _é .
A7 JdC SOom o von Gl 17O nicten vonrn Jdo tweede verschil len van X €n
¢

g .
~ .{’} TP O e
f L* i‘“— - ot . 13‘ - i‘“m h"; @

2 VAN A S & X X )(;z.. .o - [ x > )(1. . X
L. 3 4 = £ +(d" 2 €, '52) o é"*‘?w J 7 - %7 - ’f??>"

wannecr wig de coerste on Ltwecte verschillen van de x~ocn aangeven

{Tli'» t r .,#%% {--”; & i

SR g

m

In 5.2 verme Ldden wilj al dat € boeoserkt 1s tot het interval

\J

'''''

(O;%). Daarom worcdt,als benadering, met de cerste twee momenten
- -/ iy f : T - ey ey e e e T2 - | o -- .
voor o /J;  cen B-vird 1l tng aangepast, Wiy onderstellen dus cat

e verde lingscilcecnthoid van « /4, gUELvVen wordt door

3 ?)] (d/éf) d/éf)

-4

7

( E(PJ?)'iS de volicdipe blta-Tunctiv), zodat dus

20 / T
Elaf-up(prg)

C z{f C/z =16 Pg [(F*"f)z(fw?w 7

waarult met bebhwuip van (7:1) o (7;0) te burekenen zign

Om kriticke waarden voor o to bopalen met deze zang cpaste

verdoeling kunnen de tebell . n van CATHERINLG THOMPSON (1641) ge-

bruikt worden of do tabellon van do F -verdelin g mect 29 ©n 2 p
L

VIl Ny herds 2 Cln , waar! 159 ]

p(y-2)/ (g d)

Zign 2p cn 2¢ nict gehecl, dan 2ign volgens CARTER (1947) de

Kriticke waarden van

G&)w{;.jj (natuurlijke logarithme)

bij bens derlmg gclijk aan )

/TA - { ’/:23) - (1/q p)} “"\ (5/6 5/3)]
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waarin

Sx(!/zp) -1‘“'(.’/2?) . %).: 2’./_‘5‘: en x\:(§1m3/)/é

is en, bij onbetrouwbaarheden == 0,05 en < =0,0/ |, § S gege -

ven woraen door:

. | O,05 0,0 !
> h{ B m‘”{
A @, L4 g1 O,Lod l

De Toels Tegen negaticve correlatic loopt volkomen analoog wan-
ncer wlg overal & door 4 - o vervangen (hierdoor worden dus p
cn g gewlgzipd (Ef{qﬂdﬁ.xqﬂqfci a1 U"{qmgg}x Wi{eﬂ* ) -

ey, v Weula-mivnil

5. Opmerkingen

5.1, Wil men de beschreven toets van DURBIN en WATSON tocpassen
op een geval waarbilj de onafhankelijke variabelen bekende func-
ties zijn van dec tijd (vooral wanneer dit monotone functies zijn),

dan moet ¢nige voorzichtigheid bij de interpretatie van de uit-

slag van dc¢ toets betracht worden. Immers gaat men in ecn derge-
1ijk geval van cen minder geschikt regressicmodel uit (b.v. van
2
g * as T3 = - - _ . A
f Y. :__/50 /’>§ x . (z&) Cerwl gl het model f Y, ..,.‘//30?./,@,; }C.i(ﬁ')wf-/':}l 3&’&(8‘) beter
geweest zou zijn),dan zullen grocoen van naburige waarnemings -

?

punten (die dus ook wat de tijd betreft "naburig’ zijn) gezamen-

1ligk boven of onder de aangepast regressielijn liggen. Voor dc
toetsingsgrootheid & zal dan cen kleincre waarde optreden dan men
met cen betere aanpassing gcevonden zou hebben. Het resultaal 1o
dat, volgens de tocts, tot nositieve correclatie beslofen wordt,
waar in werkelijkheid wellicht alleen van slachte aanpassing
aprake 1s of dat cen eventuele negatieve ketting-correlatic door
de slcecehte aanpassing nu nict mecr gevonden wordt. Blj regressic-—
nodcllen alg deze verdicnt het dan ook aanbevellng indisn Mo gLe -
li 9k cerst de aanpassing te ondecrzoeken (b.v. met de :% ~Toets,

5 met cen andere tocts, die op sommen van gekwadraleerde resi-

ducn berust) on pas als deze bevredigend is de toets op kKetting-
correlatie uit Te voeren.,
Bestaat ¢r geen direct functicnecl verband tussen de t1jd

cn de onafhankcelijke variabelen, dan zal men in het algemeen

van doeze mocilijkheilid geen last hebben.
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7

.. Nadat dit artikel reeds gereed gekomen was, bereikte ons

cen artikel van E.J. HANNAN (1955) weerin een exacte toets tegen

kKetlingecorre latie tussen de regiducn bij regressicanalyse wordt

gegeven, gevascerd op de Z~toets Decze towets berust op een kunst-
grcep, die bestaat uit hct verdelin ven de waarnemingen in twee

gelljgke groepen, nl. die met cven en die met oneven ranghummer
1n dc¢ beschouwde volgorde.
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