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1. Inleiding

<

In rapport 3 176(M 65) (par. 7 en 8) werd asangegeven hoe men
voor de Toets van WILCOXON, met behulp van tabellen en benade-

ringen, de kritleke zones en nverschrijdingskansen kan vinden,

In par. 9 werd opgemerkt, dat men deze tabellen en benaderingen

nlet kan gebruiken, als m en m klein zijn en bovendien de groe-
pen gellijke wacrnemingen veel in grootte verschillen: in deze

gevallen zal men de verdeling van W onder de getoetste hypothese

i

dus exact moeten berekenen.

In di1t rapport zullen wij] aangeven hoe men deze exacte verdeling
kKan berekenen en tevens- hoe men in deze gevallen de kritieke
zones £n overschri jdingskansen definl®ert.

De berekenlingen vergen aanzienlijk veel meer tijd dan de niet-

exacte =n zullen dus 1n de regel slleen in uiltzonderingsgevallen
ultgevoerd worden.,

2. Berekening van de exacte verdeling van W onder de getocetste

hypothese H,

De twee scteekproeven x,x,, . . . ;% €N Y,Y,, - . .,4Y, kan men als

volgt samenvatten:

Tabel 1

Wz arnemingsschems

| Voorkomends Aantal malen, dat
7. opTtreealt bHig '
waardon V ’
7 2 b, : t
d = — | —1
Z - a - 0, C |
- = — e i
Q f o
. -
K e
totaal m

Hierin zljnwxnaﬁ,.*uw{de voorkomende steekproefwaarden gerang-
schik®T naar opklimmende grootte;anw en m de steekproefgrootten:

t,t.. . ., de grootten der groepen gelljke waarnemingen en o,

(resp. b, ) het aantal malen, dat =, 1n de eerste (resp. tweede)
steekproef optreedt.
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hypothese H, en bl ¢¢ gevonden waarden voort . b , iqﬁmnﬁﬂz

gegeven coor de (k-1) -dimensionale hypergeometrische verdeling:
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Nu worden, D1j de gegeven wearden van mu am en t, .t

(1)

av. .-t @lle
mogell jke combinaties ven ca,aq,-*.,cq;@pgeschr;ven ¢n vVoor 1ede -~
re combinatie de waarde van de toetsingsgrootheid W berekend,
zoals aangegeven 1s in rapport S 176(M 65).

Met behulp ven formule (1) wordt dan, voor ieder der mogelil jke
combinaties de kans berekend., dat die combinatie, bljg de¢ gege-
ven waarden van amm, m en t,,%,, . . ., optre-dt als de getoelste

hypothese H_ JulstT 1:3.

Voorbee ld 7
Bij het in rapport 3 176(M 65) beschreven voorbeeld 6 (pecr. 9)

vindt men het volgende waarnemingsschema:

>

Tabel 2

Verbeteringsgra.d ven patiénten, behandeld met de geneesmiddelen

A en B

’ Aentael patirénten met .

Verbeterings- ce betreffende verbe- Fotaal
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vindt men o.a. in [2] :
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Hleronder volgen alle mogelil jke combinaties vana,, a,,.

met de

C b )

en b, %, -

(blj de gegeven waarden van m  am

bijbehorende waarde van W .
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Met behulp van formule (1) vindt men nu:s

Yo

Verdeling van W onder de hypothece Hy voor m = 5, n = 10,

tq =1, €

Ao e
16 0,0033 C

25 0,0137 | 61 0,0240
o7 0,0559 6y e 0, 0339
33 0,0559 | o6 - 00,0010
360 0, 0608 | 67 0,002
38 0, 0230 ' 70 0, 0839
Lo ; 0, 0699 77 00,0030
i ' 0,0839 75 0, 0080
W7 0,0559 | 7€ 0,0093
49 ¢ 0,0027 | 75 ’ 0,0010
50 ‘ 0,0250 ﬁ 5T 0,0240
53 ' 0, 1079 | 87 0, 0060
55 | 0,0240 | 92 0,000
58 | 0,0093 98 ‘ 0, 0010

Vooroveeld 2
>tel dat de stocheastische grootheden ac en Y slechts de

twee woarden % on %, kunnen aannemen c¢n dot men, bi) 8 waar-

nemingen van x en O var y het volgends wasrnemingsschema vindt:

vrllwwriiy

Tabel 4
Waarnemingsschema

Voorkomende Aantal malen, dat |
Z. Ooptreedt b1 B )
steekproel - L o TT J | Ctotaal

Op de bovenaangegeven wijze vindt men hier:
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Bij voorbeeld 1 18 W=23 ; de linkedlénziljdige overschrijdings-
kans hiervan 1s (2ic tabel 3):

Plw £27] = 0,0233 + 0,0186 + 0,0559

Sl —

}

0,0978.
De rechtseenzlijdige overschrijdingskans van W=27 1is

Plw227] =1 -P |W<27] =1 - (0.0233 + 0,0186) = 0,9581.

Bigj voorbeeld 2 1y W=22; voor de linkséenzijdige overschrij-
dingskans vindt men hier 0,0629; voor de rechtséénzijdige 0,9970.
Blj symmetrische verdelingen wordt als tweezijdige kritieke
zone met onbetrouwbacrheidsdromnel &« gewoonlljk een lTinks en een
rechtséénzijdipge genomen, ieder met ~nbetrouwbaarheidsdrempel
éaxﬁ Deze tweczl)dige kritieke zone wordt aangegeven door 2 .

De tTweezljdige overechri dingskans 1g dan geliljk aan tweemasal

de kleinste ccnzljdige . Bij asvimetrische verdelingen heef't deze
methocte echter het bezwacr, dat er een groot verschil ken ont-
steegn tussen L en de werkelil jke onbetrouwbaarheid. Als de klelin-
sTe ol de grootste waarde, die W aan kan nemen, een waarschin-
lijkheid >3 o« heelt; wordt dc zo gedefiniecerde kritieke zone
bovendien eenzlijdig. Het verschil tusscn « en de werkeliljke on-
betrouwbesarhe1d is dan 2 ol .

Bi,)y voorbeeld 1 bestaat de kritieke zone L met onbetrouw-
bazrheidsdrempel 0,05 uit d¢ waardenW=16: 37; 92 en 98 (=zie
tabel 3) De werkeligke onbetrouwbecarheid is 0,0333. Bij voor-
beeld 2 vindt men voor de kriticke zonc Z met oo = 0,05 de¢ waarde
W=0; de werkeli jke onbetrouwba.rheid is: 0,0030 y(hier is de

kritieke zone Z dus cenzijgdig).

Bly csymmctrische verdelingen komon nu verschillende andere
methoden in cenmerking. Bl voorbeeld 2 (waoer men te doen heeft
met een asymmetrische verdeling met <dén top) kan men een twee-
zljdige kriticke zonce vormen door do¢ waarden vanW met de klein-
ste waarschijgnlijgkheden bijeen te zoeken totdat de gekozen on-

betrouwbaarheidsdrempel het toecvoogen van een nieuwe waarde ver-

hindert. Deze kriticke zone wordt cangegeven door Z, . De over-
schrijdingskans wordt hier de som van de waarschiinlijkheden die

niet groter zijn dan de wacrschignlijkheid van de gevonden wearde
van w,

(J

B1j voorbeeld 2 bestaat de kritieke zone Z, met onbelrouw-
baarheidsdrempel 0,05 uit de wasrden W =8 en W= 78; de werke-
11ijke onbetrouwbaarheid is 0,0030 + 00,0280 = 0,0310. De over-

8chrijdingskans van de gevonden waarde W = 22 is:

F.



0,0599 + 00,0030 + 00,0230 = 0,0909.

De kritieke zone Z, heeft echter bi) asymmetrische vordellngen
met meer dan één ton (dus gevellen ols die van voorbeeld 1) het
bezwaar dat het linker- en rcchterdecl der kritieke zone nietl
ieder cen aancengesloten gehecl vormen. Bij voorbeeld 1 bestass
de kriticke zone Z met onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05 uiltl de
waardenW= 49; 58: 66 67: 72: 75: 76 78: 87: 92 en 98; de
werkell jke onbetrouwbaarhcid is O,0470.

a—y

Om te komen tot een algemene mcethode voor het stapsgewl]s

opbouwen van cen twoczijdige kriticke zone, die de genoemde Tii-

delen nict bezlt en die voor symmetr:sche verdelingen mel de

gebruikeli gke overecenstemt, stellen wiy cerst een aental prin-
cipes vast, die wij bij deze opbouw 1n de aangegeven volgorde
willen toepassen. Dezce nrincipes zijn:

a) het linker- en rechtordeel der kritieke zone vormen DL

L

icdere stap leder cen aancergesloten geheel,
b) alle waerden, die tot cen kriticke zone behoren, beirdren

ook tot alle kriticke zones met grotere onbetrouwbadm -

he idsdraempc L

e

c) big ilcdere stap wordt het verschil tussen de onbelrouw-
beurhecden van het linker- en rcechterdeel van de kritiekc
zone in absolute waarde zo klein mogell jk gehouden,

d) d¢ onbetrouwbaarhcid van do kritieke zone wordt, voor
icdere onbetrouwbaarhe idsdremncl o« , zo dicht mogell Ji
bl1J « gehoudaen,

e) indien dc¢ principces =, . ..d blg cen bepaalde stapérﬁﬁﬁ:
cin, doch twee mogelijks nicuwe waarden aanwiljzen &1s
volgende bouwsteen voor de kriticke zone, worden dezu
tegelljk aan ov kKrit.cke zone toegevoegd.

Deze princines :lulten dus de bovenbeschreven methoden ( Z en

Z,) als algemens methoden uit ¢n lciden in symmetrische gevalien

tot L= 4, . Verd r wordt een oncdubbelzinnige opbouw verkregen,

die op canschouwcli jke wijze, als volpt beschreven kan worden:

Volgens principe ¢ kiczen wij van de grootste en de kleln-

ste waarde die W aan ken nemen degene met de klelnste waafschijnm
11jkheid; zi1Jn de waarschignli jkheden van deze twee waarden adan
elkaar gelijk dan nemen wij belde waarden (principe e¢). De vol-
gende waarde van W , die wij bi; de kritieke zone nemen, 1is &cn
waarde links of een waarde rechts zodat het linker- en rechter--
deel derkritieke zone ileder cen aancengesloten geheel vormen



(principe a) ¢n dat het verschil tussen de onbetrouwbaarhed:n
links en rechts in absolute wasrde zo klein mogelijk is (prin-
cipe c¢). Wij vervolgen deze opbouw door iedere keer links of
rechts een waarde van wW bilj de kritieke zone te nemen totaat de
gekozen onbetrouwbcarheidsdrempel het Loevoegen van een nieuwe
waarde verhindert.

Als het towvoegen van een waarde links in absolute wazrde
hetzelfde verschil tussen links en rechts geeft als het tToevoegen
van ecn waarde rechts dan wordt van deze twee waarden degene mevT
de kleinste waerschijnli jkhei1d toegevoegd (princice b en 4d).
Tenslotte: is het verschil tussen 1links en rechts in een bepaald
stadium gell jk aan O en hebben de volgende linker- en rechter-
waarde van W dezelfde waarschijnlijgkheid dan worden beide walrden
toegevoegd (of als men daarmece o overschri jdt, geen van belde
(principe e).

Wijg zul.en de zo gedefinicerde kritieke zone aanduiden als

Z . .

i
De tweezl jdige overschrijdingskaens wordt gedefinieerd &ls

de onbetrouvubaarheid van dé kleinste kritieke zone L., , die de
gevonden waarde vanw pevat.

Bij voorbeceld 1 bestaat de tweeczijdige kritieke zone £, met
onbetrouwbaarheidsdarempel 0,05 ult de waardenWs= 16: 87; 92 en 98 ;
de werkell ke onbetrouwbaarheid wordt hicr 0,0333.

In tabel 6 staon voor ieder der mogelljke waarden vanw bil]
voorbeeld 1 de volgens Z, gedeflini€erde tweezijdige overschrij-

dingskansen vermeld (kolom (2} ). In d¢ kolommen (3) en (%)

staan de tweezijdige overschrijdingskansen, die men vindt met
behulp van de normale benadering (zie rapport S 176 (M65);

par. 8); bij kolom (3) is geen continuiteitscorrectie toege-
past; bij kclom (4) ecen continuiteltscorrectie ter grootte van
1.

De cijfers tussen haakjes in kolom (2) geven de volgorde

aan waarin de wacerden van W bilj de kritieke zone genomen 2zl jn.



ree tweczljgdige overschril cingskansen bijy voorbeeld 7

2y | (3) ()
, Uweggztaigeovéraahrigdingskans
— ] I
benaderd
| cxXact : u;;;g;r

continuitelitscorrectie
4) 0,02¢ * 0,0272
6) | 00,0950 - O, 1074
11) | 0,1736 0, 1416
3) 0, =540 ‘ 0, 2846
7Y 10,3472 * 0, 3844
) | 0,4238 | 0,459

) 00,5390 00,6334

) 00,6800 O, 7414
) 0, 8414 : 0, 3966

)

\

0, Q2 d

d ' 0, QL4
O, G4l 0, 8966
O, 7414 0, 7372

|
7 ) 3 O,52202 0,6384
0,558 (173 | 0,586 0,5892
0,5025 (19" l SIREatete * 0,5008
0, 3806 )L o, 37 ‘ 0, 3844

} O, 200G _ Q, 3174
i O, 0552 - 0, 2846
0, 1808 O, 2040
0, 1416 ; 0, 1586
00,0950 | O, 1074
0, 0813 00,0950
l 0, 0602 0,0702
O,0376 ’ O, 0444
‘ 00,0132 ’ 00,0160
0, 0050 00,0060
00,0012 _ 00,0016
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