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Een toets tegen kettingcorrelatie bij lineaire regressie van 

J. DURBIN en G. S. vJATSON ( 1950 en 1951) . 1) 

1. Inleiding 

Indien er in een reeks waarnemingen correlatie bestaat 

tussen opeenvolgende waarnemingen en geen corr~atie of een 

veel zwakkere tussen verder.uit elkaar gelegen waarnemingen, 

dan spreken wij van kettingcorrelatie (Engels: serial corre
lation). Een onderzoek naar deze correlatie is vooral van be

lang bij tijdreeksen waarop variantie- of regressieanalyse 

toegepast zal worden, zoals b.v. bij economische problemen 

vaak voorkomt. 

Wij gaan uit van het regressiemodel: 

(1) j_,-= fr; +f1Y.1,+ ..... +f1KX-1<t+Y:,; i::::1, ..... ,n; l<n, 

waarin j11 , ..... . , ({ de onbekende regressieco~ffici~nten zijn, 

X1i, • - · • · · ·, XK,( de waargenomen waarden van de onafhanke 1 i Jke varia

belen x.,, ..... . ,xk. die wi J niet-s toe hast is ch onders tellen en y, de 

stochastische afhankelijke variabelen. De stochastische groot

heden ~, zijn onbekend. 

Opdat de kleinste-kwadraten-schattingen voor / 1 ) ..... ,(11< \ 
de beste lineaire zuivere schattingen zijn ( 11 beste 11 wil zeggen:\ 

de kleinste variantie bezitten) en voor het toetsen van hypo

thesen over de /3 's de t -toets (STUDENT) en de F -toets (FISHER) 
gebruikt kunnen worden, moeten de grootheden Yi onderling onaf

hankelijk N(o,a-)-verdeeld zijn. Met de toets van DURBIN en WAT
SON wordt nu de onderlinge onafhankelijkheid getoetst tegen het 

alternatief: kettingcorrelatie zoals deze wordt weergegeven in 
het model: 

( 2) ~ == {? '!:fl-1 -t ~, ; L = ~, .. " .. , 11, "> 

waarin Ip { < iis en U.;, onderling onafhankelijke N (a/l)-verdeelde 

grootheden zijn. De nulhypothese luidt dus: f ==- o ; f ;> o betekent 
----------
1) Dit memorandum is slechts bedoeld als ori~ntatie en streeft 

niet naar volledigheid of volledige exactheid. 
2) N { f ,<:r) : Symbool voor normale verdeling met gemiddelde f1 en 
spre iding <f'. 

\ 
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positieve corre1atie en p< o ne2atieve correlatie. 

2. Xoetsingsgrootheid 

Om de toet ingsgrootheid biJ 

eerst de kle1n3te-kw2dr~ten-schitt1 

toets te bEr~kencn moeten 

n ~o, ....... , bk. 
b~paald warden. Deze schattingen ziJn het eenvoudi 

VO Or /30 , .. , pk 
t u1t te 

drukken met behulp van de matr notatie. Hiervoor defini~ren 

wij de gemiddelden: 
n 

- de( -1 ;; - di[ -1 \ , 
x.1 = /1. ,-~. x,i ) ... ''' ... 'x:K = n ,L :x:Ki 

· CC "f 

6 - ) k ... ( x, \/ )-1 V 'x ... -t k. x"' en _ A I\ _ 

w a a r bi j X I u j_ t X on ts t a at door v e rw is s e l j_ 

men en (X'X)- 1 de inverse van (X'X) is. 

( 3) 

dan 

( 4) 

Noemen wiJ de residuen I: : 
cle F 

_:_ i Y, - ( ~o + ~ 1 X,, + · · · · · + bl-< X,KL) :::: 

is de toets1ngsgroothcid: 

n -1 n 2, 

l c\{lr [ ~ ,._ ] ~- ( , \ 
~ = L. ~' · (- 3-c - ~ l--1 ) · 

ki - ta 2, 

van rijen en kolom-

Besta[t er een positieve kettingcorrelatie tussen de~ 

(p>o)dan zullen de kle re wa5rden van 4 waarschijnliJker 

warden dan onder de nul othese; het kritieke geb1ed ij de 

eenziJdige toets tegen positieve kettingcorrelatie zal dus 

uit kle1ne waarden van~ bestaan. BiJ een negatieve correlatie 

(f < o)wordt-n de grotere 1a;:=irdEn van 9 waarschijnlijker. 

Het blijkt dat de verdeling van d beperkt is tot het inter

val (o;~) 



3. Grcn~En v·:or d. kritiskc w~arden van de toetsingsgroothcid. 

DURBIN en 1i 1N 1 t· 1 • l c' e'ln~1·J~ 10 ~ l I g e v c n 1. n i1 u n a r 1 r. e . v o or :le . c . "-• l ... 1::- c 

toets tegen po~iticvE kettingcorrelatie (dus p>o ), bij dr1e 

wasrden van dE onbetr~uwbaarhe1d: 0,05; 0,025 en 0,012 ondEr-

b _/ l 7 l{ r 1· t 1 el./.' t"' "' c'", ,0 : r~ ,.i. r.'' n v· c"'., 1·1 en ovE:ngrcnzen, re,::;p, o.L en cu voor o . .. -- ". - -

4 v:ior ~"'1, ... ,5 ( l,J noemcn cJit aant21 onafhankelijl{e varta-

belen R1 
) en voor 11:: '15(1) L.io(5) 100. Er ziJn dus bJ.J een be--

paalclr:: onbctrouwbaarheic en 2fh .. nkeliJkhei.d van de wE,ardE.: c1i,~ 

voor d wordt gevonden dr1 mo liJke resultaten van de toets: 

0) (_, 

3) 

nu11,ypothc p=o wordt verworpen ten eunste 

v un ".JDS it ieve corre lat ie p > o ·, 
de nulhypothese wordt niet verworpen en 

de to ts eindigt onbeslist. 

De eenz1Jdigc toets tegen negatieve correlatie is niets an

ders dan de toets tcg n posit1eve correlatie toegepast op de 

waardefi.-'E;. 
t , , " ' 1 . 

De tweeziJdige toets is een combinatie van de· wee eenz1Ja1ge 

toetsen. De onbetr~uwb22r~ejd is d,n natuurlijk de som van de 

onbctrouwbaarhede van de ~enzijdige toetsen. De verschillenG 

mogelijke result ten vsn de eenziJdige toetsen kunnen wij voclr 

de tweeziJdige samenvatcFn t t: 

1) d 1 _,, ·' 
OU J. L <C: D he t j n t er v 1 ( d. L ) 4 - c() : 

de nul a hese wordt verworpen, 

j_n 11et lntfcrval ( dq,LI -cllJ: 
e nul 

3) alle and~re gevallen: 

these wordt nlet verworpen en 

de toetc etndigt onbeslist. 

4. Nader onderzoek indien de toets onbeslist ge~indigd 

Om in die gevcllen waarin de boven beschreven toets onbe

sl1st is getindifd toch tot een uitspraak over het al dan niet 

verwerpen van de nulhy~othesc te kome11 wordt aan de waarschiJn

liJkheidsverdel van d een b kende verdeling aangepast. Omdat 

,4 beprkt is tot het interval (o; Li) dm~ 5:.¼ tr:)t het interval 

(o; 1) wordt hiervoor een B -verdeling gekozen. Voor deze aan

passinG warden de eerste twee momenten van j gebruikt die met 

behulp van s0oren van enk Je matrices bepaald kunnen warden. 



H~t spoor van cen vierkante matrix 1s de som van de elementen 

op ziJn hoofdd 1 agnnaal. 

Met de eerste verschillen 

en de tweede verschillen 

de finj_crcm Wl. J dr matrice::J 

(

6X 1, · 

.· \I def • 
ills=: . 

6.X. 111 

1\ -., \ 
" ~ 4 k7. \ 

I 
. , .. 6X,< / ·1'1 

De matrices waarvan w1J de sporcn nodig hebben zijn dan 

S1 = (tiX)'(uX)(X'X)-" en 

Si::-: (t}X)'(6.'<X)(X'X)- 1 

De eerste twe momenten van d ziJn dan: 

( 5) £, ( i ) = ( n - i< - 1 r 1 
[ i, ( n - 1) + s r 5.i] ) 

( 6 ) er' fr/) ~ x. [ ( n - k - 1 )( n - /( 1 1)] -iz. ( 3 n - 4 )- ( n ~ k -1) { £ ( 4) r-2 s p S z + ) p 5/J 
? 

Hierin is sp S; gelijk a~n <je f30m van de kwadraten van alle 

e lementen v;:m \ . 

Onderstellen wiJ nu dat eenB-verdelh1g bez1tJ du::; 

dat de waarschiJnliJkhe1dsdlchtheid gegeven wordt door: 

en 

c (~) =: ~--
b+Q 
I ' 1.-

dan geldt v or~ en q : 

(7) p+q,+1 :<: ici)[Li- t(c:1)][c~--(<:i.)}- 1
, 

(8) pc: i (r;i). (/a+s . .)/4. 
Voor het bepalen van dL kr1tieke waarden van deze verdeling 

kunnen de tabellen van CATHERINE THOMPSON (1941) gebru1kt worden 

of tabellen van ck F -,verdeling (bov, FISHER and YI\Tl~S (-19l-f9) ) 

voor de groothc·d 
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met 111 = 2q. en n2. = ~p vrijheidsgraden (bij de toets tegen 

posit ieve corre lat ie zi jn voor F .juis t de grote waarden kri t iek:) 

of, indien ip en Z~ geen gehele getallen zijn de benadering van 

CARTER ( '1947) voor de kri tieke waarden van :t ::;: ,- 1 en F ( natuur . 

lijke logarthme). Deze laatste benadering is, bij de onbetrouw

baarheden0<'.::0,05 en o<'. = 0,0'1 (voor de toets tegen positieve 

correlatie): 

waarin 

en. 

is en~ en A de volgende waarden bezitten: 

0, 0'1 

Bij de toets tegen negatieve correlatie verloopt de benade

ring volkomen analoog, mits overal ii-0 in plaats van g gebruikt 

wordt; voor de parameters pen q zullen dsn andere waarden ge

vonden warden (immers ~(4-4):::: ~ - [(i;l) en CT'.<(4-4)=0z(<;!J). 

5. Enkele opmerkingen 

'1. Zijn de onafhankelijke variabelen directe functies van de 

tijd (vooral monotone functies) dan kan in vele gevallen ook 

een slechte aanpassing (eEn slecht gekozen regressiemodel) 

leiden tot kleinere warden voor ~ dan men bij een betere aan

passing zou vinden, In deze gevallen verdient het dus aanbeve

ling eerst een aanpassingstoets (b,v, xi ) toe te passen, 

2. De toets tegen kettingcorrelatie kan ook toegepast warden 

in variantie-analyse problemen, voor het onderzoeken van een 

eventuele kettingcorrelstie in de tijdsvolgorde der waarnemin

gen en bij de aanpassing van orthogonale polynomen, Bij varian

tie analyse schema's zijn de onafhankelijke variabelen Xj ge

woonlijk bekende eenvoudige waarden die direct met de proefopzet 
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·J8rc:,metcrs v2n e 0,,.' )I'::w:C· ct (zoels c1 2antallen gro oen per 

c 1 a s s J_ f i c c:i'c 1 b : J n 1-c l . , f 1: 1,,r ,, e v () u cU 2 c~ v a r L a n t i e a n a 1 i~; ) " 

Bi. J ck :> npass ing met ort gonG le po 1ynomc.n kunnen € ( sf:.) n 

6 1\~) wore~, n ui'cg,.c:pulct ::.n grnothc en c.he met behulp v,m ta-

bcllen vc:m (!;,~, ortl1og,Jna1e o!Jnomcn tc be;Jalen zi,:[rL f;UHBIN 

v~n zowel voor enkel- en tweevcudige variantie ana

lyse al8 VJor de 5n as~1ng met ortho~onal polynomen voorbeel 

3 De tor::ts van DTJHBIN en ON 1s slechts vonr zeer spcc1ale 

re g.r" s s L F.: E:, t em c n ( 2 1 1 c c i D 1 1~::: c1 clan t c n v 8 n X ) J c1 i e w :L J hi.er n jet 

nader zull:=.n bespr,l,:cn 3 un1f,·)rm mc:est ~md2rsche:Lcld1d ten op• 

zichtc van allc mogeliJkc zuivcre toetsen. Een tacts is zuiver 

indien zijn ~ndcrschridingsvermogen,althans onder alternaticvE 

hypothesen di: w::::inig vc:n de nulhypcthese verE,clnllen (hie:r ilu:o 

voor waardcnvanf in ct buurt van o), niet kleiner is dan z1jn 

onbetrouwbaarhr d onder de nulh: othesc. 
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