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Fen toets tegen kettingcorrelatie bij lineaire repressie van
J. DURBIN en G.S. WATSON (1950 en 1951),ﬁ)

7. Inleiding

Indien er in cen reeks waarnemingen correlatie bestaat
tussen opeenvolgende waarnemingen en geen correlatlie of een
veel zwakkere tussen verder . uit elkaar gelegen waarnemingen,
dan spreken wij van kettingcorrelatie (Engels: serial corre-
lation). Een onderzoek naar deze correlatie is vooral van be-
lang bij tijdreeksen waarop variantie- of regressieanalyse
toegepast zal worden, zoals b.v. blj economische problemen
vaak voorkomt,

Wij gaan ult van het regressiemodel:

(1) Y= fo+faxar ox farvi 3 i=tn s kem,

waarin/ﬁ,.““A,/% de onbekende regressiecoéfficiénten zljn,
D TR » X de waarpgenomen waarden van de onafhankelijke varia-
belen x,,...... X, die wij niet-stochastisch onderstellen en y de

stochastische afhankelijke variabelen. De stochastische groot-
heden ¥; zign onbekend.
Opdat de kleinste-kwadraten-schattingen voor f,,.. ..,/ k

\

de beste lineaire zuivere schattingen zijn ("beste" wil zeggens
de kleinste variantie bezitten) en voor het toetsen van hypo-
thesen over de f's de t -toets (STUDENT) en de F-toets (FISHER)
gebrulkt kunnen worden, moeten de grootheden v; onderling onaf-
hankelijk N(0,07)-verdeeld zijn. Met de toets van DURBIN en WAT-
SON wordt nu de onderlinge onafhankeli jkheid getoetst tegen het
alternatief: kettingcorrelatie zoals deze wordt weergegeven in

het model:

(2) Vio= PVi, + Ui (=2,

A e wae s e wem e oo

1) Dit memorandum is slechts bedoeld als ori&ntatie en streeft

niet naar volledigheid of volledige exactheid.
2) PJ{N,Gj : Symbool voor normale verdeling met gemiddelde Moen

sprelding ¢ .



positieve correlatie en p<o negatieve correlatie.

2. Joetsingsgrootheid

Om de toetsingsgrootheid bij deze toets te berckenen moeten
eerst de kleinste-kwadraten-schattingen éo, ....... by voorf%,”qﬁk
bepaald worden., Deze schattingen zijn het eenvoudigst ult te
drukken met behulp van de matrix notatie. Hiervoor definiEren

wij de gemiddelden:

— def 4 8 — def ‘15 — def di
B B BE W e e §E 2y
en de matrices: B
Yy X = Xq o Xoq=Xy oo oy = Xy by
def | - def . .
Y=/, X= : : ent b
dn X T X XX X ™ Xk by
Dan vindt men met de met.ode der kleinste kwadraten:
- — - ' ~T
éo::‘~(._\1x1+ ...... +EKJCK> en ES(XX) Xy

P ! 2 s - N PO .
waarbij X uit X ontstaat door verwisseling van rijen en kolom-
RN ) / ,
men en (X'X) de inverse van (X X) is.

Noemen wij de residuen Z; :

Ei ;l-if !;“(éo"L éqx1t+---~‘+}ikx‘xl):
(3) ~ .
= Z( “‘_Y - B1<X’1L“x’\>‘ ~~~~~ - ‘3" (Xk("'x'k.)
dan is de toetsingsgrootheia:
def ° 3 -t 2 Z
) d= 2] I (z-z.)

Bestact er een positieve kettingcorrelatie tussen de u;
(p)O)dan zullen de kleinere wasrden van d waarschijnli jker
worden dan onder de nulhypothese; het kritieke gebied bij de
eenzijdige toets tegen positieve kettingcorrelatie zal dus
uit kleine waarden van d bestaan. Bij een negatieve correlatie
(p<:o)word€n de grotere waarden van d waarschijnlijker.

Het blijkt dat de verdeling van é beperkt is tot het inter-
val (034)



3. Grenzen voor d- kritieke waarden van de toetsingsgroothexd.

DURBIN en WATSON geven in hun artikel voor de eénzijdige

toets tegen pozitieve kettingcorrelatie (du8(0>o , blj draie

waarden van de onbetrouwbaarneid: 0,05; 0,025 en 0,01, onder-
en bovengrenzen, resp. d,. en d, voor d.- kritieke waarden van

d voor é:ﬂr.m,ﬁ (z1ij noemen dit aantal onafhankelijke varia-
pelen £' ) en voor n=15(1) 40(5) 100 . Er zijn dus bij een be-
paalde onbetrouwbaarheid en afhonkelijkheid van de waarde dile

voor Q wordt gevonden dric mogelijke resultaten van de toets:

1) d §(iL : de nulnyoothc p=a wordt verworpen ten punste
van positleve correlatie @20 ;
2) dz2d, : de nulhypothese wordt niet verworpen en

3) d,<d<d, : de toects eindigt onbeslist.

De eenzijdige toets tegen negatieve correlatie is niets an-

ders dan de toets tegen positieve correlatie toegepast op de
waarde 4 -d
4 v . N 5 . . ”r-’“"‘ -
De tweezijdige toets 15 een combinatie van de twee €eenzljalge

1

toetsen. De onbetrouwbaarneid 1s den natuurlijk de som ven ce

onbetrouwbaarheden van de =enzijdige toetsen. De verschillende
mogell jke resultaten ven de eenzijdige toetsen kunnen wlj voor
de tweezijdige samenvatien tolt:
1) 4 buiten het 1nterval(dL,4-dJ:
de nulhypothese wordt verworpen,
o) d in het interval_(du,4~ch$
de nulhynothese wordt niet verworpen én
3) alle andere gevallien:

ce toetoc eindigt onbeslist.

4 Nader onderzoek indien de toets onbeslist gedindigd is.

Om in die gevallen waarin de boven beschreven toets onbe-
slist 1s ge€indigd toch tot een ultspraak over het al dan niet
verwerpen van de nulhynothese te komen wordt aan de waarschijn-
11 jkheidsverdeling van é cen bekende verdeling eongepast. Omdat
Q beprkt is tot het interval (0;4) dus 9&4{ tot het interval
(O; 1) wordt hiervoor een B -verdeling gekozen. Voor deze aan-
passing worden de eerste twee momenten van g gebrulkt die met

behulp van sporen van enkele matrices bepaald kunnen worden.



Het spoor van een vierkante matrix is de som van de e¢lementen
op zlgn hoofddiagonaal,
Met de eerste verschillen
def
A Xj = Xy = Xija

en de tweede verschillen

2y Aol : \
A -'C(J' josnnd A :( - A XL } g = /JC ;J ;) (X,"J_1 - x’ﬁ,j'll.)
defini€ren wij de matrices \
, %
AXgy oo Q?‘ka\ A Xgg v L7 Xy
de ; ; 2 ' ;
A\)(:::; : . en A X — | '
A‘ :(11’1 o A "(Kr\/ A“\ x’ll’] v Aj‘ th

De matrices waarvan wij de sporen nodig hebben zijn dan
S5, = (AX)I(AX)()('X)—1 en
S, = (a*X) (a)(X'X)

De eerste twee momenten van 4 zijn dan:

(5) 8(d)=(n-k-1)" [a(n-1)+sp 5],
(6) i) = [( k-1)(n-k+1)] |2 1 3n-4)-(n-k-){E()] -2 5S4 5657

Hierin is sp.& zelljk aen de gom van de kwadraten van alle

elementen van 51
{

Onderstellen wij nu dat /2 eenl}—verdellng bezit, dus

dat de waarschijnlijkheidsdichtheid gegeven wordt door:

[B(ea)] (%) (1- %)

en

Ed)=2P  en §3d)=16 P (p+q) (b w)f

pta
dan geldt voor p en q

(7) peqet = ()4 @] o)
(8) b- £(d). (k+a)/s.

Voor het bepalen van dc¢ kritieke waarden van deze verdeling
kunnen de tabellen van CATHERINE THOMPSON (1941) gebruikt worden
of tabellen van dc F -verdeling (b.v. FISHER and YATES (-1949) )

voor de grootheild

(9) F=p(4-d)/(ad)



met Ny =29 en Ny= 2P vrijheidsgraden (bijy de toets tegen
positieve correlatie zijn voor F .juist de grote waarden kritiek!)
of , indien 2p en 29 geen gehele getallen zijn de benadering van
CARTER (1947) voor de kritieke waarden van % =2"0nF  (natuur-
1ijke logarthme). Deze laatste benadering is, bij de onbetrouw-
baarheden®=0,05 en « = 0,01 (voor de toets tegen positieve

correlatie):

Vhelh =Yg - Vapl [0 % - % ]

5: %P + %?, , i’l: % en )\:(gzwg)/é

is en é en A de volgende waarden bezitten:

ocl'oso5 ‘ 0,01

s | 71,6440 2,3263
X | 0,0491 0, 4020

Bij de toets tegen negatieve correlatie verloopt de benade-
ring volkomen analoog, mits overzl {-d in plaats van Q gebrulikt
wordt:; voor de parameters p en 9 zullen dan andere waarden ge-

vonden worden (immers %(4._§)::4-5(4) en Oi(4~é):64(§>)

5. Enkele opmerkingen

1. Z1Jn de onafhankelijke variabelen directe functies van de
tijd (vooral monotone functies) dan kan in vele gevallen ook
een slechte zanpassing (een slecht gekozen regressiemodel)
leiden tot kleinere wa rden voor @ dan men bilj een beltere aan-
passing zou vinden. In deze gevallen verdient het dus aanbeve-

ling eerst een aanpassingstoets (b.v. X@ ) toe te passen.

2. De toets tegen kettingcorrelatie kan ook toegepast worden
in variantie-analyse problemen, voor het onderzoeken van een
eventuele kettingcorrelatie in de tijdsvolgorde der waarnemin-
gen en bij de aanpassing van orthogonale polynomen. Blj varian-
Tie analyse schema's zijn de onafhankelijke variebelen x; ge-

woonli jk bekende eenvoudige waarden die direct met de proefopzet



D

- 2 2 a 1 | . -
menhengen, Hicr kan men dan Z(é) en ci(é)ultarukken in de
naremeters van deze orocionzet (zoals de aantallen groepen per

assificatie bijy enkel- of twcevoudige variantie analvse).

(@]
—

Bij de a.npassing met orthogonale polynomen kunnen g(é) en
6%@) word:n uitgedrukt in grootheden die met behulp van ta-
bellen van deze orthogonale polynomen te bepdalen zijn. DURBIN
en WATSON geven zowel voor enkel- en tweevoudige varilantle ana-
lyse als voor de rfanpassing met orthogonale polynomen voorbeel -

den.

3 De tocts van DURBIN en WATSON is slechtg voor zeer specliale
regressiesystemen (soneciale pedaanten van X ), die wij hier niet
nader zullen bespreken, uniform meest onderschelde«nd ten op-
zichte van allc mogelijke zuivere toetsen. Een toets is zulver
indien zijn onderscheidingsvermogen,althans onder alternatieve
hypothesen dic weinig van de nulhypothese verschillen (hier dus
voor waardenvarn £ in de buurt van 0), niet kleiner is dan zijn

onbetrouwbaarheid onder de nulhvnothesc.
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