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Verdelingsvrije toetsen voor twee 
methode der 2 x 2 -tabel *) 

.. 

Summary 

steekproeven en 
• • 

de 

door Constance van £eden 

Distributionfree two sa.mple tests and the method of 

t h e 2 X 2 - t ab 1 e. 
The method of the 2 X 2 - table ma)' be used Jor testing the hypothesis that two 

probabilities PA and PB are equal. This test is based on two independent series 
A and B of independent trials, each trial resitlti11g in a success or a failure with 
probabilities p A and q A = I - p A for series A, p Band q B == I - p B for series B. 

Each of these trials may be considered as an observation of a random variable 
which may take the two ,,values'': success and failure, which may be denoted 
by two symbols e.g. z1 and z 2 . Then the two series A and B a1·e two independent 
series of observations of two ·random variables x (for A) and y (for B), taking the -
value z 1 , with probability p A ( respectively p B) a1id the value z 2 with probability q A 

(respectively qB). The l1ypothesis PA == p B is the11 identical with the hypothesis 
that x and y possess the same probability distribution. This hypothesis may be tested -
by means of a distributionfree two sample test. 

A class of distribution free two sample tests mentioned in [I] (cf. p. 2 5 r) is 
• 

considered. It contains i.a. the tests of E. ]. G. Pi t m a n, F. W i l co x o n, 
M. E. Terry and B. L. van de r Wa er den. In this mainly expository 
paper it is shown that each test belonging to this class, when applied to the 
series of observations mentioned above, is identical with the method of the 
2 X 2 - table. 

I. lnleiding 

Indien men de hypothese wil toetsen, dat twee kansen PA en PB aan elkaar 
gelijk zijn, gebruikt men gewoonlijk de methode der 2 X 2 - tabel. Men heeft 
daarvoor twee reeksen (A en B) van experimenten nodig, alle experimenten 
moeten onafhankelijk zijn en bij ieder experiment van reeks A is de kans op 
t,succes'' p A, bij ·B is deze p B· 

Bestaat A uit m experimenten met a1 successen en a2 === m - a1 mislukkingen 
en_ B uit n experimenten met b1 successen en b2 = n b1 mislukkingen, clan 
kan men de resultaten als volgt samenvatten: 

.. . , . ' ..... . '. 

*) · Rapport S I 78 (M 67) van de Statistische Afdeling van het Mathematisch Centrum, Am
sterdam. 
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T ABEL I. \v'aar11.err1ingsschema 

aantallen 
reeks 

A I a1 I a2 I rri 

---- - · --- -t~t~~1- -----
1

----- .... . -----t~ ... ····· -- I t2 I N 

Op deze tabel kan men nu, als de aantallen groot zijn, een benaderende 
toets toepassen, b.v. de x2-toets; zijn de aantallen klein, clan kan men exact 
toetsen. De uitvoering van deze toetsen is voor de hier te behandelen kwestie 
niet van belang; men vindt deze b.v. beschreven in [2 ].Wel va11 belang is het 
feit, dat deze toetsen voorwaardelijke toetsen zijn, onder de voorwaarde <lat 

·• 

er in totaal t1 successen (en dus t 2 == N - t 1 rnislukkingen) gevonden zijn. 
Men redeneert als bet ware als vol gt: er zij n t1 successen gevonden, Ia ten wij 
nu nagaan of er hiervan, 1~ekening houdend met de verhouding m/n, niet te 
veel of te weinig in reeks A gevonden zijn. Verder merken wij op, <lat, onder 
de voorwaarde t1 

1 ) = t 1, door de voor a1 gevonden waarde ook de waarden van -
a2 , b1 en b2 bepaald zijn, zodat a1 als de toetsingsgrootheid van deze toets be-
schouwd kan warden, ook indien men d~ze niet expliciet als zodanig gebruikt. 

Nu kan men ieder experiment aok beschouwen als een waarneming van 
een stochastische grootheid, die twee ,,waarden'' 1 nl. ,,succes'' of ,,mislt1kking'', 
aan kan nemen en deze waarden kan men desgewenst aangeven met de sym
bolen z1 en z2 • Men kan voor z1 en z 2 oak twee getallen nemen, b.v. o en I. 

De bovenbeschreven methode ondervindt hiervan geen enkele invloed. Men 
beschouwt dan dus de reeksen A en B als twee onafhankelijke reeksen van an
afhankelijke waarnemingen van twee grootheden x (voor A) en y (voor B), - -
die ieder de waarden z1 en z 2 kunnen aannemen, met kans PA (resp. PB) op 
z1 en q A = 1 - p A (resp. qB = r - p B) op z 2. De getoetste hypothese, 
PA= PB, kan clan ook geformuleerd warden als: x en y bezitten dezelfde - -
waarschijnlijkheidsverdeling. Dit is echter een hypothese, die men ook kan 
toetsen met behulp van een of andere toets voor twee steekproeven. Daar de 
onderzochte verdelingen verre van normaal zijn (alleen de waarden z1 en z2 

kunnen warden aangenomen) komt de toets van S t u d e n t niet in aan
merking; wel echter verdelingsvrije toetsen. 

De vraag doet zich nu voor, of toepassing van een dergelijke toets voor twee 
steekproeven dezelf de oplossing van het probleem gee ft als de methode der 
2 X 2 -tabel. Uit M. G. K e n d a 11 [3] p. 43-44 en r 65 blijkt reeds dat dit 

I) Stochastische grootheden worden onderscheiden van getallen (b. v. van de waarden die 
zij bij een experiment aannemen) door hun symbolen te onderstrepen. 
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voor de toets van W i 1 c o x o n inderdaad het geval is. I r1 de volgen<le pai·a
graaf zullen wij nt1 laten zien, dat dit voor een grate klasse van toetsen, waartoe 
behalve de toets van F.W i 1 cox on [4], [7 ], [9] ook die vein E. J. G. Pit_ 
m a n [5 ], M. E. T e r r y [ 6] en B. L. v a n d e r W a e r d e n [ 8 J behore11, 

het geval is. 

2. Verdelingsvrije toetsen voor twee steekproeven 

Beschouw twee onderling onafhankelijke steekproeven x 1, x2 , ••• , xm e11 

_v1, y 2, ... , Yii (m + n === N), die waarnemingen zijn van de stochastische groot
heden x resp. y. Stel dat de twee steekproeven tezamen genomen bestaan uit k 

- -
verschillende waarden z 1_<z2< .. . <zk en dat ~ (resp.~) ~v (resp. ~v) maal de 
waarde Zv aan11eemt. Laat verder av+ bv = tv zijn (v === I, 2, ... , k). De - - -
grootheden !1, !2 , ... , !k zijn dus de grootten der groepen gelijke waarnemingen 
en als er geen gelijke waarnemingen zijn clan is tv = I voor iedere v en clan is -
k = N. 

Wij beschouwen nu een klasse van verdelingsvrije toetsen voor twee steek
proeven, waarvan de toetsingsgrootheid, voor het geval dat er geen gelijke 
waarnemingen zijn, geschreven kan worden in de vorm: 

m. 

(2. I) u = E cp(ri, xi) - -- (zie [1 ], blz. 25 I). 
i= 1 

Hierin is ri het rangnummer van xi als de twee steekproeven tezamen genomen - -
naar opklimmende grootte gerangschikt warden. 

Verder beschouwen wij uitsluitend het geval, dat de kritieke zones op de 
gebruikelijke wijze worden opgebouwd uit grate en kleine waarden van u. -

De toetsen van Pitman, W i I cox on, 
hier alle toe. Voor deze toetsen geldt nl.: 

(2.2) Pitman: cp(ri, xi) = xi, 
(2.3) W i 1 cox on: cp(ri, xi)= ri, 

(2.4) Terry: cp (ri, xi)= E z.lv. ri, 

T e r r y en v a n d e r W a e r d e n behoren 

I 

(2.5) van de r W a er den: <p (ri, xi)= ' 
waarin E Z N,ri de verwachting is van de ri6 waameming van een naar opklimmende grootte 
gerangschikte aselecte steekproef ter grootte van N uit een normale verdeling met gemiddelde o 
en spreiding I en if;(€) het €-quantile van de normale verdeling met gemiddelde o en spreiding I 

is, dus 
• 

I 
(2.6) 

- 00 

Bij de laatstgenoemde drie toetsen hangt cp (ri,xi) dus niet van xi af, bij de eerste hangt cp(ri,x,) 
niet van r i af. 

, 
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In die gevallen, waarin cp(ri, xi) va11 xi afhangt wordt de toets steeds vo•(,"!f;',21; 
waardelijk uitgevoerd onder de voorwaarde dat de twee steekproeven tezar~ 
bestaan uit de waarden z 1 , z 2 , •• • , zk. Alleen 011.der deze voorwaarde nl. is:'~ 

verdeli11g van u onder de hypothese Ho, inhoudende dat ~ en ~ dezelfde .. vl:/,f'fi;i 

deling bezitten~ onafhankelijk van de verdeling van~ en~. 
Indien er gelijke waarnemingen voorkomen wordt de toets voor alle gevalli 

voorwaardelijk uitgevoerd onder de voorwaarde !v == tv (i1 == 1, 2, ... , ~)
1

~ 

Voor die gevallen, waarin cp(ri, xi) niet van ri afhangt ka11. (2.1) ongewiiz.i:~j 
gehandhaafd warden. Men kan clan dus schrijven 

k 

U === ~ av cp (zv), - -
V=l 

waarbij in het rechterlid dus alleen de aantallen ~1 , ~ 2, •.. , ~k (zie bovi~); 

stochastisch zijn. 
Voor de overige gevallen, dus de gevallen waarin cp (ri, xi) wel varr. :rt 

afhangt, gaat men als volgt te werk: de twee steekproeven warden tezatr1em.\ 
naar opklimmende grootte gerangschikt (gelijke waarnemingen warden hierbij1 

in een willekeurige volgorde geplaatst) en in deze valgorde warden de ra1ig:rr 

· nummers I, 2, ... , N toegekend. De rangnummers van de waarnemingen di~ 
.,;,:, 

gelijk zijn aan Zv ( <lat zijn er tv) zijn clan· 
v-1 

(2.8) 

Men kan nu verschillende methoden volgen, b.v.: 
a. vaor iedere v het gemiddelde r v berekenen van de rangnummers (2.8)::~;; 

dus 

(2.9) 

Als bijdrage tot~ van iedere waarneming van~, die gelijk is aan Zv neemt Il'l:~11 
-

clan <p ( rv, Zi,) dus 

(2.10) 
V=l 

b. voar iedere v het gemiddelde <p11 berekenen van 

• <p(hv + I, Zv), <p(hv + 2, Zv), ... , cp(hv + tv, Zv)• 

Als bijdrage tot '!:!: van iedere waarneming van x, die gelijk is aan Zv neeµi't;;J - . ·' 

men clan <fJv, dus 

(2.II) 
V=1 

. I ) V.oor · de toets van W i I c o x o n zijn de methoden a en b identiek, daar bij deze to?ts, 
<p(ri.xi) ·· ·· ri is. De hier gedefinieerde toetsingsgrootheid voor deze toets werd door W i l co+; 

: ' i 



l .. :it i1t:'t t)l')Vt~nstailil£it.~ \lt:>lgt ll~it. \<t.)<}r t.lt~ l1ier "bi~t1ttr1<i(·llll" \ 1l'tllt·l111gs\it1_jt· t<~'tser1 

\lt)()f t~,t~e stt~t~ki.·,r(,eVt!I1t de t,:>etsir1gsgr·(><:>theicl gcschr·c\/t~t1 k.1r·1 \\/( ,t~tlt·n i 11 lie 

~.; <. J i· ill 

'>lt!'''~'',;W"~'t"l> ,c, R· !/,.1. ~,,,;;~i1,:.1.,.r,;;r.t·, gf;i,J>t•: 1 l'•1Thf"l zi•rl ,iie niet t.alle <l,il1 elk~l.tll' {7t"li1k Z;J·l ... 
-~ it;'.at-Jf. f.f, -1 ,ti {W>' -~ 1 · %?1Jrt ,i, .., <>1) i!'ii- 4, 'ft.,,,~"-'· 1fi ~ f. Jt - ~ 0 i'-.w · _.... J J ,. ·· · ' · · · ~ · j ,,,..l le ,M i .- . ~ ,: -·:,, ,l'llt. ,.,_ - ...__ .,,,. , "'' .... ,,.,. ... 

1:1i1g~:-11 wij Zt)'n tllt:'ts tc)t:' , .. >f) het \V~1artlii:~tningsst~l1t~r11,1 v,1r1 titbcl I, clus (>f) twee 
steeli,r(JC\ten ciit~ tlest(;ian uit twee g1·<>t'{)et1 gt!li_jke waarnemi11gen. d,1r1 vv,:)rdt 

cie t < Jtt s i 11 gs gr i,'x·; t l,e i <.l 

tiier'it1 ziin tilleet1 11 en. a 1 st.c)chI1stisch ztxiat u een iine<1ire fur1ctie is \ran a 1, 
""' - - _... -

,l,~ t(it~tsingsgr!_)()tht~id v;.:t11 de 111etr1<)de clcr 2 :~.:::" .z -tabel. Dit betekent ecl1ter, 

d~,t gr{:it,e V\raai·den \1a1·1 u C()rresJX)r1deren met grc)te waarden van a 1 er1 kleine 
. - -

'11.rtcti\1'(1en "'··an ti met kieine ,~ra~irden \'~tn c1 1 ( c>f' c)mgekeerd, dat hangt c1f· van het - -
te·::;i,k· 't:..,,r·i '\1 a•· n·· "'' · -- I!, \ · ·•·· ;:..cw ,,,-i,I 

.; . ' , , , .('.JI .Ji ·---~ j'. 

Vcrc:ler zijn cie \l<.')(lrwa,irdet1, waar<)11der de toetsen W<)rder1 uitge\rc:>erd 

i(ier,tiek, 111. t. :: ... : t, er1 t,•, ::: ·; t.~. I:)aar tensl<1tte in alle gevallen de kritieke z<.)nes 
R ;.. ai Jc: ..._ _, -· 

<>i1 dezclf"de v..,•i_jze uit grc.)te er, klei11e \vaarden \1ar1 de tc)etsingsgrootl1eid warden 
(:,pgclx:>U\.vti, \l<:»lgt hieruit. <lat de tc.,etsen vc)c>r het beschouwde geval alle iden-

~ 1 " • 
tlt; K ZlJ l'l. 

Ter t(lClichtir1g beschouwen wij de tc)ets va11 W i 1 cox on iets nader. 

V1<X)f deze tl~ts geldt (zie (2 .9)): 

dus (zie (·..2..13)): 

(2. I 5) 

v()Ot de gr(X)theid \V (zie voet:nO()t I blz. I 6o) geldt dus 

(2.16) \V --- mn === -- (a1 N - mt1). -
Uit het feit dat de toets, gebaseerd op tl, identiek is met de methode der 2 X 2 --
tabel volgt d .. tt de momenten van de verdeling van u gevonden kunnen worden -
uit die van a 1 en omgekeerd. -
x on ingev<>ttd in [9]. lvfen gebruikt "'oor deze toets ook wel de grootheid U, die gedefinicerd 
W'ordt als de som \"-.n het aant.al paren waamen1ingen (x,,y i) met xi> y :J en de helft van het aantal 
J;l4lren v.~aarneminaten (xo1,v.) rne-t x. :::::::~ v, (i = r .. m·1··--·· 1 2- n) H1·•>'""'oor geldt ' ,5 , Cl .,,, .. J 'I .,· / t "'-' t • • • t , Jo J • • • J • ""'l. V ,.. 

Lj ___ 1, l-( I ) 
• _.c. .,. .. - 2 ,,i m ···r- I ... - - . 

ln (7) wordt voor deze toet.s de grootheid \\.1 -·- 2U gebruikt. 



Uit (2. I 6) volgt b.v.: 

(2.17) 

Opmerking: 

r62 

I I I 

rri 11 t l.> .l -
--·· . .-----···-···- .. 

N 2 (N- 1) 

. . '" . . . . ... . 

• ( zie [ 2 ] en [ 7]). 

Behal·ve de twee boven vermelde behc111deli11.gsmethoden a en b va11 gelijke 
waa1·nemi11.ge11 zijn er nog andere de11kbaar. Zolang deze e1·toe leiden, dat aan 
gelijke waa1·nemingen gelijke bijdrage11 tot ~ worden toegekend, terwijl deze 

. bijd1·agen voor de verscl1-illende groepen gelijke waarnemingen niet alle aan 
elkaar gelijk zijn en bovendien niet stochastisch zijn, blijft het bovenstaande 
onvera11.derd geldig. Indien hieraan echter niet voldaan is, hetgeen b.v. op
treedt, indien men bi11nen iedere groep van gelijke11 de beschikbare rang
nummers of waarde11. van 9-y onde1- de leden der groep ve1·loot - een methode 
die ook wel eens aanbevolen wordt - gaat de identiteit met de methode der 
2 X 2 -tabel verloren. Deze n-iethode verdient echter geen aanbeveling daar 
het onderscheidingsvermogen de1~ toets er 11adeling door be1nvloed wordt. 
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