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Kleinste kwadraten-schattingen voor de regressie—coéfficiénten van

een meervoudige 1iﬁeaire regressieevergelijkingq)

1. Inleiding

2)

We onderstellen dat n waarnemingen Tqoeees¥y verricht worden,

welke aan de volgende betrekklingen voldoen:

g =t gt ot P vy

(1,9) Yp =t Pyragte et Prxp Vs
1,1 .

Ty =& +}31X4n+' ¢ '+j5kxkn TV o

waarin °d’/31""’}5k onbekende regressie-co€fficié&nten zijn, Xij
(1=1,4.05K 3 J=1,...,n) bekende waarden van de onafhankelijke va-
riabelenen lj (j=1,.¢.sn) niet waarneembare onafhankelijke sto=-
chastische grootheden met verwachting Ezisi)en gelijke (onbekende)
spreidingen. ’

.De kleinste kwadratenschattingen.voor de co&fficiénten °<’/31:;
“"jbk zijn nu die waarden a,b,,...,b  welke voor ”i’Jaq""’}Bk;
gesubstitueerd de volgende kwadratische vorm minimaliseren:

n !

= .2 ol - - 2 ;

Z1J voldoen dus aan de relaties: ‘
JQ
(1:3) {5::}06=a = 0
J

en
(114) | 3%}%{%(’(—& =0 3 i::’],..,,k s \

1) Dit mémorandum is slechts bedoeld ter orifntatie en streeft niet
naar volledigheid of volledige exactheid.

2) Stochastische grootheden geven we met onderstreepte letters aan;
denken we speciaal aan de door deze grootheden aangenomen waar-

- den dan geven we deze met dezelfde letters, maar zonder onder-
streping, aan.




waarbij f=b betekent S =b, , Pooos sevas fr=b
We zullen de ultdrukking voor a en bﬂ""’bk eerst afleiden

voor het geval k=2 en daarna met behulp van matrixnotatie de al-
gemene formules geven,

2. Kleinste kwadratenschattingen voor het geval k=2

De relaties (1,3) en (1,4) luiden nu

n
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2 - = -2 ,=a=p X _ .=~b X,.) = O
(2,1) {a }o<=a 523 Vs 13 e 23)
en Jp=b
: n
S L -
2% = - Ay, ~a=b x, .~b X .) = 0 .
16 1do¢ =a J=1 1307 Ty eed
p=b
(2,2)
S n
99 = - (y . ~a-b x ~bX..) =0 ,
19f2 [ot=a j=1 BSTd Td TEE]
p=
Uit (2,1) volgt:
n n n
a = Z: yj/n - Db, 21~X1J/n - b, ;15x2J/n -
J=1 J=1 J=1

Substitutie in (2,2) geeft:
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5 %y LY 5T 00 5E) "be(xzj‘x25]= .
J=1 ,
n _ _ _
2 %oy V5T F,) Boly -Ep)]= 0
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of: n n n
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n n n .
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n n
(Immers sommen als > EA(yj—f) z1Jn nul en dus mag % xqj(yj—ﬁ)
J=1 n — _ J=1
vervangen worden door S (xqj—xq)(yj-y), enz.), De oplossing van
J=1
deze lineaire vergeliljkingen kunnen wij schrijven in de vorm:
n _ _ n _ 1
Z (X ) (v yy) L (x5 (%5 5-%5)
J=1 J=1
7 (5, (7.F) T (k. R)
. (Xp=xs) (¥ - Xy i=Xn
5= 2J 2 J 3= 27 c
b =
1 (o, E) S (x F) %y )
5o (x4 .~X vo(x, =X, ) (X,5.-X
3= 13 71 3= 13 1 23 72
T (kg E) (0, F) T (%)
X X X X P O S
j=1 13 1 2 72 3§21 2j 72
en
5 ()P S e FN D) |
X, =X T (%, =X ) (V,-V)
S (x, -E %) T (x,.E,)(y.F
R S o(Fs X)) (YL =Y)
3=1 13 71023 72 5= 2] 727 3
b, = '
) > (x, ) F (5, F) ()
. (x, .- Ky o= K o=K
3= 13 71 j=1 13 1 2 72
n — — L —_ 2
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gevonden hebben,




3, Kleinste kwadratenschattingen voor het algemene geval

Ook in het algemene geval vinden wij voor a, als oplossing van

n
(y,-a—b X = 0"'b X ,) = 0 3

(3,0 (2, =2

: 1 kKk
adﬁ=b SIS ]
de uitdrukking
n n n
a =) yv./n-Db, 2. X, /0 =~ es. =b_ 2 X _./0 =TF=b X =u..=b X .
Substitueren we dit in <§£L> =0 (i=1,...,k) dan ontstaat:
2 i’ A =3
peo

n
Z, xij[ijy—bq(xqj—xq)«...~bk(xkj—xk{] =0 (i=1,...,k) ,

of

o

n n
(3,2) b,l; (30378 (% 4 =K ) +ow oDy 2 (%K) (% K, =

H-Ei)(yu—y) (i=1,...,k) .

We zullen nu om overzichtelijker formules te verkrijgen de volgen-

de matrix-notatie invoeren:

Y=Y Lg% Foqmfo vee FpgmEy

X, V4V
Yoy Fao™g Foo™o oo KXy VoV
def . def ‘ : : def d
= @ 5 X == @ 0 e 3 v 5
In=Y LanHq Fon o e FpnTEy YTV

i b
° en b ==

P Py /
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Nu volgt uit (1,1) dat




zodat we voor (1,1) ook mogen schrijven:

(_}Lj-‘z) =ﬁ1(}{1j-x/]) + 2 % e +ﬁk<xkj"xk) + lj - _Y_ ; j’—— /l;ooo;n &

Met de bovengedefinieerde matrices is dit Te schrijven als

(3:3) 1=X/3 +y_.

De kwadratische vorm welke we moeten minimaliseren heeft nu de
gedaante

(3,4 o = (zxp)' (zxp) 2

en de lineailre vergelil jkingen waaraan de kleinste kwadratenschat-
tingen moeten voldoen gaan over in:

(X'X) b = X'y .
Hierin is (X'X) een kxk-matrix. Is deze niet singulier dan geeft
(3,5) b= (x X)Xty

de gezochte kleinste kwadratenschattingen voor qu,...gﬁk. Om te
bereiken dat (X'X) een inverse bezlt, moeten we elsen dat X de
rang k bezit, hetgeen overeenkomt met de eis dat de regressie-

vectoren,(xqﬂ—fq,...,an—ia) s (ng“ié""’xgn'xg) s ees s
(xnﬁeEE,.@O;xkh«ik}lineair onafhankelijk zijn, dus niet via 1i-
neaire betrekkingen in elkaar uitgedrukt kunnen worden.
Dit betekent oc.a. ook dat n>k is.

De kleinste kwadratenschattingen zijn de beste zuivere lineaire
schattingen d.w.z2.: ze bezitten van alle mogelijke zuivere 1ineairé
schattingen de kleinste variantie.

Het minimum van Q, dat voor de waarden b vanJﬁ bereikt wordt, is:

Q

Il

i = (=Xb) ' (y-Xb) = y'y - b'X'y - y'Xb + b'X'Xb =
=y'y —sﬂX(XWQ‘&V—y*X@UX)“%Uy &

(3,6) o _

’ +yx(xin) " ey xy =

7'y - y'R(xK)7 Ky = yiy - bIX'y

i
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3) A', de getransformeerde van matrix A, ontstaat uit A door rijen
!

en kolommen te verwisselen, dus / a a
’ 11 21 a a a
40 Boon = 11 12 43) .
a a a
a/‘3 823 241 22 23




4, verwachtingen, varianties van Dysesssby

Uit de uiltdrukking (3,5) voor b zien we dat de b's steeds 1li-
neaire combinaties van Tqsevesdy zijn. Daar in (3,3) Xij =0 is
en dus 8y = X p , geldt voor de verwachting van b:

&p = (x'x) X By = (X'X)’qx’ij =Jp = p.
De schattingen Ei zijn dus zuilver. Dit geldt ook, indien de A
niet onderling onafhankelijk zijn en/of verschillende spreidin-
gen bezitten, doch wel éixi =0 1is (i=1,...,n).

Z21jn de grootheden Xq,...;zﬂ wel onderling onafhankelil jk ver-

deeld met dezelfde variantie 6‘2, dan kunnen we als volgt de
covariantiematrix van Eq""’g bepalen. We maken weer gebruik van

K
het feit dat qu (qu—gq)(yj—ﬁ) = ;%? (qu'fq) Yy is, dus dat
n _ _ n _
Z G E (2 e E)
Z G T D] \Z T v,

We kunnen dan volgens (3,5) bﬂ"”’bk schrijven als:

b =A/l +cea+A

-1

Py = Ay I,

waarin de kxk-matrix A = (X'X)"

. 2
van Eﬂ,.,.ﬁgk geldt dan, daar<7{zﬁ,xﬁ} =0 (j#l) en ¢ {1

194 1 Yn
+ e & @ +A

1

kn yn 4

X' is, Voor de covariantiematrix
—cg is
5 ;

(5,1 (e - (j% SRS G’gig—j%) =

2 & 2
= U '( 4?— AijAkj> = G TLJAA' =
J=1
= oc. ) T xx (vx)7T =
& = 612. (X'X)_/] 8
Voor het geval k=1 is dus:
2 2, I -\ 2
- K-
ok} = O 2 EyE




Voor het geval k=2 1s, wanneer we
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n — - n _ 2
qu (x4 57%4) (3 57%5) !;{_;1 b %)
stellens
2 D =2
4§ o= °j§;[ (xp5%5) /12|,
2 o B _ .2
o {p__g){ = ¢ .j=’1 (X/u“ /l) / )Z! 3
- .S X (x,.-%,) /|2
5 pbl = & (57240 g 5720 °

En in 't algemeen wanneer we de minor van het element in de 1€

rij en k% kolom van 7 door \Zik\ voorstellen:
2 2
(4,2) 6% {bgb ) = %Azl / 12l
Men kan aantonen dat '
-1
(n-k-1)" " Qs

een zuilvere schatting voor &° is (J. van YZEREN (1954)).

Z1ijn Vs eees¥y onderling onafhankelijk normaal verdeeld met
geli jke spreidingen, dan komen de kleinste kwadratenschattingen
voor b&,Jaqg.n.{ﬁk overeen met de meest aannemelijke schattingen

(maximum likelihood estimates). De meest aannemelijke schatting

voor Crg is dan n 1Qm1n deze is asymptotisch equivalent met de

zuivere schatting (n-k- 1) Qi+ De grootheid Q /(7 heeft
nu een %: ~verdeling met (n-k-1) VIJJheldsgraden en is onafhan-
kelijk verdeeld van a, ~1,..n,gk,
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