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1. Inl~.t?~r1:,S, 
M. OGAWARA 1951· leidde een exacte toets tegen ketting-

• 

correlatie in een reeks waarnemingen af, terwijl E.J. HANNAN 

1955 dezelfde methode toepaste wanneer aan deze waarnemingen 

een lineair regressiemodel ten grondslag ligt. HANNAN bespreekt 

beide gevallen en vergelijkt de afgeleide toetsen met de toets 

gebaseerd op een rechtstreekse schatting van de correlatieco~f

ficit?nt en met de toets van J. DURBIN en G.S. WATSON 1950., 
1951 . De procedure van HANNAN geeft bovendien zuivere schat

tingen en exacte betrouwbaarheidsgrenzen voor de regressie

co~ffici~nten oak indien kettingcorrelatie aanwezig is. Deze 

schattingen zijn echter in vele gevallen niet de meest doel-

treffende. 
Voor een uitvoerigere bespreking van het lineaire regressie-

model en van de wenselijkheid van een toets tegen kettingcorre

latie verwijzen wij naar het colloquium-verslag S 174 M 62 over 

de toe ts ,1an DURBIN en vJATSON. 

2 .. Methode van M. OGAWARA '195'1 
2 .1. OGAvl J\RP.. onders te 1 t dat voor de waarnemingen 

het model: 

2.1;1 ' ( ( :, -; ~ . 

' . ~ . 
~ ' . . . ., 
l 

·- 1 ·-
l.J 
I ...... , 

· ·- ~ 11 .. ., . .- . 

voldoet, waarbij de grootheden u. normaal verdeeld zijn met 
- P" ; .... ... 

verwac ht ing O en variant ie c: ... ,. ; ze behoeven echter niet onder-

ling onafhankelijk te zijn, maar kunnen een kettingcorrelatie 

van de eerste orde vertonen, d.w.z.: 

2.1;2 (l:~1,, ... >2i1.+1):, 

waarin Ji".) < 1 is en de 1!_.r: onderling onafhankelijk 

• ,I' / 

~en gebruikelijke toets voor de hypothese 

1944 . 

= o is die geba-. 
' 

seerd op de schatting M.G. KENDALL 

2.1;3 
1. --1n·;1-· ··-~ 'l 1'1 +, ··- .--

- - - \I L l/ - - ~ - - - ·- , '.l . . . . . ( y . I 

· I O l 
• 

voor de eerste orde kettingcorrelatie co~ffici~nt . Hierin is 
1 "r1 i" 1 

~- :. .;_._ :;. (1n.-·1 • De verdeling van "i. 1 is echter nogal ingewik-
~ 0 ,., :: ., (,, 

keld, zodat ~j~rvoor een benadering gebruikt moet warden. 

1 Stochastische grootheden warden door onderstreepte letters 

weergegeven. 

2 
' 

deling met gemiddelde 

wij als symbool voor 
2. 

. < en variantie <T • 

een normale ver-
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2. 2. De· met·riode \l~an ()(~JAl~At,A <Jm eer1 exacte toets voor de hypo these 
· = o at~ te leitien berust r1u hie,rop, dat wij de voorwaardel1jke 

••• }! . > ., J . bE?ki jke11 c,nderj de voo:r'waarde dat 
· · 2 ..w,. ¾ - ;, l Y1 

~ , '·j #~ l ~ <t 1 _.. '1 dtw l, ,:""» 1 'If\ ~ . . ·. , 
,v# 

nomen waarden bez1ttez·1. Bij gegeven ~. (t.n, . . ~~) mogen wij 
"'

0 1T+f 

als constant, dus niet-stochast1sch 
'2 1 ,. r4"\ 

' .- 6 ~ [~.::~ 
. i# zijn dan de grootheden u, (t: zr 1,. ,. , , n) 

--id!!~~ ,.. t· ' ,,ill' , 

op een constante na geli.~jk en dus onderling onafhanke-
lijk normaal verdeeld. 

Volgens (2.1;2 gelden 
l "'ld 1 ·1 t j ?' ". .·"J'·' (' . •,. .,,.,e k . e e,e .· ,., ,,.. an 

nu de betrekkingen: 

en 

of 

en 
P

1 

F r I i .· 13 . . •'llr 
~~ ~ ~ ~- ;l,Je 

• -~· "}.J.. , .,,,,t . . -- J .J... w 
.i.~· ,.,,,i.+f '-+I 

Door vinden wij hieruit: 

voor y.· ,,··t· .. "' - · ' "',,,,,•@I" . ' ' * ~ . . "' ,I,. 
t·,~18, ' it.. 

It 41 ,, \ 
( , 3. I.J , ' , :, . . I -' .,,. 

De et1 va11 ender voorwaarde van 

e·n 1 

Voor de 

Koerr1en wi j 

2~2;2 

dan wordt 

' 

( 
J { ,. I LJ 
I. .J '1 f 

- .l ~ 

2.2;1 

Nt1 is volgens 2.1;1 

':} , 

-· l. t 

cius : 

VO lc:rt {~ 

Li + u 
'1 t· 41 ii..- - I 1 f i" 1 . 

.,, 

o/ 
, -· l t 

--· 
r1ieruit (n1et 

z t 

t It ·1 ,J ' . 

--

' 



en dus 

Noemen wij 

dan is dus 

2.2;4 

waarin de 

onderling 

'€·, . 1 

!f = - 1f 
l.. l/ ' 4 .. 1 u,, :,, . 

.I jf ' -'-, J:, 

hierin r;.og 

, d. C I, 
·v .:- u 
-t it 

• , 

• 

- ~ -

/_.( .. Ll , ... 
1 ,, 3 . 

I 

.} 

2. t· . 1 .:. l t + 1 

..... ......, U. U. , U ~ . . . , lL t .. 
1-2.t 1 3 2 -+t 

u 
2·t+1 

t = 1, ... ., n. ,) 

' onder voorwaarde van gegeven 
► Jt-r1 

is dus een lineaire regressiebetrekking, welke aan alle eisen 

voldoet vo~r de geldigheid van de toetsen en schattingen die bij 

de regressieanalyse gebruikelijk en kleinste 

kwadraten-schattingen, zie S 174 M 62 . 

~.3. Zo vinden wij met de methode der kleinste kwadraten als meest 
aannemeliJke maximum likelihood zuivere schatting voor 

{ 1 

2.3;'1 

2p 

-
• waarin . dt;f ')1 / 

j =-= 
' 

l. 
:, 

C is en • 

De hypothese f?:~o in model (2."1;2 komt overeen met de hypo-

these · =o in model 2o2;3 ~ Voor het toetsen van deze hypothese 
1 

gebruikt men de toetsingsgrootheid 

--- '., - .c· ----.. ·-·-·-~----~- --- - -----·-~-- ·- --n o/1 ........ 2 -"\ r • 

--2) 2 
l ..... 

/ --2 3;2 ( ')1 ✓- 'X 2- I l 'j '1. X I 

L 'j l t - -• - - t 1 t;, t =:.1 _1 t :1 -

die een Student-verdeling met ~~-1 

het kwadraat hiervan: 

vrijheidsgraden bezit, of 

2.3;3 ' L 
i ,: 1 

....... 1 I 

(11_2 -, 
-

7- - 7. t: 1 . t --

die een F -verdeling met 1 en ,r,_2 vrijheidsgraden bezit. 

den: 

aan 

Ook andere waarden van kunnen op 
1 

is dan de 
it 10 

2~3;2 of 2.3;3 als wij hierin 
_; 

; deze wijze getoetst wor• 
' ! 

toetsingsgroothe~d geli,k 

door 
10 

\ 

vervangen .. 



2.4. 

twee 

zijn 

- 5 -

Voor de hypothese r·~~:.: c) hebben wij nu de beschikking over 
A 

1 -
dus twee mogelijke toetsen voor eenzelfde hypothese. Welke 

toets verdient de voorkeur? ook in de volgende paragrafen zullen 

wij di t prob le em van een verge 11 jking t.uss.en twee toetsen tegen-
• 

komen. De met,hode welke HANNAN voor deze vergelijking gebruikt 

kan met de volgende overwegingen plausibel gemaakt worden. 

Stel voor het toetsen van de hypothese 0 = 0
0 

, voor een onbe-

ons 

ter beschikking. Stel verder dat deze toetsingsgrootheden beide 

een asymptotisch normale verdeling bezitten als n, de steek

proefuitgebreidheid, naar oneindig gaat en dat zeals schatting 

voor de onbekende B asymptotisch zuiver zijn, d.w.z. dat 

·" w '•'. \• + 17 
( I., 'YYI (.; t, ;..:: f) 

r., ('..,, -- 1 
. ', -·➔ ... ··~-

en dat hun varianties voor grate van de orde n- 1 zijn. Onder 

deze onderstellingen ligt het voor de hand de verhouding 

0- 2 t & 
-1 0 

, 

te beschouwen en t
1 

boven f
1 

te verkiezen als deze verhouding 
,,._ 

<1 is natuurlijk afgezien van andere meer technische overwe-

gingen~ zoals verschil in de bewerkelijkheid van de berekening 

van . en t 
2 

en hun verdeling 

De grootheid 

-·----•· () 
() 

n- l -/.. 
V i,., 

- "1 
f) 
'o 

welke de relatieve asymptotische doeltreffendheid van t 
1 

en t 
2. 

• 

• 

genoemd wordt, gebruikt HANNAN dan oak als criterium bij de ver-
gelijking van de toetsen. 

doeltreffender _ E=1 dan zijn zij gelijkwaardig en is 

E > 1 dan is t bet er dan t . 
1 1 

De keuze van~ als criterium wordt nog gerechtvaardigd door 

een stelling van PITMAN zie STUART 1954 J die zegt, dat 

onder zekere regulariteitseisen voor de optredende waarschijn

lijkheidsverdelingen en bovengenommde onderstellingen het quo

tient ·n n van de aantallen waarnemingen welke bij gebruik.van 
2 1 

I 
• 

te bereiken voor grote steekproeven tot£ nadert het onderschei

dingsvermogen wordt hierbij bepaald voor alternatieven waarvan 

het verschil met O van de orde van n is·. 

\ 



• 

2. 5. Wi j zu l len r1u cl e 9e, ~ ~.~,, ~.,?,e .. t .~? 1f 
11 ken. De toetsingsgrootheid ~ 1 is 

vo .. o ,r .P == o, ~~ t, e l,k.9 ~.~ , ,Y.'?: rs,~. -
asymptotisch normaal ver-

deeld met gemiddelde F zie WALKER 1954, terwijl de variantie , 

in grote steekproeven 

2.5;1 · 

zie BARTLETT 1946 . 
viilJ.en wij nu 

wij de toets met 

rle '-,.;. 

2 n + 1 

'"t. 
-1 

stelling 

om·zetten 

' 

waarnemingen~n groat nadert tot: , 

van PITMAN_toepassen, dan 

in een aequivalente toets 

moeten 

met een 

schatting van f als toetsingsgrootheid, daar ~ 1 ook een schatting 

van ~ is. 
De toetsingsgrootheid heeft 1 :::2..f' "1+f 

:t.. - 1 

1 

zie 2.2;2 Voor ~ volgt hi~ruit! :, --· ! 

-1 
1 ..:t:.. 1- waarbij alleen 

1 

de oplossing met het -teken kleiner dan 1 is en dus zin heeft. 

Als schatting voor ::, kunnen v'1ij gebr1~1iker1 

2.5;2 "" :::) --
•"\ -7 I - "· •-·•....-.i,' 

•·- ·1 - ., -',.. 

hetgeen een monotone functie • is, 
'1 

van zodat het gebruik van 

als toetsingsgrootheid aequivalent is aan het gebruik van -, • 

Deze schatting zal niet zuiver zijn en niet normaal verdeeld zijn 
~ ~ 

zoals met het geval is. Wij zullen echter zien dat ook p 
_1 

voor grate n bij b~nadering een normale verdeling met verwach-
,.,..... 

ting - bezit., zodat \AJij op? de st8lling van PITMAN kunnen toe-

passen ter vergelijking van de op 

op 1': 
1 

geb ascerde ti 

Om de asymptotische verdeling 
/'\ 

gsbaseerde toets met de 
-- 1 

A 

van f te bepal8n ontwikkelen 

wij p Baar opklimm~nde machten van l 
-- i) . Wij vinden hiervoor 

,.,. - 1 

gebruik makende van (2.5;2 en 2.2;2 • .. 

::., --
- nr 

...,... 

..... 1 d 2 o -, ) ·- / 

. - ' + 2 
-1 7 / l di 2 

-1 

-
1 

--
v1 -J .,,......2, 1• 1.·-1 -4 

·t- ,.I... 1+- 1-f - + .. .. . 
~- 1 

Deze reeks is alleen conv8rgent indien - < 1 is. Echter 
1 

is normaal vcrdeeld met verwachting , terwijl in grate 
·1 

d d 'Vt_., is h va11 e ore ,, · ierop 
1. ' .,A. 

u 
_1 

steekproeven de variantie 
• ..;;...1 

komen wij verderop • [)US de l<:ans dat _ > E. _...bij 
- 1 -1 

willekeurig kleine g8geven E, wordt willekeurig klein indien 

wij n maar groat genaeg ki8zen. Voor een onderzoek naar het 
/\. 

asymptotisch gedrag van I zullen wij dus van deze reeks 

mogen maken en de hogere machten van 
. 

weg laten . 

gebruik 

Wij zien 
.... 1 1 

• 



' 

dus hieruit dat bij benadering voor grote r, 

verdeling bezit met verwachting 

n d ,_ 

en variantie 

2.5;4 
-

Uit 2.3;1 volgt dat 

2.5;5 
_., 

-,r* • 

- 1 
:.> .,. 2 .1 2. t. -1 

1+-f'J 1-f' ,.--

l'J 

l. t::. 1 

1 

een normale 

-
- -1 

= p ., 

• 

is. Nu zal voor grate n de ui tcirukking 
,.. , ,.. 

L 
t =.., 

~ _ Y 2 naderen tot 
t 

zodat voor grote ,,1 

2. . ,"I 

() 
-1 ! 

2 ')'1 a- --
2.5;6 -1 

-1 

is. Uit 2.5;4 en 2.5;6 volgt dus dat 

--
is, voor grate ry; .. 

.,,.... 

Voor de relatieve doeltreffendheid van~ en "'l , dus van de 
----1 

A ··-
toets met / en die met ~ ,geldt dus 

J 1 -- 1 .., 
··-

.. , . 
• j ' , • '") 
.. ' •"'':/JI' 4.,. ·4-. 

. "T- ~- f f'(__ 1 
. l -- 1 J 

-1 ti 
_ ( 2. 11) ( 1 - f 

2 .= . .-:t :- E . 
··-• 

i S l:- ~ 1 

dus beide toetsen 

; voor het toetsen van de hypothese f=o zijn 

gelijkwaardig. Voor het toetsen van hypothesen 

d~ toets m~t ~- doeltreffender ziJQn dan die met 

want 
2 I , 

E- ·• 1,i 
)"" ' '_:) .. - = 1 - f (1 ·r ,, 1 i~ o rd t 
() () / 

-1 
:2. 

::> grater wordt 
() 

kleiner naarmate 

indien de verdeling va11 y,_
1
.,voor p:-:f~; . . :• bekend was. Dit is echter 

niet het gevalll De hypothese /~)--=-f~) kan dus met r'L.
1 

nag niet ge-
...... 

toetst wordenJ doch wel met • 

3 
uitdrukking 

waardelijke 
.- -1 

natuurlijk de 

een wille-
-1 2.. l. 

'Y1 - 2.. ···· In de voorwaardelijke verdeling mogen wij daarom c:;._ (Zt _ ~ 
t: =- 1 ,_ 

door ?1 <T X t vervangen, mits n voldoende groot is. 
,, 



3. Methode van E.Je IIANNAN 1955 -
3.1. Op dezelfde wijze als M. OGAWARA leidt E~J~ HANNfN een 

exacte toets tegen kettingcorrelati8 af bij lineaire regressie. 

Hij onderstelt dan dat de wa&rnemingen ~ , .. 
-- '1 - 2.'l1 +1 

het model 

3 .. 1 ; 1 . ,. .. + '.)( + u. 
k k i L 

(i::1., ... .,'l'Yl+1 

waarin ~-) 
1

, •.. ., k onb8kende co~fficienten zijn. 

de overzichteliJkheid zullen wij ons bepcrken tot 

co~ffici~nt , dus tot het model: 

Terwille van 
, ; 

een regress ie-· 

3.1;2 ( ~ = 1 > . • :> 
L L 

voor k regress1eco~fficienten lopen de afleidingen volkomen 

analoog. In dit model zijn de xi bekende waargenomen waarden 

van de onafhankelijke variabele; tuss~n de grootheden ~. kan 
(. 

een eerste orde kettingcorrelatie bestaan, dus: 

3 ..., . 3 • t , u == p u . -/· :"L!" . 
I -- l - '1 ~-

l. ::: J. ; . . , , 1. ?1 + 1 11 
• 
• 

zodat I->< 1 is en de vi , onderling onafhankelijk en onafhanke-

Om een exact~ toets voor de hypothese -'=O af te leiden be-
• 

palen wij weer, evenals in paragraaf 2.2, de voorwaardelijke 
verdeling van 

- - 2 --. -1 - 2 n 
waarden 4 .:J 'j- .) ... ., lf " Voor de voorwaardclijke 

...J 1 3 ·" 2 "rl -,. 1 

en variantie van u_ (1': =-· 1., _ .. , Y1 geldt dan weer: 
··- 2 f: 

Ll 
-- "t ). 

en 
2. u ll 

-- 2. t 

• 2 ·- 1 
= _.., I 't" F 

/' .t -1 

de waargenomen 

verwachting 

Met 3.1;2 volgt hieruit dat, onder voorwaarde van de ge-
vonden waarden van 

• • 

3~1;4 
X. \.-,..v' 

2.t+1 -t 
(t::; 1 ~ ... ..., o/1 

is, waarbij de v-' 
t: i·t: 2.t: 1 1"f1t-1 

l I ... onafhanke 1 i jl{ Iv o:, 1 + f 2 - '..,,_F 2 o-2 verdee ld z i jn. 

Als afkorting d~_f·i.nierE·n l.\Jij yveer: 

0 

1 
- /3 I ..., 

• 



- 9 -

Substitueren wij dit 3~1;4 dan ontstaat: 

LJ - !t .,.- / ~ -+· /1 
__ .J 2 t - J 1 11 t 1 1 t 11,, , 3 .), t 

I 
+- V 
-t .) 

lineaire r~gressiemodel bezit alle gewenste eigenschap-

regressie-analyse op pen om er de gebruikelijke methoden uit de 

te kunnEn toepassen, mits wij de relatie -- - verwaarlozen, 
3 l. 1 

hetgeen betekent, dat wij van de schattingen niet eisen, dat zij · 

aan deze r~lati~ voldoen. De kleinste kwadraten schattingen die ~ti 

wij op deze wijze voor de onbekende co~ffici~nten uit 3.1;6, 

nl~ en / J afleiden zullen daarom niet overeenstemmen 
0 :, 1 :, 1 , ?: 

met de meest aann~melijke schattingene Deze zouden verkregen 

warden indien de genoemde relatie wel aan de schattingen wordt 

opgelegd; de schattingen warden dan echter moeilijk te bepalen 

en onhandelbaarder wat hun verdeling betreft. De kleinste kwa-

draten schattingen zijn 

toetsen voor hypothesen 
W81 zuiver en zij geven ook nu exacte 

omtrent de r s . 

3.2. De hypothese 

hypo these I --
-=O komt nu in model 3 .. 1;6 overeen met de 

Wij zullen de kleinste kwadraten schatting 
voor en 

l 
de niet afleiden maar alleen de resul-

taten vermelden; zij kunnen met de in de regressie-analyse ge

bruikelijke methoden worden gGvondeno 

Wij defini~ren de gemiddelden: 

--::: L. 
.J.. 1 L:: 

• 

:, 

en verder de matrices: 

z - 'X X. --1, 1 1 1 > 1 
• • 

z -- • • 

• • 

'1. 1 z -·1, 'Yi 1 1 ) "r1 

'll 

z --z - z 
t =- 1 1, t 1 

I I~ z 2 :t - Z' - -- - t: :::- -, 1,t 1 

271 -z 't.. - 2'. 
t :: "1 "1, -t 1 

.,... _ _.._._...,..., ... _______ _ 

• 
.) 

,~· 'Y 
"- A. 

1 3,1 
• 

• 

• 

~-
ry ,y 
.t. ~ 

2. 3, n 

t -- z. 
2. .Jt .t 

3, -t - z3 

-r, 

X = 2_ 
2 t :: 1 

-z 
3 

t 

-
- 1..3 

2: 
i:::1 1,t 

'rl 

L 
t:- 1 

• ., 

-- z 
1 

z 
2,t 

~, -
L. ( X -· 2:.2 ) t-=1 2,t 

• 
J 

• Fl 

l.f 
,J 1 - !f 

~ 'j l - • -- 4 .J 
• 

• 

• -
] -

1 n 

'ti - L -z - z t. , - 'i'. t _z 
'-, i :I t::1 1, -c ... 

3, t 3 f 

'Y\ 

z -z ~ _z ~ _z - 2. 2., -I; 1 3, t ?.. t z 1 
'l1 

2. z -13 t- z3 z _z 
-t =.., a,t 3 • 

' 

• 
.t 

Eigenlijk volgt uit - 0 - dat --
1 3, 

= o is o Om :;; =- o te 

toetseno Welke van sen kunnen wij dus ook deze hypothese 
toet' -

de 
twee toetsen de voorkeur verdient wat betreft hun onderschei~ 

dingsvermogen is nog niet onderzocht; de toets voor 

is wat de berekeningen betreft iets eenvoudiger. 
=O 

2 



- '10 -
• 

L 
• • 

is de minor van het el8ment in de i~ rij en de J ~ kolom 
(., J ~ ...... 

van L Voor de kleinste l{wadratE·n schattingen , en 
1 1 - 3 

van resp .. , 
1 

• 

en dus is 

3.2;1 -

-1 ..... 
• 

-· 2 

en 

_3 

L 

ge·ldt dan 

_ l I 

z 

Z3 

de kleinste kwadraten schatting voor 

- -'X - 't 
1, -t 1 Lj 2.t - 'f. 

~ '1 
L. t. - 2 t = 7 2, t: lJ - 'j -- 1-t -

I¥ la 

-t. ..1..-1. 
3, ~ 3 

• 

De toets voor de hypothese 

singsgrootheid 

1 

- = o , dus -o heeft als toet -
1. 

3.2;2 F 
,. ·- L 

rrze t fj 2.t - ':J 
-z t - z 7 ., 

- 1 . 
'1. - z - z - z 

_ 2. 1;-f: 2. _ 3 3, t 3 

F heeft een F -verdeling met en 'T1_4 vrijheidsgraden .. 

voor 
- 1 

7 waarvoor een overeenkomstige 
1 

• 

De schatting 

uitdrukking als 3.2;'1 geldt, is tevcns een zuivere schatting 

voor ~. Analoog aan 
....,, 2 

3 .. 2;2 nl. door hierin en 
I 

A 

I 

te vervan~en door -
1 resp. 

l 
vinden • • WlJ een toets -

voor de hypothese 

=4= o is .. 
1 

1 D . 
',I ,, Deze 

- 7 1 

toets is exact oak indien 

3D3o HANNAN heeft weer, zoals in paragraaf 2~4 werd aangegeven, 

door middel van de relatieve as~rmptotische doeltreffendheid de 

toets 3~2;2 vergeJ_eken met de toets van DURBIN en WATSON .. Deze 

gebruiken als toetsingsgrootheid 

met 

l. 'YI ;- 1 

d .:::,. t 
' c: = 2. - {.. 

t· . • u 
t. J . 

- ,t 

\L.22.l - I L l 
' 
• 

-- l/ 
..:l l) 

• • 

11'1 + 1 " l .. 
~ t - t • 

- L-1 ' • l. I (.: 1 

- .b(x.- ~ 
C. 0 

• 

f, - 1 - .) . ~ . > l n ➔ .. 7 

is de ' . 
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211-t-1 '2.'l1+1 

waarin _ _ (2-nt-1 is; x = ~ x. (2.7i+1) en b de recht-
o (. t:: 1 (,. 

streekse kleinste kwadraten schattin° voor ~ uit het oorspron-o 

kelijke materiaalo d nadert asymptotisc.htot 2 1- "z:
1 

als "l.., 

vglo 2o1j3 berekend wordt uit de residuen t~ in plaats van 

lj. 0 
Men kan afleiden dat de variantie van d voor _,,, :::::: 0 V O O r 

... 
grate steekproeven van de wordt .. 

Voor de variantie van de schatting voor p, die wij uit 

kunnen afleiden, wordt dan, als in paragraaf 2.5, gevonden 
_.., .t _.., ,.......1. :i dus 

2 n 1 -P 1 ;- voor f:: o eveneens 

tisch zijn beide toetsen voor = 0 dus even doeltreffend. 

Op dezelfde wijze kunnen wij de schatting 
_"'/ 

voor 

de rechtstreekse kleinste 

lijkeno Is de eerste orde 

kwadraten schatting b voor 

kettingcorrelatieco~fficient 

met 

verge

van de 

waarden x. gelijk aan nul, dan is de verhouding 
(,,. 

tussen de asymp-

totische varianties van b en van 
. "' 

1 

• 

• 
• 

Deze verhouding is groter dan 1 voor 3 >1 ; voor deze waarden 
·" 

A 

van zal dus 
-· 

een kleinere variantie b.szitten dan de rechtstreekse schatting 

b . 
A 

In het algemeen zijn de varianties zowel van als van b - • 
...;;_1 

oak nog afhankelijk van de correlatiecoefficienten tussen de 

x -eno Hebben in ons geval van een onafhankelijke variabele de 

xi een eerste orde ketting ... correlatie- co~fficient "ix dan worden 

de varianties voor grote 

-1 
b ' _., :, 

waarin s2. de variantie tussen de x. { i.::: 1_, . .. .,1n+1 voorstel t, 
X ~ 

_., 2. -2 t. _..., i 
1 +f 1 + "t 

'l .., - ~ 
:x 

-7 

en ,....._ ,,. . _, 

zie WOLD 1953 ~ pag o · 211 

groter dan 1 voor grate 

dan 1 voor grote - en~ 
J!' 

. De verhouding 

en 1t.:x r:riet gelijk 

met verschillend 

X 

wordt 
-1 

teken en veel kleiner 

t eken. B i"j kle i ne F 

is de verhouding steeds kleiner dan 1 

houding .., 2.. ; bij kleine ~ en 
X 

grate grater dan 1. In tabel 

I zijn de door HANNAN berekcnde resultaten voor verschillende 
• 

waarden van en 'L opgenomen. 
X 
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Tabel I 
• E = 

• 

(/YYl,, 
• 

11-;;; 00 

-o.,8 -o,6 -o,4 -0,2 0 0,2 o,4 o,6 o,8 

0 2,28 1 ., .. 0,69 ·0,54 0.,50 ·0,51+ 0,69 1,06 2,28 
0,2 1,52 0:,77 0,54 o,46 0~46 0,54 0,75 1,25 2,90 
OJ4 o.,85 o,47 0.,36 0.,33 0.,36 o,42 0.,69 1, 26 3.,20 
o,6 0,38 o., 24 0.,20 0.,20 0.,24 0.,32 0.,63 1,06 3,05 
o,8 0.,11 0,08 0,08 0,09 0., 11 0.,16 0,29 o,66 2., 28 

3.4~ Een gebruikelijke methode om de regressieco~ffici~nten te 

schatten, indien positieve kettingcorrelatie verwacht wordt, 

is om niet van !J;,. en xi.. 1.1i t te gaan, maEir van de eerste ver

en x _ x 
• • (. ... +-, 

kwadraten schattingen voor de coefficienten te berekenen zie 

COCHRAN and ORCUTT 1949 . 
• 

Voor ~i geldt het model 3~ ..., . t" .. ) 

• I _, C en 3o1;3 dus: 

lf =- c< ·t· 
• 

X + u.. . . - . 
I'.. c.. 

zie paragraaf 3.1 
. ::!. (.. 

waarbij tussen de grootheden gi een eerste orde ketting-corre-

latie bestaatMmet cor~cl2tiecotffici~nt 

dat 
, dat wil dus zeggen 

\{) I 

G u • 

1 ,. . 
rr u. - ) --, - (, 

en 
't) ,,.. 
C L{ l,l 

-- i i. -1 

, 
_1 - 1 ( .\ 
0, u. 

( -- (.. 

Voc)r 

Cj, - J. ~/3 
-- (._ .::;_ ,. + 1 j 

X. _ X. 
c.. c..+1 + ( f::.~. . - ll ~· -, ,. ._ + 

r>e correlatiecot~fficit~nt --
1 

tussen v.' i=e.f u. _ u. 
--(.. • !., -·t..+1 

v ' ~€ .: L,L _ u . ku n n e n w i (.j a -1. s v o 1 gt a f"' 1 e id e n : 
-- Li, -1 · ·- i ... 7 -· t. 

Nu ~ 

lS : 

p' -
I ~ 

) ( 

ft / 
- Ll ·- &l U , ~- U. 

u.. . u . -c 
--l -- t,....- t 

~ 
-f· C 

• 

ll • 
- L 

ll • 
-" -t'..-r -{U u = G., · -·i-1-1 i 

ll .,, .,,. .. 

... - . 
C. 

~-
'~ ·- 1 

1 
= (J 

'ft ( :, 
= '-' ,~ u. . + v~ . u. . 

t. ·-L.+-1 -~-i 

u. - . (.. 

- n- l. 
- V > 

1 1 

u -• --c..+-1 

u... -
··- 1.· - i 

en 

l u • - (. 

......,.l 1 
- . (T - .) 

2. .1. en u... __ u... 
--... t..-t-1 

l<.. + 
• -c. 

µ_ 
'-··· l, + .., u u.. :::.1.<I' -2fCT .. 

-l -c...+i "' 

zodat dus 

.. 
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2cr .. (1_p) • 

verder dat voor iso Hieruit volgt dat -' altijd negatief is, 

->o de waarde van p' tusr.3en --} en O ligt en dat als dichtbij 

1 ligt ~' ongeveer O wordt. Is dusp bijna 1 dan heeft men door 

de eerste verschillen te nemen een reeks verkregen waarvan de 
• 

correlaties tussen opvolgende waarnemingen practisch O iso 

De correlatie tussen de groothedEn v.' is nu echter geen eerste 
(. 

orde ketting-correlatie meer: voor de correlatieco~ffici~nt 

tussen ' 1.T. - ~ 
en 

f 

v~ _z. vinden wij op de boven aangegeven manier 
I 

,_ -- , voor de de 
(., (., -

waarde in plaats _van 
,? 

F zoals bij eerste orde ketting-
' 

correlatie het geval is. 

HANNAN vergeleek weer door middel van hun relatieve asymp-

' 

vers chi llen met en vond dat voor - ?. o de s chatting ui t de 
_;..1 

eerste verschillen van de waarnemingen asymptotisch doeltref-
• 
• . ' ' ... 

• 

fender is een kleinere variantie bEzit . Het nadeel bij deze 

methode 1s 
t 

e ch t e r we c' r d a t 1J ind i en 1:~> ~:f.=: o de methode der kleinste 

kwadraten geen zuivere schatting voor de variantie van de re

gressieco~fficient geeft en geen Exacte toetsen voor hypothesen 

over ,~ . 

40 Voor- en nadelen van de methode van OGAWARA en HANNAN 

In de voorgaande paragrafen ~ijn al verschillende goede 

eigenschappen van de besct1reven toetsings- en schattingsmethode 

naar voren gekomenG Daar was in de cerste plaats de exactheid 

van de verdelingen van de toetsingsgrooth~den, oak indien . *o 
is o "\!Ji .._i hebben zo nic: t r\ l leer1 E·t:n exactE toe ts voor hypo the sen 

. Dit 

1 t t ft t :'I • 1 "' ~ kh ,, d' aa s e gee ,evens ae moge lJ eJ_r ()tTI e·xacte betrouwbaar

hetgeen via de recht-heidsgrenzen voor de /3 1 s te bepaler1;; 
i 

streekse kleinste 

ir1dien · := o is~ 

kwadraten-schattingen alleen mogelijk is 

Een nadeel van deze methode is het meerdere rekenwerk dat 

vereist wordt: komen in het oorspronkelijke model J~ 1 onbe-

kende parameters voor 

afgeleide model 2k+2 

te schatten moet een 

' 

,c;:Z .) .,., , • . . .:, . • d a n k o men :l n h Er· t h i e ru i t 
1 ~ k ~ 

parameters ., . :, ... , voor .. Om deze 
r.:. 1 lk+7 

' 2 k + 1) X 1 k ·r , -matrix ge!nverteerd wordeno 

• 

' 
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Voor de rechtstreekse kleinste kwadraten-schattingen, die voor 

de berek~ning van de grootheid d vDn DURBIN en WATSON gebruikt 

wordenJ kan met het inverteren van Een kxk-matrix warden vol

staano Bovendien is de schatting voor de regressieco~ffici~nten 

volgens de methode van HANNAN wel zuiver, maar lang niet altijd 

ook niet als :>_* o de ffi(2Est doeltrcffende o 

Tenslotte zijn om de methode te kunnen toepassen vrij veel 
waarnemingen vereist. Bezit het oorspronkelijke model, buiten 

k~1 onbekende paramEters, dus het hieruit afgeleide model 1k+~~ 

moet minimaal 2k+3 zijno Het oorspronkelijk waarnemingsmateri

aal bevat 1n+1 

- - ·- - - - - ...... 

• 

• 
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