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k 2 -de factori~le schema's 1 

o. Inleiding 

• 

Door, het uitvoeren van experimenten volgens een factori~el 

schema kunnen de uitwerkingen van een aantal factoren gelijk

tijdig bestudeerd worden. Wij zullen dit laten zien aan de hand 

van een eenvoudig voorbeeld. 

Stel, de prc)efopzet, die uitgevoerd is of zal warden, 

a.w.z9 er zijn drie factoren, die 

ieder op twee niveaux bij de experimenten bet~okken wo~den. 

voor elk van deze 8 experimenten een andere combinatie van de 

twee niveaux van de drie factoren gebruikt wordt. 

De eenheden, waarin de niveaux van de factoren uitgedrukt 

kunnen worden, zijn vrij te kiezen. Door invoering van schaal

factoren kan dit zodanig warden gedaan, dat het hoge niveau van 

· een factor door +1 wordt aangegeven, en het lage niveau door 

schema voor' te stellen door een kubus, waarvan ieder hoekpu11t 

correspondeert met een der experimenten zie figuur 1 • 
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Ook kunnen wij een Er?~£~~~.~-
matrix aangeven, d.w.z. een matrix, 

waarvan de u-de rij de co~rdinaten 

aangeeft van het punt correspon

derende met het u-de experiment. 

In dit geval is de programmamatrix 

schema. 

Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en streeft 

niet naar volledigheid of volledige exactheid. 
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De interpretatie van 1.3 is dat men de verwachting van 

een waarneming opgebouwd denkt uit een gemiddelde waarde en een 

aantal bijdragen van de factoren: de hoofdeffecten.~aar evenwel 

de effecten van twee factoren veelal niet onafhankelijk zijn, 

moet men teneinde de hoofdeffecten te kunnen optellen, hierbij 

een correctiefactor invoeren, de interacties. Een interactie 

tussen factor 1 en 2 betekent, dus dat factor 2 bij een experi

ment, waarbij factor 1 op het +1 niveau betrokkeh isJeen andere 

invloed heeft~ dan bij een experimeht, waarbij factor 1 op het 

-1 niveau gehouden werd. 

In 1 . 3 is -u u i tgedrukt in ..AJ.(# l ~, ~ _,;l.l. 2 lo A- s -> fot ,2 .> I 3 1 

/ll2.., en ~,28 • Gebruik makende van enkele bijzondere eigen

schappen van de factoriele proefopzetten kan men oak ieder der 
1 s uitdrukken in de rz~. Zoals nl. uit de definitie van de 

Xi~volgt, kan de u-de rij van de programmamatrix 0,1 geschrevem 

warden als 

( X ' u. X .z u. X 3u ) 

Hieruit blijkt dan, dat voor i = 1,2.,3 en j .... 0,1.,2 en 3 
geldt: 
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Op analoge wijze verkrijgt men: 
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Uitgaande van de matrix P vinden wij dan: 

c E) 
.. / 

+1 

+1 

-t-1 

+1 

. +1 
-r-1 

+1 

+-1 

(1) 

+1 

+1 

+1 

-1 

-1 

-1 

-1 

(2) 

+'1 

+1 

-1 
-1 

+1 
+1 

-1 

-1 

( 3) 

+1 

-1 

+1 

-1 

+1 

-1 

+1 

-1 

(12) , 1 ·:"' ) 
l 5; 

+1 +1 

+-1 -1 

-1 +1 

-1 

-1 -1 

- -1 +1 

+1 -1 

+1 +'1 

(23_) 

+1 

-1 

-1 

+1 

+1 

-1 

-'1 

+1 

(123) 

+1 

-1 

-1 

+1 

-1 

+1 
+1 
-1 

.... .,. ... 

Wij verstaan onder een vector een kolomvector en 

rijvector aan als de getransponeerde kolomvector dus 
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Is voorts de vector der waarnemingsresultaten: 
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Bij een het aantal uit te voeren experi-

menten zeer groot, als k niet al te klein is. Om het aantal expe

rimenten binnen redelijke grenzen te houden kan men op de volgen

de wijze te werk gaan: 

1. een L sc ema uitvoeren en e k-de factor door verstrengeling 

bij het exr.)eriment betre1cken Engels: confounding 

2 0 ·\ran he 1ft 

uit te voeren: dit le1.dttot partiele schema's Engels: frac-

t i.ona 1 designs 

3. Verstrengeling 

Stel men wenst de invloed van vier factoren te onderzoeken. 
•'') 

Men kan dan een 2~ factorieel schema uitvoeren, waar de 4e fac-

tor verstrengeld is met een van de interacties van de eerste drie. 

Men kar.i. dit b•ijvoorbeeld doen door in de matrix P ~ een nieuwe 

ko l.or:1 in te voe gen waarvan ieder e len1en t hetze lfde teken heeft 

als t~t product van de elementen op diezelfde rij in de eerste 

dr·le kolomrr1en. Men verkrijgt op deze wijze een nieuwe prograrnmama

trix !' 1 
<) 
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+1 +1 +1 +1 

+1 +1 -1 -1 

+1 -1 +1 +1 

pr +1 -1 -1 -1 3.1 
-1 +'1 +1 +1 

-1 -t-1 -1 -1 

-1 -1 +1 +1 

-1 -1 -1 -1 

~ij het u-de experiment houdt men de vierde factor op het +1 

resp. -1 niveau als in de programmamatrix 

-1 voorkomt . 

op de u-de rij en·l 
lK ('\ l ("..-,r'V'\ ,:.:: ;• . Y) + -1 · Yl C-i s p 

._, 'I'✓ ,._) l l ~ \.._.t t;; L 4 , , ..,... #J .. 

Uit de wijze, wnarop de vierde factor werd ingevoerd blijkt> 

dat voor elke u geldt : 
"'l... .,_ 

X l (...t_ :.:....· X. 2. (.l -::::-

J:r1e n gee 1·t 

11 

dit 

22 

a8.n door de Zog., 

41+ ··- 1 2 3 

groepsrelatie: 

4 == eenheid .. 

3.2 

3.3 
Indien men de laatste gelijkheid in 3.2 links en rechts met 

x,"._ vermen igvuld igt, 0 

lS: 

,_ 
X, t.<. X 2.c..... X 3 l..t. X 4 I.A. ___ X ,. 1..,_ 

of daar w~:~er volgens 3.2 ><~\A. ... eenheid, geldt: 

)( 2.. '-<- X 3 t.t. X 1/ lt 

Op gelijke wijze vindt men: 
>( J C.t ,Y. .J.. t-t /'\ j LL 

,x ,t.{ X 1.t"'-
,, 
.,\ t,/ t-t 

.... . ... ,.'>( ,.,, l.t 

.x. .3 l.t. ----

en X Ju.. X ~ 1..1 X I.J ~ = X 2 t..t. • 

3 • lt-

Het model voor een volledig factorieel schema met 4 factor is: 

naar analogie van 1.1 en 1.3 

t..1 = r· + v,. 
,'. u.. t.( ~ 
✓ -. ' 

er.L 
.. " 

t -

+ . . - +· 
_,,,l{ I.Z 3 )(' '" )( :z« X 3 ~ -I- • ' . + 

Uit de rel,aties ~3 fl LI 1 t :"I t _ ~ r VO g , , aa 3.5) voor het geval dat de vier-, 

de factor op de bovenbeschreven wijze geintroduceerd is, ook kan 

warden geschreven als: 
-~ 

·3 .6 
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0p dezelfde ,vijze als in 2 kunnen de ~-t~uitgedrukt warden in 

de y 1 s: 
• 

0 + ,,,. ... U I i J J./ 17 \.\. 
' {_ 

+ _. . .-<..1... 2. 3 L/ --
, -

) 
-~ ...... g 

' -· .... --- 8 ... 
t.f :::- l 

.,_.,, ..... •L( 12. + ,./4.l 3 V ... . 

fl 
3 .7 ·-I 

-·- - ,-\{_ I L,_ .X '2. l..<(. 
- ' .., e ~ ...... 

l.c ::: ; 

__ ,,..,.{ .(.. I.) 
4.. ., , 

.~ ... f.,/ / ..... ,' 

I 
.... ~.--·~ ~-- 8 

. ,.{,.,(, .., 3 "'...... .,_, + .. £l 14 .,• . ---'-••- 8 

._ ...... .t.,,,t , 2 l 

·-

Dus in dit geval zal men~ indien men voor de schattingen l~in-
, 

voert, volgens 3.7 niet alle 

twee bij elkc\,ar. 
..,. /« s apart schatten, maar twee aan 

Zo hijvoorbeeld schat men de som van .,~ 2. 1 w ~ en men 
kan uit deze acht 

... .. •··Ll I en ..,,..•l-< 2..1 4 apart 0 

ziet dus uit 

; 

experimenten niets meer te weten komen over 

Men zegt dan dat., .... l,(, en.,, .. ~ 21~ v_~rstrenge~d zijn. 
3.7 dat elk effect verstrengeld is met een an-

der effect. Door vermenigvuldiging van de indices van een effect 

met de groe·psrelatie 3 .. 3 , verkrijgt men de indices van het 

effect, da,t ermee verstrengeld is._zo is bijvoorbeeld __ .. .,.u 1~ ver-

Het gebruik van verstrengeling is meestal dan slechts zin-
t ' 0 volJ als van de met de hoof·dei ... fe,;.ten verstrengelde ~.r1 E.~r2ct1es c)·p 

. 

redelijke gronden aangenomen mag worden, dat zij zeer gering of 

afwezig zijn. 

Het zou in dit verband te ver voeren, de verschillende 

methoden van verstrer1ge 1 ing te bespreken. rv1en wor,dt hiervoor ver

wezen naar de bestaande handboeken. 
• • 

4_ Partiele schema's 

Men komt tot dezelfde matrix P 1 2.1 , indien van een 

warden waarvoor: 

en die experirner1ten ac hterv:.rege laa t waarvoor: 
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X I \.it X 'l. ...c. X "l (.l. X a.,, \,,\, :::~. - -1. 
In ct~1t geval noemt n1en dit. eer1 r1alt ... f-;;1ctorieel schema. Ind1.en 

rd ,e:. door 4 . "'1 d r· 1 i d i " t k +- b l i j men op - ge~e~~n eer~e w JZe ewer gaav, . · ven 

de geschatte effecten orthogonaal. 

De conseque11tie:·3 "var.:. r1et 1..1j~tvc)E:::ren van een partieel schema 

t .. a.,,. de schattingen zijn ,get'1eel fselijk f1a.r1 d1e., besproken in 3. 
Zo volgt uit 4.1 weer 1e groepsrelatie: 

'1234 eenhe id. 
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