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ékwde ffactorié&le schema's 1)

O, Inleiding

Door het ultvoeren van experimenten volgens een factorifel
schema kunnen de ultwerkingen van een aantal factoren gelljk-
tijdig bestudeerd worden. Wij zullen dlt laten zien 2an de hand
van een eenvoudig voorbeeld.

Stel, de proefopzet, die uitgevoerd is (of zal worden),
is een 23 factorigel schema, d.w.2. er zijn drie facforen, die
ieder op twee niveaux bilj de experimenten betrokken worden.

In totaal worden er dus 23 = 3 experimenten verricht, waarbij
voor elk van deze 38 experimenten een andere combinatie van de
twee niveaux van de drie factoren gebruikt wordt.

De eenheden, waarin de niveaux van de factoren uiltgedrukt
kKunnen worden, zijn vrij Te kiezen, Door invoering van schaal-
ffactoren kan dit zodanig worden gedaan, dat het hoge nilveau van
een factor door +1 wordt aangegeven, en het lage niveau door
-1, MetT deze keuze van schaalfactoren is een 23 ffactorieel
schema voor Te sTtellen door een kubus, waarvan ieder hoekpunt
correspondeert met cen der experimenten (zie figuur 1).

Ock kunnen wij een programma -

B e e > matrix aangeven, d.w.z. een matrix,
waarvan de u-de rij de co8rdinaten

t
|
| aangeeft van het punt correspon-
|
i
|

derende met het u-de experiment.

- e In dit geval is de programmamatrix

s cewpn Akl S T R eRalk RN ante AN WMOAE AR e

1) Dit memorandum ig slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.
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De interpretatie van (1.3) 1s dat men de verwachting van
een waarneming opgebouwd denkt ult een gemiddelde waarde en een
aantal bijdragen van de factoren: de hoofdeffecten.Daar evenwel
de effecten van twee factoren veelal niet onafhankelijk zijn,
moet men teneinde de hoofdeffecten te kunnen optellen, hierbij
een correctlefactor invoeren, de interacties. Een interactie
tussen factor 1 en 2 betekent, dus dat factor 2 blj een experi-

ment, waarbilj factor 1 op het +1 nlveau betrokken is, een andere
invloed heeft, dan bilj een experiment, waarbij factor 1 op het
-1 niveau gehouden werd.

In 1.3 1is P ultgedrukt In e, A¢, , My, , Atg | M, , Al g,
AL, BN A4, 5 . Gebrulk makende van enkele bljzondere eigen-
schappen van de factoriele proefopzetten kan men ook ileder der
AL 's ultdrukken in de o o Zo08als nl, uit de definitie van de
XwVolgt, kan de u-de rij van de programmamatrix (0,1) geschrevemn
worden als

O Xow Xaw Xy,

Hlerult blijkt dan, dat veoor 1 = 1,2,3 en j = 0,1,2 en 3

ge 14t :

8@..
u; ~ o =0
éi 2.
¥ - .
8 u=? XJ&L i (1 aq‘)

g; Tl K e =0
Vermenigvuldigt men 1.3 rechts en links met en sommert men
over u, dan 1s in verband met (1. 14):

2 X e = 2 Xau Xty + XE AL+ KouXnw g + Xyu Xgu At g +

U.::.'? (.-(w'f

2 2
** X:u X:zu. /’alz 8 Xza xaa/uIS T xu..a XR&X?BM /(”423 -

)
T X{u Xlt..z ><3£.( /é(}g3>m

e, 8/’{7

Op analoge wijze verkrijgt men:

S
/(’(0 = é% ?Q_
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—) ~
Ultgaande van de matrix P vinden wij dan:

(E) (D) (2) (3) (12)  (13) (23) “23)

+1 + +1 + +1 +1 +1 +1
+1 + + 1 - + - - ~ ]

-+ + 1 -~ +7] - +71 = -

v = | T +1 -] -1 -] -] +1 +1 (2.3

+ - + +7] -] ~ ] + ] -]
-+ -1 + - - +1 -1 +1
ey ~ ] +1 + ] ~ 1 -] + 1 ?
+1 -1 -1 -1 41 +1 + 4 -1

W1] verstaan onder een vector een kolomvector en geven een
. N
rijvector aan als de getransponeerde kolomvector (dus als a).
Def'lnieren wi]

X\

AL == ( f"u’ o L, o ra, > ALy ,,.-/("{ 23 ,f*‘é’{ 123 )

| Gy, Ay
terwljl de overeenkomstige &Schattlinraen aangegeven worden door

- ?

Py

5
0 i (_ Yy, _, - IR &t R _}
Is voerts de vector der waarnemingsresultaten:
A\ /
u ot : L! . . ~ \ L{ S }
if‘ Ly Cf: b ~ («"'” k} o

dan gaat (2.5) over in: .
| Y == '!E")‘X'\g 2.1-5*

Blj een EK experiment 1s het aantal uit fte voeren experi-
menten zeer groot, als k niet al te klein is. Om het aantal expe-
rimenten binnen redeliljke grenzen te houden kan men op de volgen-

de wlijze Te werk gaan:

1
K-~ . .
1. een 2 schema ultvoeren en de k-de factor door verstrengeling
bl1j het experiment betrekken (Engels: confounding)

K | . ‘
2, van een 2 schema slechts een gedeelte bljvoorbeeld de helft
ult te veeren: dilt leidt tot partiele schema's (Engels: frac-

tional designs)

3. Verstrengeling
STtel men wem§t de 1nvlioed van vier factoren te onderzoeken,
Men kan dan een 2j factorieel schema uitveeren, waar de 4e fac-
tor verstrengeld 1s met een van de interacties van de eerste drie.
Men kan dit bijvoorbeeld doen door in de matrix P, een nileuwe

kolom in te voegen waarvan leder element hetzelfde teken heeft
als het product van de elementen op dilezelfde ri] in de eerste
drie kolommen. Men verkrijgt op deze wijze een nieuwe programmama-

trix T,



-1 =1 =1 =1

»1] het u-de experiment houdt men de vierde factor op het -+
(reSp. -1) niveau als in de programmamatrix op de u-de rij en:

vierade Kplom cen +7, rgsp. -1 voorkomt.
Uit de wijze, waarop de vierde factor werd ingevoerd blijkt,

dat voor elke u geld?t :

T g 2.

KT = Rae = K = K = K Y X = L (3.2)
Men geeif't dit aan door de zZ.g. groepsrelatie:

11 = 22 = 33 = 44 = 1 2 3 4 = eenheid. (3.3)
Indien men de laatste gelijkheid in(3.2) links en rechts met

£

XWvermenigvuldigt, 1s:

L
ch qu. XSLLX‘?L- = X"‘w
of daar (weer volgens (3.2)) X = eenheid, geldt:

Y'?..LL X:SLL Xl{{t_, S~ *‘Nr!t.; \
Cp gelijke wijze vindt men:

X’H.z. *Xl{.&. A Jeg == Xx,fu ( 3 . ).4.)
'}{/LL ;( 1‘&{ .:{ Ry — .X:S Le
en X Xyu Xoo = X
Ll U Ny & A X T

Het model voor een volledig factorieel schema met 4 factor is:

(naar analogie van 1.1 en 1.3)

Y= R * Ve
ern L
Q*-‘ - A, Xy, L, Xy, -+ AL, X0 T+ ftig Xgy ,L(;_i,, Xgow + A, Xou ¥Xau +
~+ - jézo.,q X2 Xy + Al yn Xiw Xa Xz + -+
F oz Xaw Xzu Xyw  F 0 AU 000 Xpu Xaw Xzu Xyw - (3.5)

Uit de relaties (3.4) volgt, dat (3.5) voor het geval dat de vier-
de factor op de bovenbeschreven wiljze geintroduceerd 1is, ook kan

worden geschreven als:

?L{‘ == ( /{‘{O +/"u12~31}, ) X{}t.-{ + ( -/(’(’!“t __,.a*"{““‘['.23£~»} .) X I te -+ (f"’t"{-l 7+ Juff-sq ) X'Z&L +
,a"t'{ 123) XELL Ea </,.{,*{ {2 L /‘C’{SQ) X&'u. X-th. + (,/th’-'; > J.-“MRL,I> X}'L{, X.,Si{,,.*.

+ < /&13 + J,/uffv’ ) Xi-&f X.:E{u, A ( AL 12,3 7 /u"’) X!’MXQMXSLL '* (3 ¢6>

+ (x{'{:-s""‘
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Op dezelfde wijze als in 2 kunnen de usultgedrukt worden in

v'is:
/ c ]
SN |
_/M o + F#’a 234 o 3 f:?*:? {?14.
L.
&
o 5
MA:«(‘, + AL 23z = 8 Lo XM& I?‘-t
&
] |
..»"M?_. * .««'"a /ey = “g’ :,;:; XZ“‘ Q'-t
! §
f*,i(/(j -+~ ﬁ_ei’,( 724 = ? - .>< 3y i‘gq
&
& (3.7)
...»*'"‘“L{ 4 7 -*"Xd{ 3 & == ? i = A s }(’1‘_{_ rz b
'y
7
_,m"{“c /X - ,,-*a A ——— ? Z \< Iy x 3u rZ “
R
? T
uw"*-{"< 3 A “,,f-"‘L( /& ——— f 2‘:}" X? L X.}b{. pa tq
=’
+ AL - > Y
w-é-{ 72 3 #ﬂt,‘ L/ rcliviood) 5) Sh?; Py XZ ¥} )(3,_( ;7 -
in dit geval zal men,

indien men voor 7. de schattlngen£/win_

rt, volgens 3.7 nilet alle 445apart schatten, maar twee aan

twee blj elkaar.

kKan
oy
Men
der

me T

effect,
stren

vol,

redellijke gronden aangenomen mag worden,

40 bijvoorbeeld schat men de som van (e, + #ty3, ; €n men
Ult deze acht experimenten nilets meer te weten komen over
eN _Alz34 APATT, Men zegt dan dat i en,;,, verstrengeld zljn,
zletT dus ult 3.7 dat elk effect verstrengeld is mef een an-
efffect. Door vermenigvuldiging van de indices van een effect
de groepsrelatie (3.3), verkrijgt men de indices van het
dat ermee verstrengeld 1s. Zo is bijvoorbeeld .t¢,, ver-
2. 1234 = 34,

HetT gebrulk van verstrengelling 1s meestal da

ge ld me’r Rz daar

JF 7

n slechts zin-
cties op

als van de met de hoofdeffecten verstrengelde Intera

dat zl]j zeer gering of

afwezlg z1]jn.

methoden van vergstrengeling te bespreken.

de verschillende

Het zou in 4dit verband te ver voeren,

Men wordt hiervoor ver-

wezen naar de bpestaande handboeken.

4,

Partiele schema's

24

Men komt tot dezelfde
factoriele proefopzet slechts die experimenten uitgevoerd

P' (2.1), indien van een

matrix

wordern waarvoor :

en dle experimenten achterweg

X'Ju_ X'.ZL.:_ XBLL X'—iq N i.)

e laat waarvoor:

(4 ,1)
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X?\-& ‘}{1“ x“ﬁ% }&f%m “n T i
ceval noemt men dit een half factorieel schemsa

door (4.1) gedelinleerde wijze te

ceschatte effecten orthnogonaal,

t.a.v. de schattingen zlin

i

.

70 volgt uit 4.1 weer Ae groepsrelatie:
1234 = eenheid.
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