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1. J;,nleiding., 
r W 7 , ti 1 & ill g 7 IJLU 

Bezitten x en x een twee-dimensionale normale ver-
deling met 

men met de 

bekende parameters: 

tabellen van OWEN 

dan kan 

voor iedere veelhoek in 
• 

het x,y -vlak de kans bepalen dat een waarnemingspaar 

in deze veelhoek zal liggeno In het algemene geval moet 
X :J y_ 
hier-

voor eerst een ·transformatie naar onafhankelijke N 0;1 ver

deelde grootheden warden uitgevoerd waarvoor in paragraaf 6 
de formules te vinden zijna In de paragrafen 2~ 3 en 4 wordt 

de getabelleerde functie T h;a en de interpolatie in de 

tabellen besprokeno In paragraaf 5 komt een speciaal geval 

nlo een rechthoek in het x,y -vlak ter sprakec Paragraaf 7 
geeft een voorbeeld. 

Voor drie-dimensionale verdelingen geeft STECK 1958 
formules en een tabel ter berekening van de kans 

P ~. < h; y < k; z :-:=:: m zie paragraaf 8 . 

2~ De t'unctie Th a . Zijn u en v stochastisch onafhankelijk en 
1 lid 4 1t I I C • ill 11W .. 

N 0;1 verdeeld dan geeft de getabelleerde functie T h,a de 

kans op een waarneming voor uJv in een afgeknotte sector 

van het u;v -vlak; waarbij loodrecht op een van de zijden 

afgeknot is, zoals Gin figuur 1. 
1 
1)" 

u en v ondo onafh. N 0;1 

p u V e:G -· IJI, ' cJJt --> 

, , 

/.,.,.,. o.h 
/ 

o------h-··._-----------:~~ 

fig. 1 

Daar de verdeling van u en v rotatie symmetrisch om O is 
QI •• Jiliil • 

behoort bij een gebied G'~ dat door draaiing om O uit G ont-

staat, dezelfde kans T h,a ~ De waarden van hen a zijn hier 
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steeds positief te n8men. Enkele bijzondere waarden van 
T h.,a zijn: 

T h 3 o 0 .9 

T Oia 
1 arctg oak in de tabel op te zoeken a 2 .. 1 2T[ -

T h.,1 1 G h 1 G h 2 - , 
T h,oo 1 1 G h h>o 2 -

waarin G h de verdelingsfunctie van de N 0;1 verdeling 

voorstelt: 

1 
.---
2 Tr 

-00 

Tenslotte geldt voor a >1 d8 reducti8formule: 

T h,a 
r 

1 Gh +Gah 

zodat he t voldoende was T h.9 a voor o < a ... 1 te tabe lleren 

OWEN, 1956 . 

, a , 

3. Een willekeuri~e veelhoek in het u v -vlak. Stel u en v zijn 

weer onderling onafhankelijk en N 0;1 verdeeld. De kans op 

een waarnemingspaar u,v in een willekeurig afgeknotte sector 
- ■ 

van het u,v -vlak is nu de som of hBt verschil van twee kan-

sen T h,a ; zie de figuren 2a en 2b. 
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u en v ond. onafh~ N 0;1 .. , 

-~ 
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. -
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fig6 2a. 

p U_, V f_ G 
-

,, > 
u,. 

+ T 

figc 2b. 

P u,v cG' T h'a' , 1 

Zijn de hoekpunten A en B gegeven door de coordinaten 

L..I ),,, ·~ 

, 
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AB - AB 
UV V U • 

A B -A + A B -A 
U U U V V V 3.1 h ,------------·----' • 2 2 A -B I + A -B 

U U V V 

B B -A + B B -A 
U U U V V V 

AB - AB 
UV V U 

De kans op een waarnemingspaar 

hoek kan bepaald warden door hst 

AB - AB 
UV V U 

• 

u,v in een willekeurige veel

bovenstaande op elke zijde 

toe te passen en dEZc resultaten tE:: combinereno De juiste 

combinatie kan bepaald worden aan de hand van een tekening 

van de ve:::elhoek in he·t U.9V -vlalc. 

De berekende waarden van T h,a zijn in 3 tabellen onderge

brachto In tabel f is een grove indeling voor a en een fijne 

indeling voor h gebruikt; in tabel Been fijne indeling voor 

a en een grov8 indeling voor h; in tab~l C tenslotte is h > 3. 
In tabel C kan een gewone lineaire interpolatie gebruikt wor

denD Is h < 3 dan moet zowel tabel A als tabel B bij de inter

polatie gebruikt wordeno Deze vsrloopt dan als volgt: Stel dat 

met 

Uit 

tabel A en B zijn dan de bijbehorende functiewaarden af te 

lezen eventueel met toepassing van een lin8aire interpolatie 

naar h in tabel A of naar a in tabel B : 

Bepaal verder b 

ten matrix 

h"l 

h2 

a 

T h1.,a1 

T h2Ja1 

T 

en c 

T h1,a2 T 

T 

T T 
• 

en hiermee de coeffici~n-

? , 

• 



w,. 0 lJ 

T 

- 1-b 1-c 1-c -b 1-c 

1-b - b • 

- 1-b C C -be 

kan dan bepaald worden met de formule: 

3 
'5' 
L -
i=1 

- 4 -

voor voor h van tabel B 

respo voor a van tabel A dan reduceert de beschreven inter

polatiemethode tot een normale lineaire interpolatie in deze 

tabel B of A . 

5 . ~-~ ,c h~_hoe ycen b j. j , ,e en. Y-,i,l,+. e ~.~:J.r,ig':3,, t~~a~ :-,d ~ !D.~!:1-E? ion.a.+ e" nor~~--~-~. 
verdeling. De kans dat een waarnemingspaar x]y' uit een 

willekeurige gegeven twee-dimensionale normale verdeling in 

een gegeven rochthoek met zijden evenwijdig aan de assen zal 

liggen kan bepaald warden als combinatie van kansen van de 

vorm P ....... x r < hr; y_' ~ k '__, 0 Voor een derge li jke kans geef t 

OWEN een uitdrukking in de fu~ncties Gen To Stel x' en L' 

X l, 

den dan eerst de gestandaardiseerde grootheden x en y bepaald, 

dus: 
• 

x' -
X 

X en y 
(TX 

dan is 

P x'<h 1 ;y:_1 -<::kr 

met 

h' -
h en 

0-x 

Hiervoor geldt nu: 

P x<:.h; y_c:.k 

l 
2 -

-

- T 

k 

y' -
,.Y I a l U d J 

uy 

k' -
r , r , , t I lblWIPl ' 

y 
0 

<Ty 

• o., 
als ho k > 0 

' of h.k=O en h+k>O. 
, 

-
1

, in andere gevallen 
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waarbij 

k h -
' 2 

k 1-? 
...) 

Indien hierbij negatieve waarden voor h, k, 

dan kan men gebruik maken van 

5.2 
Th, -a -T h.9a 

T -h a , T h, a . 

- 0 

-'\ 
J 

De re due tieformule 2 0 2 voor a > 1 mag alleen bi j pos 1 tieve a 

gebruikt warden, bij negatieve a moet dus eerst 5o2 daarna 

2.2 toegepast warden. 

6 q ~~,!!: ,wi,l,~.ekeurige_ y,e~+l}o,e}<. p~ j ,,~,e~. ,:"1,tlle1-c~~~ige,,,,no,~~.~l,e ,,v_e,-p

,del,t,ng o Di t geval wordt door transformatie teruggebracht tot 
; _9 '-:xr :J ., y , ) 

verdelingi dan zijn de transformatieformules: 

u 1 x-p 
.. X 

+ 
y- /' ' ., y 

2+2 \_) ..,. 
o-x er Y .. 

' 

1 x- y-
X + • V - I I n• . 

• - ~-+••· -. ~ 

er Y 2-2 \-;; crx 
\ 

~ 

Toegepast op de stochastische grootheden x en y geeft deze 

transformatie stochastische grootheden ~ en v die onderling 

onafhankelijk N 0;1 verdeeld zijn; terwijl de veelhoek in 

het x,y -vlak overgaat in een veelhoek in het u~v -vlak 

tekeningt c Na de transformatie kan dus de methode uit 

paragraaf 3 en 2 toegepast warden. 

7C) Voorbeelden. 

a Stel dat gegeven is dat u en v onderling onafhankelijk 

N 0~1 verdeeld zijn en dat gevraagd is de kans te bereke

nen op een waarnemingspaar binnen een hoek zoals in figuur 

3 is aangegeven .. 
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fig. 3 

u en v --

-
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ond. onafh. 

N O., 1 

+ 

b Stel x en~ bezitten een twee dimensionale normale verdeling 

me t ........ = 2 ., u = 1 ° er = 1 O : cT = 2 en 5:.> = O • 2 8 e n 1 a at 
X !I 1 · y ' X ✓ Y _, 

A= 4; 3,8; B = 13; 2 en C = 9; 6 de hoekpunten zijn 

van een driehoek in het x,y -vlak fig. 4a en 4b ., Gevraagd 

wordt de waarschijnlijkheid dat een waarnemingspaar x,y 

binnen deze driehoek zal liggen .. 

Om dit te berekenen moet volgens paragraaf 6 eerst de 

transformatie 

1 u 
2+2 

1 
V -

2-2 

x-
X 

y-
... Y + 

a-x 

x-___ x_ + 
o-x 

1 I ' 

(j'y 

y
. . .Y. 
cr-y 

... - 1 
·1", 6 

'1 
1.,2 -

x-2 
10 

x-2 
10 

+ y-1 
2 

+ ¥.-~ 
2 
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uitgevoerd warden, waardoor driehoek faBC overgaat in drie

hoek A'B'C' in het vlak van twee onderling onafhankelijke 

N 0;1 verdeelde groothedeno De nieuwe punten zijn: 

t 
V 
1 

C 

A 1 ..;.. -
-"---·--

l ----~ 

j 

1 u.. 

' ........ 
' 

fig~ 4a 

.... , 
i ...... Baa "B' "~ fig .. 4b 

x en y N 2; 1; 10; 2; 0 3 28 u en v ondo onafho N O; 1 

1; 1 ; B r 1; -0 3 5 en C ' 2; 1., 5 

Uit figuur 4b kan afgelezen warden dat 

7.1 p u, V E b,_ A I B f C I • 

• 

p - p u., v E A 100 A' C t C 'cx, 

- p u V E C t C I B t B tc-o _,_ 00 

De drie kansen in het rechterlid kunnen volgens de methode 

dan direct uit de figuur: 

p u,v E A 'co A'B 'B 1
00 

0,066742 + 0,043065 

T 1; 1 

0,109807 

+ T 1; 0,5 

is direct in de tabellen van OWEN op te zoekeno 

Voor de tweede kans geldt: 
' 

··-.. . , 

-
+ 

• 
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Dus: 
• 

A t C r ~- C I At 
I u V u V 

u u 
At -CI 2 

V V 

A' C'-A' + A' Ct-Al 
U U U V V V 

A'C' - C'A' 
U V U V 

c 1 C'-A' + c 1 c 1 -A 1 
U U U V V V 

A'C' - C 1 A1 
UV UV 

1,25 

1 
0.95 

2 75 ,l 1 ... = 
0,5 

- 8 -

3 

u v € A' A 1 C 1 C 1 
_,_ - 00 CX) T 0,2 5; 5.,5 - T 0,2 5;3. 

Volgens de reductieformule 

T 0,2 5; 5,5 

2,2 

+ 

" is nu: 
• 

1 
5,5 

o.94472136 
o,4472136 

+ G(2,4596748 

. G 2,4596748 - T 2,4596748; 0,1818182 -

0,164881 - T 2,4596748; 0,1818182. 

Om de T te bepalen moet de interpolatiemethode van paragraaf 

4 gebruikt wordeno Uit de tabellen van OWEN worden daarbij 

de volgende waarden voor T opgezocht: 
• 

a 

h 
0 O.s1818182 0,25 

--------·--· ··---•---·--~----.. ----· .. •··· .. --. ~----- . ·-·---·-~-·--~----- -- _, ""·--··--·-·· ----

2,25 

2,4596748 

2,50 

0 

0 

0 

0,002216 

-
0.,001216 

0;002948 

0,001782 

0,001609 

waarbij voor de middelste waarden van de eerste en derde 

rij in tabel B geinterpoleerd is en voor de middelste 

waarde van de derde kolom in tabel Ao Verder is 

b ... 
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0,8386992 zodat de coefficientenmatrix, waarvan we de eerste 

kolom niet nodig hebben, gelijk is aan: 

; -
-
-

0,1613008 
0 

0.98386992 

De gezochte T wordt nu 

T 2,4596748; 0,1818182 

zodat tenslotte 

-0~1173097 

0,7272728 

-0,6099631 

• 

"- -· 
/ -
., 0 

l~J 
T\T 
~ 'ti O ,'j 

lJ T h .. 3 a " 
l J 

0,001346 

T 0.,2 5; 55 •·w 0,164881 - 0~001346 -- 0,1635350 

Voor de tweede functie T van 7o2 moet ook de reductie

formule 2c2 gebruikt worden: 

• 

T 
-·-

1 G 0,2 5 +G 0~6 5 
11 

- ~Lo,672640 + 0,910144_ - 0;612199 - T 

0,179193 - T 1sJ416408; 0,333333 ° 

1,3416408; 

0.9333333 == 

T 1,3416408; 0,333333 moet weer door interpolatie bepaald 

worden met de T waarden: 

8 I 

h 0,25 0,3333333 0,50 
---

~-- ---- - - ....___ ___ , ·- ----···-- ·- __ ............... - ... ·-·-- ..... ____ -~------------ ., - - ----"'T-•--•-• .. -~-- b ·-••-,_-..__.., •• "•r•>·~• ... •••••••~-••• _,,.., ••••· --•-~ 

1-"25 
1,3416408 

1.950 

0,017569 

0.9015564 
0;012372 

terwijl b O 3333333 - 0~25 .2 L 14 $ ' • : Ill •• a I 11 • I • 9 a at ; 

C 
0,25 

0!)022801 

-
0,015975 

o_.,3333333 en 

0,031828 

0,028017 

0,022006 



, 

-
w 

0 ,. 

lJ 
-

dus 

o,4222912 

0,6666667 

0,2443755 

0,6334368 

0 

0:;3665632 

-0,2111456 

o_,3333333 
-0,1221877 
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T 1~3416408; 0,3333333 w. ~ T h .. , a .. 
lJ l J 

0,020162!1 
i,j 

Dit geeft 

T 0,2 5; 3 0,179193 -- 0,020162 0,159031 
' 

en in 7,2 gesubstitueerd: 

p u, V E~ A 100 A I C 'C 'o0 0,163535 - 0,159031 

Voor de laatste kans uit het rechterlid van 741 geldt 

tenslotte: 

B'C' - C 1B' 
h 

UV U V ...... 

U U V V 

B 1 C ' - B 1 + B ' C ' -B ' 
U U U V V V 

B'C' - C 1B 1 
UV UV 

fCf C'-B 1 + C' C1 -B 1 

t U U U V V V 

B 1 C 1 - CtBt 
U V U V 

Dus: 

P u .9 v E.- B 1
00 B ' C ' C 'c-o )--

.... -, 

0 
2.,5 

5 
2,5 

0.,5 5 

0 

2. 

1. 
2 0~868224 + 0,987326 

"' 

5; 0,5;; 

- 0,857220 - T 2_,236068; 0~5 = ..... __. 

0,070555 - T 2,2360680; 0,5 -

.. ,. 0 _, 070555 - 0 .9 005059 = 0., 065496 0 

Voor de gevraagde kans volgt hieruit, zie 7-1 : 

0~109807-0,004504-0, ~5496-

0,039807. 
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De waarden van de normale verdelingsfunctie G x zijn be

paald met: Tables of probability functions, volQ I, Federal 

Works Agency, l·lorks Projects Administration for the City of 

New Yorko 

Generalisatie van paragraaf 5 voor drie-dimensionale verdelingen° 

Bezitten x, ~ en z een drie-dimensionale verdeling met verwach

tingen 0, varianties 1 en correlatiecoefficienten xz' 

• 

P x < h; y < k; z < m 

met formules van GeP. STECK 1958 uitgedrukt worden in functies 

G, Ten S. De laatste is een functie van drie variabelen, welke 

door STECK getabelleerd iso In deze tabel voor S kan lineair 

geinterpoleerd worden; voor de functie S gelden overigens 

soortgelijke eigenschappen als voor T. Daar de formules tamelijk 

uitgebreid zijn~ wordt volstaan met een verwijzing naar para

graaf 2 pp. 781-782-783 van de beschrijving van G.P. STECK. 

Litteratuur: 

J.Ho Cadwell 1951 

C. Nicholson 1943 

D.B. Owen 1956 

G.Pa Steck 1958 

D. Teichroew 1955 

Bivariate distribution. Bulletin Amer. 

Math. Soc.~ 61, PPo 561-562. 

The bivariate normal integralo 

Biometrika, 38~ pp. 475-481. 

The probability integral for two variables. 

Biometrika~ 33~ pp. 59-72. 

Tables for computing bivariate normal 

probabilities. A.M.S., 27J PPo 1075-10900 

A table for compu·ting trivariate normal 

probabilities. A.M.S.~ 29, pp. 780-800. 

Numerical Analysis Research unpublished 

statistical tables. JoA.S.A. 3 50, PPc 

550-556. 


