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asymptotische

% lga’% men p * 74 ! an i ﬁ

In het bx_;zoner k- 1 (met n — o0) p zo langzaam tot 0 demn dat mp - 0.

al is. deling ﬁ, voor i -» o0, deze

symmetrisch te zijn in p en q
Hierin steﬂm p en g geen constanten voor, maar functies van »n. Wij veron-
derstellen nu, dat c,® voor n —» o0 een limiet n waarbq oo als miet toege-
laten 1s. Is aan deze voorwaarde niet voldaan, dan is er ook geen limietverdeling.
volgende drie gevallen kunnen zich nu voordoen.
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»ok # — x is dan asymptotisch normaal. De groot-
hmie‘t te a maar (6) sluit evenmin uit dat
van deze stdlmg wordt verderop gegeven.

é@ndw Vﬁrim van v i kunnen wij stellen, dat voor iedere n geldt:
= g, < > 4. 1 an tree cit A= X 1N G de plaats van X.

(7) lim o =pn (0 < pu < o0).

;
P i I

. Stellen w1j weer p = ¢, dan i1s de voorwaarde

Wmin OG

g% =0

(9) lim P(x = 0) = 1.

W S0

Bewijs van I.

Het bewijs van de asymptotische normaliteit kan gevoerd worden met be-
hulp van een belangrijke moderne vorm van de centrale limietstelling, nl. de
stelling van Lindeberg-Lévy-Feller:*)

Laat X,i, Xn9,. .., X,, onderling onafhankelijke stochastische grootheden zijn
met ver wmkzm en en varianties die voor iedere n voldoen aan

RN e |
(10) X =0 (y=1,...,n)en X o¥x,) = 1,

Vo )

dan is X' x,, dan en slechts dan asymptotisch normaal als
B §

L

(11) im f WdF. (W) = O voor iedere & ~ 0.

B 08 Powm )

*) Zw bijv. M. L o¢ve, Probability Theory, N.Y. 1955, p. 2935.
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Z1j nu y,,, het aantal (0 of 1) successen bij het v¢ experiment van de reeks met

n
lengte n, zodat het totale aantal successen, x, gelijk 1s aan 2’ y,,, dan geldt

EC |
g_!m =p en ¢*(),,)=pg (w=1,...,n;, n=1,2,...),

zodat de grootheden

(12) x det :yf,,mp

"™ \/npg

aan (10) voldoen. De door ¥,,, aangenomen waarden zijn

q 4
(13) — (met kans p) en —=— (met kans g),
Vnpq RV !

zodat de integraal in (11), als wij even afzien van de voorwaarde | w| = ¢, tot
twee termen gereduceerd wordt. Deze bezitten de vorm

2 2
(14) E_g_.. — ..q.... resp. g_}?__‘ — E
npq 9 npq ¥l

en zi1j tellen hoogstens mee als

9 P
(15) T resp. T = €.
Is aan (6) voldaan, dan i1s voor voldoende grote » aan (15) niet meer voldaan,
daar npg — o0 en p en g = 1. De integraal wordt dan dus = 0 en aan (11) is
voldaan, zodat de asymptotische normaliteit geldt.
Is aan (6) niet voldaan dan is er een 0 >0 zodanig, dat er willekeurig grote
waarden van z te vinden zijn met

1

— > 0.
1) Vg

Nemen wij nu ¢ = % 6 dan is, voor de beschouwde waarden van n, steeds

voldaan aan minstens €én van beide ongelijkheden van (15), daar de som van de
linkerleden gelijk is aan 1/4/npq, dus > 2 ¢is. Is p =< ¢ (de algemeenheid wordt
hierdoor niet geschaad), dan is de integraal in (11) dus minstens gelijk aan g/n,
dus = 1/2n. De som in (11) bestaat uit » identieke termen en is = 3. Derhalve

1s (11) niet vervuld en is de verdeling niet asymptotisch normaal.

Het elementaire bewijs van II 1s voldoende bekend en behoeft hier niet her-
haald te worden. Ook I1I is gemakkelijk te bewijzen. Voor de volledigheid ver-
melden wij echter een algemene limietstelling, eveneens te vinden in het boek
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van Loé&ve, p.296, die noodzakelijke en voldoende voorwaarden geeft voor
het optreden van de verdeling van Po1sson als hmletverdehng van e€n som

onafhankelijke stochastische grootheden.

Laat X, X,9,. . ., X,, Onderling onafhankelijke stochastische grootheden zijn met

#

(14) max o?(x,,) >0 en 2 o%(x,,) — wu,

V p =]
1

dan is de limietverdeling van 2 x,, dan en slechts dan een Poi s S0 H -

p==1l

verdeling als

(15) Iim 2

€n

(16) Iim 2 J w2dF,, (w+ & x,,) = 0 voor iedere ¢ > 0,

> 0o ';'Pml

tw—1 2 €

waarin F,, de verdelingsfunctie van x,, voorstelt.

Hoewel uit deze stelling blijkt, dat de x,,, niet dezelfde verdelingen behoeven
te bezitten en zowel continu als discreet verdeeld mogen zijn, leert een nadere
beschouwing van de stelling dat deze generalisatie van de hmletstelhng van
Poi1sson geen essentieel nieuwe mogelijkheden onthult.

In tegenstelling tot stelling I 1s het belang van stelling II eerder dat de laatst-
genoemde aangeeft hoe beperkt de mogelijkheden zijn om als limietverdeling
voor de som van onafhankelijke grootheden een P 0iss o n - verdeling te ver-
krijgen. Essentieel zijn alleen vrij triviale modificaties mogelijk op het oorspron-
gelyk door Poisson beschouwde binomiale geval.

J. Hemelr k.
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