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Hoofstuk I

§ 1 Relatieve doeltreffendheid en A.R.E.

Wanneer er meer dan een aanpak bestaat van een bepaald statistisch
model dan is het nuttig om vergelijkingen te kunnen treffen.
We zullen willen weten welke aanpak de "beste" is, in een nader te
definiéren zin. Dit probleem verschijnt bijvoorbeeld als we twee
verdelingsvrije toetsen ter beschikking hebben om dezelfde nulhy-
pothese HO te toetsen. Een hulpmiddel ter vergelijking van die twee
toetsen is de relatieve doeltreffendheid.
Het is een relatieve grootheid die het onderscheidingsvermogen van
een toets met dat van een andere vergelijkt.
Als "andere" wordt vaak een standaardvergelijkingstoets genomen, onder
die condities vaak de meest onderscheidende.
def.:We zeggen dat de relatieve doeltreffendheid van een toets A t.o.v.
een tweede toets B is e, als we bedoelen dat toets A, gebaseerd op
n, waarnemingen "equivalent'" is aan toets B, gebaseerd op n, = e.n,
waarnemingen.

De vraag is nu natuurlijk: "Wat verstaan we onder equivalent'?

Def. van Pitman:

Als we twee toetsen A en B hebben van eenzelfde hypothese HO, een-
zelfde onbetrouwbaarheidsdrempel o en eenzelfde onderscheidingsver-

mogen t.0.v. eenzelfde alternatief, toets A vereist n, waarnemingen

1

en toets B vereist n, waarnemingen, beide toetsen zijn eenzijdig of

beide tweezijdig, dan is de relatieve doeltreffendheid van toets A

t.0.v. toets B : e = e =

N

Deze definitie geeft onmiddellijk aanleiding tot enige moeilijkheden.

In het algemeen hangt e af van 3 argumenten n.l. o, 6, n,

dus e = e(a, 6, n.)

2
waarbij o = onbetrouwbaarheidsdrempel v/d toetsen
8 = de parameter die de alternatieve hypothese karakteriseert
n. = het aantal waarnemingen bij een vast onderscheidings-

vermogen van de "efficiente" toets (de toets waarmee we

vergelijken).



De vergelijking van de twee toetsen vereist een ontwikkeling ven
deze uitdrukking als functie van die drie argumenten.
en n, zo dat het onderschei-

1 2
dingsvermogen vaen de eerste toets niet precies gelijk is te krijgen

In werkelijkheid is het wvoor kleine n

aan het onderscheidingsvermogen van de tweede toets.

Interpolatie zal dus noodzekelijk zijn.

Hodges en Lehmann hebben aangetoond dat een speciale interpolatie-
methode aanzienlijke invloed kan hebben op de waarde van e. Deze
moeilijkheid is klein als n groot is.

In het algemeen is de ontwikkeling van e als functie van zijn drie
argumenten erg ingewikkeld, te ingewikkeld.

Toch is het zeer gewenst om een maat te vinden waarmee we twee toetsen
A en B kunnen vergelijken.

Het kan in de praktijk bijv. zo zijn dat we twee toetsen hebben die
we kunnen toepassen, A en B, waarbij A slechts weinig meer onder-
scheidend is, slechts weinig beter, dan toets B, terwijl toets B
rekenkundig veel simpeler is toe te passen.

We zullen dan toch toets B willen prefereren.

We zullen nu een ruw beeld geven van wat de Pitman-doeltreffendheid
is, een wiskundig nauwkeurige definitie van dit begrip volgt in het
volgende hoofdstuk.

Bij de besturdering van e als functie van zijn drie argumenten

8, n., o kunnen we natuurlijk een of twee argumenten constant houden

en dz anderen laten naderen tot een passende limiet.

Het is vaak redelijk en mathematisch gezien ook het eenvoudigste
het asymptotische geval n, -+ « te beschouwen. In de verdere tekst
zullen we n, vervangen door n.

Om niet 2 tgetsen te beschouwen met onderscheidngsvermogen praktisch
1, zoals het geval is bi] asymptotisch onderscheidende toetsen tegen
en vast alternatief, (bij deze toetsen geldt n.l. per def. dat het

onderscheidingsvermogen 8 -~ 1 als n -~ =), bekijken we alternatieven

6 =06 met 6 > 6 als n > «,
n n 0

Opm.: As. onderscheidend is hetzelfde als consistent. Als we het

alternatief vast zouden houden bij consistente toetsen -



=

n
zouden we vaak krijgen lim ;g = 1. Dit resultaat zou onbruik-
nze 1
2

baar zijn.
Dat dit niet altijd het geval behoeft te zijn zien we aan het
volgende voorbeeld (1.1). Dit in tegenstelling tot wat in enige

boeken vermeld staat.

Vb(1.1) Stel we willen toetsen Hy + 0= u,
. B = >
tegen  H, :u=u, (u1 uo)
. 2
op grond van de steekproef‘§1, Xys v v s EQn uit een normale (u,o07)

verdeling waarbij u de verwachting is van de normale verdeling, terwijl
de variantie 02 bekend is.

We gebruiken als toetsingsgrootheden

2n
Eﬁn) = %;- ) X, (gemiddelde van alle waar-
i=1 .
nemingen)
Eén) = &- ? X, (gemiddelde van de eerste
i=1

n waarnemingen)

(n)

Zij Bi het onderscheidingsvermogen van toets 1 bij 2n waarnemingen.
Bewering: Bgn) = BéEn)
Bewiis: (n) . (2n)
ewl]s: 31 heeft dezelfde verdeling als 32
n
In dit geval geldt dus lim == 1/2 # 1
nze 1

2

We beschouwen dus e = lim e(o, 6, n)
n--o

e»eo

In vele gevallen blijkt dat deze e niet afhangt van o.
Via deze limiet komen we dan tot een meer algemene en in zekere zin
gestandaardiseerde maat voor relatieve doeltreffendheid, de zogenaamde

"asymptotic relative efficiency" ofwel Pitman doeltreffendheid.



Ook de def. van A.R.E. brengt moeilijkheden met zich mee voor de
toepassing. De A.R.E. van 2 toetsen heeft wel het voordeel dat zij

niet zo afhankelijk is van allerlei toetscondities zoals e(a, 6, n)

dat was, maar ziJ heeft het grote nadeel dat zij in feite onrealistisch
is t.0.v. de experimentele praktijk. '
A.R.E.'s representeren n.l. de relatieve doeltreffendheid van de toets
onder voorwaarde dat de steekproefomvang oneindig is en dat de alter-
natieve hypothese essentieel dezelfde is als de nulhypothese.

Duidelijk is het precies onder die omstandigheden als waarin zi]
gedefinieerd is dat de A.R.E. het minste praktische nut heeft.
Tenslotte, n # © en niemand is geinteresseerd in een onderscheidings-

vermogen om een H_-hypothese te verwerpen ten gunste van de alternatieve

0

hypothese H, die slechts ontzettend weinig verschilt van H

Men kan zeg;en dat de relatieve doeltreffendheid niet voldgende alge-
meen is, maar realistisch, terwijl de A.R.E. wel algemeen is maar niet
realistisch.

Men kan zich afvragen, hoe representatief is nu de A.R.E. in situaties
dat n niet groot is en/of het alternatief niet vlak bij de nul-hypothese
ligt.

In de loop van de volgende paragrafen zal hierop een antwoord worden
gegeven waaruit zal blijken dat de A.R.E. voor de vergelijking van 2
toetsen in het algemeen toch een nuttiger grootheid zal zijn dan de
relatieve doeltreffendheid.

Nog een andere mogelijkheid om 2 toetsen met elkaar te vergelijken

is een beschouwing van de respectievelijke onderscheidingsvermogens
als functie van 6(het alternatief) van asymptotisch onderscheidende
toetsen voor n -+ <,

Bijv. Wald (1941) definieerde een asymptotisch meest onderscheidende
toets als een toets waarvan het onderscheidingsvermogen niet kan
worden verbeterd voor n - «, d.w.z. asymptotisch U.M.P.

We zullen nu eerst een nauwkeurige definitie geven van een toets

die asymptotisch U.M.P. is, waarna een voorbeeld (1.2) zal volgen, af-
komstig van Lehmann (1949), waaruit blijkt dat een dergelijke toets

in feite aanzienlijk minder kan zijn dan zo'n andere as. U.M.P.

toets, zelfs asymptotisch.



"

Opm.: Het begrip "asymptotisch U.M.P." is geen wezenlijk alternatief
voor as. efficiency omdat slechts sommige toetsen as. U.M.P.
zijn.

We definieren allereerst een U.M.P., toets:

Stel we willen toetsen H : © e-QH

tegen het alternatief K : 6 € Q_ met als onbetrouwbaarheidsdrempel o,

K
waarbi] QH uf = Q = de parameterruimte.

De uitslag vaane toets, of we de nul-hypothese zullen verwerpen of

niet, is gebaseerd op de waarde van een stochastische variabele X,

waarvan we dus weten dat de verdelingsfunctie Pe behoort tot een

zekere klasse P = {,Pe | 8 eq }-

We nemen aan dat als we 0 kennen, we ook weten of de nulhypothese

julst is of niet.

Voor iedere waarneming x, verwerpen we met een zekere kans, die van

x afhangt n.l. ¢(x) (x is vaak een waarnemingsvector).

Deze functie ¢ karakteriseert de toets (de kritische functie).

De kans op verwerpen is : Ej $(X) = | ¢(x) dPo(x) , ® €@

We weten dus 0 < ¢(x) < 1. In de kritische zdne Z geldt ¢ = 1.
Def.: ¢ is U.M.P. (H, K, a)

als voor iedere toets ¥ met Eg P(X) < v B e Q

[0}
geldt : s(b(e) =B, o(X) > By u(x) = ew(e) VO e R

We zeggen: ¢ is uniform meest onderscheidend.
We definiéren vervolgens wat een asymptotisch U.M.P. toets is.

Def.:Een rij toetsen {lpn}°° heet asymptotisch U.M.P. (H, K, o)

n=1
als voor iedere rij {6} met E. ¢ (x) < o voor 6 € Q_,
noo 8 'n - H
geldt dat : lim sup { sup (Ee ¢ (x) - By ¥ (x)kh<0
N> eeﬂK n n

Vb(1.2) Beschouw het probleem dat we van een normale verdeling de ver-
wachting toetsen bij een bekende variantie, die we 1 veronder-
stellen. We toetsen HO 1 8 = 60 tegen het een-zijdige alternatief

& H1 H 9 = 61 > eou



Het steekproefgemiddelde zij g; de waarnemingen zijn x

Bekend is dat een U.M.Pi toets van H

12 Xps v e

tegen H, wordt gegeven door de

0 1
kritieke zdne Xx > 8, + 7% (zie Lehmann) en dat het onderscheidings-
vermogen is : P, = G{A.Vn - Aa} =1 - G{Aa - AVn}, (1.1)

waarbij A = 61 - BO,

betrouwbaarheidsdrempel is, en A, door o bepaald wordt (a =] g(x)ax).

A
a

G de normale (0,1) verdelingsfunctie, a_de on-

x
Dus G(x) = «J Tom ©

We construeren nu een 2-zijdige toets met onbetrouwbaarheid a,

waarin we Hg verwerpen als x > 6, + X~/ 1/2of x <6,-A / 1/2

0

waarbij A en A functies zijn van n zddet o, + a. = o e
o, o, 1 2
Het onderscheidingsvermogen van de 2e toets is:
Pp.=c{avn =2 Y+l = A/n-) 1} (1.2)
2 o o
1 2
Daar G altijd positief of 0 is volgt:
> G {avn - A =1-0G6{A - AV
P, > G {avn 0‘1} 1 - Gf . AvVn} (1.3)
Dear de eerste toets UMP was hebben we:
- AVn} - - AV -
eix, Avn} G{Aa AVn} > P, =P, 20 (1.4)

1

Gemakkelijk kan men inzien dat het verschil tussen G(x) en G(y)
voor vaste (x - y) maximaal is als X en y symmetrisch om 0 liggen,
dus als x = =y

+ 6¢{1/2(x-y)} - a{l-1/2(x-y)} > a¢(x) - a(y) (1.5)

Als we (1.5) gebruiken voor (1.4) dan: (x xu - An, y = Ay - AVn)

c}{1/2(xm1 - Aa)} - G{—1/2(Aa1 -2 )}>P -P_ >0 (1.6)

Als we dus kiezen Xa voor ledere n zo dat lim xa = A (1.7)
1 n--o 1

dan gaat het linkerlid van (1.6) naar 0= (P -P2) ~>0als n~> o

1
uniform in A.

X
n



De twee-zijdige toets is dus asymptotisch U.M.P.

Beschouw nu het quotient van de kansen op fouten van de 2e soort van
de toetsen.

Uit (1.1) en (1.2) volgt:

G{r, - A/n} - G{- A, - AvVn}

1 -P
2 _ 1 2
1-P, G{r, - &/n] (1.8)

Als Vn » « dan gaan teller en noemer nasar O.

’
’

1/2)

We gebruiken de regel van 1'HOpital (differentieren naar n

1-p (Aa - A)g{xd - Avn} (Aa + A)g{- A, - AVn}

lim — 2 lim 1 1 + 2 2
172 1-P, 1/2 - A g{ka - A/n} - A g{Au - AvVn}
n - >0 n >0
(1.9)
not
— lim (B + A) , waarbij g de normale (0,1) dichtheid is.
1/2
n ~»00

Uit (1.7) volgt dat A, * ® alsn~> < en daarom gaat A naar 0 als
1/2 2
n > o,

Uit (1.7) volgt dat ook B -~ « als

1
gl - ava} expl =1/2(A = /n)%)
a a . o
lim 1 1 7 = lim - A 1
ne glh, -2 n} n-+o %1 expl -1/2(A, - AVn)?}
. ! 2 2
= 1im - A exp{ -1/2(x° =A%) + AV/n(A. -2 )} = (1.10)
a o a ) o
n-e 1 1 1
t . ! ..
%%: lim - A exp{C + Avn(x -1 ) waarbij C = —1/2(>\2 - Ae).
o ) a o o
n>® 1 1 1

Uit (1.7) volgt dat C > 0 als n > ©

Als we stellen Aa = Aa + n'<S , 0 <8< 1/2
1

dan is (1.7) vervuld en (1.10) = ® als n - « .

&



Conclusie:
Ofschoon beide toetsen asymptotisch U.M.P. zijn, gaat het
quotient van de kansen op fouten van de 2e soort - «
als n > «,
Het is daarom duidelijk dat het kriterium "asymptotisch

U.M.P." niet erg selectief is.



§

1

10
Hoofdstuk II

Asymptotisch relatieve doeltreffendheid (A.R.E.)

Zoals we in het vorige hoofdstuk hebben gezien, is het gewenst om
een nuttige asymptotische maat te vinden voor toetsdoeltreffendheid

bij alternatieve en -~ 6_als n-> ~, Hierbij is dus:

0

Gn : de parameter die de alternatieve hypothese karakteriseert.

60 : de parameter die de nul-hypothese karakteriseert.

Dit type alternatief werd voor het eerst ingevoerd door Pitman (1948).

Laa.t.j_1 en EQ twee toetsingsgrootheden zijn (asymptotisch onder-
scheidend voor de hypothese HO : 6= 60 tegen het eenzijdige alternatief
H1 : 8 >0, en Ei = fi(§1,.,., En) voor i = 1,2 (Ei is dus een

functie van de waarnemingen).

We zullen asnnemen dat t, en t, asymptotisch normaal verdeelde (D)

stochgstische grootheden zijn (¥6). Later zal blijken dat deze voorwsarde
(D) voor de opbouw ven de theorie niet essentieel is.

In het volgende zullen we bij het opschrijven van breuken zonder

meer veronderstellen dat de noemers ongelijk zijn aan O en dat de
afgeleiden die we opschrijven bestaan.

We zullen de volgende afkortingen gebruiken:

a

E(t. |6) = £, (8)
2 .
var(t. |8) = 0%(9) i=1,2
-1 1 &
_3i_ E (e) = E(r (e) 969, Waarbij Q de parameter

s0F * ruimte is.
r

3 5.(8) = oﬁr)(e)

spf 1 )

7ij o de onbetrouwbaarheidsdrempel van de toetsen. We nemen n groot.

We nemen bovendien aan dat: oi(e) # 0 voor 1 = 1,2 en V6eQ.

.. . °T ..
Opm: We schrijven f(n) ~ g(n) (n + =) als lim gEE% = 1,waarbij f(n)

n—-e
‘ en g(n) reéelwaardige functies zijn op de natuurlijke getallen.




g
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We zeggen f(n) en g(n) zijn asymptotisch equivalent.
We beperken ons tot toetsen met kritieke zOne Zi’ die gegeven
worden door: %, > Ei(eo) + Aaci(eo) (i =1,2).
Het teken van Ei kan eventueel veranderd worden indien nood-
zakelijk om een dergelijke vorm te verkrijgen;
A, wordt vastgelegd door de relatie G(—Aa) = a, waarbij G de
gestandaardiseerde normale verdelingsfunctie is.
We hebben dus:
t. - E.(08,)
-1 10 _ .
P(WZAQIHO) =0 (1 = 1,2)
10
N(0,1)

Het onderscheidingsvermogen van Ei voor n groot wordt:

t. - E.(6.)
0 _ .
P,(8) = P(:E;;Tgiy—-—.i_xalﬁ1) = P(t; > E;(8]) + Aaci(GQ)|H1)
t. -E. (8) E.(6) + A o0.(6.) - E.(8)
=Py | 8> 9g) =
L 1 1 1
N(0,1)
E.(6.) + x 0.(6.) - E.(0)
0 10 1 _
= G(-(-% gi‘“ ) =
= G{(Ei(e) - El(eo) - Aa“i(eo)/oi(e)} waarbij 6 > 0,
Het argument van G noemen we ui(e,ka) zodat
E.(8) - E.(6.) = X 0.(8.)
= 10_%9) @1 0. - w (6,0) (2.0)
1

P.(6) = Glu; (8,1 )} wvoor i =1,2 (8>48.,)

0
7ij f reéelwaardige functie op [a,b]. Onder voorwaarden o0.a.
f is n x differentieerbaar (zie Analyse I) geldt de Stelling

van Taylor:

(b-a)

£(b) - £(a) = {228 £1(q) + {25 bl

1!

waarbij a < £ < b.
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Stel nu dat de eerste (n-1) afgeleiden van f in het punt a allen

0 zijn, dan geldt dus:

(b-a)®

= f(n)(g) met & < £ < b.

£(v) - £(a) =

We zullen ons in het volgende voorlopig beperken tot &én vaste
toets zodat we de index i tijdelijk weg kunnen laten.
De ontwikkeling van de functie E(6) om het punt 6 = 6 _ is als

0
volgt (Taylor):

(6-6,)"
* 0
E(6) - E(8,) = 5™ (o R
waarbi]j 90 <87 <0 en m wordt gedefinieerd door:
E(r)(eo) =0  voor r = 1,2,...,m~1 (a)
E(m)(eo) # 0

We hebben ons beperkt tot consistente toetsen, het onderschei-
dingsvermogen P(6) = G{u(e,ka)} met © > 6., gaat dus naar 1

als n > ©, voor alle 6 > © 6 vast.

09
Hoe kunnen we nu 6 = en Z0 nsar 90 laten naderen dat het onder-

scheidingsvermogen P(6) niet nadert naar 1 en niet naar 0 als
n > ©f
Dan zal moeten gelden dat 1lim u(6 ,\ ) eindig is.
n-> n o
In het vervolg zal blijken (zie (2.4a)) dat het geval
lim G{p(® ,X )} = 0 of 1 niet interessant is aangezien hieruit
n--co n- a
bij gelijkstelling in de limiet van de beide onderscheidings-
vermogens van de twee toetsen die we gebruiken, geen relatie
zou volgen voor het quotient van het benodigde aantal waarnemingen.

We herhsalen:

o) = E(en> - E(eo) - Aao(eo)

n’"o G(Gn)

Toepassing stelling van Taylor geeft:
™) (6") (6 5 )" a(e,) -
u(en’ka) = 6(6#) m! = A ETE;T (eO <8 < en)'

s
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Een eis die nu zeer voor de hand ligt, die ongeveer neerkomt
op continuiteit van de verwachting en standaardafwijking als

functie van 6 in het punt 60, en die we nu stellen is de

volgende:
13 E(m)(6*3 _ . CI(en) _
im @) =1 en lim 5(6.) = 1.
n> g (60) n->o 0

Als nu aan deze eis voldaan is dan heeft u(G,Aa) een eindige
(m) m
E (eo)(en-eo)
c(eo)

limiet voor n + « als lim eindig is.

n-—>o
Het geval dat er uit deze limiet O komt is ook niet van belang
vanwege dezelfde reden als waarom we lim G{u(®_,A )} =0

n->o n°- o
hebben uitgesloten.
We hebben gezien dat we moeten beschouwen het geval dat en > eo
als n—> o,
Om er voor te zorgen dat lim u(en,ka) # ©, o 0 moet dus gelden
n- o

dat de snelheid waarmee (Q—eo)m naar 6 gaat als n > ®, dezelfde

3 | ™) ()
is als de snelheid waarmee 1/ naar 0 gaat als n > =,
: R ! 0(905

In de praktijk hebben we vaak (zie Vb. 2.1) dat

E(m)(e )
R ™= —C_ZTS_NC'n (n > =)

voor zekere constanten B en c.
Het is nu duidelijk hoe we de rij alternatieven en moeten
definiéren:

k
nB/m

n=1,2,...

k > 0, want en > 0

en = 60 +

0"
We stellen nu B/m = §.

De volgende stelling ligt nu voor de hand:

def E(m)(eo) mé
Stelling: Zij 1) = R % —) " oo (n » ) (2.1) = B

0
voor zekere c,§

m wordt bepaald door (A)



2) 8 =6_+ 53 s k willekeurig, > 0
n n is de steekproefomvang

in de beschouwde toet-

singsituatie.
v (m) 4 a(8 )
3) limEm(e')=1 en lim oy = 1
© nve E (eo) n>® 0
* *
voor 8, < 6 <8 , 6 Dbepaald door (4).
ck™
Dan geldt: lim u(en,xa) == - Ay
n->-oo
Bewijs:
2™ (o)
Volgens (2.1) hebben we lim —= =1

> 08 ).c.
o ( O) c.n

(2.2)

(2.3) =

E(6 ) - E(0.) — A 0(6)
Lim u(8 ,2,) = lim —= o(g ) .
n>*® nre®
E(6 ) - E(8,) a(8,)
R 0 B ()
(m) o3y kK \m
(2:3) gy e G000 (e.e) B ()
) liffE )= '0(6)'% - liﬂ ACRE
oy n n
(m)
CoEe B8y o(8,) :
=1 1 ( ) N - A
nig 5 )(eo) - 8 a(6 ) 0(90) a
se (m)
= lim E(m)(e') : ‘(eo) en™® lT . (Em fﬁfp) - A
n>e E( )(6 ) (6.).c.n o n(S o(en ¢
N
> 1 > 1 ragt
= cmfm - Aa qg.e.d

We zien dat het niet voldoende is in (2.3) slechts te eisen:

' E(m)(en)
lim —(—1';5—— =1,

) n+° E (60)
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Asymptotisch is het onderscheidingsvermogen dan dus
== - 1) (2.k4)

We beschouwen nu twee rijen van toetsen Eﬂ,n1(v)’ Ee,n (v) (v=1,2,...)

en nemen aan dat voor beide rijen aan de voorwaarden van de stelling

voldaan is.

]
8

Ook moet gelden: lim n1(v)
Voo

]
8

lim ng(v)
V>
We hebben nu te maken met een Ri’ ki’ mi, Gi enz. (i = 1,2).
Als nu de twee rijen van toetsen in de limiet (v > =) eenzelfde
onderscheidingsvermogen moeten hebben tegen dezelfde rij van alter-

natieven voor vaste a, dan moet volgens de stelling dus gelden:

m m
¢, k11 5 k22
G - 3g) = e - ) (2.4)

1 2

c1 k1 L c2 k2 _,
1 o ] °

m, m,! o
Hieruit volgt:

c m m,! m

2 2 10 _ o

c, ' k2 m2! k1' (2.5)

k1 k2
60 + ———_-_§: = 90 + ———————g; voor v = 1,2,...
(n (v)) (ny(v))
o K %
Hieruit volgt: k, = ——=—%—. (n1(v)) (v =1,2,...) (2.6)
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Als we nu (2.6) substitueren in (2.5) dan:

§
1
k, ) (n1(v)) | Cpmyt myem, ]/m1
—=——F=("=—5k ) (2.7)
k J c, m.1 2
2 2 172
(ny(v))
61
(2.7) (n1(\)))
Nu geldt: k1 >0, ky > 0 = —— is een positieve konstante,
(ny(v)) @
zeg A.
n, (v) 1/8
o ¥ 1 = > ) =4 = =
Hieruit volgt dat %ig EETUT B 0 als 1 5 met B A konstant.
Als 6. > 6: dan lim 1 = o
s 2 dan lim = 0,
1 2 \aco n2(v)
n, (v)

]
8

. 1
Als §, < 6§, dan lim
1 2 N n22v5

We definiéren nu de asymptotische relatieve doeltreffendheid ofwel

A.R.E. ofwel Pitman-efficiency van t (v) t.o.v. t (v) als:

1,n1 —2,n2 v
(toets A t.o0.v. toets B)

n1(v)
A2’1 = &ign—zwy (= B als 51 = 52)

We hebben A2,1 = 0 als 61 > 62.

Als we dus twee toetsen vergelijken volgens het kriterium van de
A.R.E, dan kijken we eerst naar de waarden van 6. (i = 1,2); als

61 < 62 dan is de A.R.E. van de toets t.o.v. de andere O,

We mogen ons dus vervolgens beperken tot het geval dat §, =6, = 6.

1 2
Uit (2.7) volgt nu direkt:

' -
def . n1(v) o comy! m,-m, 1/m16
A2 17 1im n,(v) (c m,! k2 ) (2.8)
? Vo T2 172"
Als nu bovendien m, = m. = m dan A = (—2)1/m6.
1 2 2,1 c1

&
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Wanneer we (2.1) gebruiken en v vervangen door n dan:

(m)
E2m
(m)

1

(eo)/°2(eo)}1/ma

(8,)/5,(8,)

A = lim {

(2.9)
251 n> E

In vele gevallen is deze limiet vrij eenvoudig te berekenen.

In de meeste gevallen geldt § = 1/2, m = 1,

Er schijnt geen enkel .geval te bestaan met m > 2,

Uit formule (2.8) zien we dat als 61 = 62, maar m, # m., dan is
A2’1 onbepaald, want de uitdrukking hangt dan af van de willekeurig
gekozen konstante k2.

Als we H0 willen toetsen tegen het twee-zijdige alternatief

H,: 0 # 60 dan blijven de resultaten onaangetast als we 'gelijke"
kritieke z8ne's gebruiken van de vorm: % > E(eo) + Aa/2 .0(60) of
By < B(og) = Ay /p-9(80).

Tenslotte, het asymptotische onderscheidingsvermogen wordt dan ver-

vangen door Qi(e) = G{ui(e,ka/2 )P+ 1 - G{ui(e,—l )} (1= 1,2).

a/2
Bewijs:
t. - E(6.) t. - E.(6)
o4 0 =1 1" 0 _
Qi<e) = B( 0(60) g Aa/2 v o(eo) < Xa/2 |H1)
t. - E(6.) t. - E(8.)
-1 0 =2 0
P( G(eo) > Au/z |H1) + P( 0(60) < —Aa/2_|H1)
= . + 1 - . -
G{ul(e,xa/2 ) 1 G{ul(e, Xu/z )} als 6 > 8,5 a.e.d
k4
Hieruit volgt dat Q1(en) = Qz(en) tegen het alternatief en = eo + _E;
n

waarbij ki nu niet meer groter dan O behoeft te zijn, ki # 0, als

(2.5) en (2.6) gelden zoals tevoren. (i = 1,2)

Konijn (1956) geeft een meer algemene behandeling van 2-zijdige toetsen
("gelijke" delen niet noodzakelijk).

Kort samengevat kunnen we nu zeggen dat als 61 = 62 =d8denm =m, =m

1 2
en als aan de regulariteitscondities is voldaan dan:

&



™) (6 )/, (8 ))"/m

(
2 0 2" 0 .
m)(6)/0,(8,)) /8

]
5
[0

8
1/m a

Oorspronkelijk noemde Pitman (Eﬁm)(eo)/ﬁi(eo)) e "efficacy" ook

wel lokale efficiency van de 19 toets bij het toetsen van de hypothese
: 6 =0_,

Hy 0

De Stelling van Pitman luidde dan ook:

De asymptotische relatieve doeltreffendheid van 2 toetsen die
voldoen aan A, B, C en D met § = 51 = 52 en m, = m, = m wordt
gegeven door de limiet voor n > ® van het quotient van de

"efficacies" van de 2 toetsen.

Opm: De grootheid relatieve doeltreffendheid vindt zijn analogen in
de schattingstheorie.

Hier neemt men dan de variantie van de schatter als kriterium en

no(v
definieert men weer de A.R.E. als lim —=
V> n1(\))
Asymptotisch geldt vaak dat de doeltrgffendheid van schatter A
. o o
t.0.v. schatter B gelijk is aan lim —2n
n>o 42
2 U1n
%2
dus e = lim.—EE (zie Kendall II, pag. 20).
n>e o
n
Vb. 2.1
Stel we willen toetsen HO: B = 60 tegen het alternatief H1: B > eo
op grond van de waarnemingen KyoXpse oo sX, uit een normale verdeling

met verwachting 6 en bekend veronderstelde variantie 92. De onbe-
trouwbaarheidsdrempel zij o.

We kunnen als toetsingsgrootheid gebruiken het steekproefgemiddelde
X, maar ook de steekproefmediaan z. Zowel X als g zijn asymptotisch
.normaal verdeeld. Bekend is dat er een toets bestaat met als toet-

singsgrootheid x die UMP(HO,H a) is.

19

We weten dat E(X) = 6 en 02(k|6) = o°/n.

Bovendien weten we dat g een asymptotische rake schatter is van 6 met
mo -~

B(E) =0 en o (5[0) ~ T (n > ).
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Hieruit volgt: E'(GO) = 1 voor beide toetsen zodat m, =m, = 1.
We moeten nu nog nagaan hoe groot 61 en 62 zijn.
Voor n - « moet gelden:
(m, )
E. (8.) m. S,
_ 1 0" . 11
Ry =56y ~ % ®
it o0
dus: R, = | ~ ¢ .n1/2 (n+ ) =>68 =1/2
1 2 1 1
(no )1/2
2n
ook: R ! 1/2 1/2 .

nN
]
s
o n
2
Q
nN
B
5
¥
8
n
Vv
(o]
n
n

Gemakkelijk kunnen we nagaan dat aan alle voorwaarden voor de

Stelling van Pitman is voldaan.

[V
=560
Tenslotte: lim =7 =lim—=1 (i = 1,2)
E'(6 ) 1
n>° 1" 0 n->e
c,(8) 2 o.(8)
lim 01 5y = lim g /n_ 1, 1lim 02 5y = 1 (analoog)
n> 170 n*® ¢~ /n n> 2°°0

Als we nu de formule toepassen vinden we:

1 . 1 }2
1/2 (02/n)1/2

A~ - = 1im {= >
XX e (167 /2n)

2
i (22 22 -2 2

1> ovm 7; (/1—1_')2
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A.R.E. en de afgeleiden van de onderscheidingsvermogens als

functie wvan 6

De aard van de rij van alternatieve hypothesen (en = 60 + E%T )

i
n

waarbi] 6n - 60 als n > ©, maakt het dulidelijk dat de A.R.E. op de

een of andere manier verband houdt met het gedrag van de onderschei-

dingsvermogens als functie van 6, in de buurt van 90, van de toetsen

die worden vergeleken.

We zullen in deze paragraaf laten zien dat onder zekere condities

de A.R.E. een eenvoudige functie is van het quotient van de afge-

leiden naar 6 van de onderscheidingsvermogens in het punt 60.

We behandelen eerst het geval van het eenzijdige alternatief H, en

1
nemen weer aan dat alle noemers van breuken die opgeschreven worden
ongelijk zijn aan nul.

We hebben gezien dat asymptotisch de onderschedingsvermogens Pi(e)

(i = 1,2) worden gegeven door:

= not
Pi(e) = G{[#i(e) - (Ei(eo) + xa ci(eoil/é:ze) ___.G{ui<6,ka)}

We differentieeren naar 0:

PI(6) = glu;}. ui(e,%a)waarbij g de dichtheid is

van de normale (0,1) verdeling, (2.9a)
en
' =4
wi(e0y) = & ([E (0) - (500 + 2 0, 00)] /)
ci(e)
_a {Ei(e) i Ei(eo) A, ci(eo)1
ae "o, (6) 0. () ’

oi(e). Ei(e) - Ei(e)c;(e) (ci(e). 0 - oi(e) (Ei(eo) + A, oi(eo))).

2 2

o, (6) 0. (8)
E{(e) i oi(e)
Gi(e) cf(e)

( Ei(e) - Ei(eo) - ci(eo)).
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d - a -
Bedenk 35 Ei(eo) 0, 35 ci(eo) 0.
k.
We nemen vervolgens saan,(zie 2.3)),dat geldt voor 6 = 6 =08, * —%— ;
(m; ) i
E, * (e) 0. (e) 1
lim.—j———————— =1 en lim——=1 (i =1,2).k. > 0.
N0 mi) fsoo Ci(eo) et
Ei (90)

Vervolgens eisen we bovendien dat voor 6 = en.

oi(e) E, (6)
lim 516 =1 en lim.E—F;—T = 1,met als gevolg: .
n> “1°°0 me "1 0

lim(Ei(e) - Ei(eo)) = 0.

n->o

k.
Voor het alternatief 6 geldt dus weer 6 =6 _+ —%— ’(ki >0), 1i=1,2.

Nu geldt voor n = o«:

E!B) o!(8)

U{(eska) = oz(e) - gg(e) (Ei(e) - Ei(eo) - ka Ui(e ))

1

_ E;(e)  Ef(6,) 9;(8)) ) ci(e) 0i(64) (°i(eo))
Ei(eo) GETGO) \Siiil Séffgl ci(e} :iiiil
> 1 > 1 > 1 > 1
1 oi(eo).o (8)
$ 505 (Ei(e) - B (80) - A5 ()
-~ 0 > 1
E!(8.) '(e.)
~ l(eo) ¥ Gl(eo) Ay (i =1,2)
%% %% (n > =)
oi(eo)
Zodat als m, = m, = 1 en als lim GRS 0 (2.10)
§ =6 =6 n> "1 0
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We krijgen in 6 als n - o:

(6 (6 ! ! !
pl(e ,n ) = =4 (%) + 71 (%) A= 5 %) + 7i(%)  E (%) A=
. . . 1 . 0 -
itv0* a ci(eo) ci(eo) o ci(eo) E (60) oi(eo) o
1 1 1
= Ei(eo) 1 + Siiigl A El(eo) als n > (2.11)
G.(0.) E'(6.) * "o o0.(6.) :
0 10 10
N S
>0
We hadden voor n groot: Pi(e) = G{ui(e,ka)} waarbi j G(—Aa) =a
In 60 : Pi(eo) = G{ui(eo,ka)} waarbij G(-Aa) = q (i =1,2)
We weten dat de onbetrouwbaarheidsdrempel van de ide toets
o is voor i = 1,2 - Pi(eo) =a voor i = 1,2,
dus : Pi(eo) =q = G{ui(eo,ka)} = G(-Aa) }_+
G is N(0,1) verd. fu.; deze is strikt stijgend
M ui(eo’ku) = he g{1'1:1(60’)‘&)} = g(_ka) (2.12)

voor i = 1,2,met g is normale (0,1) dichtheid.

(2.9a) wordt nu als we substitueren (2.11) en (2.12) :

E!(6,)
] - : 1 1 O > o© LA,
Pi(eo) = g{ui} -vui(eo,ka)fu g(-ka) E;TEET als n (i =1,2)

We hadden: m_I = m2 =1

Bovendien weten we uit §1

1 1/m8 ' - \01/8
o [958 o E}(8,)/0,(8,)]
21 e Ea(eo}/o1(eo) no E1(eo}/o1(eozj
We krijgen:
PA(8,) (=2 JE (8,) /0, (8,)

. ﬁ

m,=m_=1 (2.12a)

. 0o’ _ .. -
S CR I =W CRICR ORISR

n--«o n->oo
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Conclusie: Het asymptotische quotient van de eerste afgeleiden van
de onderscheidingsvermogens als functie van 6 in het punt

80 is eenvoudig de A.R.E. tot de macht § (vask 1/2).

Onder genoemde condities,zie i.h.b. (2.10),geldt dus als we dit
quotient als kriterium gebruiken voor asymptotisch relatieve doel-
treffendheid van toetsen, dan krijgen we precies dezelfde resultaten
als bij gebruik ven de A.R.E. Dit kriterium werd onder de naam

"asymptotisch lokale doeltreffendheid" voorgesteld door Blomgvist (1950).

We behandelen nu het geval dat 61 = 62, m, =m, 1 5
' = 0.
> Ei(eo) 0
. 1 = 1 > =
We hadden: Pi(e) g{ui}gi(e,ku) (i =1,2) , (n groot)

Hieruit vinden we door te differentieren naar 6 m.b.v. de kettingregel:

a g{ui}
ae

Pi'(e) . ui(e,la) + g(ui)ui'(e,XQ) =

d g{u.} du.
= ., =, (8,1 ) + glu dul'(e,n ) =

du. dae
1
d g{ui} .2
= '"EEZ—"' ui(e,xa) ’+ g(ui)ui (e,xa) (2.13)

We hadden bovendien reeds dat:

E; (8) c! ()

' _ 1
Ui(egxa) - ci(e) - 02(

(Ei(e) - Ei(eo) - 2 ci(eo)) >

e = S5 (Shay - S (B (0) - Ei(6) - A 0 (0))) =

o.(8) EI'(e) - E;(0)0}(8)

_ 1
- 5 -
0i(e)
) c?(e){ci'(e)(Ei(e) - E,(8) - A, 09,(8.)) + al(6) Ei(e)}_
o, (6)

(05(8))1 (E,(8) - B, (80) - A_0,(8.) . l(6)

0?(9)




want (o5 (8))' = (o;(8).0,(8))" = 6} (8).0; (8) + o, (6).0!(8) = 20 (6)al(0),

Als we nu het volgende asannemen voor 6 = en

1) m, =2 (i = 1,2)

2)  (2.3) met ¢ vervangen door o,

a!(8) grv(e) E.(98)

: 3 | = 1 - . 1 -1 = . 1 -l_.———= * 1 1 =
3) 1im E!(8) Ei(GO) 0; lim 51 (6.) 1y lim 0]!_'(80) 13 llmm

n-o n+> “1'°0 n>e n>e "1t 0

dan volgt analoog aan de afleiding van lim ui(e,ka) dat
n->xo

Ei'(eo) ci'(eo) ci(eo) :
ui (eo,ka)fv Ui(eo> + )\a—‘o—;(—égy -2 gij—eo—) ' (n > =) (2.13a)
HEN)
We nemen voorts nog aan dat (i.p.v. lim ET6T S 0)
n>o 0
’ 2
o!'(e.) (a!(8.))
b))  1lim =25 = 0 lim ——% =0 (2.13b)
o E1T(8,) e 0 (8)EL(8,)
E!'"(8.) '1(6.) '(6)2
. i ol (G (% _
Als n >~ »dan : U (eo,xa)N 0.(8_) i(eo) "i(eo)
_ Ei'(eo) . {"%:(eo) E"(eo) L, (6'15?0)) Ei'(eo)}
cIZeOS o'E} (eo) oi(eo) oi(eo).Ei_(eo) °i(eo)
: 2
RN ENe) (o (e) (s} (o)) )
ciZeo5 o © (60) E! (eo) oi(eo).Ei (eo)

1



1,2)

dus : ui'(eo,ka)nJ Ei'(eO}/c. (n > =) (1

(=]
o
~

ag(ui)
ou.
1

We weten bovendien dat = - H g(ui)

want voor de normale (0,1) dichtheid geldt:

g(x) = e‘(1/2b{2 1

2
« Tom T g'(x) = 7%; . (-x) e_(1/2)X =

We hadden bovendien reeds afgeleid:
(6 '(6
Ei(8,) ol(6,)

1 O > o 1
ui(e,xa)nu °i(eo) + oi(eo) c Ay (n ), (zie (2.11))
<
! g{ui(eo’ka)} = g{-ka} ,(zie(2.12))

Substitutie van deze twee gegevens &n (2.14) in (2.13) geeft:

(n > =)

E} (6 0) op(0) % m(e)
P''(6 )m g{=x_1 . X + +
io a o |o. ( O o. (6 ) ci(eo)
Beschouwen we nu het geval m, =m, = 2 > E!(eo) =0
2
(al(8g))
We hadden verondersteld dat 1lim . (8 ) E M) =0
n>e ’ 0
dan volgt uit (2.1L4a) en (%)
1 - ' ’ .
P! (6g)~ &(-A ) . E{ (eo) (i=1,2)
ci(eo)
1/26
5(2)(6,)/0,(0,) | V/
We hadden reeds A2 1 = lim 2)
=m = 2
(m=m, 2) e By (90)/01(90)
P!''(e8.) 268

+ lim EéTTEQT = (4, ,)
n->e 1 0 '

“(2.14)

(2.14D)
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= 1 enm = 2 samen nemen)

Conclusie: (als we het geval m =
e afgeleiden naar 6

Het asymptotische quotient van de m
van de onderscheidingsvermogens is onder een aantal regu-

lariteitscondities gelijk aan de A.R.E. tot de macht mS§.

Samenvattend kunnen we, als we het geval m = 1 en m = 2 tegelijk

beschouwen, in plaats van al die speciale regulariteitscondities

ook de sterkere eisen stellen:

°i(eo) °{'(eo)
1lim -7-—y=o R lim——T—y=0én (2.1) (i =1,2) (2.15)
n->o gi 6O n->e 0i eO

De vorige veronderstellingen, te weten (2.10), (2.13b), (2.11) en

(2.14) volgen dan hieruit.
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De interpretatie van de waarde van m

We bespreken nu de algemene voorwaarden waaronder m de waarde 1 of
2 zal aannemen.
Beschouw weer het asymptotische onderscheidingsvermogen tegen een

eenzijdig alternatief H1 : 6> 60 ,(HO : 6 = 60)

; = g{|{E - g A .
P.(0) = G{ 1 (Ei0+ aDlo)]/ }
D; 1
Voor de eenvoud laten we in deze paragraaf de i uit de notatie weg.

We gaan er vanuit dat de veronderstellingen uit de vorige paragrafen

vervuld zijn.

Als 6 > eO en o(8) » 0(60) (zie senneme in §1,1lim %%217 = 1) voor n *> «,
E - E e 0
. 1 O [e2]
dan.P(G)NG{?—e-O)—-Aa} (n > =)
We zien:
P(6) is asymptotisch een monotoon stijgende fu. van (E1 - EO) want
G is een strikt stijgende N(0,1) verdelingsfunctie en c(eo) > 0,
Bovendien gold: P'(6 )~ g{- X }E'(0 ) (n » =) (2.16)
0 a 0
o(6.)
0
Als nu (E1 - EO) een niet dalende functie is van 6 - 60, en E'(eo)

bestaat,dan geldt E'(eo) # 0> m = 1 en wegens (2.16) P'(eo) # 0.
Als aan de andere kant (E1 - EO) een even functie is van (6- 60), en
OI en E'(GO) bestaat dan geldt

E'(SO) =0->m> 1, Gewoonlijk is in dit geval m dan 2.

een stijgende functie van |6 - 6

Bovendien geldt volgens benadering (2.16) : °

B'(0)) =0+ P'(6) =0  (n>=)

Nu zijn we op een punt gekomen waarop we kunnen inzien dat de
A.R.E. niet nuttig is om toetsen met verschillende waarden van m

(in de praktijk m, = 1, m, = 2) met elkaar te vergelijken.

2
We vergelijken dan n.l. toetsen met elkasar waarbij de respectie-

velijke as. onderscheidingsvermogens als functie van 6, zich in
.
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het punt 60

andere niet. De onbepaaldheid v.d. A.R.E. is in dit geval niet te verwonderen.

essentieel anders gedragen. De ene heeft een minimum in f%, de

Vb(2.2) is een geval waarbij we toch een goede maat vinden bi]
m, # m., dankzij het feit dat 61 # 52.

Vb(2.2) Beschouw het probleem dat we willen toetsen HO : 6 = 60 voor
een normale verdeling met verwachting 6 en variantie 1.
Het paar een-zijdige toetsen gebaseerd op het steekproefgemiddelde
g zijn U.M.P., de kritieke zOne Z res. rechts en links gekozen al

naar gelang H1 :0>0 of 6 <0 (Steekproef X ceeesX ),

1°° !
Uit Vb. 2.7 weten we 8 = 1/2 en m = 1 voor de toetsingsgrootheid x.
) n 2
We kunnen ook de toetsingsgrootheid S = Z (gi-eo) gebruiken.

S heeft een niet-centrale chi-kwadraat vé;éeling met n vrijheids-
. e, . 2

graden en niet-centraliteitsparameter n(e-eo)

2)

Bekend is : E(S|6) = n{1 + (6-6,)
var (§|eo) = 2n

Bovendien is S asymptotisch normaal verdeeld.

We vinden : E'(0) = %3 E(s|8) = gg~n{1 + (e-eo)e} = 2n(e-eo)+ E'(BO) =0
E"(GO) = %3 2n(6-60) = 2n - E"(eo) =2n->m=2
E''"(e.)
0 on 1/2 268
R = = =(2n) "~ Cn“>6.=1/4
2 c(60) (2n)1/2 (nr) 2

Voor X gold 8. = 1/2 # 1/4 + De A.R.E. van § t.o.v. X is 0. (6, # 6,)

We keren nu terug tot het geval van het twee-zijdige alternatief

H1 : 0 # 60. Het ongderscheidingsvermogen van de "Gelijke delen" toets

is asymptotisch : Q(8) = G{u(esla/Q )b+ - G{“(63"}‘0L/2f)}

waarbij u(e,ka/g ) zoals eerder gedef.
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De afgeleide in eo:

Qv(eo) = Pv(eo,xa/2 ) - P'(eo,-xa/2 ) waarbij (zie(2.16))

P'(0,) ~ &(-2y ), ) E'(6,)/ (n > =),

o(6.)

0

als tenminste voldaan is aan de bekende voorwaerden: (2.10) of
(2.15) en m = 1,
Daar g(—ld) een even functie is van A, volgt dan onmiddellijk dat
asymptotisch geldt: Q'(eo)ﬁu 0, d.w.z. de helling van het onder-
scheidingsvermogen in 60 is asymptotisch O.

De tweede afgeleide van het onderscheidingsvermogen is:
e = pt1 _ pr1 -
Q" (6g) =P (6 arg n ) = BT 00y p ) (2.17)

We hebben P''(6) reeds uitgerekend in (2.14a) waarbij m = 2.
Deze uitdrukking (2.14a) is ook in orde bij m, = 1 als we de eerste

1

o'(e,.)

voorwaarde van (2.15) versterken tot _;TEQT =0 (n 6) (n > =) (2.18)
0

é@ﬁ ns . .

Wegens R = (eo)/ asc n - mag de 2e term in het rechterlid
o(8,)

van (2.13a) weer verwaarloosd worden en we krijgen (2.14a) terug.

(2.14a), Substitueren in (2.17) geeft:

Kmeo)j? (,weo) ?
Q (eo)hu 2Aa/2 g {2 /o } -;TgST + ;(eo) . Au/2 (n +w?

Als we nu weer gebruik meken van (2.18) dan:

N E{(e,)
')~ 5 g {2 /o) o) (0> «)
1/ms ”
5™ (6 ) /o 0 ,)
We hadden A2’1 lim @),
o E, mo>h1mo)
> Qé'(eo) - A25
& ane ) 2,1
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Conclusie: Voor m = 1 is het asymptotische quotient van de 2% af-
geleiden van de onderschedingsvermogens, als functie
van 6 in eo, van twee-zijdige toetsen precies gelijk aan
(2.14b) voor eenzijdige toetsen als m = 2 en precies het
kwadraat van het eenzijdige toetsingsresultaat voor m = 1

in (2.12a).

Vb(2.3) Aansluitend op Vb(2.1) zien we dat beide toetsingsgrootheden,
X en X, hadden een 6§ = 1/2 en m = 1 en dat gold E'(6,) = 1.
Daar de variantie van iedere stochastische grootheid (X en X) on-
afhankelijk is van 6, tenminste asymptotisch, zien we gemakkelijk
in dat aan de regulariteitsvoorwaarden om (2.12a) te kunnen toepassen
al(e,) al(6,.) -5,
is voldaan (bijv. lim E%TE_T =0 en E%TEQT =0 (n )(n > ),
n*e 7310 10

Voor eenzijdige toetsen geldt dan:

1
| Pz (eo) Ve 5 1/2
lin ey s A 5 = ()
nre "X 0 ==
Tt
Qi (6) ,
terwijl voor tweezijdige toetsen volgt: lim AN =T -
n>e % 0
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Ofschoon de A.R.E. van toetsen wezenlijk de eigenschappen weerspiegelt

van het asymptotische onderscheidingsvermogen in de buurt van 60,

(lokaal), verschaft het toch wel enige informatie over het asymptotische

onderscheidingsvermogen als geheel als functie van 6, dus globaal,
terminste voor het geval waartoe wij ons nu beperken n.l. m = 1,
Het as. onderscheidingsvermogen Pi(e) van een eenzijdige toets is

G{ui(e,Aa)}, waarbij

o (8-8)
(8,0 ) = |E.(8.) — -A 0. (84) met 8, < 6. < 0.
0.(8)
i
E{(8;)
Als we weer aannemen dat lim —TT——T = 1
pre 7100 VGEQ;

o.(8)

Vd . 1

én lim E—T_—T
n> 1° 0

L}
—

dan kunnen we analoog als bij de afleiding van (2.4) zien dat

' Ei(eo)
“i(e’xa)“’ E;TE;T (6 - 90) = A, (n » =) (2.19)

We nemen nu n groot, maar vast en merken op dat 8 niet van n afhangt
in dit verband.
We zien uit (2.19) dat asymptotisch ui(e) lineair is in 6.

E!(8.)
- __1 0 . .
Als we schrijven Ri ;—Tg—y , dan kunnen we het verschil tussen

, i*’o
twee zulke onderscheidingsvermogens als volgt aangeven:

R

1
)R2.§~ - xa} (2.20)

" da(e) = P2(6) -P ,

(8) = G{(G-GO)RQ—Aa}-G{(G—e

1 0

Zonder beperking der algemeenheid kunnen we stellen R2 > RT‘

Beschouw nu het gedrag van d(6) als functie van 6.
Als 6 = 6, dan 4 = 0, ook als & > » dan P, en P, > 1(G(=) = 1) en
dus 4 » O.
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De maximum waarde van d(6) hangt alleen af van het quotient R1/R2

want ofschoon R, in het rechterlid van (2.20) voorkomt, is het

altijd de co&fficient van (6-60).

0<8-86,<>>0<R (6 - eo) < = onafhankelijk van de waarde

- 2
van R2.
We schrijven daarom A = R (6 - 6_).

| o 2 0 R
We krijgen uit (2.20) : d(a) = 6{b - A} ~GlA ,ﬁi . (2.21)
De eerste afgeleide naar A is: 2

R1 : R1
ar(a) = gla - 2.} - g{h — - A}, g is de normale (0,1) dichtheid.
o R2 R2 o
Als 4'(A) =0 :
' R1 R1
gld -2 }-=t gla=—-2r}=0
o R2 R2 o
R gla - 2} R
s — = & = exp {=1/2(0 = A )% + 1/2(8 = = 2 )%}
R R o R o
2 1 2
gla - >\0L}
2

& o B K,
dus: — = exp{- 1/2 A7 (1 - —) + X A1 -=—)} (2.22)

R 2 o R 7

2 R2 2

(2.22) is een kwadratische vergelijking in A, met als enige positieve

wortel:

’ (2.23)

(2.23) is de waarde van A waarvoor (2.21) cen maximum ssnneemt.
Vb(2.4) Neem o = 0.05 = Aa = 1,645 en neem R1/R2 = 0.5 dan vinden we
uit (2.23) voor A :

_ 1,645 + ((1.645)% + 6 10g 2} /2

1.5 =2.85,
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Als we nu de tabellen voor de normale verdeling gebruiken dan geeft
(2.21):

P

5 ¢{2.85 - 1.64}

G(1.21) = 0.89

P

: c¢{1.b2 - 1,64}

G{- 0.22} = 0.41,

Cox en Stuart (1955) gaven de waarde van P2 en P1 in de punten van
het maximum verschil, verkregen ult de hier beschouwde methode voor
een reeks waarden van o en R1/R2.

Opm.. R1:R2 is juist het quotient der "efficacies'" tot de macht mé$, zoals
gedefinieerd in §1 van hoofdstuk II.

Het resultaat van dit onderzoek geven we in de volgende tabel:

T~ | o0.10 0.05 0.01 0.001
Ry/R, Pol Bl B B2 Bi | B2 | Ba| B2
0.9 67 73 63 T1 L9 60 54 67
0.8 61 Th 56 T2 L9 T1 43 T2
0.7 59 80 51 T L2 T 39 | 83
0.6 | 5k 8L L7 8l 39 86 29 87
0.5 L8 88 b1 89 30 90 20 93
0.3 35 96 27 96 14 o7 T 99

Het blijkt dat als afneemt bij vast R1/R2, het maximum verschil
tussen de asymptotische onderscheidingsvermogens toeneemt. Door

o klein genoeg te nemen kunnen we in feite willekeurig dicht bi]

1 komen.

Bij vast o neemt het maximale verschil toe als R1/R2 afneemt.

De consequentie voor de praktijk (uit de tabel te zien) is dat als
R1/R2 > 0.9, dan is het globale verlies aan as. onderscheidings-

vermogen niet groter dan:
~
0.08 als  a = 0.05

0.11 als o = 0.01 r (2.2L4)

‘0,13 als o = 0.001
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E!(8,)
o 1 - (<] 1
We hadden : Pi(eO)N g( Aa) 5 eo) (n » «) (zie §2)
Volgens de definitie van R, en R, en (2.14b) geldt nu als m = 1:
R1 e §
N = A, , 2 AR.E. 2 (0.9)", dan is (2.2h) juist.
H]

2
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Niet-normale gevallen

Vanaf het begin in §1 hebben wij ons beperkt tot asymptotisch normaal
verdeelde toetsingsgrootheden.

Als we echter de afleiding van de A.R.E. nagaan, dan zien we dat we
nergens specifiek gebruik hebben gemaskt van deze aanname (D).

Het enige wat vereist wordt is dat de beide toetsingsgrootheden

t

en asymptotisch dezelfde verdelingsfunctie G hebben en dat

10 %
G strikt stijgend is.

Een belangrijke limietverdeling anders dan de normale verdeling, waarop
we de theorie kunnen toepassen is de niet-centrale x2-verdeling.
Veronderstel dat we voor het toetsen van de hypothese H, : 6 = 6

0 0

twee toetsingsgrootheden t, en hebben met zo'n limietverdeling,

105
met Vs (onafhankelijk van 6) vrijheidsgraden en niet-centraliteits-
parameters Ai(e) metvki(eo) = 0, zodat de Xe—verdelingen centraal zijn

als H  juist is. (i = 1,2).

0
We hebben : E., =v. + A.(8)
11 i 1
2 _
Dio =2V

Alle resultaten die we hebben afgeleid blijven gelden (eenzijdig
toetsen).

In het bijzonder als 61 = 62 = ¢ en m, =m, =m

)\(m)(eo)/\)21/2 1/mé

. 2
dan A = lim
251 pow Agm)(eo)/v1

1/2

Gegeven G,dan kan de kritieke zOne voor eenzijdig toetsen (HO : 0 = 80)
altijd in de vorm Z, zoals gedefinieerd in hoofdstuk II, §1,
geschreven worden, waarbi] Au meer algemeen geinterpreteerd wordt

als een factor waarmee we de standaardafwijking onder de nulhypothese
moeten vermenigvuldigen om aan de gewenste onbetrouwbaarheid o te

komen.
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§ 6 Voorbeelden

Vb(2.5) Steekproef van paren:
We beschouwen de tekentoets om de hypothese te toetsen dat twee po-
pulaties waaruit we paren waarnemingen hebben getrokken gelijk zijn,
tegen het alternatief dat zij niet gelijk zijn.

Laat populatie A een dichtheid hebben f_ (u) = f(u),met f(u) een wille-

1
keurige dichtheid, terwijl populatie B een dichtheid heeft

f2(u) = f(u-6).

We willen nu de A.R.E. van de tekentoets uitrekenen t.o.v. de t-toets

(Student) voor het toetsen van de hypothese 6 = 60 = 0, waarbij beide

toetsen gebaseerd zijn op de verschillen X, =2z -y (i = 1,2,044.,n)
van paren waarnemingen y; en z; uit A, respectievelijk B. (Het al-
ternatief is Hy : 6 # 0).

De tekentoets is gebaseerd op, zeg het aantal I van positieve

1,n

. 2°°
! = = -
waarden onder de x's. We vinden wi,n(e) np,01,n(6) np(1-p),
(binomiaal n,p) waar p = p(6), is de kans dat een Yy-waarneming

kleiner is dan de corresponderende z-waarneming.

Z

® o u+6
Dus p(6) = P(y < z) = J [ f(y)dy f(z-6)az =J J f(y)dy f£(u)du

> dgée) = J £° (u)du. Bovendien p(0) = 1/2; 6, = 0.
6=0 -00
2 T2
! 2 8))! 2 2.
2 ‘1‘1 n(eO) (n p(8)) /e:BO n [Ifj@duj

1,n° 0

R1’n(0) = —7———” (6 = ) p(‘]—y = n/h =
6=6
0

ree 2
in U = u)mﬂ

Asymptotisch is de t-toets equiva%ent aan de toets gebaseerd op de

. . -1 e e
toet31ngsgroothe1d_22’n =x=7 i£1 (Ei - Xi)' Zie Vittig [1].
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2
cg (0) = 2% 5 R% (0) = —— = W42
sl n 2,n 20%/n

(waarbi] o° de varientic is die correspondeert met f(u)).

2

RT _(0) 2

Dus : e = lim ——;—’2——-— = 802[J fg(u)d1£] .
N> R2 n(O)

(6) =Ex =06

We vinden : w2 I
H

Opm. Ga na dat aan de voorwaarden om de stelling van Pitman toe te kunnen
passen is voldaan.
Vb(2.6)
Stel:
We hebben waarnemingen Xis XypenesX
De waarnemingen komen uit een populatie met continue dichtheid f en
variantie 02. We willen de H_-hypothese toetsen dat de populatiemediaan

0

6 een speciale waarde 6 _ aanneemt, tegen het alternatief dat 6 # 6

0 0°

Wat is nu de A.R.E. van de tekentoets t.o.v. de t-toets?

De tekentoets is gebaseerd op, zeg het aantal EH ;
H

waarden onder de z.'s, waarbij z. = x. - 6_. We hebben ¢, (8) = np,

5 -1 -1 -1 0 1,n

O1,n

van positieve

np(1-p) waarbij p = p(8), de kans is dat z; > 0:

-06>0) =Px>06)=1-F().
) = 1/2,(8

p(e)

P(z > 0) =
> p'(eq =

z P(x
f(eo). was de mediaan onder H.)

Bovendien p(6 0 0

_ 0
9—60

1.n O) 2

2 _ R -
R1,n(60) - E—L_T——T n/h =bnft

1,n 90

(8,).

0

Asymptotisch is de t-toets equivalent aan de toets gebaseerd op de

n
. - 1 . . .
1 T = = — .
toetsingsgrootheid L,=2=3 L (51) , (Zie Wittig [1]),
- 2
. - 2 o)
= =06 : ) = —
We vinden wg’n(e) Ez : 02,n< ) ~
2 1 n
5> RS _(0) = - 2
2,1 o%/n °
R (s,) in £%(e) s
Dus e = lim —Ei————— = lim 5 = L4 oo f (eo).
~>00 gl
o) Re,n(eo) n n/o
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i
i

In geval van de normale verdeling (6,02):

X-0_ 2
~1/2(—2)
° 1 2 1
f(x) =</ e =>f<eo) =—%r =~ f (eo) = 5
27mo
> e = lo® 12 =}2?
2m0
Vb(2.7) 2-Steekproeven toets:
We beschouwen 2 onafhankelijke steekproeven: yseeeeerX en

Tysereeesk -

Dichtheden van populaties zijn f(x) en f(x-8), alleen verschillend
in de lokatieparameter 6, beide varianties zijn 02.

i : = : e .
We willen toetsen HO 0 80 1 0 # 0

Beschouw de A.R.E. van de toets van Wilcoxon m.b.t. de t-toets.

tegen H

Voor de toets van Wilcoxon geldt: ¢1 n m(6) = n.m.p(6)
H H)

2 n.m.
o} (9) > (n +m+ 1)

1}

oo

p(e) = p(x <y) = J fg(u)du. (zie vb(2.5))

- 00

Asymptotisch is de t-toets equivalent aan de toets gebaseerd op de

2 2
. . - - o o
toetsingsgrootheid 22,n =X -y var(EQ’n) =tz Wg’n(e) =0,
2
() (mm)?(] 2 (u)au) 1
Dus: e = lim —&*>——— = lim : =
2 2 2
n> R- (p.) n,mx = (n+m+1) c“ + 0
2,n 0 12 -
moo m n

= 120?( J £2 (u)au)®

-

In geval van twee normale populaties met gelijke varianties vinden

we analoog als in Vb(2.6):

3w
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Opm. Deze toepassing is erg formeel opgeschreven. In de stelling van
Pitman zelf, zoals in het voorgaande beschreven, komen geen vier

santallen (n1,n m1,m2) voor, maar slechts twee (n1 en n_).

2° 2
De stelling kan toch worden toegepast als we analoog werken met

n1(v), n.(v), m (v), m_(v) met lim n1(v) = 1lim n2(v) =

2 Vo V>

2 1

= lim m1(v) = limm_(v) = o,
V- Voo

2
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§ 7 De relatie tussen Pitman's asymptotische relatieve doeltreffendheid

van twee toetsen en de correlatiecoé€fficiént van hun toetsings-

grootheden.

In deze paragraaf bestuderen we het verband tussen de A.R.E. van
twee toetsen: e(T',T) en de correlatiecoéfficient van de resp.
toetsingsgrootheden t' en t. t' en t zijn gebaseerd op n waarnemingen
KiseresX We zullen aantonen dat onder zekere regulariteitsvoor-
waarden geldt:

e(T',T) = lim pe(g' ,t)

n>eo

?

waarbij t en t' de resp. toetsingsgrootheden zijn van toets T en T'
en T de "beste'" toets is in een nader te definiéren zin.

We beperken ons tot het geval m = 1, § = 1/2, eenzijdig toetsen.

We herhalen in het kort de Stelling van Pitman:

Laat Tn een toets zijn voor de hypothese HO: o = eo tegen H1: e > 60,

gebaseerd op n waarnemingen, 2zi]j En de toetsingsgrootheid en zi]

1/2 (

Laat Bn een rij van alternatieven zijn zodat en =60_ + k/n n=1,2,...)

0
(k > 0, willekeurig, eindige constante onafhankelijk van n).

Stel dat de volgende voorwaarden zijn vervuld:

A: Je > 0, zodat voor 8, < 6 < 6 te, wﬂ(e) bestaat.
B: lim(w'(e ) ): 1
n' n'/.
n>e Wﬁ(eo)
c: lim(on(en) =1
N //;n(eo)
. = 3 !
D: ¢ = 11m(wn(eo) 1/2 ) bestaat.
n->e n Un(eo)

E: [t -y (6 )] is asymptotisch normaal verdeeld
n n n g (e )
n'n Yo (n=1,2,...).
n

Deze voorwaarden zijn die welke noodzakelijk zijn om de stelling

4
5

toe te passen.



b1

Pitman bewees:

1) Asymptotisch is het onderscheidingsvermggen van Tn gelijk aan

o _X
¢(ua—kc) waar ¢(u) = (2v)—1/2 J érg_ dx

u

(zie (2.4) met m =1, & = 1/2).

2) Als Tn en Tg twee toetsingsgrootheden zijn die voldoen aan de
bovenstaande voorwaarden (A,...,E) met ¢ » 0 en c' > 0 dan geldt:
De asymptotische relatieve doeltreffendheid e(T',T) van Té m.b.t.

T 1is:
n

e(T',T) = (c'/c (zie (2.8) met m, = 1, Gi = 1/2 (i = 1,2))

Def: Laat Q de klasse zijn van alle toetsen van HO die voldoen aan de
voorwaarden A ... E, en veronderstel dat Q een toets bevat, zeg

b
TnO’ zoda

1) voor iedere gegeven o en k heeft geen andere toets in Q
asymptotisch een groter onderscheidingsvermogen dan Tno; g (2.25)

dan cj z ¢, VTneQ.

2) cy > 0.

Def: Een toets Tn

-/

0 die voldoet aan (2.25) heet de beste toets in Q.

Stelling: Als Q een beste toets bevat Tn en TneQ met

0
1) De simultane verdeling van [t -y (6_)] en
-n n n g (e )

n n

2) lim p(gn,gnoleo) = lim p(gn,gnolen) = p(zeg).
n>o n—+-o
3) c > 0,
2
dan geldt: e(T,TO) =p
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Bewijs: Beschouw de toets Tn()\) gebaseerd op de toetsingsgrootheid

4 ft
1, (A) = K{“no/ono(eoi + (1-2) —n/;n(eo)

waarbij A een constante is onafhankelijk van n.

Allereerst bewijzen we: T €Q V.

ad A: geg: de > 0 zodat xpr'lo(e) bestaat voor 6 < 6 < 0 .+e

0 0

de' > 0 zodat w;l(e) bestaat voor 6, < 6 < 6 _+¢'

0 0
v . (8) = E(t_(A)]e) = EIAL(t_.|e) I+ (1-M)0( |e) /- 1}
nA -n —1t0 /Uno(eo) —1'1I /°n(eo)
a 1-x
T T ey Vol Ty Vgl
Neem 8§ = min (e,e')
=> A P! (8) + 1A ¥'(6) bestaat voor 8_ < 6 < 8 _+§
o, 0(8y) "no o (65) ™n 0—="="0

ofwel wg A(e) bestaat voor 6 < 6 < eo+5, g.e.d.
H

0
ad B: geg: lim(y'(6 ) =1im £ =1
n+oo( n n w'(eo) n->o n

en : limfy' (6 ) )E limg = 1.
ol W n ' n
n> ( /no(eo) n>®

A ' (T—A) '
cno(605 wnO(en) + on(605 wn(en)
Te bewijzen: lim 3 — : =1
e ——577 Yaol8) * T o7 Yalby)
n0" "0 n 0
ol Yaol®) o %8 4(§)
Cevels 1im ono(eo) 1/2 w;lo(eo) on(eo) 1/2 wn(eOTZ 1
- nreo A 208! L =) V,t8,)
o (8.) 1/2 o (8.) _1/2



Stel A, 5——(—6——)-w' (6

Dan nog te bewijzen:

B
f + n
( /1/2 ( n1/2
B
+ n
/1/2 /n1/2

. . A~ _ . . B
Uit D weten we . lim n 1/2--cO y lim n

n>* /n n->o n

A B
( n/n1/2) Ty +(n/n1/2)gn i Aey + (1-A)e

dus: lim B * % F (1-0e =1 q.e.d.
n-+ An + n/1/2 0
n1/2 n

ad C: geg: lim(on(en)/on(eo))=1 : lim(ono(en)/o (6 ))=1

2 _ 2 _
o a(8) = 0%(e, o) = verOig,olo) /) (g )+ (10 |e)/’n‘eo)}
2 2
A 2 (1-A)° 2 22 (1-2)
o () + c°(8) + cov(t ,t |8) ¢
te bewijzen: limfo )\(8 ) 2
n->o n on)\( O>
cov(t .t |86) cov(t _,t |6) g (8) (8)
Vooraf: lim S 'e—nf));n(e ) lim S (6)(.30_1(19) . cno(e )cn(e ) =
n> n0 0 n 0 n> n0 n n0d*’' 0"’ n 0
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Bewijs:
2
i 2 2
- A 1=
A 52 (6 ) + (1=2) 02( ) + 2X(1=1) ot & [6) 1/2
2 n0' ' n 2 n n 1 -n0’*n' n
o~ (8.) o=(6,)
. n0' 0 n 0
1im 4 > > > =
n->e A 2 (1-2) 2
o2 (6) o00(8) * o2(0) 0, (8g) + 22(1-2) o(t o5t l60)
. n0" 0 n' 0 , J
[ 1/2
22+ (1-0)% + 22(1-2)p Yz
=4 > > =1 =1 q.e.d
AT+ (1-0)° + 2x(1-2)p

. . 13 ' = I 1 =
ad D: geg: lim wno(eo) 1/2 cys 1lim wn(eo) 172 c
n->o n'“c (6)) n>o n'%o (8.)
n0" 0 . n 0

Te bewijzen: lim(y' (0 )// bestaat.
n-m( 0 w2 (s ))
n,A- 0
Bewijs:
A (1=2)
pr (6.) P (o)

. cno(eo) n0" 0 On(eo) n 0 )
o 172 22 2 (1-0)2 2 12
n>e 1/2 - )

n {02 = ono( o) + 02(9 : on(eo) +2x(1=2)p(t ook [eo)}
nO 0 n 0
v Vaol®) , 1= ¥y (85)
= 1im cnO(eO) n1/2 Gn(eo) n1/2 ) Aco + (1-\)e
nro (A2 + (1-0)% + 2A(1-A)p(§no,gn|eo)}1/2 (2 + (1202 + 2a(1-0)p) /2

dus lim(wg A(eo)//1/2
? n

) bestaat en is gelijk aan een uit-
n-—-o

On,k(eO)

drukking in c, enc (V)

c(A) = V. (2.26)

re + (1-A)e
©0 /éxe + (1=0)2 + 22 (1-2)p1"/2
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ad Bt [t .-y (8 )] : =
“n,\ ‘n,A' n //Gn,k(en)

n0" 0

A (1-2) »
At + (1-2) [t -—.b (8 ) - —.v_(6_)
[;nq/; (6 i] [—n On(eo:] ono(eo) n0' n o (605 2
A
. o

)

1=-A

—_——— (6)+—-——-.0 e)
6

an( O) n0' n Gn(eo)

Uit C weten we dat de noemer gaat naar (A+1-A) = 1 als n - =,

De teller is gelijk aan:

A EnO B lpnO en) + (1-1) En " lpn(en)
o (6)) - o (6_)
n0" 0 n O
= 2 P'nO - ‘PnO(en) + (1_>\) L B wn(en)
o (8) R o (6 )
s (8 ). BL_20 o (6 ).-—nT—Oy
n0' n cno(en) n n’lo en

lim.;ggéggz = 1 ,dus asymptotisch is deze.stochastische grootheid

e "m0 n de convolutie van 2 normale grootheden, dus weer
normaal verdeeld. \/en.

Hiermede is bewezen dat TneQ (¥,A).

Bovendien: T _(A)eQ,VA

=> ¢(A) _<_cO ,V}\
TnO is een beste toets in Q
Aco + (1-2)e
Ofwel wegens (2.26): 5 5 75 < ¢ VA
(A° + (1=2) + 2x(1-2)p)
=> x2c§+(1;x)2c2+2x(1_x)coc 5_cOA2+(1-A)2c§+2kpcg(1—A),\/A
22 2,22 2 2.2 2 2 .2 2. 2 2 2
: - - -c A -c + =A"e =2ipc +
Y A co+c +A"¢ 2Ac+2AcOc 2\ ¢y co cq 2Aco A o 2 pco 2\ pco
V:22—2- _ _)\2_2_ _ +2_2
Ar oA [F cg-2c, (e DCO)F 2 Ec cgc, (e pco)? e co'i_O
A B C

Mm%+ C-22B <0 Ry
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D.w.z. D <0 => MBZ-MAC_<_0=> B2—AC§_O

2 2 24\ 2 2
- (e%=cy)le —co—2c0(c—pco)] <0 ¥

) =B',

2 2
ofwel [ec —co—co(c—pco)]
Als we stellen c° - g = A', co(c—pc
dan (A'-B')2 - A'(A'-2B') <0 Vi

2

0

(a')% - 2a'B' + (B')% = (a1)% + oa'B <0 ¥Ya
')EiO,VA = o2

(B 0

(c-pey)® <0 Wi

¢, Was positief => ¢ - pcy =0 =>p = c/co.

Daar c > O en ¢, > 0 volgt p = c/c0 = [e(T,T.)]

Vb (2.8) Het toetsen van de hypothese dat de verwachting van een

symmetrische verdeling O is.

Laat x een stoch. var. zijn met een continue symmetrische ver-
deling F(§|6) met verwachting 6 en laat Xyse-+5X e€en steekproef

zijn uit deze verdeling. Zij u ool de geordende absolute waarden

1°°
van de waarnemingen. Voor i = 1,2,...,n definiéren we

=1 als . correspondeert met een positieve waarneming.

[}

-1 als Ei correspondeert met een negatieve waarneming.

Beschouw de toets voor HO: 6 = 0 tegen H1: 6 f 6, gebaseerd op de

0
n
toetsingsgrootheid van de vorm: t = z a. V. waar, voor (2.27)
-n . i—i
1=1
i=1,2,...,n, de gewichten a; gegeven functies zijn van i en van n.

Voorbeelden van toetsingsgrootheden zijn:
1) De tekentoets met a; =1 voor i=1,2,...,n.
2) De toets van Wilcoxon met a; = i voor i = 1,2,...,n.

3) Een toets gebaseerd op En met gewichten a. die voldoen aan:
2

a £
2 i i .
Ton ( e © dx = —— (i =1,2,...,n)
0 2

. Als y(o) wordt gedefinieerd door o = 7%?
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dan volgt hier: a; = Y[ (n+1+i)/(on+2)
Bewigs: ai _X2 0
[ F a2
e )
We weten:
5 even
@ =X functi
Jeg dx = /2r >
dus:
& o0
=X
2 2 L 2
75? OJ e dx = =1 + 73? .
+1+1
W(** 14/ an40) 2
_ 2 2
= -1 + 73? e
0
- b+l 3 -
=-Te n+1 n+1 (n =

We zullen deze toets v.d. waarden's t

Een andere toets voor de hypothese HO

gemiddelde

I o~
s

5

X 1 X.
-n n . = .
1=1 1=1

De correlatiecoefficient onder H

0
vorm (2.27) met gewichten a; en a{ (1

van

volgt:
n n
Et =E ) av.= ) a Ey
-n R f | . 1
1=1 1=1
E(j:_n ‘-t-r'1)
! —
> eyt [5) = 5551
-n -

]

e

n+1+1

2n+2) =

1924500:), Q.e.d.

oets voor €é&n steekproef noemen.

is gebaseerd op het steekproef-

u.v.
—11

twee toetsingsgrootheden van de

1,2,.4..,0) berekenen we als

0 (onder HO)

0 want Ev.
_ -1

(onder HO)



n
' = Tv! = 1 - ]
E(En,zn | Ho) E ) 8V 8iv: _z. 185 Ev v Z lal(zi,v 0.0.
i, i,J i=1
als 1 # j),
n n 2 n n
var(t ) = var( ) a.v.) =E( ) a.v.) °=2°) a2 Ev° = ) a2
-n . i—i . i—i -1 . i
1=1 1= 1=1 1=1
want Ev, = 1.1/2 + 1.1/2 = 1.
-1
7
Loy ~
1= n n 1/2
! = 2 2
> ol ! | Hy) I a; L &l (2.28)
i=1 i=1

Analoog is de correlatiecoefficient onder Ho van de stochastische

grootheid van de vorm (2.27) en in
n
Z a.Eu.
. 1 -1
1=1

ot »x ) = [ n %}1/2 (2.29)
oin z
1= :

Stel nu dat X een normale verdeling heeft met verwachting 6 en
variantie 1.

Een beste toets is in dit geval de toets gebaseerd op de verwachting
en v.d. Waerden's toets voor een steekproef.

We kunnen nagaan dat aan de voorwaarden om de stelling toe te kunnen
passen is voldaan.

De asymptotische relatieve doeltreffendheid van de teken-toets m.Db.t.

deze beste toets kan nu gevonden worden uit (2.28) met a;, = 1en

a! = Y[ (n+1+i)/(2n+2)] (1 = 1,2,0000.,0)

1
1

of uit (2.29) met a; = 1, 0 =1 en u. de jde orde statistische

L1}
grootheid van de absolute waarde van X.,...,X .
_13 -
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Uit (2.28) vinden we:

2n+2

- .2 . _2

e =p lim n 5 ] = ;

n->o n+1+1 +1

" _Z { (Bt J{w )
1i=1
0
Uit (2.29) vinden we:
5 -1 n 2 -1 n 2

e=p  =1limn () Eu.) =1lim (n ) Elx.|) = (E|X])

o j=1 *t n->eo i=1  *

Voor de toets van Wilcoxon kunnen we de asymptotische relatieve
doeltreffendheid m.b.t. een beste toets vinden uit (2.28) met a, =
i Yl (n+1+i)/(2n+2)] (t.o.v. v.d. Waerden's toets voor

een steekproef)
n . 1 2
. +1+1,]2 +1
Y v v (E)ay
L& 2n+2 2
2 . 1=1 0 3
e =p = 1lim = = =
o g .2 N1+ 2 ! +1,.° m
) Z W=} {w(xg—)} dy
= 0

e
—_

(#): De overgengen van de sommen op integralen kunnen we inzien

m.b.v. de Riemann-integratietheorie (n-x),

De A.R.E. van de tekentoets m.b.t. de toets van Wilcoxon volgt uit

(2.30) en (2.32) : e = 2/3 (productregel)

(2.30)

(2.32)

Deze A.R.E. is niet het kwadraat van de correlatiecoefficient. (n-«)

Voor de correlatiecoefficient vinden we,(m),

[
g

= 1lim .Z i 0 =
n-»o |1=1 (n z 5 )1/2

i=1
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Hoofdstuk III APPENDIX

Een verfijnde Pitman-doeltreffendheid

Asymptotische expressies worden in dit hoofdstuk gegeven t.w. termen
van de orde 1/n2 voor de relatieve doeltreffendheid van de toets van
Wilcoxon t.o.v. de standaard normale toets en de toets van Student,
voor alternatieven die dicht bij de nulhypothese liggen.

De eerste term van de ontwikkeling is de A.R.E., de overblijvende
termen zijn correcties voor eindige steekproefomvang n.

Waarden van de relatieve doeltreffendheid worden gegeven voor eindige
steekproefomvang in het geval van normale verdelingen en vergelijkingen
van de A.R.E. met de exacte waarde van de relatieve doeltreffendheid
voor eindige n worden gemaakt.

In het algemeen wordt getoond dat de toets van Wilcoxon lokaal voor

matige steekproefomvang bijna net zo goed is als asymptotisch (n-w),

Het begrip doeltreffendheid (rel.)

Laat X, ,X s¢ee005 X en ¥ 540000, ¥ onafhankelijk en identiek

=1°=2 -m =1 -n
verdeelde stochastische grootheden zijn met continue verdelingsfunctie
resp. F(x) en G(x) = F(x-6).

zij p. _(8) en B_ (8) het onderscheidingsvermogen van twee toetsen
m,n m,n

van de hypothese 6 = O tegen 6 > 0, bij dezelfde a.

Dan is de relatieve doeltreffendheid van de eerste toets t.o.v. de
3
tweede (voor gegeven waarden van 6,a,m,n) : e(96,a,m,n) = EH-, (3.1)

waarbij n~ (niet noodzakelijk geheel) wordt

gedefinieerd door P, n(8) =8 . ,(0), (m/n = mxyn*ﬁ (3.2)
) m ,n

Neem aan dat de eerste afgeleiden van de onderscheidingsvermogens

continu zijn in 6 = 0 met waarden pi n(O) en Bé n(O). (3.3)
H 9
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In de buurt van de nulhypothese wordt voorwaarde (3.2) gereduceerd tot

Ppn(®) 7 8L 0] (a/n - '/ %) (3.1)
Pm,n(e) -a B ,(8) -0
vant: p o (6) = Bm*’n*(e)# 5 = i
. pm’n(e)e— Py, n(0) _ sm*’n*(e)e— em*’n*(o) .
Ms >0 : p! n(o) =B' _ ,(0) of wel (3.4)
? m ,n

Deze gelijkheid kan vaak worden uitgedrukt in een asymptotische ont-
wikkeling.

We zullen een benadering van de relatieve doeltreffendheid ontwikkelen
in termen van (3.4) voor de eenzijdige toets van Wilcoxon, gebruik-
makend van de Edgeworth ontwikkeling t.m. termen van de orde 1/n2
(relatief t.o.v. de standaard-normale toets en de t-toets).

Deze ontwikkeling geeft een goede benadering van de verdeling onder
de nulhypothese van de toetsingsgrootheid van Wilcoxon (deze toet-
singsgrootheid is asymptotisch normaal verdeeld).

De toepasbaarheid in ons probleem wordt voor een groot deel bevestigd
door de vergelijking met de exacte waarden.

Of de Edgeworth-ontwikkeling een geldige ontwikkeling is, is een

open vraag, die echter van ondergeschikt belang is als het er om

gaat benaderende waarden te vinden voor de doeltreffendheid.

Opm. Literatuur hierover: H. Cramer [2]

Mathematical Methods of Statistics.

BIBLIOTHEEK MATHEMATISCH  CENTRUM
AMSTERDAM
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§ 2 Edgeworth benadering van de Mann-Whitney stochastische grootheid

De toetsingsgrootheid van Mann-Whitney U voor de toets van Wilcoxon is:

m

U= ) § ¢ (x.

i=1 j=1 xarg) o ¢(xay) = 1(0) als x> y(x < y) (3.5)

De eerste vier momenten van U onder de nulhypothese 6 = 0 zijn

(zie Ann. of Math. Stat., vol. 26 (1955), pag. 301-312):

0 _,0 _ 0 _ 0 _ mn(m+n+1)
(ELJ_) =& =mn/2 s (Var H) = U2 = 12 s (3.6)
Ug =0, Uﬁ = EggigigilJZES(m2n+nm2) - 2(m2+n2) + 3mn - 2(m+n)J.

Algemene uitdrukkingen voor de eerste vier momenten worden gegeven
door R.M. Sundrum, waaruit de volgende formules voor de afgeleiden

in het punt 8 = 0 kunnen worden afgeleid:

u%(O) =E = -mA,

b3(0) = i, = mn(n-n) (28-4), (3.7)

ué(o) = 33 = 1/2@m2n2)+ (-a/2 +3B—3C)(—Mm2n2+m3nfmn3+m2n+mn2),
W (0) =¥, = (<4/2 +B) (m"n-un" )+ (28-60+kD) (m"n-mn®) +

+ (5A/2-27B+66c-th)(m3n2—m2n3)+(-A+123-30C+20D)(m3n—mn3),

waarbij de volgende afkortingen zijn gebruikt:
f f
A= J‘fzdx , B= f Fefax  , C = J F°rfax  , D = J Fr%ax.  (3.8)

In het bijzondere geval dat de verdeling symmetrisch is, (F(x) + F(-x) = 1)
dan 2B = A , LD =-A+6C), (3.9)

zodat (3.7) vereenvoudigd kan worden tot:

€ = -mnA,
u 0
u, = 0,
2 (3.10)
AY)
uh=0,
: N Amn® 02 3 3 2 2
U, = + (A-3C) (- n“+m~n+m~+m“n+mn”).

w
N
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Lehmann, onder andere, bewees dat U asymptotisch normaal is.
Het onderscheidingsvermogen van deze toets kunnen we m.b.v. de
Edgeworth ontwikkeling t.m. termen van de orde 1/n2 benaderen

(zie Cramer [2]),(continuiteitscorrectie is 1/2).

Dan geldt:

(2’(x)+e3¢‘3)<sc)+e'¢5<x>+e$<x)+o(n'2> (3.11)

pg (U < ufm,n) = o(x)+e s 5

2

voor vaste x,

waarbij x = (u+1/2-E§}/ 12 2 is normale (0,1) verd.fu., (3.12)
(u2 ¢ is de normale (0,1) dichtheid,

v ..
¢( )(x) = (—1)vHv(x)¢(x) waarbij H,(x)
het Hermite polynoom is van de yae

graad. (v = 1,2,...)

De Edgeworth coéfficienten zijn:

I - 2 0 _
e, = - 37 375 = e,(8) +0(67), € = 0,
Mo
1M 0. 2, 0 _1 “g
63='H!(_§-3)=e3+83(e)+0(e ):e3=I|_T —_0'2_39(3’13)
uz (Ug) :
.2
210 3_ 462 098 =
s T8 3 0(e%) & = &5 =0
2

(De coefficienten zijn functies van 0, er is een Taylor-ontwikkeling
toegepast om 6 = 0).

De Edgeworth coefficienten zijn van de orde n-1/2, n—1 en n_1 resp.

en & $(x) symboliseert de termen van orde: O(n_.%)Q

In ons probleem echter is x niet een vaste constante, daar de onbe-
trouwbaarheid o gegeven is en de lokatieparameter 6 - 0. .

Preciezer : Aan de ene kant zijn u en o verbonden door (3.11) voor

6 = 0 door
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B (U < ulmm) = o(x) + &0 63 (x ) + 0(n) = a, (3.14)
0= — 0 3 0
(0 L .
e, en el zijn beide 0),
waarbi] x. de genormaliseerde waarde van u is voor 6 = 0, die kan

0
worden verkregen als functie van o door (3.14) asymptotisch op te

lossen met gebruik van e = O(n—1),

3
Dus xy = — S22 o o7Na) - &d [307 (@)=(e7 () 17T 4+ 0(a7)
(mn (m+n+1)/12)
’ (3.15)
Aan de andere kant, x en X, zijn verbonden door (3.12), dit kan als
volgt geschreven worden: x = x, + x1(6) + 0(62) (3.16)
u+1/2-EU u1/2(-EU)'-(u+1/2—EU)1'u-1/2.p'
X'(e) =d_x(e) =_d_. N 2 - -2 2 2
doe ae 1/2
My Ho
(EU)'  u+1/2-EU
- = 1
= - u1/2 - -:):- uuza
2 2u2 2
(s.7) A *0 %2 . def 1/2
> x'"(0) = ———— - — — waarbij x'(0) =" x, =0(n"'%).
0y1/2 2 0 1
() Mo

We maken nu gebruik van het feit dat zowel de normaliseerde variabele
x en de Edgeworth coéfficiénten van 6 afhangen.

We differentiéren (3.11) naar 6 (in 8 = 0).

(52 (0(x) + e, 0°(x) + e 67(x) + o5 ¢7(x) + & §(x) + 0(x™)))
o=
(3.13)
= xpaleg) + el e l) + 560 0) + TP )+ 0.
(De rest is nog O(n_3/2) daar & $(x) verdwijnt voor 6 = 0) (3.17)
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M.b.v. (3.6), (3.15) en (3.16) vinden we:

u
p'(0) = ¢(¢7 " (a)) [(ﬁf%ﬁ};)1/2 a- 207

0
2u2
' 1/2 5
v 12mn 0 -1
- (epm3( T Ael) (1 -{o (a)} ) +
n
u b -
v 22 @ @R 4 507 ) T @)+ 0B Ga)
u
2
In het bijzonder, voor symmetrische verdelingen 32 = 23 =0

wordt (3.18) vereenvoudigd tot:

1/2
p(0) = 467 (@) () T a1 4k (1007 ()1P) + 0(272)]
(3.19)
net X _ [mn+2(1—3(C/A))(—hmn+m2+n2+m#n)-0.15(m2+n2+mnfm+n)].

mnAC mn (m+n+1)
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§ 3 Relatieve doeltreffendheld t.o0.v. de standaardnormale toets

normeal verdeeld zijn met bekende variantie o2

Laat X, en Y.
=i =i
2 2
(N(uy,o) en N(u40 ,07),
Y- X 1/2 1/2
. - = mn ) mn
Dan is 5 . (m+n) N((c)(m+n) » 1) verdeeld.
T -X 1/2 1/2
ar LT _ = =, mn _6 , mn
ContrSle: EY = u+d, EX = us E(—— (07) ) =5 (=1)
2
2/ g
c(l)=_ 2 )
n A g g
> (o.o)ivar (Y - X) =— + —
5 - - n m:
2= ' 2 2
o"(® =% 7-% e ST
= =, mn n m mn
= var 5 (555;) = 5 '(m+n) =1, g.e.d

Het onderscheidingsvermogen van de standaardnormale toets, kort

weg x-toets is B(0)

I-x 12
We berekenen B(8): Def; Z = = E:H)
8 (mmy1/2
Stel S (m+n) = u.

De hypothese HO wasi9d = 0 H1 : 8 > 0,
We kunnen ook toetsen H  : 1 = 0 tegen H1 oy > 0.

Onder de nulhypothese geldt: Z is N(0,1) verdeeld.

Z
Onder H : Z is N(u,1) verdeeld (u > 0).

1

onder HO

Het kritieke gebied nemen we rechts
in de staart der verdeling.

De onbetrouwbaarheid o bepaalt het
punt @_1(1-a).

8(0) %€ P(z ¢ kritieke geb.‘H1)

P(z > ¢_1(1—a)|H1)

= P(u > ¢_1(1—a)—u), waarbi]j ueN(0,1)
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Nu geldt dat:

8(0) = @((68/0) (=12 _ 471 (1))

m+n

Uit de figuur is duidelijk dat geldt:

wg (1-a)

o™ (1-a)

Vanwege symmetrie geldt ®_1(1—a) = @‘1(a).
Deze laatste integraal kunnen we benaderen (via subst. x-p =y ),

waarna we krijgen:

8(6) = o + (8/0) ()2 9(e7"(a)) + 0(6%) ,

()12 467 (0))

=> 8'(0) = %' m+n

> >
als we m en n door resp. m en n vervangen dan lossen we nu (3.L4)

* .
Oop voor n /n 1in termen van n en m,

L > kol
n * m_m m _m >

Stel —=b=>n =np 3 —=——=>—==—=>n =nmb.
n n n*' n nb

We moeten nu b oplossen uit (3.L4):

s

81(0) = 2 BE)V2 467N ) = 1 (B2 (67 (w)) =

<o o ‘mb+nb
=1 @HVE V2 07 a)
M.b.v. (3.19): uit B'(0) = p'(0), ofwel é-(§%5)1/2.b1/2.¢(®-1(a)) = p'(0)
dus
e _=(1/m+ 1/n) 02(-5%%92-—02 ,

LoE ¢(e” (a))



ofwel:

eE’ = 120‘2(Jf2(X)dX)2' []-El—%‘]_;?. +2KmnAC(1_{q>—1(a)}2+0(n—2)] ,

1541

waarbij: A = 5&; = 0.282095 , 1-3C/A = 0.087733 .

Voor kleine m en n, kunnen de exacte waarden van p'(0) berekend

worden, zodat we vergelijkingen kunnen treffen (Zie H. Witting [31]).
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§4 Relatieve doeltreffendheid t.o.v. de t-toets.

Een meer realistische vergelijking dan in §3 is de vergelijking
met de t-toets, die geschikt is voor onbekende, maar gemeenschap-
pelijke variantie.

Laten we ons beperken tot normale verdelingen.

Als we de dichtheid ta(X) van de niet-centrale t-verdeling ont-
wikkelen t.o.v. de niet-centraliteitsparameter § = (6/0).(%%;)1/2,
dan kan men nagaan dat de afgeleide van het onderscheidingsvermogen,

00

(
B(B) = [ t.(x) dx in ® = 0 gegeven wordt door:
J
C

$
o - m+n-2
o0 =g EVEL e f
N
_ 1/2 _c -2
=5 G577 0(0) (1 + gy + 07)).

We kunnen C asymptotisch bepalen uit o door ontwikkeling van de
centrale t-verdeling met f = m+n-2 vrijheidsgraden voor grote

waarden van f:

a =[ to(x) dx = 1 - @EI(M)VE] -

m+n-2

1 )¢(3) F(mm-h)uz] + 0(@?) .

~ L4 (m+n-6 mtn-2

Als we C oplossen:

c = EER/2 67 1) + (o) (387 () - 107 (@))3) + 0(a?).

Daarom asymptotisch:

1
' = —
B'(0) o ‘mtn m+n-2

(12 467 (a)) [1 - () 7@+ 0]

Als we (3.4) oplosseh dan:
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We zien uit de formules hoe de relatieve doeltreffendheid afhangt

van o, men n.

Opm: Een analoog geheel kan men opzetten voor de doeltreffendheid
van de twee-zijdige toets van Wilcoxon.
Bovendien kan men een analoge beschouwing houden voor de teken-

toets i.p.v. de toets van Wilcoxon, (zie H. Witting [31).
Tabellen die hierover bekend zijn (w ~ Wilcoxonj; v ~ tekentoets):

10) Vergelijking van de doeltreffendheid-waarden t.o.v. de X-toets

en de t-toets bij normale verdeling:

m=n-=».4 m=n-=>5 m=6,n=154
o 0.0571 | 0.0286 | 0.0278 | 0.0159 | 0.0333 | 0.0190
e, = 0.7840 | 0.7222 | 0.7697 | 0.7304% | 0.7787 | 0.7k403
é; ;’ 0.9772 | 0.9825 | 0.9774 | 0.9775 | 0.9705 | 0.9749
-l
e, = 0.7817 | 0.7311 | 0.7713 | 0.7369 | 0.7803 | 0.TkLs55
e;';' 0.9518 | 0.9620 | 0.9563 | 0.9593 | 0.9521 | 0.9553
20) Doeltreffendheid-waarden ew + voor verschillende m en n en o
weer bij normale verdeling:
m=10 m=10 - m=20

! m=n=10 | m=n=20 | m=n=L0 n=20 . n=40 n=ko

0.100 | 0.9404 | 0.9466 | 0.9505 | 0.9437 | 0.9466 | 0.9488
0.050 | 0.9469 | 0.9498 | 0.9521 | 0.9471 | 0.9468 | 0.9505
0.010 | 0.9578 | 0.9566 | 0.9558 | 0.9531 | 0.9461 | 0.9542
0.005 | 0.9602 | 0.9591 | 0.9573 | 0.95L6 | 0.9452 | 0.9556
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