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par [). v1N DAN'fZI(:;. 

INT.RO' ni:rc""·T1 0N· .·.· ,I.·,·_ ·uu--·, 1•·.' _· .• 

1 .. La methode des fonetioJlS genentriees eit du~ ~n 
pn:~miere lig11e aux gran<L, prohahilistf'S fr1111QaiS .. Ei)~ I 

et~ introduite eomme ,1ne n1i,thode generale par p. s. DB 
L ' . ' . I 1 • 1 · . .l - .1 '" A.PUCK, apres a.vo1r ete emp oyee 1n1p 1e1tf'me11t ua.ns ~, 
t·as speciaux par A. DE Mc>1va:1. La methode des for1ction~ 
ranieteristiques, qui est intinlf'mt~Ilt liet, AVt'C (l11,~ a ett~ 
~tudiee par A. L. W.t!CHY tit 8' e~t n~no\lVt·lee princi pale­
Jllent dans J,es ma.ins de M. Paul l,.i\vv. &aur.t)up d~ resul­
ta.ts des plus ht!aux, obten11s rn Fran~e de m~nle qn' en 
d'•v.t~s pays doivent lf:.11r origine a eel tnethode~. li11 
<·olloque organise par lt1 s gra11ds prohahilisttls f.ran<;ais 
d'a.ujourd'hui, des dese,endants si dignes de J,~t1n fameu.x 
prl,eurse11rs, peut done 6trP eo11sidere conm}e la nM.>il­
leure opport\111ite pour ir1troduin, puhliq11t'\rr1tent ltne 
extension de cette m&thod.e que j'ai devcloppee pt~u a pet1 

dep11is 19.40 et qui n'a ite pubJi~e encore que clans Jes 
rours cyclostyles que j'ai donne8 dt"'pws 1946 a l'11ni­
venite d'Amsterdam. 

2 .. L't1xtension de la methodt~ des fo1iction1 geriera­
trias, que j'appellerai la ·. ~· ·. · · · · Je:, -.r,w, coll«ti•1, 

A .. . d . d' . ' h . h· . ·. ut "tnl intro wte •, une nll:ntt:n~ a straite, ou .. 1en 
'' ·1. • .. • D' ' l I ., ., . J . u:ne man1ere 1ntwt1l"'e.. ·. apres . a prt:'m1ere :man1en:· i<~S 
variables. :figurantes daris lf.~s equations J>€UVf•nt e_tre 
t·onsiderees eomu1e des symholes OU a; :marques I abstra1t1. 
lei je choisirai la deuxieme IDQttiere qt1t1iqu'ell,~ soit un 
peu moins genera.le, OU les variables sont interpretees 
com~ des probabi)ites, do11c restn-intt1s i1 dflS valt1 urs 
reelles::;:: 0 et~ 1 . .,, 

S 1. Dir1N1110Ns n:1s MA.aQu:&s COLLM.'TtVBs. 

3. Considerons un systemt~ -.\:. d' ev,:~rtt\ialites ( OU eve­
r1e1ne11ts eventt1els) (.1) fl,\,1, ~~,,. . .. Appt.~llt1,rons un tel 
systeme complet ( sous Ull systenie deterrnine de conditions 

h h" ) I ''l · . ' . ,e, les « ypot eses,,., o:rsq,1 1 t~st e.:)rta1r1 u au 11101ns 

une d'entre eux se produit; e=Zui/lorsqu't~ les sorit in-

(~()1npatilllft,; dt1 UX a delL't, et t.i1tern·'lw loffiqt1' ii ,,st 
sini11ltA Jlemt•Ilt ron1pltt, f't, f'Xtltisif.. l.J11 systeme eatego-

S<11 t ~i"- r 11,\,1,~,\,,~ .. 4: \1D(J eatt~gtlrte ll)U5 I hypothese 

ft g:e. . 
-

(~orrf s pond re avee It~ syste r11t:~ dl~S ?ta la for~~tion 

f \, 
, 1, I 
' ' . ' 
1~ ft 

ou A ,~st u11t, variable arhitrain:~, tt»llt~ qut~ la serit, (Ii elle 
t~st ir1fir1ie) eor1v,,rg~. ()n pe11t generaliser eett(, Dleth~de 
t'n faisant correspondrt~ av~e le systeme dt·s p" la fc,net1ion 

ou lt)s .14 Ml sont des variables, dependant,,,s ou 110n, telltt 
que la sent~ (2) cor1verge .. Ct:.ci sen. eertai1len1tnt le eas 
lon-qut• lt!S .,.4.,. sont drs nomhres non-r1egati£s ~~ 1. Les 
.111'4 s~~ro11t appele,es les ~ · ... · des .. ~,a• On peut alors 
i11terpreter les .. 411 eo1tmM~ des prol,-hilitf?:s, t!t lti<~n de l-a 
1xYtniere suiva11tt·· .. Pn~11ons ttnt~ suite de loteries A,. (>U 
un~ event,ialite d~terminee l (fa m,~me pot1r tous 1,,s 
.. l\lil) peut S,e prc>duire OU notl avee lll}e probahilite deter­
rnint~() l - A. 11 011 .4. respectivement, et supposons qu'~ 
n .. l peut st~ produire d'aucu11e autre n1anien~. Convt:-nOI'lS 
de tin~r un lot de A,. ai et setilement si sous l'hypothest~ 
~ l'eventualite ~Jtt. se realise. Alon C est; la prohabilite 

l eventual1te G une ou I.) mttatrophe. Alors C est la pro­
bahilite que la e:atastrophe. I..~ n'arrivera pas .. La fonetion 
C ,,=• C(A\ - C A. 1, .A.1, ...... sera appelee la martJUB coll«­
tiw du systeme des ~ti. on hien des p •. 

.4. Considerons rlmintenant un systerne .~ Ill 111 I .11. (l)' 
,.}l,, (2)' • • • t Qe categories ~lle {a) ~ ~ ti;\1\M), ti~)' • • • ~ ' 

tous sous la m~me hypothesc :1e. Les ea.tegori(S ~t, (m) 

pt1 u,·er1t ~trt\ dependantes ou r1on. Soit 
{i) (1) 

P.. it.. 1,, ... = p ~.1 A ~.. I\ · · · ~1~~···· . . . ue,, 
' 

l L-h· ·1· , L_ l' .. ' 1 __ ,. ' a prol.U!l · 11·te que pour c:uaque m 1t,.-1eme ~vent~ite 
de },a m-ienle eategorie se realise. Prenons pour chaque 
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. i, I • l lfi1 ~! • 
•• , •-~ l:lfte ot,,ne J."~-' et ("Oll'ft!llOt\S ue llrt'r J>Ollr 

t:bliqae • uta lot cl~ A~:} lorsque dins la ••~ie~ <::atigcr-
f/,,j. I" J.'lil'&W-'lit·~-1~ 1,i l I•) d· "t t -1 •• I t 
1 ae u-,~:r:1•- ua11.u ~,..,,. St~ _p-ro 111., e . u.Btls r.e eas seu1t,Dllen • 
, ~ 

Su.ppc,aoni tou1 001 tiragt1t n1t1t11ell,~me11t indt;p,~i,ciant1. 
a .. ,. d" ·1• ' I · . v"llppoMftl · 81 ie llrti {J 11 Ull t e t l fl gt, Ille nt~ a Vet UOO 

: b.bilite I ··- .t4i:) a Ul\e ~catastrc>phe,, l (~), depe11"" 

a,1t,re n1an1ere ... \lon la pnlballalatct q11 atu~u,,t, d~s ratas-
1rophe1 C (fi} n'arrive (t()11jc,urs sot.is l'hypotl1ese ae) sera 

• •3·.' f ' ' . . ' 
\ "' I .,, •· 

Cette foaetior1 sera apilr~let, 11 fN:ITfU. "'1.letti-. du sys-

• , __ ,., * L· 4 1•1 1, l d (•) t ri1,;•iia,_ i ,. "e8 t'l ~ . it f'O O t 8 P ptj (~t~ 5 t~5 . ·- . · · U, · f?i.8 _,~•m • 
l\eeem~nt M .. M .. F1i:cu11r dans ses bt,lles rt~cherehes 

. . I' - . L -b • 1 • t . • r 'I ' d' L , a:ar ~ ~:& prooa · 1. 1tct•s 1ssoc1t~es a ur1 systeme ~"~ene-
1ne11u rornpatii>l••S t~t dept,ndaI1ts" a co11sidere des 
ay1teme1 dt tver1t11a.J.ites qtit:, nou~ denot,t"'rons par .. )~ll (l), 

a. ,,l L· ' 1 • 1 · t , 1 ·' . d -t \ d , . ~,-1' , • • • .·. t,Yen-.ua 1 e eorn1> E!rnenta1n, e ";t;l mi, es1-
911ee par If. FaiCRIT par E -- Am (ou t\m eorrt~spond &V(~C 
not~ .)\,~•)) eta11t de11otee par ~,\J~m), 1~~s ~t. £•} - > ~i\"'>, 

(Nous a pt,llerons tttle tell<~ ca.-tegorif~ u·oe al€trnatit#.) En 
efet, , .. Fa1,caa, ir1trodui t unt, 110-tation syn1bolit1ue, 
,. ,. A., ... A.r (E - A«r+,) ... (E ~-- A«m), (l. c. ( 19/iO) 

p. 26), eorrespo11dant.:~ avee not.re 

. . ,1;,· }· t ' ' • 

/ - ,, ··• .· · ue les X,. sont eo11sider~es eomn1e des variablt~s, 

..,._ du systeme de prohabilites p,.; les .. r. seront 
ap lees les DUtrtJUes de·s Ye". 

•. it eufin at #!lll'I ~ :fet {l), ae (i)' • • •tun systeme de systemes 
c.dasifs ge(fl =1111• taey>,aet ~n, ... t d'hl·p-0th~ses, et ~ un 
ayaeme de eategories eomme clans le n° 4, et soit 

' , 

. . (t) (~) . _ p -· ,,1\. . ., A ~I\.) .. _ A··· · •~J'• t~•· - · · I ·, · r {"•" . ,•••} )tffli'.¥ . •. . I . :"'" > •1} I .. " L. , .. •') .. o I • . 

. If!. "'ft· '- .... . . 1; I\ . 1 I! 
.. 

.la .m~biiite. 'lu.e pour eltaque m l'•.-i&rlle eventualite 

--,J !II•· ,·lr,ii,Ult· hi·· · 11!· ~-· a·, · 1-i"i · · 1 ·· · •· li ... •«• . . . . • ,, ,,. > • , , . E -~ -- ' · · >'-, ... · .. : "'.·. _·. . , .. ·", •1'• , I'• . · ' . Q. : -· .· --~ · nl'!,••· ~• · ',i;i,at · · · · · "--.. -~ .· ~ :· i./•"•~:- ~·--:.'- ' ' "' '. !_,.-.·---·' •·, -· ·_ . '_.'--: _- . --~ •~0:1,:_" 1
~ {~i9°·,. '; ',_.::, __ .,:"::· ~-1'; ; 

. . ;~-
.. ' ' ' . ' 

Prenona un systi,1ne de loteries A~:) con1n1e daris le n° 4, 
et -tl 'ailleurs un systeme de lot.erit~S A'{1l et dans c.hacuru~ 
d11t,ntn1 ellea un systeme exclusif .. W1", .iti1>, • . • dE~ 
n"Qrri'l~,ti,0 1I•vaft• )..:,~ prob-fl)b•;l1·te's -...osper-t1·ves i·ri3 vcn 

--~ , 1!ii-l<'l{J;lt' - J -,£.J:. . ,.,,;, ' . ·• Q. -~ ' . . . A"' ..., . ..111 ' A 2 ' ••• 

Su_- posons que l'hypothese :,e.~) sera realise•e lorsque 
j ,,c 

;lti
1
' sen. tirie dar1s A.'('l. Alors la prohahilit.e qu'aucune 

des «cata.strophes,a l Cm>, co11siderees au n° A n'arrive est 

1 - '('"1 l ,,•{I) · l' d · bl d .IA,S n . ..,_, et . es .11.1,,.t s.eront appe ees · es va.r1a · es ou -es 
marqut,s dt1 premien~ et de seconde espece respeetive-
1nent; la fonction C •1111 C .1f,A. sera dite la marque 

collective du systeme de probahilites p"('k1 : : : • }, OU aussi 
du systeme d'hypotl1eses et d' eventualites eorrespon-
dantes. 

6.. On peut etendre les defir1itions au cas ou les sys­
temes categoriques et exelusifs ne sont pas denombrables, 
niais sont des champs de prohabilite ou des sous-en­
se1nbles dt) ceux-ci) au st~ns de M. KoLM:OGOBOFF. 

P. • d 1 • e t l d' • 1. our pouvo1r • ecr1re ee cas genera - une man1t,re 
nette, convenons de denoter par/).. la valeur u'une fonc­
tion /, definie pour las elements d ~un ensem1 -le· r, prend 
sur l'eleme11t A, par FA la valeur qu'une fonetion addi­
tive (i) d'ensemble F.,., defir1i,~ pour les sous-ensembles de 
r, prend sur l'ensen1hle A f~t par F · A ou, pll1s explicite­
n1:e11t par 

la valeur, pol1rvu qu'elle existe, que l'integra.le de/ par 
rapport a F prend sur }'ensemble A. Nous supposerons 
tottjours et sans rne11tion t~xplicite que les ensembles A 
sont pris dans un corps r(~rrne C3) dt~ sous-ensembles, et 
que les for1ctions sont mesurables (4) sur ee corps. L'in­
tegrale, definie comn1e 

lim ~n p"·\n ....... A }A • 
e ►O 

OU An est un systeme catego1~ique denombrahle de sous­
ensembles de r tel que la variation sup /A - inf/"A de/sur 

AS,:\1\ AS.;\a 
A,. est ~ s pour chaque n., ou ..-. denote l'intersection 
et o? )...eA .. -..A, existera en tout cas lorsqu'il existe un tel 
systeme pour au moins un e > 0 tel que la somme 

. 

(!) Tout en omettant le predicat «absolument,, nous ne oorisi 
derons que des fonet.ions d'ensemble dites «absolument additives,, . 

' 1" C' ... i d. £ ·11 · . \ 1 es1;1.- ire une am1 e contenant avec eha:que sous-ensemble 
son oe,mplemtnt, et llV&t ehaque sui.te fi.nie OU mfin• de SOU$:-

. ..,-~~/•$$~ io~t~~o-~ . (~one a~ssi son ul)ion). . ,. , , 

. , . (•l ~ •st a ,thre q!e iesen~hles des l~ou R~f>. ~a:·et Im/,_~ J 
•-n . A~-.• -,&, 1. - sAiail!"ftb p;i!-\-r -'l!..-,n,. .. a TUii"' .:i. 11· t'\:..:._l_ · .· ~ } M ,... . ... I' .· . ·. ·. ~~ .... ~'I, Q, ....... ,VV\,,; Jl1'Q I. 9'iW, ~,.il;f,.\,\1 r-:-~r Oi~ .. '~J,LU_fF'EJS J.,Se s • ~ .. '. ) 

. . ' 
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val,~t1r que la difference des 
lives de /1., prend sur A .. 

Soit n1ai11tt~11a11t po11r cha«1t1t, m ~~ (•l , ..• ~ «~ t t1n , .. n-
bl h . . ( , . d' l ' erist~m e ar 1tra1re 11011 neeessa1ren'lent e11<>rr11lrab;lt~) 

.t ~ d' i J. , . \ A. j £ , d . <~tegorique event11a11tes ~t t • \ ur1 eotps 1er·1ne • .f~ 
· b' d 1 ' \ So.. • ..J ' • 11 ~· L _ sous-1:~nsem tes · e ~,.l · ... ·'. "·· · it a: a11~i1rs pour craque 

l ae,(l) mi= 1 n1 ~ ur1 en&emble excJusif arbitraim d'hypo­
theses et ! 11,t ur1 corps for1ne de sous-ensen1bles de le'-''· 
S' ' d I 1..- • d' 'I·' .... t1pposo11s, . onne pour c11iaque suite · e e111ent1 ., 1, ,r3, 
avee 11,s :ret'l et ehaque suite d'ensemhles A1, A2, ••• 

avtie ,.4-. ( ~\, ( •l la probabilit,e : 

que l'ensemhle des h)rpotlteSt:S rli (r.t:,nsiclere t,OIIltne un 
element 11 '"n 1

• tt 1 X ,,2 X .. . . de I' ensemble produit 
:le - ae <1> X ae c,> X .... ) amene l'eventualite ;.It qui 
est la conjonction des A. (consideree fOillllle \lll sous­
~nsemhle A ~•,,;,,.1= A1 X A2 X .. . . de l' ensemble prodt1it 

,. l 1' - ... , 

pour· c,haque A et ehaque ,, ,~st une font.lion (abso.lu-

ehaque ,,. Dans le eas ou les ~~ <-> *"~ ~t,\it•>, !t)\,1~iul) sont 
des alterr1atives, u:rie eventualite A dans !'ensemble pr<>­
dt1it est introduite par M. FaicaBT (I .. c., p. ~6) sous le 
110m de tt fonetion des ever1e1nents A\m> n. 

Prenons maintena11i sur chaque ~ {m) une £onetion 
arbitraire A<•>, ~ 0 et ~ 1, et considerons la va.iewr 
A~ Sur un element t:t.s ~)(•), eomm,e la prohahilite que 
I. _J.. l' · . d· · 1· ' 1. · 1 · 1 · < • > · .._ 1. · . . a :re:il~1sat1on · e eventua 1te .\,l'Xm ne meme pas • une 
~ea.tastrophe » C <•>, independamment de oes probabi­
lite,s • · our d'autres valeurs de m, tellernent que 
A . .t(•> · t I 1..._h•1· ' · 1 · t b· r « •='=·1 , · · • .11 4 m es · a. proJ.Ja 1 1te que a cat.as rop e ~, 

-
eonsistant a l'arrivee d'au moins une des catastrophes 
l C•J, n'a1·rive pas (sous l'hypothese ,,). Chaque .A<•> 
est bornee, done integrable par rapp-ort a pA••~i•"• pour 

(1'1 ,,,,, .... ) 
chaque suite ,, a1«,. ,,1, ,,2, .... ). 

A« aussi est integrable par rapport a p~ l lui-m~~­
Nous nous restreindrons toujours au cas ou les integra­
tions repetees sont echangeables et equivalentes aux 
integrations multiples. 

Alors la probahilite ue !'ensemble d'hypotheses ,, ne 
mene pas a la eatastrop · -e G est 

' 

(5) C C (A) f" 4 (f" .:t A( l J( l . ' . . ' . •« . . . t . t • {1') ;;;:- m.: · (,r} _ . -=:::i::; , . _ ". II ~=: ';,: _ - •••. _,, _t" t _ . , • 
~- (ll) -. ., (>t) 4 1 4t 

P. d' ·11 1.._ l · 11> 1 • · renoas •. a1 ·. eu:rs pour tiliilqne • sur Ye" une 1onet1on 
d, ~l..1 ddi· · b. · w11, · o··· 1 · · enseuJD e a: t1ve ar 1tmre A(l), ~ .·. et ~ · et eons,,-
derons.--la eo-nune la prohahilite qne sous une h.ypothese· 
generate e) l'hypothese H, sera ·. . · ia4e. Ici aussi . nous 

- x· • - . . -H , 

nou.s restre.1gno,ns a.Q. cas ou .JH,xH~--· 11lllfl X( 1J . f• ..... 

(6) 

. ., ,, f • \ ) . -, t: ,(? 

\ ; (:J ' 
- -ii 

(, . l'h h' , . 1 I ) f . l " ' . • q ue S<)11s . ypot . •~s.e gt,nera t! e · a catastrop1•e l, 11 1.m-
vera pas est 

C - 1· \''- C ,,. "'' ' - • .,1, . . . { It) -c::.. • A ·1f {:} J'li 1Z -

" ., ( l) /1'1 { S ()If 1 t ll)t• • • •) 41a •1 

Les fonttion1 C{•) (pour 11 constant} c• (pour A eoaat.nt) 
et C semnt appelet~s les tt 1urques c,olleeti,·es » du 1yst~tM 
de probabilites pf.); lea valeurs A~':: et A14 des tt ma . :ues 
(ou variables de premiere espec~ "', et les vale11n X<1f ~t, 
x• ~s « BVl"flleS. { OU variables) de aeeonde espece,, .. 
E "d ~ { 0 X" 11 1 v1 en1rnent on. aura tou3,ours ·.P"'ur .... · ~ · .. · ~ ., 
0 ~.. , ,,,...,.A 1) o < c ( v , ) ..,- "~ :1e A · ~·~ 1 ·'- x~ · t --..::::: 11 • ~ . · : -~...-:: ..,,. , 11 -=:::::: ,.\. 1'1/Jt. :::~:: . , o u .. es 
la valeur de X sur l'ensemble ,e, tout entier, taadis 
que A 1!1,1\r., eat la home superieure dea val~un A. 1u.r 
tout .JL. D'aillet1.1s C est une fonetion nelle) non deerois­
sante de tous ses arguments .. 

7. La fonetio11 C (X, A) etant donnee pot.tr toutes l,es 
... rn et A« adrniaes, les Pt.,,)' C("l et c1.. sont determinees. 
Posons en effet, les ·A et A etant des ·6lements et des so1.1s­
ensembles d'un ensemble arbitraire : 

t A 1 si).sA 
I - ltllh 11 

I ' ' I\ 
I 

(8) (tl) .. 
o s1 non .. 

lsvidemment pour i.\. constant la fonction [·\ (prenant. 
les valeurs . · · , est nne ft>nction mesurable {par nt • port 
au corps ferme d'ensemhles d'ou les A sont pris des 
elements A OU. ttfonction de premiere es . » .. Elle est 
souvent appelee la. nmon caracUristifue de l'enS4;roble A~ 
De m~me pour ).. constant la. fonction !1. (prena11t aussi 
les valeurs ) est un,e £onetion absolument additivt\ 
d'ens.emble ou ttfonction de seeon e esp,eee »; o;n pour­
rait l'appeler la o,u:tiOA coracUmtifW de !'element A. " 

Pour A J,111 ·• A1 X A,. X .. ~ .. , ). .... A1 X A2 X .... on a 
evidemment : 

A i\1 A,. 
{9) , 

" • .... .. ' 

~ • 
,,. 

. "'· "'""-•l'lllll>~"''"'••1<11 ,·,1;.'"'"''"''l!!LO'••,;o ;Jl14.Htll J+;;oo 

(I) " ''I C i•te la ' ' ' ' ,, ,tiOlll cit C:. 
t~ la (8), (9), ett1. la ipe vertioale tlesigae • J., 

.. 
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D,apres les definitior1s et l' equivalence supposee des 
integrations multiples et repetees on trouve at1ssit6t : 

' 

• 

C(,i) (A)= C ( 17 , A). 
• 

CA ( X) C ( X, A ) • 

C ( l7, A). 
. ~ A 

D'ailleurs, en definissant les operations ~A et 

par: 

( 13) 

( 14) 

<) A 
• 

oA = 

~J' 
oX 11 · 

, 

• 

= I im f---"( x_+_e..;.....I 11 ___ ) _. _J___.c( X_). 
€ ► O 

e 

pourvu que ces limites existent, on a aussi : 
. , 

• • • 

a . 
clX C (X, A). 

11 . 

CA (X) 
c) A. I 

aA. C (X, A). 
• . ' 

• 

' 

A 
A. .. 'c) A a . l. 

p (r,) 
" 

Pour A A1X ... ou .,, ,,1 X ... on aura aussi, en 
supposant fini le nombre de systemes categoriques ou 
exclusifs : 

( 18) 

( 19) 

• 

0 
oAC~) 

.... C. 

Sans rechercher les conditions pour que ces relations 
restent valides pour des systemes infinis, nous ne consi­
derons que des cas. ou elles sont remplies. 

• 

S 2. OPERATIONS SUR LES MARQUES COLLECTIVES. 
• 

1 k ' 

8. Les operations principales qu' on peut appliquer 
aux marques collectives sont : le demarcage, Ia substitution 
et le tirage. Nous· les considerons dans cet ordre, en Iaissant 
de c6te dans chaque cas particulier les variables non con­
cernees par exemple les variables de seconde espece 

. lorsqn'il s'agit des variables de premiere espece seuie~ 
. . 

.ment . ., . l . ... , ·. . . 

. Lorsque, en considerant C · C·.4) ·· pcla.Aa., on ne 
-'S "interesse pas a ceux: des pA. ou. A est un vrai sous-ensem­
ble de A0, on peut restreindre la variabilite des Al%, en 

. · prenant la m~me loterie pour tous les aeA0, c' est-a-dire 
en substituant pour tons les Aa. avec ~eA0 une m~me va­
riable A Ao• Ce procede, qu' on peut etendre a un systeme 

· categorique d'ensembles A0, -et qu'on peut, .. ~p.pli-qp.er, ot1 
lJien aux A : Ai X'A2 x~ .·:;,:· OU hien ,aux An d'un'.::xang 

defini n sera appele llil demarcage simple de premiere espece. 
Nous nous bornerons au cas ou le nornbre des ~ (m) et 
celui des ;Je(l) est fini. · . · 

Generalement, soit donne une i.mage univoque de cha-:­
que I\~ (m.) sur une categorie 1Jl> (m), tel qu'avec chaque 
«me~ Cm) corresponde un f3m f3m c%m) elfi, Cm> et un 
seulement, I' original d'un f8me1B,(m) ou d'un Bmc'lfl, (m) 

etant un Am,fm C ~(m) OU un Am,Bm C Jt,(m) respectivement. 

le resultat de ces substitutions en C A . Alors, en omet-
tant Ies m : · .. . . 

•• 

0 B • 
' 

• 
' 

• 

C' (B) . qdf3·Bfo = C ( A (B)) 
' • . 

Le procede correspondant, effectue sur les marques de 
second espece s'applique lorsq:~1e les P(f1). pour tous Ies ,, 
pris dans un sous-ensemble 1:(0 sont .egales. Dans .ce cas 
on ne definira r que pour des·ens~mblesH qui OU hien 
contiennent H0, ou_ hien ne contien~e~t ~ucun element de 
Ho. .. . . . . . . . . . 

On pent m~me generaliser le pro cede lorsqu '.on se con­
tente de connattre les valeurs moyens P(H

0
) de tous Jes 

P(r,) avec ,,eH0• . · · · 

Generalement, soit .donne une image univoque de cha­
que ~ (l) sur un ·systeme exclusif gJf_ {l), tel qu'avec ehaq•le 
,,,e:re (l) corresponde. un ~teOC (l) et un seuI, I' original 
d'un ~le X (t) ou d'un Z1 c X (l) etant un H1,,z :,o:i 

une fonction ahsolument) additive et non negative sur 
les sous~ensemhles • H: de H,~,r prenant la valeur -1 pour 
Hl. H,, 'Z' et definissons : . . . . ; . ·. 

' 

po11r u.n Hl arhitraire. Posons enfin : 

' 

• 

• • 

les . Y~J et~nt d.es variables de seconde espece su.r ;>c.· (ZJ, 

~O et :<:;1, et soit C' Y C X ) le resultat.de ces .sub-
stitutions en C(X). Alors, en omettant les l: · · 

' 

et 

(~6) 
. 

OU 

' 

• ' . ,, 
; 

'• 

' . 
' .. . 

c) . 

c)Y ' 
= 

. ' 
{ . '. t 

' . . 
• 

• ' • ' 'o 

" , 

i' . . , ~ . •' ' • 

' • 

• 

• 

• 

. H~: . . ' ~ 
y • a I , 
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so11t. dt:s valeurs 1noyennes des P(rt) sur H~. Le procede 
decr1t par 23) - (27 ser·a appele le deniarcage simple de 
secon~e e.'5pece. Supposo11s que pour chaque (7)m il y a un 
parm1 Ies sous-ensembles Am.~,ri' que nous denoterons 
par Am,o, dont 011 11e vent plus s' occuper. Alors on peut 
poser Bbm) = 1, c' est-a-dire on prendra Ia loterie corres­
ponda11te tellement qu' elle ne mene en aucun cas a la 
cat~strophe correspondante. Tandis que C(A) et C' (B) 
eta1ent ~ncore ~es foncti?ns multilineaires homogenes, 
e]le dev1ent ma1ntenant 1nhomogene. En denotant par 
,I I , ' A a,ii es a,n Il appartena t p3s a m,o on aura : 

C = r· pdet.' ,da.' •.•• A A + 1, pA Oda.' • A + . • • • 1 ! a.' a.' • • • . . • l' • ! • · • Nr • • • 
.,. 1 2 t. ""2 

_I_ 1· 1,aa.1 •. 4:.2 o•··· A I + -Lp·;\ ,.i\ , ••• 1 • • • 1 • a . . • . . • 1 1,0 2,0 • 
., I 

De m~me, lor.,qu'il y a parmi les Hr, ,
1 

un p. e. H1,0 

d<>11t on ne s'ir1teresse plus, on prendra l'{if O sur ~,­
Alors les hypotheses apparter1a11t aux H,, 0 n'appa1-aitront 
plus du tout darts C. lei Ia fonct.ion multilir1eaire reste 
homogene. Remarqt1ons que la st1bstitution equivaut a 

. d 1.rHi,o . 0 . 1,-Ilz ' ...._. 0 I' ' p1 en r·e ..tl(/) = , pu1sque -'1(L) etclnt :;:::::: , ce a amene 
que x·n) = 0 pour chaque Hl ( H1, o· 

Nous appellerons ce procede le dema1·cage simple 
co;11plet de premiere Oll seconde espece. 

Montrons com1ne11t on pt. ut r{ presenter les fonctions 
generatrices des systemes de probahilit~ introduits 

par M. FnicnET au moyen de notre C Ai':}). Soient les 
(,J\u(m) d~s alternatives, comme dans la fin du numero 4. 
Denotons par Sm1,···· mr, la probahilite que les evenlualites 
~l(m1), ••• , "Jtvl(,nr), marquees Al(mi), ... • ,A1(nir} supposef':S 
toutes differentes se realisent, sans considerer s'il en est 
ainsi quant aux A ~n) pour m =f. mi ( 1 ::::; i ~ r , et par 
1[m1, ••• mrJ Ia probabilite que ces eventualites se realisent 
sans qu'il en soit ainsi pour les A~ml avec m =f= mi .. 
Alors on voit aisement qu' en demarquant completement 
les A~m) on ohtie11t la fo11ction generatrice d0s q·m

1
, ••• ,mr]· 

Er1 omettant l'indice 1 on aura ( cf. FnECHET, p. 31 ). 
G (A{m)) = C (A(m), 1) 

Le facteur; doit etre adjoint afin de pouvoir etendre la 
r. 

sommation indepE•11damn1ent sur tous les m1, ••• , mr. 
On pourrait aussi l'omettre et restreindre la son1rnation 
aux cond:tions ml< m2 < ... < m, .. D'autre part on aura 

pour Ahm>+o: . 

.. g A(m) 
2 

. . . 

c'est-a-dire C .. 4t;) se laisse representer au moyen de 
la fonction generatrice G( A (n:i) • La fonction obtenue · par 

• 

(
7

) Le procede s'applique de m&ne lorsqu'il.n'y a lieu que pou.r 
quelques-uns parrni les m. .. · · · 

.1. Z. 93 I 08 7. 

deroarcage des A (m), voire A (m) A, est aussi introdui·te 
par M. FRECHET sous Ia de11otation {f { U . 

La fonction generatrice des Srn,~···,mr devra etre intro­
duite avec des cot,fficients (~ 1 )r / r !. En denotant les 
variables par Bm nous pouvor1s Ia presenter par : 

(- 1)r- S B(1n,) .. • B(m,). 
I m1,···,m,. r. 

' 

Elle se laisse presenter au moyen des. marques collec-
tives C, comn1e suit (Cf. FRECHET, p. 3 2) : 

H (B(m)) = G (1 - B(m)) = C ( 1 - B(rnJ, 1 ). 

9. Supposons maintenant qu'il y ait des correspon­
dances hi-univoques entre tous les ~ (m), (8) de meme 
qu' on peut faire parcourir tous les a 1, a 2 , ••• un· meme 
ensemble B, les A1, A2 , • . • parcourro11t les sous-ensem­
bles de B. Supposons d'ai!leurs qu' on ne s'interesse 
qu'au.x sous-ensernbles aux.quels les eventualites appar­
tenant aux differentes categories appartiennent, sans avoir 
reeard au numero d' ordre de cette categorz·e. C' est a dire 

u' on ne considere au lieu de pA1,,A2,··· que la somme 
e tou·tes les probahilites obtenues par permutations 

arhitraires des ensembles A1, A2, ••• entre eux. Denotons 
cette somme par p l 1~1, t\i,··· l.. · 
On peut representEr le systeme de toutes ces probahilites 
en convenant de prendre une m~me Ioterie pour tons les 
m, c'est-a-dire en posant Ai1

) = A~} = ... - Bet. 
Par cette substitution C A(i), A (2), ••• ), qui est une 

fonction mul·tilineaire des A~1
), • • • passe (lorsque le 

nombre des categories est fini en un polynome homo­
gene C(B) par rapport aux B,,_. Les probabilites p l A } ne 
peuvent plus ~tre obtenlies d'une maniere simple par 
des substitutions du type 11 , mais bien par d.;s deriva­
tions du type (16), (18 . En effet, a part de la question 
de convergence dans le cas d'un nombre infini de cate­
gories ( dont nous ne nous occupcrons pas ici), on aura : 

oB 
Ai () As 

aB ... C (B). 

La combinaison de ce procede avec celui decri.t au 
I f 'd t I' I cl' ' F I l numero prece t}Il sera appe e e emarcage genera 

de prem1:ere espece. 
Considerons Ull cas special. Considerons des categories 

111'\o (m) arhitraires, et prenons de chaql1e categorie un so.us­
ensemble arbitraire Amo• Appliquons le demarcage simple 

rapport a tous Jes autrEs n-'l~t;, c' est-a-dire met tons 
A1':; B (m) pour tXm e Am et ' 

' 

1 pour ( ,,, . am e Am)• 

------------..-------------··· 
' 

<8
) Il est possible d'appliquer le meme procede lorsqu 'il y a des 

correspondances entre des sous-ensembles (Vtt,)'(m) de quelques-uns des 
(lt) ( xn) en se hornant a eeux-ei. · · 

' 

3 
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.. i\.ppliquons le demarcage ger1eral ell omet tant tous Ies 
indices m, c 'est-a-dire : 

.4 (m) = 
tXm 

BcxmeAmo 

1 I ex meAn10 

. . , , ,.. 

rt} qui peut auss1 s ecr1re : 

.. 4 (m) = (B - 1) Amo + 1 . 
am a.m 

P11r ees substitutions C( A 
• 

passe eu une fonction analy-
tique de JJ : 

(3o) C (A(B)) =~rp[,·1B: 

le coefficient f[1·J denotant la probabilite qu'il y a 
exactement r entre Ies categories., parmi lesquels un 
f'venement se realise qui appartient au sous-ensemble 

Amo· 
Nous nous passerons du procede analogue qu' on peut 

appliquer aux marques de seconde espece. 

10. Nous ne discuterons pas completement !'operation 
de substitution. Nous 11ous hornerons, au co11traire, 
a quelques ren1arques. Evidemment on peut toujours 
suhstitl1er une marque collective pour 1111e marque arbi­
traire de premiere espece, puisque cela ne revient qu' a 
un choix special de la maniere dont on determine la pro­
habilite d'une tt catastrophe"· Or, lorsqu' on veut eviter 
des demarcages nouveaux, ii sera necessaire ell general 
de choisir un ense1nhle de variables dijf ere1it pour chaque 
n1arque collective qu' on suhstitue pour une marque. 
Con~iderons par· exemple le cas de marql1es collectives 
li11eaires. Soit C = j pda. Aa. Lorsque nous voulons 
suhstituer pour .. 4et C'a • Ca(B ), on devra done prendre 
pour Jes B(3 des marql1es di erer1tes pour differents a., 
c,est-a-dire on substituera Ca. = Cct(Baf;) ~ ou. les /3 
parcourront un er1se1nble dependa11t d'a. ou non. Pourvu 
alors que Ca 11e soit, pas eonstante et, comme nous 
supposerons, depende d'une maniere continue de ses 
va1·iables )., on 11e perd rie11 de generali te. En effet., 
en choisissa11t B(X . = Ba, i11dependan1ment de (3, 
Crx., devient une on(~tion conti11ue, non constant.e et 
110n decroissante de Ba; on peut done choisir la valeur 
de Br:,. tellement que Crx prend la valeur Aa, qui peut 
p~r~ourir un intervalle. Lorsque speciale1nent Get Bra) = 
.. I q!~ Bfd aussi est Iineaire (et homogene ), on prendra 

Ba(d = Aa. Ga 1 )-1 ou Ca. ( 1) est la valeur que Cr1, prend 
lorsque B~ 1 pour chaque /3. Lorsque d'autre part : 

Ca (B~) = q(J. +. q!f3 Bp + ... f'q!{31r1P2 B[3
1
B[3fl + .... 

011 peut ohtenir pour Ca. une valeur arhitraire Aa pourvu 
qu'elle soit ?- Ca. 0) = qr,. et ~ Ca. ( 1 ). Or, en demar­
quant d'a~ord Ba = Bp, on obtiendrait dan~ le premier 
cas C =. pdr:1.. q: B[3 = . rd~ B[3 avec r'B .. f pda:q!, et on 

. . ' ., 
11e pourrait pas en general 1·egagner Ies pA .. 

Lorsque C 11' est pas Iineaire on opere d'une meme 

maniere. ·En effet, soit par exemple C = ._ ~ pda.,,da~A1:} A~;} 
et supposons que a1 et a 2 parcourent un m~me en­
semble et que pA1,A2 =pA2,A 1, de maniere qu' on ne perd 
rien de ge11eralite en posa~t Ai1

) A~) Aa. Or, en 

ne pourrait plus distinguer entre le paire d' eventua­
lites B[3

1
Bf;

2
, Bf;

3
Bf3h) et le paire Bf;1B~3 , Bf;2Bt34). Mais 

en substituant Aa = Ca.( Ba.f;) on ne rencontre pas cette 
difficulte~ puisque ies produits Ba1[31Ba1[32Ba.2(3sB<'4.P1i · et 
Ba.1f31Ba.1~3Ba,.p2Ba.2f31t sont differents e:x:cepte pour al a,, 
un cas dans lequel il n'y a rien a pe1·dre. . . ., 

On peut considerer comme un cas special d'une telle ·:: 
substitution le remplacement d'une marque dependante 
de plusieurs indices, par exemple Aa(3y par un produit, 

nue en aucun degre la generalite de la representation 
jusqu'a ce qu' on substitue la marque collective en une 
autre ou elle figure d'une maniere non lineaire. En, 
effet, de : 

CO= ~a,(3,y ... 

on deduit. : 

done : 

C=~a.,(3,y, ···.,fpda.,df3,dy, ... Aaf3y ... = ~ Co ( da.' ldf3, /dY, .•. ) Aa~)'··." . 

Mais dans un produit, par exemple C5, on ne pour- . 

dere comme un demarcage special. Le remplacement 
reciproque, qu'on ne peut pas obtenir par une substi­
tution simple, peut etre considere comme un marcage 
ou remarcage . Un cas encore plus special est celui, ou · 

une suite de marques An, par exemple C = pnAn est .. 

remplacel par une · suite de pt1issances C0 pn.A". 

simple : An = An. Mais etant donne CO on ne pent rega­
gner C qu' ou hien par des differentiations : · 

0 n 

ou bien par une integration : 

. 

ou F A est choisie tellement que : 

.. · AndF(A). 
,, 

. 
• 

Cette condition n'assujettit An qu' a des inegalites, . 
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de ~orte que les An restent des variables ind~pendantes 
- uo1que dans un intervalle restreint. Quant aux marques 

e seconde espece, on voudra substituer aux xa des 
~arques collectives ca, dependant d'une maniere addi­
t1 ve des ensembles H. Nous nous bornerons aux substi­
tutions du type special : 

ca ( Y) = .. 
a 

' . ou auss1 : 

CH(Y)= 

z c,est-a-dire ya,z Ud11 V,.,. En supposant que pour 
H 

chaque '1 q,.,, n' evanouit pas identiquement, done qu,il 
y a une fonction ~ = ~ 'YI avec qn,,(n) =I= 0, on peut 

prendre v; = ~(n). q;:t'(n), (JH =.1¥ 11 afin d' obtenir : 

= 1·a .. 

Le demarcage B~{3 = Bt3 correspondrait ici avec 
v; = vz, done avec yH,Z = uHvz, CH(Y) = CH u, II 

"" 
ljd-n Vd' qr,'· Seulement lorsqu' on pourrait trou­

II 

ver un vz independant de rJ, tel que kn= Vd' q,,,+ 0 
L 

pour chaque '1, et ayant une inverse integrable par rap-

port a X, on pourrai t poser [pr Xdrrk; 1 et l' on oh­
H 

tiendrait alors aussi ca YJ 

11. Au moyen d'une suite de substitutions succes­
si ves, on peut representer aisement une suite d'experi­
ments dependants d'une maniere queiconque des pre­
cedents. 

me11t mene a une eventualite appartenante a ~k+1, 

suppose que les experiments anterieurs ayent donne 
successivement les resultats a 1, ••• , ak. La marque collec­
tive du (k + 1 -ieme experiment sous cette supposition 
sera alors : 

(31) 

L'er1semble parcouru par etk+i peut dependre de 
c=t1 ~ •.. ,ak, mais peut -aussi etre choisi independant d, eux, 
en joignant les ensembles pour tous Ies systei;nes tX.1, . .• ak 

a,, .. ,a.k . 

semhle cor1·espondant av~c les hypotheses tX1, • •• , ak. 
Remplat;ant pour .Ies k augmentants : 

' . 

A. {le+! )d C A. (k+t} . -c . . A{k+, )) . .--- · ans . (,.,. ,,.,k, n:lr . ... 1_. • ... r~,1••·,a, ... 1.) ..... ,_,.. ... -,c-t-:s """l' •• • , .... 1 C "°; """"+1 \ .... Nt' - '""IV"!'" .. 
' 

on ohtient successivement : 

etc., OU generalement : 

avec: 

(33) 
,,. ., .• 

. a, l da.,. ,la, k 

Al A2 Ak 

= ( ' aa. da, da.k A A k • 
. • • • • " Pca.j • • ·P(a.1•···•ak-1) a:• • •. t:zk 

c' est-a-dire Ia probabilite que lcs experiments menent 
a des evenements appartenants a Al' ... ' Ak successive­
ment. 

En decidant chaque fois avec une probabilite auxi­
liaire X si l' on fera I' experiment suivant ou non, on 
obtient la· marque collective de la suite des experiments . \ 
toute ent1ere : 

. 

(3ft) C= C (X, A(1), .4(2), ••• ) = 
0 

ou l"on posera C0 1. 

Remarquons encore que la forme 34 a rnarques 
factorisees peut ~tre trop speciale. Dans ce oos on la 
devra «remarquer" de la maniere mentionnee au numero 
10. 

12. On peut appliquer la representation -3 4 a 
une foule de problemes. Mentionnons, par exemple, 
le probleme de Ia premiere epreuve favorable (9). Demar­
quons d'abord pour chaque k completement les marques 
des eventualites defavorables, c' est-a-dire mettons·A~; = 1 

pour ~n ak defavorable et mettons At; = Ak pour u11 
ak favorable. 

.En posant alors Ak = 0, ck deviendra Ia probabilite 
d'une suite de k experiments consecu·tifs des le comrr1en­
cement) etant pris tous et ayant tons un resultat deva­
vorable. Done ck - C1.·+1 devient la probabilite qk+t que, 
k + 1 experiments etant pris, le dernier est le prelllier 
ayant un resultat favorable. Or, e1.1 Iotissant apres 
chaque resultat defavoraple avec une probabilit.e X 
constante et independante des resultats des lotissements 
precedents, qu'une catastrophe ne· se presente ;p~s, la -

• 
:; 

C9 ) Cf. M. Frechet, I. c., p. 24. 

3" 
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probabilite qu'aucune catastrophe ' . n a1·r1vera sera : 

00 

(35) 
Q u 

0 

D'une part, elle est la fonction generatrice ordinaire 
selon LAPLACE des qk+i; d'autre part, elle est le comple­
ment par rapport a 1 de la fonction obtenue de ( 3 4) 
au moyen des demarcages mentionnes. , · 

De la m8me 1naniere, on peut 1~esoudre le prohleme 
de Ia r-ieme epr·euve favorable. Or, on peut obtenir ce 
resultat d'une maniere directe, simultanement pour tous 
}es r. 

En effet, posons sous les conditions du commence­
ment den° 12 Ak = A. Alors ck pellt s'ecrire : 

k 

0 

OU Pkr est la probabilite qu' on a ohtenu precisement r 
epreuves favorables parmi les k (premiers experiments. 
Done (34) devier1t : 

(36) 
CX) 

C= ~k Lfk (1 -..... 
0 

k 

0 

Interpretons cette probabilite. Supposons que X 
soit la probabilite de jeter pile avec une piece de monnaie, 
1-X celle de jeter face. Des qu' on jette face, le jeu finit. 
Toujours lorsqu' on jette pile, on joue le coup suivant 
du jeu principal, determine par 31); lorsqu' on obtient 
un resultat defavorable, disons rub, on recommence de 
jeter pile ou face. Or, lorsqu' on obtient un resultat 
favorable, disons on jette une S€conde piece de monnaie, 
avec une probabilite A d' obtenir, disons par distinction 
_Pile et la probabilite 1-A d' obtenir Face. Ce dernier 
resultat sera la « catastrophe ,, . Nous savons deja que C 
est la probabilite qu' elle ne se presente pas. 

Done 1-G est Ia probabilite totale que la catastrophe 
se presente. Comment est-ce qt1' elle peut se presenter? 
Le dernier resultat sera d'obtenir Face (prob. 1-A. 
Le resultat precedent doit avoir ete une epreuve favo­
rable, disons la r-ieme (r ~ 1 ). Lorsqu'il ya eu k epreuves 
defavorables, la p1·obabilite totale, quant au jeu (31 , 
de ce resultat sera celle que nous cherchons, disons 

r,k+r• Or, auparavant on doit avoir obtenu r-1 fois Pile 
· prob·. Ar-1 ), a pres chaque. epreuve favorable prece-
dente, et k + r fois pile (prob. = Xk+r), puisqu' on a 

. joue k + r fois, · sans jamais ohtenir face. Done : 

00 co . 

. 1 -- C= r Ar-1 
( 1 · A) ~kqr.k+rX!'+r 

1 0 

sera la marque collective dt1 systeme des qr,k+ 1 avec r ~ 1. 
En substituant A = 0 en 3 7 , c' est-a-dire en prenant 
le coefficie11t de A0 1-A), on retombe sur 3 5 . :., 

En incluant le cas r= 0 avec q00 1, qok= 0 pour k> 0, 
on obtient pour la marque collective, disons C* du 
systeme de tous les qr,ktr, y compris q Ok : 

00 00 

C*= -A) 
0 7' 

=(1-14)+A(1-C) 1-AC. 

Rernarquons que les marques de pr·emiere et seconde 
espece y sont echangees, en comparaison avec 3 6 ). 

Appliquons ce .resultat a une suite d'evenements inde­
pendants. Soient q et p = 1-q Ies probabilites d'une 
epreuve favorable ,.,\, et defavorable ·1Jh respectivement. 

Alors 32) devient : , 

(38) 

c'est-a-dire la marque collective de la collection de BER­

NOULLI du rang k. La marque collective C devient : 

(39) C= C(X; .4,B)= 1 --X 

0 

La marque collective (ici la fonction generatrice) C* du 
rang de la r-ieme eprelIVe favorable est d'apres (3 7) : 

(ho) C* 

done : 

OU: 

( 4 1) 

00 00 

.....,.r A1
·( 1 -

·~ 

.(4) ..,. n qrnxn --
0 r 

1 X 
A 1 

X(p.4+q) l 

00 

nqrn.Xn = 
r 

00 

0 

1 -q r 

1 -qX 

(1 A) ( 1 

1 pXA 

d' ou le resultat bien co11nu de PASCAL pour q = 
de MoNTMORT et DE Mo1vRE : 

qr,lr+r= 
• 

• 

qX) 
qX 

1/2), 

Remarquons d'ailleurs qu' on peut obtenir 3 9 . 
d'une maniere . di:recte. Considerons plus generale­
ment 'fl:Il champs de probabilite PA, represente par 

n amene pas de catastrophe. Supposon-s un nombre 
arbitraire de tirages . faits sans qu'une catastrophe 
soit arrivee. Al ors la probabilite d 'une catastrophe 
doit encore ~tre C. D'autre p~rt elle consiste de la 
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probabilite 1-X qu'on ne tire plus auquel cas la catas­
trophe ne peut pas arriver conformement a ce qui est 
convenu) et de la prohabiiite X qu' on tire, ce qui amene 
la probabilite C 1 que Ia catastrophe n'arrive pas. Alors 
on a de nouveau la probabilite C qu'elle n'arrivera 
pas plus tard. Done : 

C= (1 -X)+XCIC 
OU : 

(43) C 1- .... t 
= 

1 - Xj.pd(J.Aa. 

ce qui generalise 3 9 • Cette methode directe peut ~tre 
appliquee Iorsqu' on reussit a introduire un systeme de 
probabilites auxiliaires marques tellement qu'une 
m~me situation se rE:produit toujours de nouveau. 

13. Passons main tenant a l' operation de tirage. 
Partons . d'une botte, contenant v objets elements , 
dont pour chaque A ( 1 ~ A:::S k) V). possedent une marque 
A1. Supposons que chaque objet possede une marque 

et une seulement, done ~AV).= v, v;_?: 0. En sup­

posant egales les chances de tirer l'un quelconque de 
ces objets et zero la chance de tirer quelqu'autre 
objet, la probahilite de tirer un element a marque A). 
est V)._lv .. 

Rt presentons le contenu de Ia hoite symboliquement 
par : 

('-14) 

On peut interpreter ce symhole comme ci-dessus, 
en supposant que chaque element dans la hoite avant 
que les tirages commencent peut mener independamment 
de chaque autre a une cc catastrophe», avec une proha­
bilite 1-A;.; C0 sera la probabilite qu'aucune catastrophe 

' . n arrive. 
Lorsqu'un AA est tire, le symhole C0 devient 

VA aA;.. o• 

La probabilite de tirer un tel element 
le produit devient : 

v)..v- 1 
.. 4j_1 Co 

Nous devons encore tenir compte : 1 ° de !'element 
tire lui-meme; 2° des modifications qu'on peut intro­
duire a la collection d' elements dans la botte. Quant a 

. 1 °, nous supposerons que !'element tire peut mener 
a une catastrophe avec une probahilite modifiee, disons 
1-A~. La modification du contenu de la botte pent 
8tre representee par un operateur !2~, operant sur la 

• • :t a ' . 

collective est done devenue : 

45 AA' A' ° C 
). al...!.). ()A o 

1 

J .. z. 931087. 
• 

ou aussi C1 D.' C0 avec : 

(46) r\l 
il..!. = v-1 'A' Al d 

1i. ;. il..!.) oA ... 
A 

' 

La forme de I' operateur .O~ sera determinee par la 
nature de la modification. Lorsque par exemple on Iaisse 
la collection inalteree, on prendra .Q~ 1, done : 

( !16.A) Al ~ 
). 1 oA • 

). 

Lorsque I' ohjet tire est remis, on doit reinstituer le 
facteur perdu A).; on posera done !l). = A1 et : 

Lorsque I' objet tire est remis, ensemble avec JA objets 
portants la m~me marque, V). -1 doit passer en V). + d)., 
tandis que vµ. pour µ, =/= v doit rester le m~me. On aura 
d n, AJ).+i d one il...L). = ). , one : 

(46.C) !l' 

Naturellement, on peut aussi considerer des modi­
fications plus compliquees, OU n~ ne peut pas ~tre 
representee par une multjplication simplement. 

Supposons maintenant que le nombre des elements 
dans la hotte apres le tirage sera v1, independant de la 
marque de !'element tire brievement : de la marque 
tiree ). Dans les deux premiers exe1nples cela sera le cas 
avec v1 = v - 1 et v 1 = v respectivement; dans la troi­
sieme exemple seulement si d1 • • • d1,. (= d), et bien 
avec v1 v + d tirage d'EGGENBERGEn-PoLYAl. . Dans ce 
cas C1 sera un polynome homogene de degre 1 par rap­
port aux Ai . Pour un deuxieme tirage, on peut appli­
quer un tel operateur comme 0' a chaque terme de ce 
polyn~me. En supposant qu' on pent prendre pour les 
ill des operateurs lineaires, on les peut appliquer a la 
marque collective C 1 toute en ti ere. On ohtiendra alors : 

C2 = 0 2C0 = D."D.'C0 • 

avec: 

f.l'' = _1 A,, £"\'' (°) 
A ;,. 11.L). oA • 

A 

En continuant de cette maniere, on ohtiendra apres 
n tirages : 

Cn = O.Co-= Q(n)Q(n-1) ••• n1co· 

.Q.(h) 1 

V h-1 

). A(k) n(h.) ~ • 
1 ). <)A). 

d d d,., . , d ' "tA~h) ent es marques eJa t1rees, one qu on a1 . (A1, ••• ,A1i-1 )11i. 

3 A 

• 
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au lieu de A l,). Dans ce cas la marque d'une suite de 
· A 1 ) A n) d . t1rages , • .. , ,n ev1ent : 

• B 1, •.. ,,t) 
·1•····)..,, 

Naturelleme11t, 011 peut adn1ettre aussi que les o.~•) 
dependent d'u11e meme maniere de A1, ... , Ah-1• 

Lorsqu' on ne (~onsidere que les non1bres des marques 
tirees sans se soucier de leur succession, on peut demar-
quer Ies A~) par rapport a h : A I,) = A;. mais non= A.l. . 
Lorsque d'ailleurs n h} est independante de Ji, on aura : 

II V h-1 
li=t 

Dans les cas ( ft 6 A, B, C), le dernier pour d). 
• 

on aura success1vement : 

. (!19.A) 
l 

--
v!n 

A
, c) n 

). A c)A • 
). 

- .. , o n 

1 nn=--­v !n. 
--

,l 

0 U nous avo11s pose : 

0 11, 

AA~ oA-d 

• 

(5o) x'n =x(x- 1) .. . (x-11 l 1) 

de 1naniere que : 

' 

• 

d, 

Remarquor1s encore que la for1ne 4 7) a marques facto-

sirees A~: pelit etre trop speciale. Alors on pourra 
/;. 

les «remarquer" de lcl n1anie1--e mentionnee au n° 10. 
Nous rencontrerons un ex:emple dans le paragraphe 3. 

La methode decrite jusqu'ici a encore le desavantage 
l'~tre restreinte aux polynomes homogenes_ Cela n'€st 
1ecessitee que par les denominateurs, par exemple v 
~n · 46 . Or, comme on a re1nplace le numerateur V). par 

niinateur v par une integration. Introdl1isons le symbole : 

(51) 

signifian·t le remplacement de chaque A). par Bx. Alors C0 

etant donne par 44), v-1 C0 peut s'ecrire : 

. . ' 
' . ' 

. ' 

Or;, l' operateur dans le second memhre restant le 
. m~rne pour cha.que degre v, on pent l'appliquer a chaqut1 

terme d'un polyn6me, homogene OU no11. Pourvu que 
les operateurs !l). restent Iineaires, on aura done ge11e­
ralement 4 7 avec : 

(53) Q(h)= 

En particulier 4 9) devient : 

(54) .. A' A' 0 
"· ;,.1..L_>. oA 

A O 1 n 

• 

• 

Cet operateur peut aussi etre applique au cas ft 6 C si 
dJ.. est dependant de v, quoiqu' on 11e voit pas encore 
qu' on puisse en tirer heaucoup de profit, a cause de la 
non-commutativite des termes. 

S 3. APPLICATION .. LE PROBLEME DES ITERATIONS • 

14. La methode des marques collectives introduite 
jusqu'ici n'est au fond qu'une elaboration de la methode 
classique des fonctions generatrices. Les differences prin­
cipales entre notre methode et l'ancienne consistent en 
une interpretation pronahilistique des variables et en 
une augmentation de Ieur nombre. La premiere difference 
n' est point du tout essentielle. On pent, mais on ne doit 
pas, interpreter les variables de la maniere susdite. Cette 
interpretation a le desavantage de restreindre les varia­
bles a l'intervalle unite de i'axe reel, une restriction qui 
ne pent pas etre maintenue toujours. Par contre elle nous 
procure l 'a vantage de pouvoir parfois determiner la ma1 .. -
que collective d'une maniere directe, sans devoir recourir 
au.x equations a differences finie, comme le fait Laplace .. 
Un exemple d'une telle construction directe a ete donne a 
la fin.dun° 12; d'autres suivront ci-dessous. L'introduc­
tion des variables auxiliaires en grand nomhre a le desa­
vantage que les demarcages necessaires ne sont pas deter­
mines uniquement par le probleme donne; ils peuvent 
~tre choisis parfois de plusieurs manieres, et leur choix 
depend du degre de simplicite qu'ils admettent. C'est-a 
dire qu' on retomhe sur des difficultes d'un type malfame 
dans !'instruction elementaire, celui des lignes auxi­
liaires. D'autre part, elle a le grand avantage de permettre 
de poser le probleme avec taus ses degres de liherte ce 
qui admet la resolution simultanee d'un grand nomhre 
de questions. 

Nous montrerons ces avantages a l 'exemple du pro-
hleme des iterations·. 

• 

15. Considerons ici seulement les iterations Bernoul­
liennes. Partons d'un systeme categorique de marques, 

ayant les prohahilites p;., 1 ~ ). ::::; k, p).?: o, P>- 1. 
Denotant les marques par A1, nous ohtenons comme mar-
que collective : · · · · 

(n5) 
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I ... es AA correspondent aux A~ du n° 13, les ... 4). origi­
naux ayant ete demarques completement, mais nous 
n' avons pas besoin de ces resultats-la. 

Une suite de n tirages ·consecutifs peut ~tre representee 
d ·t A' 1 } An) par un pro u1 ~

1 
• • • ,.· 

. 1 h+ 

Ah+1 ••• = Ah+l disons = ). une iteration de longueur 
l et de m_arque ).., A servira a abreviation de AA, ).l a 
abreviation ~e l;._z; appelons la complete, lorsque ou bien 
h = 0 ou b1en A =f= A1i., et ou bien h + l = n ou bien 
A =I= Ah+l+1. Dans ce cas nous la denoterons par la marque 
l>..l• La suite consideree pent-done ~tre representee par : 

/(1) J(r) 
A1l1 • • • A,.l .. 

avec 
l 1 + ... +lr n, li ?>; 1, 1 ~ i ~ r , Ai 

=/=- A;+1 1 :::S 1~ ~ 1~ - 1 ) . 

II suffit de soumettre les iterations a la condition 
d'~tre semi-complete, c'est-a-dire que ou hien h + l = n, 
OU hien A =I== Ah+lt1 • Toutes les iterations etant semi­
completes, elles sont completes aussi. Nous ne voulons 
nous occuper que du nombre d'iterations de chaque type, 
sans nous soucier de l' ordre de leur succession. Nous 
pourrons done demarquer les indices superieures, en · 
posant I~} = /Al· Afin d'interpreter ces marques con-

n0 13. Supposons-les choisies independantes des indices 
Al, •.• , Ag-1 toujours quand °A9 Ag+i = . . . Ah_1 

).=/==Ag_ 1 • Alors le produit 
m 

• 

ou mk-i l1 + ... + lk_1 , tandis qu'une suite d'indices 
egaux a ete representee symboli'quement par une puis-

sance. On peut specialiser les Af r1,···,)·h-1)A.1t encore plus, 
pourvu qu'elles restent dependantes du numero d'ordre 
de l' iteration dans laquelle Ak parait. 

11 s 'agit alors de determiner la probahilite 

P(n)m11,···,mk1; ... ;m1l•··•,m1,z = P(n)m).l 
• 

qu'une suite de .. n tirages consecutifs se resout en une 
combinaison, contenant pour chaque A et chaque l 
precisement m),.l iterations /;,,,. Evidemment : 

k 1· 

(56) i l1n).z·= n, 111, ).l ; _; 0 

1 

de .. sorte ·que / reste borne. 

Supposons de nouveau qu' on joue a pile ou face, avec 
une probabilite T pour pile, et que chaque f~is (1u'on 
ohtient pile OU tire un element de la categor1e qu' on 
remet alors) et que le jeu finit des qu'on a jete face pour 
la remiere fois .. 

a marque collective C du systeme des P(n)m).. seraalors : 

n T11 
( 1 - 7') 

0 l 

Im).l 
).l ' 

ou la seconde somme s' etend sur toutes les valeurs de 
m11 , ... , mkJ, satisfaisant 56). Le probleme consiste en 
determiner C comme fonction de toutes ses variables, 
voir T et les l;.z. Une fois cette fonction trouvee on peut 
la developper par rapport a toutes les variables qu' on 
voudra. 

16. Ce prohleme peut ~tre resolu completement. 
A cette fin commenc;ons par « rernarquer" les produits 

' 

A h1 ( cf. n° 10) en les remplayant par AA
1

, ••• ~)..11• 

h 
Cette marque sera interpretee comme la prohahilite qu'une 
suite de tirages 11, ••• , A11 menera a une catastrophe 
determinee. Factorisons maintenant cette prohabilite en 
un produit de probabilites independantes, interpretons 
[Al comme la probahilite, a un instant arbitraire donne 
que, lorsqu'au moins l tirages seront faits encore et lors-

gueur l suivra, une catastrophe determ1nee n arr1vera pas. 
Toutes ces prohabilites sont supposees mutuellement 
independantes et l' on suppose que la catastrophe ne peut 
pas avoir lieu par une autre cause. Alo rs C est simplement 
la probabilite, avant un jet arhitraire avec la monnaie, 

T" . 1-T) est la probab1l1te qu exactement n t1rages seront 
faits, P(rr.)m).z celle qu' ils seront resolubles en le systeme 

d'iterations specifie par les nombres m;>,_1, et 1:i_J. · 
celle que ce systeme n'aboutira pas en une catastrophe. 
Puisque la probabilite que la suite de tirages fusse infinie 

_ est zero a cause de T < 1 evidemment on ne peut pas 
admettre ici T = 1 ), le systeme d' eventualites est exclusif 
et complet par rapport a la possibilite d"aucune des 
catastrophes considerees, done C est la probabilite totale 
d'aucune telle. Evaluons-la d'une autre maniere. 

l).l est la proba~ilite de manque de catastrophe sous 
la condition : 1 ° qu'on tire au moins l fois; 2° qu'on 
obtient une iteration de marque A et de longueur l; 

s01t rempl1e est Tt, celle pour 2° est p1_. La cond1t1on 3 

sera remplie lorsqu' ou bien les tirages fini~sent a .cause 
de l'apparition de face 1 

. P:ob. 1 - T), on b1en les t1rages . 
continuent prob. T), ma1s une autre marque apparalt 
prob. 1 -p-;_ . Done la probabilite de la condition. 3 ~ ~st 
1 - T + T 1 - p). 1 - Tp)_ • . Done la prohab1~te .. 

pour une IA, sans cat~~trophe est Tp;.)l [ll, et celle pour 
3 A• 
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une iteration s l semi-complete de marque A et de lon­
gueur ?= 1 quelconque sans catastrophe est : 

(58) 
1 

Soit d'ailleurs R>. la prohahilite d'une iteration 9l). de 
marque A et de longueur arhitraire (~ 1 ), semi-complete 
ou non, sans catastrophe. Or S;. peut arriver parce que 
d'ahord 9l>. arrive et qu'ou hien elle se revele comme une 
semi-complete prob .. 1-Tp).), ou hien une iteration se1n~­
complete de la m~me marque ( sans catastrophe) suit 
(prob. S 1 . Done : 

(59) S;. = R). ( 1 - Tpi) + RASA 

c'est-a-dire : 

OU: 
00 

(61) 
1 

'La relation ( 6 0 , equivalente a : 
R). 

' 

entratne Ia relation entre les l;..1 et les marques collectives 
Ii1 des iterations completes ou non, pour lesquelles : 

00 

~ l ( Tp1i.)1 ( 1 - Tp;_) J).l: 

1 

' 

l;..z = 

les s01nt·oations etant etendues a tous les k, 11, .... , l" 

avec li? 1 et 

,,,';,,-' 

Contraire a R)., S)., etc. (p). n' est pas une prohahilite. 
Soit enfin R la prohabilite d'une iteration sans catas­

trophe , semi-complete ou non, de marque et de longueur 
~ 1 quelconques. Done : 

R= 

Une suite de tirages en nombre ~ 0 sans catastrophe 
prob. C peut provenir ou hien d'un jet de face prob. 

1 - 1' , ou hien d'une iteration de longueur~ 1 sans 
catastrophe prob. R , suivie d 'une suite nouvelle sans 
catastrophe prob. C . Done : 

C (1-T)+RC 
OU 

(63) C l -T 
= . 1-R 

En suhstituant 58), (60), 62 en 64 on obtie11t 
enfin la fonction cherchee 5 7 : 

(64) 1-T 
-----------
1-

1 + ~' (1pA)L l).l 

17. De la formule 64 [ ou aussi de 58 , 60 , 62), 
64 ] ensemble avee 57 on peut obtenir nomhre d'ap­

plications. Remarquons d'ahord que demarcage complet 
des l;.1 donne naturellement : 

1 
1 +((;;._= , 

1 - Tp;_ 

done C 1. 
D'ahord on ohtient en developpant 64 : 

C 
00 

(p). 00 00 

• 

• 

' OU 

(66) 

l - T 
0 

A--
1 + (p;_ 

AS)._ I 

l m;,.1 = S). + t). = m;, • 
• 

1 1 

(m . · ... lm,iz, n= 
-, '' j, . ' . . , . 

AS). I 
0 0 

r(- 1 )n).-•). n;.- 1 f ( Tp ).)t I ).z i m ).t 

8).! 8)._- 1 
l 

rll ).l 

Done, en comparant les coefficients avec ceux de (57) : 

• 

Puisque n ). n) est donne et l ? 1, seulement un 
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nombre fini des valeurs de l apparaissent dans la formule. 
Les ffl).z etant les exposants des l).t, leurs moments 

factoriaux sont obtenus par derivations successives par 

rapport aux l;.1, suivies d'un demarc·age complet de eef; 
marques. 

Or: 

• oC = __ 1 -- ! _a_R = 1 - T_ t _ ~p~ = ( 1 - T) ( Tp;,)' 
dl).z ( 1 - R) 2 vlAl ( 1 - R)1 ( 1 + (p;,.)" of Al ( 1 - R)' ( 1 + ~;_;2 • 

(68) 
;)2C :l ( 1 ' T'; ( Tp ;_)l ( Tp fL)ffl. . . 

of Al "al p.m 
• 

2 ( 1 - T) (Tp-;..) 1 (Tp).)m 2 ( 1 - T) ( Tp-;_)1 (Tp),)'n 
{1 R)3 (1 + 'P;.)4 - (1 R)2 (1 + cp).._)3 = (1 -R)3 (t +~))1 ).. 

-(p). ). 

Par demarcage complet on ohtient tout de suite au moyen de 66 , l denotant l'expectation totale : 

C 1'l'l)..l = 
oI)..z i i - T 

- Tp)..)' ( 1 - Tp_ 1 

---------------'-- ; ( A =I= f.L ). 
"iJl).l olp,m (1 - T)'J. 

l 11i11fil,"1..,_ = ~ (Tp;_)l+m (1 - Tp).)S T (1 - p).). 
,, A••• ( 1 - 71)'1. ' 

• on a auss1 : La derniere expression pour l m donne lmii au 
lieu de ~m1z. Les expectations conditionnelles pour un n 
donne, denotees par c (n) sont ohtenues simplement par 
developpement, par rapport a T, des membres gauches, 

• 

divisespar 1-T.Eneffet, a.cause de C= Tn (1- C(n) 

On obtient, en supposant n suffisamment grand voire 
n ~ l + 1 en 71 . 1 et n ~ l + m + 2 dans les autres cas ), 
et en posant : 

done: 

done: 

( 71.3) 

1 - Tp). 2 

1 - T 

2 1 -- PA 
1 _ 'f + PA 

1 - Tp~ 3 2 -- ~ =pl+ 3p).qA 
1- T 

. Pour l' ecart quadratiqu.e o-2 o-lz on trouve done : 

( 7 1.4) a-2-ct =-

coefficient de correlation entre m;.z et m)..m• Dune man1ere 
analogue on trouvera le coefficient de correlation entre 
m;..z et mfLm avec ). =/=: µ. 

( n + 1 } 1" + qx 

pour excepte pollr µ. A et m l. Alors s(L -= RfL - Tpp. 
µ. =-J= ).., tandis que : 

(7~) SA= Tp")._- ( 1 - Tp;.) J).l, J)J ( Tp1)1 {t -.11,~ 
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• 

et: 
1 T 1 (1 T) 1 1 J }.l. ( 1 1JJ') : 

f --h) C I, I 
- - • ._ I ll l 1 (_ l 1' ) •I J 'l1 + J;.z · 11q'). ( t -- Tp;.) JJ •. - ' l 

' 1 +1 
J. Al 

1' 1 .I)., ( I 1p),) 

E11 developpant on trouve, en omettant les indices ). et l : 

C 
1 - 11 

1 - 1- JJ11· 1il, _ _;_ 
I' ...... 1 - T 1 -71 

0 

• 

0 0 
ff 

: 1 - ( 1 - 11, ) ( Tj) ) l ( 1 - I) j 
'tt1, /1, + ff 

h, ff 

~J. Done la probabilite qu' il y ait p1 .. ecisement / iterations 
du type )..l dans une suite de n tirages est approximati-

C :1 1 - Tp ( 1 - /) 

vement egale a : · 1 -TI- -
1 -Tp(1 -1) 

oo tn 

rii 

j 0 0 . 

. 

• 

OU nous avons neglige le terme J 1-Tp ~ Tp z par rap-
por·t a 1. · 

Done la probahilite qu'une suite den tirages contienne · 
precisement r iterations est : 

Pour trouver la distribution de n'importe quel type 
on demarquera (incompletement ! tons les I).z : l;_t I. 
On obtient : 

Tp)..l 
1 - 1p).. 

C 1 • 

-- ==- ---------------· 1-T 
1 -TI-f (1 -

- Tz1;.. (1 -1) 
• 

En nous bornant, pour simplifier, au cas p1 = 
p, le developpement devient : 

- ... =pie 

C 
I - 11 1 

I - T + T2pq ( 1 - / 2) 

= 1 -'t- TI ( 1 - 9.pql + 2pqTI) 

= 1 + Tl( 1 - 2pqT+ 2pqTI) 

n-1 n-

hution de la longueur moyenne des iterations formant 

qu'approximativement. Elle a ete consideree par L. von 
BoRT KIE \VIcz • 

00 

00 

0 

Pour le cask 
7 6) devient : 

0 0 

2, Pi 

s+ 
s 

p. arhitraire, p2 q 
• 

• 

d' OU la probabilite p(n)r qu'une suite de n tirages contienne ltprecisement r iterations : 

(8,)) p, (' ) = 2pq tn+2), 2 st t s 
n-s-

0 
' . 

n-:21-1 

. ' 
s •· 

0 0 
' . . 

' 
" " ' . 

' 



SUR LA ~IETHODE DES FONC'flONS GENERATRlCES. 43 

8 1 ) avec A = 11, ce 18. Au moyen de la methode expliquee au n° 12 nous 
pouvons determiner la valeur moyenne du nomhre de 
tirages, necessaire afin d'ohtenir un systeme d'iterations 
de types choisis arbitrairement. Denotons la marque col­
lective de ce systeme par A et la valeur moyenne choisie 
par E(A) 11. A cause de 3 7 1 on aura : 

co 

(81) 
T:1 

0 

par A 1 - A) et suhstituant A= 0 on oh.tient : 

vC 

relation qu' on aura it pu obtenir aussi de 3 5 . Or : 

1 

1 - Jl T=1 

puisque · C O pour t = 1, le denominateur etant > 0 
des qu'au moins un I;,L n'est pas demarque comple­
tement. Done : 

• 

(83) 
1 

1 - fl 1'= 1, .-l=o 

Considerons par exemple A l~z Jim avec l =f:- ni. 
On su.hstitue des le commencement T 1 et l' on obtient 
avec p. p).., q = 1 -p, l).l 

1
ll, l;.,m Im, tousles autres I 

etant = 1 : 

.. 

1 

1 
=-

q 
0 

' lei on doit apres developpement substituer zero pour 
tous les termes contenant le facteur A Ji· I:1 et 1 
pour tous les autres ; le resultat sera l:(A) n. Pour s = 0, 
done A = l~t le resultat devient simplement : 

• 
00 

1 

q 
0 

done : 

(84) 
' 

t' . . 
~(fl,) n ' 

. ) r 1 
- 1. '= -·-• ,!lp[ q 

,. 

' 

On aurait aussi pu faire usage de 
qui don11erait : 

1 Ir 1' , 
l '-.,II''; 11 = ll 1 = 1 ---

....... . l q (1 

1 1 ' - ,, __ ... __ _,,.., -qipl q 

donnant le 1n~me resultat 84 . 

1 9. Donnons enfin, en le generalisant, la solution d'un 
probleme pose par M. FREGBET dans son livre mentionne 
ci-dessus, page 10 5. Puisque pour un l suffisamment 
grand et p). < 1) pll <<pi, on conclut de 71 . 1 et 
(71. 4 que o-2 - a< < tX. Ce fait, prouve par lui pour · 
un cas tres peu different, lui a mene a conjecturer que la 
distribution de l).t s 'approchera, pour let n augmentant 
indefiniment tel que. npiql . <%, de la distribution de 
Po1ssoN avec. la moyenne a. Nous demontrerons qu'il 
en est ainsi, et m~me que les distributions des IAz avec 
les l suffisamment grands tendent simultanement et 
unif orinement a des distributions de PoISSON mutuel­
lement indepen~antes. 

Remarquons d'ahord que la marque collective de la 
distribution de Po1ssoN est : 

On le voit aussi en partant de la distribution de BER­

passant a la limite pour n · ► co : 

a a n 
lim - .. 4 + 1-- = 

ti. ➔ oo . Tl, n 
lim 1 - ~ ( 1 - A) n=e-a(1-A) 

n 

Soit max P>.. 
). 

Posons : 

n ► oo 

Soit maintenant pour chaque A 1 ~ A ~ k) l11 ? 1 . 
si grand que : 

(86) 
1 (3- 1 

16k' k 
• 

• 

.,, ' 

Demarquons completement tousles 1).1 av~c l ~ l).. -1. , 
Alors : 

' 
00 00 

1 

Tp· __ A_-,-,;. (T) 
1 - Tp;.. 

I . 

( Tp1.)l ( 1 . · I~l, ;, 
; . .r , - c_, · ;, · , 
' . 

' I ·> 

1 ~ • r · 
j,,, . . • 

. ,; :. ' ' ;, 

i 

. ' ' 

- , .. 
• 

,A ,, ,.(, .,. 

' -· . ' ' . ' . 

' ' 

- ' ·-- ' 

. . ·' 



1,11 

avee : 

1). VAN DANTZlG. 

et 
00 ·-, 

l ( T p). ) l ( 1 - / Al ) • 

En supposant O ::S 1;_1 ::S; 1, et en admettant pour T 
des valeurs reelles ou complexes avec TI~ (6, de sorte 
que T P1i. ::::; P>. < 1, on aura : 

)'). (T) I~ 

et 

d ' il. a Ieurs : 

00 

, ... 
A 

zPl 
A 

Q~ 
• --, 

f 7~(T) :<:; zlf>i = 
l). 

'Y). (T) (1 - Tp))' 
1 - 'Yl (T) (1 - Tp;_) 

avec: 

I 'YA (1') ( 1 Tp-;_)2 I i'A (T) I ( 1 + P;.)" = ~~---~--
1-')').(T)(t Tp)..)

1 
'--1-j')').(T)j(1+P1) 

Done: 

R= T---y (T) avec y (T) = ). y;_ (T) ( 1 - Tpi)2 

1 - 'Y). (T) (1 - Tp).) 
' 
y(T)j~e 

• 

00 
1 

~· 
d k-1 

-
k! 

1 

Puisque, d'apres 8 5 , toutes Jes derivees de y ont 
des coefficients? 0, Test un nomhre reel et positif, > 1, 
maist pour un e assez petit on aura T =:S; 1 + 2y < (6. 
Les autres racines de 8 8 ayant la valeur ahsolue ! T > {3 

D 'aiileurs : 

00 

d k-1 )1 (T)k y" (T) 
in ( 1 -

dt 1 - y' ( T) T=1 

On a done d'apres 87 : 

' 

y' (T) -
, ( 1 - Tp ;)2 ! y' ). ( T) + p >.-Y >. ( T)2 I - 2 p ),.'Y;., ( T) ( 1 - Tp >.) 

~ ----:------:-::::-;---".:-----::;;---;-~----
A I t-y).(1y)(1-Tp).) 12 

, ... y' (T) ! ~ 

(88) 

~be. 

C 
1-T 

et l' on aura : 

(89) 

1 01 01 - eQ2+p).e2 __ +2p).e--
), l).+t l;,_+1 

_.:.::., ___________ ~ 
I eQl 2 • 
. 1---
\ l). + 1 

Pl q PA 01 
1 e-- 2--

1 

1-R 
1 

1 

0 

:< 16ke < 1. -

• 

T etant la racine la plus petite en valeur ahsolue de 
I' equation : 

(90) 1 - T+y(T) = o .. 

Or, pour un T avec I T ~ (6 on. a y <ke, done si 
un tel T satisfait a 9 0 la racine a valeur ahsolue mini­
male est celle qui pour e ► 0 tend vers 1. On peut done 
appliquer le developpement de LAGRANGE : 

(9 1) /(T)=/(1) + 
d k-1 

1 
, 

pour trouver le membre droit de 8 7 , ou plut6t son 
logarithme. En particulier, en posant y(k). y(k) 1 : 

+ ... 

on peut conclure que la faute relative faite en 
au plus de l' ordre de : 

- y' - .: ( y'2+yy'') -
~ 

• 

87 est 

• • • 

J n C 11 = ( n + 1 ) ln T + In ( t - y' ( T) ) i ( 11 + 1 ) y - y' + J ( n + 1 ) . yy'. _.· .: y2 , .:. ( y'2' + yy'' ) +.. . ~ 
. ·.,,_'·· ·:)(, . ,·,_ . . . 9 ' . 'f ' -: • 0, ' ' . ' . •' ,.. 

' ,,'",.. ,i,G 
' -· .. ~ --~ 

' 
/· ' . 
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• 

SUR LA l\il ETH ODE DES FONCTI<)NS GENERATRICES. 

00 

Yl =Y1 ( t) = :-, Pi ( 1 -- [Al) 
l)t_ 

y~=y~ (1).= 

, i 
'Y). q).. 

1--- -.-.:: 
1 - 'Y),q). 

1 ., ... ")').q).. (1 -y1q;.)2 ~ 

• 

• 

Le terme principal de ln en etant -- ( n + 1 y + 1' 
nous obtenons done : · 

• 
00 

\ 9 O J C n :::::: e I).. :--;t 

ce qui est d'accord avec (71. 1 et ce qui prouve qu'en 
premiere approximation les /Az avec l ~ l1 sont distrihues 
mutuellement independamment selon _Po1ssoN avec 
a)..1 -= npiq)..- En particulier on y trouve demontree la con­
jecture de M. FnECHET. ll est d'ailleurs facile de calculer 
la seconde approximation. . 

• 

• 


