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6. On peut étendre les définitions au cas ou les sys-
temes catégoriques et exclusiis ne sont pas dénombrables,
mais sont des champs de probabilité (ou des sous-en-
sembles de ceux-ci) au sens de M. Kormocororr.

Pour pouvoir décrire ce cas général d’une maniere
nette, convenons de dénoter par f; la valeur qu’une fone-
tion f, définie pour les éléments d’un ensemble I', prex
sur |'élément A, par FA la valeur qu'une fonction addi-
tive () d’ensemble F, définie pour les sous-ensembles de
I', prend sur 'ensemble A et par (Ff)A ou, plus explicite-

ment par
Fdhrg,
INE

la valeur, pourvu qu'elle existe, que 1'intégrale de f par
rapport & F prend sur ]'ensemble A. Nous supposerons
toujours et sans mention explicite que les ensembles A
sont pris dans un corps ferme (3) de sous-ensembles, et
que les fonctions fsont mesurables () sur ce corps. L’1n-
tégrale, définie comme

* . 7
lim Sn FA7A 1

=
£~—r0

ol A, est un systéme catégorique dénombrable de sous-

ensembles de I tel que la variation sup f} — inf /x de fsur
AEAn AEAn

A, est =& pour chaque n, ol ~ dénote 'Intersection

et o AeA,~A, existera en tout cas lorsqu’il existe un tel

systéme pour au moins un £=>0 tel que la somme

(*) Tout en omettant le prédicat wabsolument» nous ne consi
dérons que des fonctions d'ensemble dites cabsolument additives».

() Cest-a-dire une famille contenant avec chaque sous-ensemble
complément, et avec chaque suite finie ou infinie de sous-
ensembies intersection (donc aussi son union). '
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D’aprés les définitions et I’équivalence supposée des
intégrations multiples et répétées on trouve aussitot :

(10) | | C(ﬁ) (A)y=C(]n, 4)-
(1) (H{X)=C(4, ).
(12) Py =G (l2> |")-

D’ alileurs en définissant les operatlons (3 A) et (3 )
par : '

(13) (ﬂ[) ( )f\ -----hmf A+€p:f_@.

f(X+e f(X
0 (), (Q), - =
pourvu que ces limites existent, -on a aussi :
(19) . ﬂ)(A)““(bx) C(X, A)

(16) C(H)= ( "c(x, 4)

(17) Ply= (aX) ( ) i, A)“( ) (aX) C(X,A)

Pour A A\X ... oun=19,X ... o0naura aussi, en
supposant fini le nombre de systemes catégoriques oL
exclusifs : |

O VA xAx... d \A, 3 A, :
18 ()" = (sm) (m) - C
0

' 2\ - d \ .
(19)  (5%), 0. €= (510), (535), -+ C

Sans rechercher les conditions pour que ces relations
restent valides pour des systémes infinis, nous ne consi-
dérons que des cas ou elles sont remphes

S 9. Opﬁn.mons SUR LES MABQUES COLLECTIVES.

8. Les opérations principales qu’on peut apphquer
aux marques collectives sont : le demarcage, la substitution
et le tirage. Nous les considérons dans cet ordre, en laissant
de cOté dans chaque cas particulier les variables non con-
cernées (par exemple les variables de seconde espéce
lorsqu’il s aglt des varxables de premlere espece seule-
ment).

Lorsque, en con51derant C — C( 4) = fp"“fia, on ne

s’intéresse pas & ceux des p* ol A est un vrai sous-ensem-
bie de A,, on peut restreindre la variabilité des A4,, en
prenant la méme loterie pour tous les agA,, c’est-a-dire
" en substituant pour tous les 4, avec acA, une méme va-

riable A, . Ge procédé, qu'on peut étendre 3 un systéme
' tégonque d’ensembles Ao, et qu’on peut: appliquer ou
lnen aux A Al >< A, >< .y:ou bien aux A, d’unirang

défin1 n sera appelé un demarcage simple de premugre espece.
Nous nous bornerons au cas ol le nombre des Ao () et
celui des #€; est finu. '
Généralement, soit donné une 1mage umvoque de cha-
que A& (™ sur une catégorie Wb (™), tel qu'avec chaque
aqefo (") corresponde un (3, = ﬁm (2,,) evb (™ et un
seulement, 1'original d'un B,ew(™ ou d’un B,cw ™
étant un Am B © L™ ou un A, p_ Caﬂs( m) respectlvement

Posons A(m)mBg’ pour chaque nAm,g,, et soit C'(B)

le résultat de ces SubStltUtIOHS en C (A) Alors, en omet-—-
tant les m : o

(2)‘ J Aam Jd\B .
)R-

(21) g =ps.
et ’ '

(22) C'(B mfg&ﬁ*BﬁmcM,B — fpdaA .

Le procedé corresP(}ndant effectus sur les marques de
second espéce s’applique lorsque les p,, pour tous les »
pris dans un sous-ensewble H, sont égales. Dans ce cas
on ne définira X* que pour des ensembles H qui ou bien
contiennent Hy, ou bien ne conuennent aucun élément de
Ho | b _ _ |
On peut méme généraliser le procede lorsqu’on se con-
tente de connaitre les valeurs moyens pg,) de tous les
Py avee neH. ‘ - |

Généraiement soit donné une image umvoque de cha-
que #€ () sur un systéme exclusif 9¢ (), tel qu’avec chagne
nede ! corresponde un et () et un seul, lorlgmai
d'un et ou d'un Z;cd¢®) étant un H; ¢ “ou
H;z;, ¢ #" respectivement. Soit pour chaque &; "EC;

une fonction (absolument) additive et non négative sur
les sous-ensembles H; de H; ¢, prenant la valeur 1 pour
HzmH; %, et définissons :

; H __ ~H,~H{
(23) B ' x{l :t:d -

pour un H, 'arbitrair,e. Posons enfin :
(2/1) (z)""fY é"x(z

les Y ) étant des vanables de seconde espece sur SC(’)
>0 et <1 et soit C'(¥) = (X(Y)) le résultat de ces sub-

Stlt'lltIOIlS en C(X) Alors, en omettant les [ :

,.. (2 L (g (2
22 (57)c= fmg’ (3%),

et

(26) C(&X( Y f Xd’?}? = ,/J r "tx”"’}’m) =J¥ LIS
ol o *

(27) qm = / :vd”p(n J x"%
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sout des valeurs moyennes des p, sur Hy. Le procédé
décrit par (23) — (27) sera appelé le démarcage simple de
seconde espéce. Supposons que pour chaque (MYm il y a un
parmi les sous-ensembles Am}@m, que nous dénoterons
par A,,,, dont on ne veut plus s’occuper. Alors on peut
poser Bi" = 1, ¢’est-a-dire on prendra la loterie corres-
pondante tellement qu'elle ne méne en aucun cas a la
catastrophe correspondante. Tandis que C(4) et C’ (B)
etaient encore des fonctions multilindaires homogénes,
elle devient maintenant inhomogeéne. En dénotant par
a,, les a, n’appartenat pas a A, , on aura :

C = j:/: . ‘pda'l,da’g,.” Aarl Aarg . . + /?. . .PAI’G*‘Z&}”* Aag » e e +

2

___i___ /‘ ‘ .])daflsﬁg!e“" Aa’ . ‘__*___ ‘ ,—-{-—}}Ai,n"aa,a’”‘,
& )1

De méme, lorsqu’il y a parmi les Hy ¢ un p. e. H,

dont on ne s’intéresse plus, on prendra I(sz = () sur ¢,
Alors les hypothéses appartenant aux H,, n’apparaitront
plus du tout dans C. Iei la fonction multilinéaire reste
homogéne. Remarquons que la substitution equivaut a

!‘H 0 : - ,?’"{I 4 * % A
prendre A= 0, pusque Xy étant == 0, celd améne
H
que Xy = 0 pour chaque H,(H,,,.
Nous appellerons ce procédé le démarcage simple
complet de premiére ou seconde espéce.

Montrons comment on peut r¢ présenter les fonctions
genératrices des systémes de probabilité introduits

par M. Frécuer au moyen de notre € (43”). Soient les
Jol™ des alternatives, comme dans la fin du numéro 4.
Dénotons par s, .. m, la probabilité que les éventualités
oy (M), oL, oy (™), marquées 4,0, L L, A () supposées
toutes différentes se réalisent, sans considérer s’il en est
ains1 quant aux A{™ pour m=£m; (1 <1< r), et par
gim,,..m; 1a probabilité que ces éventualités se réalisent
sans qu'll en soit ainsi pour les A™ avec m =4 m;.
Alors on voit aisément qu’en démarquant complétement
les A on obtient la fonction génératrice d.s Im,,...m]-
En omettant I'indice 1 on aura (cf. Frécuer, p. 31).

G (A) = C (Am), 1)

o 27“ E'm“. -y M ;}T Q[mpuum,] A(ml) . . .Aﬁmr)*

eyl

Le facteur; doit étre adjoint afin de pouvoir étendre la

sommation indépendamment sur tous les my, ..., m.
On pourrait aussi I’omettre et restreindre la sommation
aux cond.tions m;<<my<<...<<m,. D’autre part on aura
pour l I A =£ O -
A - 7 A

CAM, Am) =TI . ¢ (20
c’est-a-dire C (4,") se laisse représenter au moyen de
la fonction génératrice G(4 (). La fonction obtenue par

A e re———— R e e e R AR o gy = e e o e TV oy —— - TR R R SR S SRR T R R PN

et

(M Le procédé s’applique de méme lorsqu'il. n’y a lieu que pour

+

quelques-uns parmi les m.
- J. Z2.931087.

démarcage des 4 (™), voire 4 (") — A, est aussi introduite
par M. Fricuer sous la dénotation g (u). '

La fonction génératrice des s, ... devra étre intro-
duite avec des coeflicients (—1)"/r!. En dénotant les
variables par B, nous pouvons la présenter par :

-
H (B(m)) = 2 Xmy,. . .M ,(._, r;)___

(m,) . . . B(mz),

Sm,y....m, DB

Elle se laisse présenter au moyen des marques collec-
tives G, comme suit (Cf. Frécuer, p. 32) :

H(B™) = G (1 — B™) = C (1 — B™), 1).

9. Supposons maintenant qu’il y ait des correspon-
dances bi-univoques entre tous les <& (™), () de méme
quon peut faire parcourir tous les a;, a,, ... un méme
ensemble B, les A}, A,, ... parcourront les sous-ensem-
bles de B. Supposons d’ailleurs qu’on ne s’intéresse
quaux sous-ensembles auxquels les éventualités appar-
tenant aux différentes catégories appartiennent, sans avour
regard au numéro d ordre de cette catégorie. Cest a dire
quon ne considére au lieu de pArd>-- que la somme
de toutes les probabilités obtenues par permutations
arbitraires des ensembles A, A,, ... entre eux. Dénotons
cette somme par p { A, 4,...- |. '

On peut représenter le systéme de toutes ces probabilités
en convenant de prendre une méme loterie pour tous les

m, cest-a-dire en posant Af:) = AS) = ... == 8,
Par cette substitution C(4t), 42, __.), qui est une

fonction multilinéaire des Af;}, ... passe (lorsque le
nombre des catégories est fini) en un polyndme homo-
gene ((B) par rapport aux B,. Les probabilités p { 4 | ne
peuvent plus étre obtenues d’'une maniére simple par
des substitutions du type (11), mais bien par d:s dériva-
tions du type (16), (18). En effet, & part de la question
de convergence dans le cas d’'un nombre infini de caté-
gories (dont nous ne nous occuperouns pas ici), on aura :

(28) );?M mp%Al,Aﬁ,....i __ (%)Ai (S%)Aﬂ'

La combinaison de ce procédé avec celui déerit au
numeéro précédent sera appelé le démarcage (général)
de premaére espéce.

Considérons un cas spécial. Considérons des catégories
A (™) arbitraires, et prenons de chaque catégorie un sous-
ensemble arbitraire A,,.. Appliquons le démarcage simple

par rapport a tous les J,éﬁ) avec a, €A,,,, et complet par
rapport a tous les autres &Lﬁii), c'est-a-dire mettons
A:) = B ™) pour a, A, et |

AS™ =1 pour (— ameA,)

.C(B).

” PP Py e -8kl o

e

(®) I est possible d’appliquer le méme procédé Ibrsqu"ily a des
correspondances entre des sous-ensembles A, (™) de queliques-uns des
A(™) en se bornant i ceux-cl. ' o o

3
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Appliquons le démarcage général en omettant tous les
indices m, ¢’est-a-dire :

[ BaneAn,

<

. 4{m) —
(%9) Em ( i r— amEAmO

" am ( ) ‘ ::m

Par ees substitutions C(4) passe en une fonction analy-
tique de B : '

(30) ‘ G (A(B)) = 2rpp B

le coeflicient p, dénotant la probabilité quil y a
exactement r entre les catégories, parmi lesquels un
événement se realise qui appartient au sous-ensemble
A

Nous nous passerons du procédé analogue qu’on peut
appliquer aux marques de seconde espece.

10. Nous ne discuterons pas complétement I'opération
de substitution. Nous nous bornerons, au contraire,
a quelques remarques. Evidemment on peut toujours
substituer une marque collective pour une marque arbi-
traire de premiére espéce, puisque cela ne revient qu'a
un choix spécial de la maniére dont on déternine la pro-

babilité d’une «catastrophe». Or, lorsqu’on veut éviter

des démarcages nouveaux, 1l sera nécessaire en géneral
de choisir un ensemble de variables différent pour chaque
marque collective qu'on substitue pour une marque.
Considérons par exemple le cas de marques collectives
linéaires. Soit ¢ = [ p®A,. Lorsque nous voulons
substituer pour 4, C, = C,(Bg), on devra donc prendre
pour les B@ des marques diﬂéérentes pour différents e,
c'est-d-dire on substituera (,=G4(B.g). ol les f
parcourront un ensemble dépendant d’a ou non. Pourvu
alors que €, ne soil pas constante (et, comme nous
supposerons, dépende d’une maniére continue de ses
variables), on ne perd rien de généralité. En effet,
en choisissant B, = B, indépendamment de £,
C,, devient une énction continue, non constante et
non décroissante de B,; on peut donc choisir fa valeur
de B, tellement que C, prend la valeur 4,, qui peut
- parcourir un intervalle. Lorsque spécialement G, (Bg) =
[ ¢?PBg aussi est linéaire (et homogéne), on prendra

Bu,g=A,.Co(1)* ott C,(1) est la valeur que C, prend
lorsque Bg = 1 pour chaque 8. Lorsque d’autre part :

Ca(Be)=ga+ [ 15 Be+ [ 437" B Bg, + . .-

on peut obtenir pour C, une valeur arbitraire 4, pourvu
quelle soit = €, (0) = ¢, et << G, (1). Or, en démar-
quant d’abord Bag = Bg, on obtiendrait dans le premier
cas (= [p™ ]qi Bg= | rdfs Bg avec ramt/})d"‘qgg et on

~ ne pourrait pas en général regagner les p*.

Lorsque € n'est pas linéaire on opere d'une méme

maniére. En effet, soit par exemple €= / Pd“t*d“:zAg)A:;}
et supposons que a, et a, parcourent un méme en-
semble et que piid=pi»4, de maniére quon ne perd

rien de généralité en posant Al — 4= A4,. Or, en

substit;.lant alors A& == Ca(B{S) == ‘U qiﬁl*dﬁﬂB&Btgﬂ3 on

ne pourrait plus distinguer entre le paire d'éventua-
lités (BgBg,, BgBg,) et le paire (BgBg,, BgBg). Mais
en substituant 4, = C,(B,g) on ne rencontre pas cette
difficulté, puisque les produits By g By pgBypB.p et
BdlﬁleﬁaB%ﬁeB%ﬁa sont différents excepté pour a; = a,,
un cas dans lequel il n’y a rien a perdre. s
On peut considérer comme un cas spécial d'une telle .
substitution le remplacement d’une marque dépendante
de plusieurs indices, par exemple A,g, par un produit,

par exemple A1) A@ AB). Cette substitution ne dimi-
o ﬁ ¥ _

nue en aucun degré la généralité de la représentation
jusqu’d ce qu’on substitue la marque collective en une
autre ou elle figure d’une maniére non linéaire. En

effet, de :
0= Ed:ﬁ’y*" J.pda’dﬁg‘dy’ T A(IJA(Q)AM « o »

_ a Ty
on déduit :
PTGy ([ B IE- ),

donc : e
CmZa,ﬁ,y,....f})da,dﬁ,dy,mAaﬁyWWJQCO (!da,{dig’jdﬂ.”)Aaigym..

 Mais dans un produit, par exemple C2, on ne pour-
rait plus distinguer par exemple entre (4! A‘g), o)

(Agt) A‘B""*}.”) et (Ag;,) A%’*). .. ) (Ac(;) A%’-’J) Le rem- -
placement de Aaﬁ--- par AS‘)A ‘E". .. doit donc étre consi-

déré comme un démarcage spécial. Le remplacement
réciproque, qu'on ne peut pas obtenir par une substi-
tution simple, peut étre considéré comme un marcage
(ou rémarcage). Un cas encore plus spécial est celui, o

une suite de marques 4,, par exemple € = 2 Pl est

remplacéé par une suite de puissances Comz p A"

Etant donné C, on obtient €, par une substitution
simple : A, = A". Mais étant donné C, on ne peut rega-
gner (' qu'ou bien par des différentiations : ' |

A CUEOIN
ou bien par une intégration :
C = [C,(4)dF (4)
ou F(4) est choisie tellement que : .
Ao [AdF (4)

Cette condition n’assujettit A, qu'a des inégalités,
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de sorte que les A, restent des variables indépendantes
_guoique dans un intervalle restreint. Quant aux marques

e seconde espéce, on voudra substituer aux X¥ des
marques collectives C¥, dépendant d’une maniére addi-
tive des ensembles H. Nous nous bornerons aux substi-
tutions du type spécial :

C(N)=Jf ¥ MAS gy = [V e |2

Ou aussi :

CH(Y)”""‘""JU‘MJ‘V%%Z&

c’est—él-dire YH.Z f;{ [Jén Vf,. En supposant que pour

chaque 1 qnz n'évanoult pas identiquement, donc qu’il

Y a une foznctio;:t ¢ = {(n) avec ¢y.gm = 0, on peut
prendre Vi, = |7y.q0 ¢, U® =X afin d’obtenir -

14 -

H " VYdn! 1 N i
G (Y)WJX n'H I (n) 'qmﬁ(n)qné’m‘lﬁ‘

7 »

Le démarcage Beg = Bg correspondrait ici avec

Vy, = V%, donc avee YHZ — [Jup7 C(Y)=C" (U, V)

= | U j V& ¢,¢. Seulement lorsqu’on pourrait trou-
H

ver un V% indépendant de 75, tel que £, = f‘ Ve gz =~ 0
pour chaque », et ayant une inverse intégrgble par rap-

Xdnk" et 1’on ob-
i

port & X, on pourrait poser U=

tiendrait alors aussi CH( Vy = X"

11. Au moyen d’une suite de substitutions succes-
sives, on peut représenter aisément une suite d’expéri-
ments dépendants d’une maniére quelconque des pré-
cedents.

. A oy . ..

Soit p(a:_”a@ la probabilité que le (k- 1)-ieme expéri-
ment mene a une éventualité appartenante a ooy,
supposé que les expériments antérieurs ayent donné
successivement les résultats o), ..., a;. La marque collec-

tive du (k 4 1)-18me expériment sous cette supposition
sera alors :

(3 1 ) C(ml,..,,ak} (A;kz_;) ) —— j};dak-!-l A(k—l—z)

(Ogsemmsat) ™ Fhta

L’ensemble parcouru par a;,, peut dépendre de
&a,....,0 mais peut aussy étre choisiindépendant d’eux,
en joignant les ensembles pour tous lessystemes a,,. .. o
possibles, et prenant p?f“ o)

|2ev2 )

semble correspondant avec les hypothéses Oy e vy O
Remplacant pour les & augmentants :

~zéro hors du sous-en-

o (k-l-i) ' , | (k‘[‘i) - - . N\ ,(k'*i‘"ﬂ)\
Aaiﬁ-l-i dans C(al’;*‘,ak} Pa;r A ~ L1 e C(alii*"a'k'l‘i) (A . ):; |

B

on obtient successivement :
CI = CI(A(U) = C(AS)) = ,[Pda!A;(:}*
Cy = (AW, 40%) = C(ALIClu (A) — [0 AD) s AL

(@) a3
Cy— Cy(A, A®), A®) — C(ALIC, (AL)C,, . (AD))) —
— [pRAL) o AL [pin A,

(a;) g CHA

etc., ou géneralement :

(32) Cka. . .jpdalv**~*d¢kA§“), LAk

ar -
ay¥ec ¢

(33) prohe= [pi [plm. . [l =
A, A, Ak

...--.-;-..[ - . ll’d dfPE’:f) =

dak | )Al lAk
P(a,,...,ak_i) o, = |eek

c'est-a-dire la probabilité que les expériments ménent
a des événements appartenants & A, ..., A; successive-
ment.

En décidant chaque fois aveec une probabilité auxi-
haire X s1 'on fera I’expériment suivant ou non, on
obtient la marque collective de la suite des expériments
toute entiere :

(34) C=C(X, AW, A®), .. )= NuX* (1 -— X) C,
ou I'on posera (,= 1.

Remarquons encore que la forme (34) a4 marques
factorisées peut &tre trop spéciale. Dans ce cas on la
devra «remarquer» de la maniére mentionnée au numéro

10.

12. On peut appliquer la représentation (34) a
une foule de problémes. Mentionnons, par exemple,
le probléme de la premiére épreuve favorable (). Démar-
quons d’abord pour chaque & complétement les marques

des éventualités défavorables, ¢’est-a-dire mettonsAg;? = 1

pour un a, défavorable et mettons AP — 4, pour un
e, favorable.

En posant alors A, = 0, G, deviendra la probabilité
d’une suite de k£ expériments consécutifs (dés le commen-
cement) étant pris tous et ayant tous un résultat déva-
vorable. Donc G, — Gy, devient la probabilité ¢, que,
k -4 1 expériments étant pris, le dernier est le premier
ayant un résultat favorable. Or, en Jlotissant apres
chaque résultat défavorable avec une probabilité X
constante et indépendante des résultats des lotissements
précédents, qu'une catastrophe ne se présente pas, la-

() Cf. M. Fréchet, 1. c., p. 24.
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probabilité qu’aucune catastrophe n’arrivera Sera

(35)

Z*QkﬂXk“ == Zk(ck — Ck-i—i) )

O

ml-’-—-Zka(i——-X)Ckmi--C.

D’une part, elle est la fonction génératrice ordinaire
selon LarLace des ¢y, ; d’autre part, elle est le complé-
ment par rapport & 1 de la fonction obtenue de (34)
au moyen des démarcages mentionnés. *

De la méme maniére, on peut résoudre le probléme
de la r-1éme épreuve favorable. Or, on peut obtemr ce
résultat d'une maniére directe, simultanément pour tous
les r.

En effet, posons sous les conditions du commence-

ment de n° 12 4, = A. Alors C; peut s’écrire :

k
Ck == E ;k_pkrAr ’
| - .

ou p est la probabilité qu’'on a obtenu précisément r

épreuves favorables parmi les k (premiers) expériments.

Donc (34) devient :

(36) C

. :
Ek A" (1 — X) };‘PkrA".

()

Interprétons cette probabilité. Supposons que X
soit la probabilité de jeter pile avec une piéce de monnaie,
1-X celle de jeter face. Dés qu’on jette face, le jeu finit.
Toujours lorsqu'on jette pile, on joue le coup suivant
du jeu principal, déterminé par (31); lorsqu’on obtient
un résultat défavorable, disons W, on recommence de
jeter pile ou face. Or, lorsqu'on obtient un résultat
favorable, disons on jette une seconde piéce de monnaie,
avec une probabilité A d’obtenir, disons par distinction
Pile et la probabilité 1-A d’obtenmir Face. Ce dermer
résultat sera la «catastrophe ». Nous savons déja que G
est la probabilité qu’elle ne se présente pas.

Donc 1-C est la probabilité totale que la catastrophe
se présente. Comment est-ce qu’elle peut se présenter?
Le dernier résultat sera d’obtenir Face (prob. = 1-4.)
Le résultat précédent doit avoir été une épreuve favo-
rable, disons la r-iéme (r=1). Lorsqu’il y a eu % épreuves
défavorables, la probabilité totale, quant au jeu (31),

‘de ce résultat sera celle que nous cherchons, disons
@y Or, auparavant on doit avoir obtenu -1 fois Pile
?prob‘. = Ar-*), apres chaque. épreuve favorable précé-
dente, et k£ -+ r fois pile (prob. = A*), puisqu'on a

‘joué k - r fois, sans jamais obtenir face. Donc :

By 1 C="Yr A (1 — 4) Dkg e X

sera la marque collective du systéme des g, 1, avec r = 1.
En substituant 4 = O en (37), c’est-a-dire en prenant
le coeflicient de A4°(1-A4), on retombe sur (35).

Enincluant le cas r=0 avec oo =1, g0y =0 pour k= 0,
on obtient pour la marque collective, disons C* du
systeme de tous les ¢, Y COMPrIS ggp :

C*m ZI‘A?(‘.I —“"A) Zﬁqu’zm
—=(1 —A)+A(1 — C)=1 — AC.

(37)

Remarquons que les marques de premiére et seconde
espéce Y sont échangées, en comparaison avec (36).
Appliquons ce résultat & une suite d’événements 1ndeé-
pendants. Soient g et p = 1-g les probabilités d’une
épreuve favorable -4, et défavorable ub respectivement.

Alors (32) devient :
(38) Cy=(pB +-qA)",

c’est-a-dire la marque collective de la collection de Ber-
nourtl du rang £. La marque collective € devient :

(39) CmC(Ar;A&B)mZka(l — X)Ckmwl - X — e

O

La marque collective (ici la fonction génératrice) C* du
rang de la r-iéme épreuve favorable est d’apres (37) :

oo o

(o) €= Drd(s — A) ¥ ng X" —
o 4 1 — X (1 —A) (1 — gX)
— T O T XpA+q) T 1 —pXA —gX
done :
ou :

0O

. o
Ekq”’kﬁXk — (1 — qX

o

(41)

d’oti le résultat bien connu de Pascar (pour ¢ = 1/2),
de Mont™orT et pE Morvre : _

(ll 2) q:-‘-,fr-!-rm (k + 1}16_“ I)Prgk-

Remarquons d’ailleurs qu'on peut obtenir (39)
d'une maniére directe. Considérons plus générale-
ment un champs de probabilité p*, représenté par
C, = [p™A,. G, est la probabilité qu'un seul tirage
n‘améne pas de catastrophe. Supposons un nombre
arbitraire de tirages faits sans qu’une catastrophe
soit arrivée. Alors la probabilité d’une catastrophe
doit encore é&tre (. D'autre part elle consiste de la
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probabilité 1-X qu’on ne tire plus (auquel cas la catas-
trophe ne peut pas arriver conformément & ce qui est
convenu) et de la probabilité X qu’on tire, ce qui améne
la probabilité €, que la catastrophe n’arrive pas. Alors
on a de nouveau la probabilité C qu’elle n’arrivera
pas plus tard. Donc :

C=(1—X) +XC,C

ou :

(3)

ce qui geéneralise (39). Cette méthode directe peut étre
appliquée lorsqu’on réussit & introduire un systéme de
probabilités auxiliaires (marques) tellement qu’une
méme situation se reproduit toujours de nouveau.

13. Passons maintenant & 1’opération de tirage.
Partons d'une boite, contenant » objets (éléments),
dont pour chaque X (1 <<A=<Ck) »; possédent une marque
A). Supposons que chaque objet posséde une marque

‘ W
et une seulement, donc ZA v,=v, v;==0. En sup-

posant e¢gales les chances de tirer 'un quelconque de
ces objets et zéro la chance de tirer quelqu’autre
objet, la probabilité de tirer un élément & marque 4,
est v;/v.

Représentons le contenu de la boite symboliquement

par :
(44) CowI}A?‘.

On peut interpréter ce symbole comme ci-dessus,
en supposant que chaque élément dans la boite avant
que les tirages commencent peut mener indépendamment
de chaque autre & une «catastrophe», avec une proba-
bilité 1-4,; C, sera la probabilité qu'aucune catastrophe
n’arrive.

Lorsqu'un A, est tiré, le symbole G, devient

— 1 3
CQAA m;“;bq‘; ch

La probabilité de tirer un tel élément étant »xv™,
le produit devient :

1 0

- 515 Co-

v, v 470 =

Nous devons encore tenir compte : 1° de 1'élément
tiré lui-méme; 2° des modifications qu'on peut intro-
duire a la collection d’éléments dans la bofte. Quant a
1°, nous supposerons que 1’élément tiré peut mener
A une catastrophe avec une probabilité modifiée, disons
1-4,. La modification du contenu de la boite peut

dtre représentée par un opérateur (2), opérant sur la
1 0

collection restante - < C,. Aprés le tirage la marque

o _ Y
collective est donc devenue :

5 O C= T 3-}; C,

. J.Z.931087.

ou ausst G, = Q'C, avec :

: C 4l o~ O
([16) () =y ZAA)“ Q) B*A*;

- La forme de 'opérateur 2 sera déterminée par la
nature de la modification. Lorsque par exemple on laisse
la collection inaltérée, on prendra Q) = 1, donc :

4 ) b
) =y EAAABAA

Lorsque I'objet tiré est remus, on doit réinstituer le
facteur perdu A,; on posera donc Qj = 4, et :

eyt N2 A ....B_._m —1 s A
) =y QAA,\A;LDAA Y ZAA)‘

(46.A)

, d
(46.B) St

Lorsque 1’objet tiré est remis, ensemble avec dy objets
portants la méme marque, v; — 1 doit passerenv; dj,
tandis que v, pour p=%v doit rester le méme. On aura

donc Q) = Aiﬁ’, done :

dy
9 ZAM-AAAMB:&_.
Y

Naturellement, on peut aussi considérer des modi-
fications plus compliquées, olt €2) ne peut pas &tre
représentée par une multiplication simplement.

Supposons maintenant que le nombre des éléments
dans la boite apres le tirage sera v,, indépendant de la
marque de 1’élément tiré (briévement : de la marque
tirée). Dans les deux premiers exemples cela sera le cas
avec v; = v — 1 et »; = v respectivement; dans la troi-
sitme exemple seulement si d; = ... =d, (=d), et bien
avec v, = v - d (tirage d’Eccensercer-Poryal. (Dans ce
cas C, sera un polynéme homogeéne de degré 1 par rap-
port aux 4)). Pour un deuxiéme tirage, on peut apph-
quer un tel opérateur comme (2’ & chaque terme de ce
polyndme. En supposant qu'on peut prendre pour les
(25 des opérateurs Lnéaires, on les peut apphquer a la
marque collective G, toute entiére. On obtiendra alors :

C,=9Q,C,=Q"'QC, ”'
avec : |
p 1 1" _—
En continuant de cette maniére, on obtiendra apres
n tirages :

(h7)  C.=0C,=0mQe. . .QC,

2
2 AP QM =
)3 S

(48) Q) — —

Y h—
- ) dépe
Plus généralement, on peut admettre queles 4)” dépen-
Ny v o 4k '
dent des marques déja tirées, donc qu OnaltA()\)l,“.,lh_,)Ah '
3 A '
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terme d'un polynéme, homogeéne ou non. Pourvu que
les opérateurs Q) restent linéaires, on aura donc géné-
ralement (47) avec :

1yeensll) AR |
Bg\i ,,,,, Ap ]__J A(l,,...,lh__l))uh (5 3) Qk) — ZA A&fl) () (A 5__;_“ fl X-1 d.XS’iIX ‘
A g .

A
Naturellement, on peut admettre aussi que les QY

dépendent d'une méme maniére de A, ..., As,.

Lorsqu’on ne considere que les nombres des marques
tirées sans se soucier de leur succession, on peut démar-

quer les AYY par rapport & k : AY = A3 (mais non = 4;).
Lorsque d’ailleurs QL est indépendante de %, on aura :

au lieu de AQ". Dans ce cas la marque d’'une suite de
tirages AL L, AS?,} devient :

S TR

It

En particulier (49) devient :

- f 7 a ] y y N 3
(54) Qnm§ pRENEyS f X-1dXS4x .. shX ("

AR

Cet opérateur peut aussi étre appliqué au cas (46 G) s1
d, est dépendant de », quoiqu’on me voit pas encore

qu'on puisse en tirer beaucoup de profit, & cause de la
non-commutativité des termes.

Dans les cas (46 A, B, G), le dernier pour d), = d,

S 3. ArprricaTiON. LE PROBLEME DES ITERATIONS.
Oon aura successivement :

14. La méthode des marques collectives introduite

(h9.4) Q, = »--—':: (ZA A5 S;__)" Jusqu'ici n'est au fond qu'une élaboration de la méthode

) " A classique des fonctions génératrices. Les différences prin-

0 1 A2 cipales entre notre méthode et ’ancienne consistent en

(49.B) " pin (2" A i)in:ii) ' une interprétation probabilistique des variables et en

(g C) une augmentation de leur nombre. La premiére différence
hq.

Q= (( Sady o)
IR

OUu NOoUs avons posé .

(50) gh==x(x—1)...(r —n-1)

de maniere que :

P

m;z)}nm(md)“"u(v—{—d) (v nd —d).

Remarquons encore que la forme (47) & marques facto-
sirées I I A&}f peut étre trop spéciale. Alors on pourra
L

les «rémarquer» de la maniére mentionnée au n° 10.
Nous rencontrerons un exemple dans le paragraphe 3.

La méthode décrite jusqu’ici a encore le désavantage
I’&tre restireinte aux polyndémes homogénes. Cela n’est
18cessitée que par les denominateurs, par exemple

n (46). Or, comme on a remplacé le numérateur v, par

la différentiation ——, on peut de méme remplacerle déno-

A5
niinateur » par une mtégration. Introdusons le symbdle :

(51) Sh =S8 .. ..SB

Ay
signifiant le remplacement de chaque 4, par B;. Alors G,
étant donné par (44), v C, peut s’écrire :
(53) Gy — [ X dXSHTC — [ T deSheTC,.
| N ¥ A 0 “CA

~ Or, Vopérateur dans le second membre restant le
~ méme pour chaque degré v, on peut I’appliquer a chaque

n’est point du tout essentielle. On peut, mais on ne doit
pas, interpréter les variables de la maniére susdite. Cette
interprétation a le désavantage de restreindre les varia-
bles & I'intervalle unité de 1’axe réel, une restriction qui
ne peut pas étre maintenue toujours. Par contre elle nous
procure 1'avantage de pouvoir parfois déterminer la mar-
que collective d'une maniére directe, sans devoir recourir
aux équations & différences finie, comme le fait Laplace..
Un exemple d'une telle construction directe a été donné a
la fin.du n° 12 ; d’autres suivront ci-dessous. L’introduc-
tion des variables auxiliaires en grand nombre a le désa-
vantage que les démarcages nécessaires ne sont pas déter-
minés uniquement par le probléme donné; ils peuvent
&tre choisis parfois de plusieurs maniéres, et leur choix
dépend du degré de simplicité qu’ils admettent. C’est-a
dire qu’on retombe sur des dificultés d’un type malfamé
dans l'instruction élémentaire, celur des lignes auxi-
liaires. D’autre part, elle a le grand avantage de permettre
de poser le probléme avec tous ses degrés de liberté ce

qui admet la résolution simultanée d’un grand nombre
de questions.

Nous montrerons ces avantages a l’exemple du pro-
bléme des 1térations.

15. Gonsidérons ici seulement les itérations Bernoul-
liennes. Partons d’un systéme catégorique de marques,

ayant les probabilités p), 1 << A<< %, py=o, 2 »=1.
Dénotant les marques par 4, nous obtenons comme mar-
que collective : - D
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Les A, correspondent aux A) du n° 13, les 4; origi-
Daux ayant été démarqués complétement, mais nous
n'avons pas besoin de ces résultats-a.

Une suite de n tirages consécutifs peut étre représentée
par un produit A5, .. Ay

Appelons une suite partieile AS{:B. ‘.. A&’;ﬂ avec
Ahpr == ... = Iy (disons = X) une ttération de longueur

l et de marque A, X\ servira a abréviation de Ay, Al A
abréviation de I,;; appelons la compléte, lorsque ou bien
h=0 ou bien X £ X, et ou bien A+ ! =mn ou bien
A = Apy1ei- Dans ce cas nous la dénoterons par la marque
I. La suite considérée peut-donc &tre représentée par :

(1) 7(r)
L - 15,
avedld

L .. Fl=n, =1, (1 i), X\
#*:)\;_H(l g ?‘g " — 1).,

I1 sufhit de soumettre les itérations & la condition
d’étre semi-compléte, c’est-a-dire que ou bien A |- [ = n,
ou bien A =& 2;.,. Toutes les itérations étant semi-
complétes, elles sont complétes aussi. Nous ne voulons
nous occuper que du nombre d’iterations de chaque type,
sans nous soucler de 'ordre de leur succession. Nous
pourrons donc démarquer les indices supérieures, en

(h : ,
posant [ v — I, Afin d’interpréter ces marques con-

sidérons les probabilités AE?MHAM)M, introduites au

n° 13. Supposons-les choisies indépendantes des indices
Aiy « ooy Mgy toujours quand A, = Ap, = ... = A, =

»~A,_,. Alors le produit

m

l
I- & A(mk 1 +h)
Al = l I h—-1yy ?
A=1 (Ak )Ah

ou my_, =1, +...+ 4, tandis qu'une suite d’'indices . .

égaux a été représentée symboliquement par une puis-

T j
sance. On peut spécialiser les Agi)y--»lh.i}ka encore plus,

pourvu qu’elles restent dépendantes du numéro d’ordre
de I’'itération dans laquelle X, parait.
Il s’agit alors de déterminer la probabilité

(RYMyeeesfys enei T reens™Bl P(n)m;u

qu'une suite de n tirages consécutifs se résout en une
combinaison, contendnt pour chaque X et chaque !
précisément my; 1térations I;;. Evidemment :

| ok f .
(5 6) - 21 Ez lm;u**m n, M == 0
| 1 1 |

 detsorte ‘que f reste borné.
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Supposons de nouveau qu’on joue i pile ou face, avec
une probabilité T pour pile, et que chaque fois qu'on
obtient pile ou tire un élément de la catégorie (qu'on
remet alors) et que le jeu finit dés qu’on a jete face pour
la premiere fois.

Ea marque collective C du systémedes Py, seraalors :

(57) Cmi“ (1 —T) PEQ}WHHI;‘}’,
O | A [

ou la seconde somme s’étend sur toutes les valeurs de
My, ..., my, satisfaisant (56). Le probléme consiste en
déterminer C comme fonction de toutes ses variables,
voir T et les I;;. Une fois cette fonction trouvee on peut
la développer par rapport a toutes les variables qu’on
voudra.

16. Ce probléme peut étre résolu completement.
A cette fin commengons par crémarquer» les produits

IIAS{',Z (cf. n° 10) en les remplacant par A;  .a,-
A

Cette marque sera interprétée comme la probabilité qu'une
suite de tirages A,, ..., A, ménera a une catastrophe
déterminée. Factorisons maintenant cette probabilité en
un produit de probabilités indépendantes, 1nterprétons
I;; comme la probabilité, 3 un instant arbitraire donné
que, lorsqu’au moins [ tirages seront faits encore et lors-
qu'une 1itération semi-compléte de marque A et de lon-
gueur [ suivra, une catastrophe déterminée n’arrivera pas.
Toutes ces probabilités sont supposées mutuellement
indépendantes et 1'on suppose que la catastrophe ne peut
pas avoir lieu par une autre cause. Alors ( est simplement
la probabilité, avant un jet arbitraire avec la monnaie,
qu'aucune de ces catastrophes n’arrivera. En effet
T" (1-T) est la probabilité qu’exactement n tirages seront
faits, Puymy, celle qu’ils seront résolubles en le systéme

d’'itérations spécifié par les nombres m;,, et II IZ};

celle que ce systéme n’aboutira pas en une catastrophe.
Puisque la probabilité que la suite de tirages fusse infinie
est zéro a cause de I' << 1 (évidemment on ne peut pas
admettre ici T'= 1), le systéme d’éventualités est exclusif
et complet par rapport a la possibilité d’aucune des
catastrophes considérées, donc G est la probabilité totale
d’aucune telle. Evaluons-la d’une autre maniére. '
I, est la probabilité de manque de catastrophe sous
la condition : 1° qu’on tire au moins [ fois; 2° qu'on
obtient une itération de marque A et de longueur [;
3° qu’elle soit semi-compléte. La probabilité pour que 1°
soit remplie est T, celle pour 2° est p!. La condition 3°

sera remplie lorsqu’ou bien les tirages finissent & cause

~ de ’apparition de face: (prob. 1 —T), ou bienles tiraggs '

continuent (prob. T), mais une autre marque apparait

prob. 1 — p;). Donc la probabilité de la condition 3°est

21 —T)+T ({1 —p)=1— Tp). Donc la probabilité

pour une [;; sans catastrophe est (T'p;)' L, et celle pour
3 a.



40

une itération §; semi-compléte de marque A et de lon-
gueur == 1 quelconque (sans catastrophe) est :

o0

Skm ZI(T]J;)I [Ag(i — Tpk).

1

(58)

Soit d’ailleurs R; la probabilité d’une itération & ; de
marque A et de longueur arbitraire (= 1), semi-complete
ou non, sans catastrophe. Or 8, peut arriver parce que
d’abord &, arrive et qu’ou bien elle se révéle comme une
semi-compléte (prob. 1-Tp;), ou bien une itération semi-
compléte de la méme marque (sans catastrophe) suit

(pI“Ob. S)L) Donc

(bqg) Sr=R) (1 — Tp) )+ R;S)
¢ est-a-dire :
(60)

ou :

(61) — N (Ipa) I

La relation (60), équivalente A :
k)

_ o) @

Ry = —t— =
A 1—1Ip, +35, 14¢

35

S;

entraine la relation entre les I; et les marques collectives
J1 des 1térations complétes ou non, pour lesquelles :

OO

Ry= 24 (Tps) (2 — Tps) Ju:

7 IAI, v I)leﬁ

les sommations étant étendues a tous les &, L ..

avec . =1 et Zl;ml (i--—-—- 1, <.y k).

A

1

-3
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Contraire & R), S;, etc. @, n’est pas une probabilité.

Soit enfin R la probabilité d'une 1tération (sans catas-
trophe), semi-compléte ou non, de marque et de longueur
(= 1) quelconques. Donc :

(62) BmZA B;;,

Une suite de tirages (en nombre = 0) sans catastrophe
(prob. C) peut provenir ou bien d’un jet de face (prob.
1 —T), ou bien d’une itération de longueur = 1 sans
catastrophe (prob. R), suivie d’une suite nouvelle sans

catastrophe (prob. (). Donc :
| C=(1—T)-+ARC

ou

(63) 1 —=T

1 — R

C

En substituant (58), (60), (62) en (64) on obtient
enfin la fonction cherchée (57) :

(64) | C— .
T, DI
: 1+ ¢ (Ip, )t I,

17. De la formule (64) [ou aussi de (58), (60), (62),
(64)] ensemble avec (57) on peut obtenir nombre d’ap-
plications. Remarquons d’abord que démarcage complet
des I;; donne naturellement :

(65)

done € = 1.
D’abord on obtient en développant (64) :

C OO @2. 3 W. o0 . . - . @A £
= 8 > A = « & o 8 | —— o
1t — T Z (2 1 + ¢).) ;81 E g (EA SA) I ];-[ 311 1 + @R)
' (,...... 1)?‘ 82 + i, —1 ¢5A+Q L
j ' 8)&! Y A T
N (=) iy — {(Tpa) I, | ™M
Eomom 3 A I A pA ).Z
Z A M)y (2 8,\) ];I I_ ~ (s;\__ 1) .M, Il . ]
ou . ’
E,mmm 53— 1, = m;. Donc, en comparant les coefficients avec ceux de (57) :
- | m, m} A (_‘ 1)"‘1—:}. (ml""’" 1)'m 1 ’
96 Pows= B+ 2o (Bro)t 3w o2 |

Puisquen mzx n, est donné, et > 1, seulement un
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nombre fin1 des valeurs de / apparaisseni dans la formule. rapport aux [y, suivies d’un démarcage complet de ces

Les' m); étant les exposants des I;, leurs moments marques.
factoriaux sont obtenus par dérivations successives par Or :
(67) 0 __ 1T R =T o« ¢ (0~ T)(Tpy)
My (1= B, (1 — RP(1+ )P0, (1 — R (1 + @5
2C a (1= T)(Tp,) (Tp,)"
68 — '--—--———----——-——-—-—-u--————-—m-——-‘x . k = .
195) My ol (1 —RP (140,21 + @, A e)
??C 2 (1 = T)(Tpy) (Tp))™ 2 (2 —T)(Tp)' (Tp)" 2 (1 — T')(Tpy)km :
6 - 2V T IV VTPA 20 P \PPX) CPAT —
(69) (L) oLy, (1 — RP (1 4+ @) (1 — B (1 + @5 (1 — R (1 + ) ({1 @) B —@a),

Par démarcage complet on obtient tout de suite au moyen de (66), & dénotant I'expectation totale :

2C To.) f
C 7)’1;\1:—“ )l — g_ﬂpk) ( { — TPA)Q'

o, { — T

.. 2( a (Tp,)’ (Tp)™ (1 — Tpy)* (1 — Ip,)?

mimun = (a1, ) =Gy s (e

.. a (Tp)m (1 — Tpy* T (1 — py)

C mym;,, == W ’ (l# m).

La derniére expression pour [ = m donne Emy, au On a aussl :

lieu de Emy. Les expectations conditionnelles pour un = cx 2 T" & = pour chaque variable stochastique .
donné, dénotées par €, sont obtenues simplement par  *— 1 .
développement, par rapport A T, des membres gauches, On obtient, en supposant n suflisamment grand (\”Olrﬁ

n=[l+1en71.1etn=1- m- 2 dansles autres cas),
et en posant :

divisés par 1 — T.En effet,a cause de (= 2 T (1 —T)C,

(70) iR
1 — 1p, Qm(l““P%+ )2—-“ 249 » T 22(m+1)Tm
( 1y —T )  \1-—T P2) =Fx PH? 2

— T 3 . . 11+ 1 n--a —
(11 ZPAY —p3+ 3p3qx 3, T"+ 3pagd Xy (1) T fqgg YNy
done : '
(71.1) 5(n)mzzmam}93§2}7A€11+(?l“l+1)~q§§m}739x{2+(n-——-—l——1)9;\},
(71-2) & mMAmMm — S mu=pimg2 {6pi+ 6paga (n—1—m)Fg3(n —l—m)(n—l—m+ 1)

donec :
(71.3) E my (M — E M) (Mpm — € (nMim ) — 51m§(n)mkzm
= —phmg2 [t n (I m A 1) — (B Imfm?) 1 f— apaqafn - (I-m) § —ap3];

Pour 1'écart quadratique o2 = o3, on trouve donc :
(71.4) 0% —a—— p3q3 [g3|n(2l+ 1) — 3P+ 1| — 2paga (n— al) — 2p3];

De (71.3) et (71.4) on peut déduire aisement le excepté pour p=27 et m= l. Alors 5, = R, = Ip, pour
coeflicient de corrélation entre my; et m . D’ung maniere == A, tandis que . o
analogue on trouvera le coefficient de corrélation entre (79) Sp— Tps— (1 — Tpa) Jo Jy= (Tpaf (1 — B
m); et m,,, avec A == . | | . S

-Lo‘rsqu’on ne veut considérer que les 1térations d'un (-3)
seul type Al, on démarquera les autres : Iym = 1, f

v (=T Iy
BAWTP}‘MI“JA:U“TPJ)
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(tl —TYyi1 — - (0 —1py)
1 — T+ J5,- T, (1 — Ip;)

En développant on trouve, en omettant les indices A et [ :

IMTP mm
1»—-—-7’) o
: *-_](1“*"1}) ZmZhJ

<h) (]H“ F) — Sy (Tyg )T =

T : } , ] Ml ol bl mi+m+ii
(=TT =Dy S () () () (= s g e

G

gl =T (= 1)) M EEY

b =T

m

!I

II

b Donc la probabilité qu'il y ait précisément fitérations (1) — ¢ ' ] _1=Tp(1 =)
du type Al dans une suite de n tirages est approximati- R T ITa-=0HTy» 11— —T(p+ql)
vement égale a : 1 — Tp (1 — I)

i —Tp Tl | ST B ()i

o /¢
_ m\ /m 1 o— il —m i ol
(75)  m D= 1)m+f<h) <f>( )P
€} O

ou nous avons négligé le terme J(1-Tp) << (Tp)' par rap-
port & 1.
Pour trouver la distribution de n’importe quel type

on démarquera (incomplétement!) tous les I, : I, = L.
On obtient :
Tpyd
=,
n.__ Tpyl . Ip; (1 — 1)
b= === I (=)
G 1
1 — TT—1I(1 —1) T~?x1ﬂ__%(1_ﬂ_1)
En nous bornant, pour simplifier, au cas p, = ... =p;
= p, le développement devient :
G IT — apqT?I (1 -- I)
(79) i Al Gy Jrwy ey Py T

Donc la probabilité qu’une suite de n tirages contienne
précisément r 1térations est : '

e e
__ n—1 Tl P
(L)

formule bien connue pour & = p/ (p =g mé-) La distri-
bution de la longueur moyenne des itérations formant

» " . ¥{? | * r
une suite, ¢ est-a-dire de - ne peut dtre déterminée

qu’approximativement. Eﬂe a été con31déree par L. von
Borrkiewicz.

Pour le cas £ = 2 pl

(7 6) A s =p arbitraire, Py =q == 1 — Py |
evien . :

=1+ 11— opqT -+ 2pqTI) is ik iz (sjk)(s ":‘ l) (pT Js#(q Ty 12

d’ou la probabilité P, qu'une suite de n tirages contienne ‘précisément r itérations :

n— 223

rQ .\
\8 0) ' P{?H-a}, 2 (s+1)

2§

me et = Z (3'*’") (”*“8" )qunw___gm Z ( +k> (n-—- s

P(*n-}-i} s:(.ﬂ-:r)"r | (n> 25} 0)

— ;}-—;ZI“ P(ﬂ-i—ﬁ} %(&[—1}

== 2Pq Ek (s ,....;... k) (n-ms —k p“’*kq“‘s“k n?:-" 23>‘ O)

ﬂﬁﬁi

ps'l*kqﬂ““ | *'"""’3‘“"}5
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138. Au moyen de la méthode expliquée au n° 12 nous
pouvons déterminer la valeur moyenne du nombre de
tirages, necessaire afin d’obtenir un systéme d’itérations
de types choisis arbitrairement. Dénotons la marque col-

lective de ce systéme par A et la valeur moyenne choisie
par Eu)n. A cause de (37') on aura :

37‘ T=1

¢

——, ¢étant développée par rapport aux puissances de T

et de 4. Evidemment Cann==0 pour r=0; en dividant
par A (1 — A) et substituant A = O on obtient :

A0\

(82 ) S“T T:::I,A':»"ﬂ

Cpyn=— (

relation qu’on aurait pu obtenir aussi de (35). Or :
d( o 1

o S_T T=1 R <T:wﬁ T=1

puisque (=0 pour ¢ = 1, le dénominateur étant ~ O

dés qu'au moins un J;; n’est pas démarqué comple-
tement. Donec :

(83) E nm( : )

1 — R T=1,1=0

Considérons opar exemple 4 = I3, I, avec [ % m.
On substitue dés le commencement T'= 1 et I’on obtient

avecp=py, ¢=1—p, I,;= 1), I, =1I,,touslesautres [
étant = 1 :

@lm?’m}?z“‘“}’m"{" [l})Z"'{—Im})ma

2 o 7 ey | Y WP L
mq§<fz P—F )—Hl’p = np )5 ; (p' + p)it!

Ici on doit aprés développement substituer zéro pour
tous les termes contenant le facteur A = I; I’ et 1

pour tous les autres; le résultat sera 4yn. Pour s = 0,
donc A = I’; le résultat devient simplement :

LI SN . Wi
1—R ¢ pl(a—1) 93(919‘ 1)—*—[2%2]‘
done :

o _Ll-e-qp 1 R A
(84)  Saym g*p! "+'§(TH ') K
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On aurait aussi pu faire usage de (81) avec A =1, ce
qul donnerait :

F e I 1 1 1 I, 1 B
2[”’“””“‘}"7:1'717%”(??3”3 =L g =1y

12X

1 1 W . L w . r
~ (1) 2rlitg 2=l

2

donnant le méme résultat (84).

19. Donnons enfin, en le généralisant, la solution d’un
probléme posé par M. Frécrer dans son livre mentionné
ci-dessus, page 105. Puisque pour un [ suffisamment

grand (et py << 1) pil<:<:pi\, on conclut de (71.1) et
(71.4) que 0 — a<<<<a. Ce fait, prouvé par lui pour
un cas trés peu différent, lu1 a mené a conjecturer que la
distribution de I, s’approchera, pour / et n augmentant

indéfiniment tel que np%qima, de la distribution de
Porsson avec. la moyenne «. Nous démontrerons qu’il
enn est ainsi, et méme que les distributions des I; avec
les [ suffisamment grands tendent simultanément et

uniformément 3 des distributions de Porsson mutuel-
lement 1ndépendantes.

Remarquons d’abord que la marque collective de la
distribution de Porsson est :

OO
n

WaerZl gn — gali-4),
eSS n!

QO

On le voit aussi en partant de la distribution de Ber-

NOULLI avec Pm; , 'autre marque étant démarquée, et

passant & la limite pour n — oo :

lim %EA +<1mz>gum lim ji—f(i-—m ) "me_a(iﬂfl)

Soit max py = a<<l et 1 << L.
A o
Posons :

P; = @py et Q=1 — P,.

Soit maintenant pour chaque A (1 << 2=k L =1
s1 grand que :

. (1) Pyl A B
(86} E"LgS‘( min (-“"9 {9 )*
QA 16k k |
- Démarquons completement tousles Iy avec I<<[y —1.
Alors : = B
A = 1 Ty )\, = o Z To) (1 —Iy)=
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avec : | et «

_ WX _ — Tp; )2y (T2 —apyya(T) (1 —Tp))
| 8 Y ] m— \-‘z T b I{ 1 “‘”[}U)* ) (:* TPA)_:)/), (T)+P)‘ZA(F)_L__LWM___"1
(87) A (1) T( Px) 8 {1 — oy (T) (1 — Tpy) {?

1 2 9 Qi Qi
En supposant O << I}; << 1, et en admettant pour T oL ( O +ras - " 1) T 2PAC T
des valeurs réelles ou complexes aveec | T| <@, de sorte . |5 (T} < ZA A . k <
que lT! Pr < P, < 1, on aura : | ./1 — EQA)
\ L+ 1 |
o0 pll 503
T < zleng-w%u - pr0; pA 03
!yl( )' g A ()A lk'{—l &,:118-2(1 +EZAM+A;+QZA+1)LH<\1GIC8< 1.
et -
Q; ' __,g N 1,--—--..._*,.,_,”-,_”...1 R n I"
(T)!(l%—PA)f“:EH%—ﬂ;; (88) 1 —T 1—R 1 —=T4y(T) ; G,

et 1’'on aura :

eQ, (P + 403
<
Iy + 1 < &5 (89) C.

1

T[T =7 D)

T étant la racine la plus petite en valeur absolue de
ya (1) (1 — Tpy)* I'équation :

R, = 2 == Tp; —

14 @) t —yx (1) (1 — 1py)
avec : (90) 1 —I'+4¥(T)=o.
R, —T W*M - 22 (D) (1 +P)* Or, pour un T'avec |T| << Bon a|y (T)|<ke, donc si
[ P2 | 1= (D) (1 =Tp) | = 1= |7 (D) [ (1 +P3) un tel T satisfait & (90) la racine & valeur absolue mini-
Q (1 + Pt <q, male est celle qui pour e— 0 tend vers 1. On peut done
=¢ m < T "“ appliquer le développement de ‘LAGI{ANGE :
: - . 1 [/ d\k-1
Done ; ; (91) SID=fW)+ Xrp|(az) /Dy (1],

% pour trouver le membre droit de (87), ou plutdt son
7 (T)|<e 2)‘ < ke logarithme. En particulier, en posant y(*) = & (1) :

- 1 é k-1 | ' p 1 r! f 3 !0 nt
T—1+ X5 [(;ﬁ (T)"],_,,mmi+7+w +(772+;727)+(773—!—;7277 +57% )+- s

Puisque, d’aprés (85), toutes les dérivées de y(T) ont  on peut conclure que la faute relative faite en (87) est
des coelficients = 0, T est un nombre réel et positif, > 1,  au plus de ordre de :
mais, pour un ¢ assez petit on aura I'<< 1 - 2y < G. {4 29\
Les autres racines de (88) ayant la valeur absolue |1 T|>8 ' ( —)

B

D’ailleurs :
’ . ' < 1 d\ k-1 4 Tk "(T / ' " | ' 't m m
ln (1 — (U)mlﬂ(imy)mZm[(@) W]Tmmmng(yg—{—w ) — = (223 5yy Y+ %" —. ..

On a donc d’apres (87) :
InC, < (n—+1)1aT +1a (1 — ' (T))
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Or:

" 2 . 3 Y345 — 2V AP . YA (VX —2ap) )

1 — ¥ (1 — 7 )?

= P (2g3—apga) + X2 7agi(273ga — 3vapa).

Le terme principal de InC, étant — (n 4+ 1)y + >

nous obtenons donc :

n T 9?! - -l % , l
* =AM (=L) (4 )Py~ gx—2P0P3T5
{9()) Cn —_— {). o

o

~ R 1 K
_ﬂ}_‘l }l_‘l (1. “[)Ll) : (??+1 ﬂl)})kqi‘{'ﬂpfl (IA %
== € A

ce qul est d’accord avec (71.1) et ce qul prouve qu’en
premiére approximation les Iy avec [ = [, sont distribues
mutuellement 1ndépendamment selon Porsson avec

o3y == npiq» En particulier on y trouve démontree la con-
jecture de M. Frécuer. [I est d’ailleurs facile de calculer
la seconde approximation.




