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ENTRE 
UE DES RELA ONS 

LE CALCUL DES PROBABILITES 

ET SES APPLICATIONS 

TZIG 
(Universitl d'Amster, · ) 

• 

1. - L'anaJ.yse des principes sur Iesquels le calcul des probabilites 
peut ette fonde se compose de deax parties : 

r. Le developpement d'une theorie mathematique rigoureuse, 
ad•nettant !'application aux problemes empiriques; 

2.. L'investigation de la structure logique des conclusions qui 
menent des donnees experimentales par l'intermediaire de la theorie 
matheinatique aux conclusions empiriques. . 

Le premier probleme a ete resolu en priocipe par la reduction bien 
connue du calcul des pro babilites a la theorie des fonctions d' ensembles 
(a.bsolu111e11t:) additives et de leurs integrales. 

Ene est le · rilieu:x cob.nue sous la f orme axiomatique des c< champs de 
probabilites >> de Kolmogoroff. · 

Dans les applications la theorie des fonctions additives d' ensemble 
est intercalee entre un ensemble de donnees d'obervations et un systeme 
de conclusions empiriques. A part de la structure de la theorie inathe­
rnatique elle-m~me, il y a done deux transitions a etudier : celle des donnees 
empirlques a la theorie mathematique, que nous appelons l' embrayage · 
de cette theorie, et celle de la theorie mathematique aux conclusions, 
que nous appelons son debrayage. Dans la theorie elle-meme, Ies raison­
ttements sont purement deduct ifs, mais ce n' est pas ainsi pour Ies transi­
tio:ns. ll s'agit d'examioer la nature des arguments sur lesquels ces tran­
sitions repose.1::1t. 

. 2.. - Re1narquons d'abord que tout en general l'embrayage d'une 
theorie mathematlque revient a !'introduction d'un mode/8 simplifie 

--- . - .. • ... ~ - "' - .. -- -
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et re rise des donnees empiriques (r). D'ailleurs dans la plupart des 
cas le choix d'11n tel modele ne se laisse pas effectuer d'une maniere 
fo:rmelle ; elle ne depend pas seulement d,un systeme restreint de des­
criptions d'observations, mais elle peut depend.re aussi d'experiences 
precedentes qui n'appartiennent pas a ce systeme, qui, peut-etre ne sont 
pas completement decrites, meme peut-etre pas completement cons­
cientes. D' ailleurs elle sera souv-ent influencee par les emotio_ns et les 
valuations de l'investigateur (par exemple de ce q~'il considere << impor-

. nif • ,,,,_::e J " 1.. T 'L.- .. . . ,:1 . . . • .l-ta,nt )) OU « s1g ·•. 1CS.m )) , ·en par,LtGUdli&t pH···. :te OHi.' qll:.:~'•~V~ll:l~Yc:.,~~~e. 
Par exemple le choix d'un modele d~~dra en · general du d&gie:•~d"exacti­
tude avec lequei O·tt desire ob,teoir des' resultacs ... En dl:oisissant un tnodele 
ma.therriatique on cherchera d' ord.inaire · un compromis entre deu:x. condi­
tions contradictoires, auxquelles on le veut soumettre : celle de simplicite 
et celle de conf ormite avec les donnees originelles. Plus exactement on 
se conforme a. ces donnees, plus on trouvera le modele complexe, en 
general, du moins. C'est pour cela qu'on devra se contenter d'un modele 
un peu moins complexe mais assez maniable. 

Les donnees d'observations se laissent grouper en divers << types 
d' experience >> au moyen de caracteres qualitatifs. Pour chaque type ils 
se laissent grouper en diverses experiences. Pour chaque experience ils 
consistent en 1°) un groupe de nombres, caracterisant les << conditions » 
et .2.0) un tel groupe, donnant les << resultats >> de l'experience. 

Les applications classiques de la rnathematlque · sont celles ou on sait 
preciser les conditions d' experience tellement, qu11. ·· s'en •· Wsse'·· ~dt1fte · 
des relations, constantes sauf des deviations · relativement petites et 
att:rihuees aux inexactitudes de mesure. Sans que le modele, obtenu en 
negligeant ces deviations, cesse d'etre maniable, ces relations y peuvent 
etre trouvees en un nombre suff isamment grand pour admettre les 
d , . . d ' u1 d' ' . d .. eterrru.nations es res · · tats experience au moyen ·· e ses oot10:rttons. · 

' 

Les modeles du type classique, qu'on trouve par exemple clans la geome-
trie, la mecanique rationnelle, l' optique, etc... peu vent done sex vir a 

• 
traiter des epreuves, dont on sait preciser les conditions tellement qu, elles 
deterrninent les resultats sans ambiguite. Il faut neanmoins tenir eompte 
de !'imprecision des quantites mesurees.. Autrefois on pensait qu' on· 
pouvait employer le concept de c< valeur vraie >> d'un parametre · eOfttinu, 

. d . "' b 'el . l' d' ·+'V'\ • ' • qui evru.t etre un nom re re comp etement eterm1ne, qu01qu?on -ne 
pouvait mesurer cette valeur vraie qu'imparfaitement. Or, non ·seulement 
la· mesure, mais deja la definition d'une << telle valeu:r·· vraie >> ,,t n'est pas 
possible. Les parametres · ne sont done pas donnes · ou . ·calcules · ,comr·ne 
des·,nombres reds, mais comme petits inte,"valles. Un ·modele da:nslequel 

' . ',. ,. 
• • 

' "'" 

' -' ' 

(1) D. VAN DA.N"l'zxo, General .. P-rocedurea of Empirical Science; Synthese 5, 
pp. 441~, 194.~. , , .. ,, ·•... ·•· .. .... . ,. . .· , ···•· ... ·'' 

·, ,,;,, 

' 
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on se rend compte de cette << inexactitude au sens mathematique >> est un 
modele plus exact a.u sens empirique qu'11n modele ou cette imprecision 
est negligee. 

La difference principale entre nos idees et celles plus generaletnent 
acceptees pourrait ~tre la suivante: il ne nous semble pas possible d'in­
troduire un modele generalemeot utilisable pour tous Ies problemes 
qui peuvent se rattacher a un systeme de donnees experimentales. L'em­
ploi usuel du terme << probabilite >> semble impliquer la supposition 
qu'un tel modele, disons << universel >>, existe. II nous semble, par centre, 
qu'on commencera pour un probleme determine a chercher un modele 
assez simple, qu'on remplacera en etudiant des problemes plus difficiles 
par d'autres model.es plus complexes. Or, nous ne voyons aucune indica­
tion, que les modeles obtenus ainsi admettent la construction d'un tel 
modele universe!, soit comme limite, soit d'une autre m.aniere. 11 serait 
done preferable d'eviter l'emploi du terme <<probable>> completement en 
ne considerant que des frequences relatives par rapport at1x differents 
modeles ( correspondant a peu pres a\JX (( categories d' epreuves )) de 
M. Frechet, pourvu qu'on admette une interpretation suffisamment 
large du terme << epreuve >>). Ce n'est que par tradition que nous emploierons 
parfois le terme « probabilite »·pour ces frequences relatives. 

3. - Faisons d' a.botd quelques retnarques sur la structure du 
modele lui-meme3 c' est--a-dire sur la theorie des f onctions additives 
d' ensemble. Cette theorie est parfaitement rigoureuse du point de vue 
de la mathematique classique. Or, l'application empirique demaode un 
peu plus, a savoir que les relations infinitesimales se laissent approximer 
explicitement par des relations f inies correspondantes. Comparons-la 
avec la theorie des equations """. er<;ntielles qui j oue un role analogue 
dans Ia mecanique rationnelle. Lorsque les membres droits des equations 
differeotielles sont assuj ettis a des conditions peu restrictives, par exemple 
du type des conditions de Lipschitz, les theoremes d' existence se laissent 
formuler d'une maniere fin itiste : lorsque les constantes intervenant 
clans les equations et clans les conditions initiales de meme que la valeur 
de la variable independante, prise arbitrairement clans le domaine d' exis­
tence, ne sont pas supposees exactement connues, rnais seulement en une 
appt·oximation suffisa.n1ment serree, les valeurs des variables dependantes 
peuvent etre approximees autant qu'on le voudra. II n'en est pas 
ainsi Iorsque les membres droits sont seulement continus., comme dans 
le theorenie de Peano (I). Alors il peut arriver qu' on devrait conna1tre 
une des constantes donnees avec une precision infinie avant qu'on puisse 
commencer !'approximation des fonctions depend.antes. Mais _ en 

(1) ~ D. v. DANT~G, On the affirmative content of Peano's theorem on differential 
equations. Pro,ceeding Nederl. Ak:ad. v .. Wetensohappen 45 (1942), pp. 867-373. 
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, 

la.issant de cote la question si cela a un sens du point de vue mathematique,, 
en tout cas les donnees empiriques n'eta.nt jamais connues - meme 
def.inies - qu'avec une certalne approxin,ation, un tel theoreme d'exis­
tence n'admet pas d'applications empiriques. La ligne frontiere entre les 
theoremes qui admettent et ceux qui n'admettent pas une telle applica­
tion empirique, coincide a. peu pres avec celle entre Jes theoremes qui 
admettent• et ceux qui n'admettent pas une demonstration satisfaisant aux 
d. des ~e la mathematique intuitio:oiste,. en . • 4J. ~culler . a vec. sa partie 

. · -• '., ,,i •; . .- '·_ ••••• •'•,' ,'-•-/,,"" • •o.,;;,,'.,J•••-,~,,:·,,_;f'''",'.;','" 0 1,• _,•., 

affimia.tive (1). Quoique la mathetna.tique intaitio1:1iste so1t llee avec la 
philosophie idealiste par des unions p,ersonnelles, ·n me semble qt1e son 
importance est beaucoup plus grande en connexion avec le point de vue 
empirique qu'avec celui de l'idealisme philosophique. 

La theorie des fonctions additives d' ensemble en sa forme presente 
ne satisfait pas a11:x: demandes mentionnees ci-dessus. C'est deja le cas 
pour le probleme le plus simple: celui de determiner la fonction de 
:repartition F(x) d'une variable aleatoire univalente, c' est-a-dire ne 
prenant qu'une valeur, par e..~emple 0, sauf une probabilite nu.Ile: 
F (x) = 0 pour x < 0, F (x) = 1 pour x > O. Puisqu'on peut definir 
d'apres Brouwer des 11ombres reels a., dont on ne peut pas decider apres 
une approxi1nation finie si ct > 0 ou ct < 0, on ne sait meme pas pour 
un tel tt com111enar l'approximatio~ de F («). Ce fait est lie avec les diffi­
cultes qu'eprouvent pufois les statisticiens pratiques lorsqu'il s'agit 
des valeurs d'une f onction de repal:":tition d~ns 1!b, voisin:1age . petit ~ d'un 
point de discontinuite, par exemple lorsqu'rui n6mbre d' o bsetvations 
d'une variable continue est groupe en intervalles finis, et qu'il y a des 
valeurs observees dont la precision de mesure n'admet pas de decider 
de quelle cote d'une discontinuite de la variable groupee elles se trou­
vent. 

Puisqu'une theorie intuitioniste (preferablement affirmative) ( 2) 
des fonctions additives d'ensemble n'existe pas encore (3) nous ne nous 
occuperons pas t naintenant de cette question. 

4. - Passons maintenant au probleme de l'embrayage. 
Dans le calcul des ptobabilites on emploie d'ordinaire un type de 

mode.le que nous appelons une « collection >>. C' est un ensemble r, a 
chaque element duquel un sous-ensemble d~u.n second ensemble M est 
adjoint. Les elements du premier ensemble r setont appeles des cc even­
tualites )). Ils representent des obj·ets, des evenements reels OU eventuels, 

. . 

(I) D. v. DANTZIG, On the principles of intuitionistic and affirmative mathe­
matics, :u. dings Kononklijke Nederl. Ak:ad. v. Wetensch. el 50 (1947) pp. 919-
929; 1092-1108. . 

(2) Cf. ma communication au Colloque de Logique de ce Congres. 
(3) Des contn"butions importantes ont ete donnees par L.E..J. Brouwer dans 

sa theorie intuitioniste de Ia mesure. 
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ou aussi des assertions concernant ceu.x-ci. Les elements du second 
ensemble M seront appeles des << marques >>. Ils representent les pro­
prietes considerees que les eventu.ali.tes possedent. Dans la plupart des cas 
le nombre des combinaisons de marques est de beaucoup inferieur a. 
celui des eventualites. On peut aussi remplacer M par !'ensemble M' de 
tous ses sous-ensembles, en adjoignant a chaque element de r un s~ul 
element de M 1

• Cela revient a considerer une combinaison de marques 
com.me une seule marque de nature composee. Nous supposerons que 
M lui-meme a deja ce caractere, et nous denoterons un element variable, 
parco1.1rant M, par µ. 

Lorsqu'il y a dans une collection r, dont l'etendue Qe nombre des 
elements) est N, n elements possedant une marque µ, la proportion 
n 
-. est appelee la frequence relative de µ, ou ·aussi parfois la probabilite 
N 

de µ. La transition de l' enonce << la collection r, consistant en N elements, 
contient n elements possedant la marque µ >> a l'enonce << la marque 

n 

d'etendue N >> est une transformation grammaticale comparable a la 
transition de a < b a b > a. -

Une des operations les plus importantes que I' on peut effectuer 
sur Ies collections est I' echantillonnage. Etant donnes une collection r 
et un nombre naturel n, on forme une nouvelle collection rcn) ,· dent 
Jes elements sont tous les sous-ensembles de r de nombre cardinal n. 
L' ensemble M(n) de marques ( composees) correspondantes sera I' en-
semble de toutes les fonctions numeriques n (µ) > 0, definies sur M. 
Une telle fonction sera adjointe a un element de r<n) (c'est-a-dire un 
sous-ensemble de r) si et seulement si n (µ) est le nombre d'elements 
de r, ayant la marque (composee) µ, qui appartiennent au sous-ensemble. 
Evidernrnent ~ n (µ) = n. lTn element de r (n) sera appele un echantillon 

p.e.M 
d' etendue n. 

Cette operation correspond a ce qu'on appelle dans la langue 
quotidienne le << tirage au hasard >>.. Lorsqu' on tire actuellement un 
echantillon d'une collection r d'objets semblables, on exprime par le 
terme c< par hasard » qu'on n'attribue aucune importance au fait que 
I' on a obtenu ce sous-ensemble particulier, mais qu' on le considere 
seulement comme un element de r<n>. On exprime cela souvent 
en disant qu' on << aurait pu >> obtenir << aussi bien » chaque autre sous­
ensen1ble de la meme etendue, c'est-a.-dire chaque sous-ensemble pro­
venant de celui actuellement obtenu par une permutation arbitraire des 
elements de r. Souvent on soumettra actuellement r a une permuta­
tion, tellement qu' on . ne peut plus predire quel sous-ensemble de r 
on obtiendra. La sensation d'i1~npuissance par rapport a la possibilite de 
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predire le sous-ensemble particulier qu'on obtiendra esF transforme 
par Ia formalisation en une propriete affirmative du modele, a savoir 
la permutabilite de taus les elements de r, qui se manifeste clans la res­
triction a de telles operations, effectuees sur r, qui sont invariantes par 
rapport au groupe de toutes les permutations (ou du moins d'un sous-• 
groupe transitif) des elements de r. Seulement lorsque cette permutabilite 
est admise, nous emploierons le terme cc collection )>. Elle peut aussi etre 
consideree comme un c< principe de relativite >> : on assujettit l' operation 
actuelle a toutes les permutations qui sont possibles, et l' on se decide 
' r_ =· d , ul d' b . · 11 - . a ne r&re aucun usage · u res. tat • o se:rvation actue •· e outre ceu:x qw 
sont invariants par rapport a11x permutations vii~tuelles. Remarquons 
"'" 

qu'on evitera autant que possible !'introduction des permutations vir-
tuelles, en particulier lorsqu'un autre . modele, plus simple, suff ira, ou 
r peut etre considere comme ui1. ensemble de beaucoup de permutations 
reel/es d'une collection r 0 • 

. 

L £ - . d' ll . f. . r . h - d a trans ormatton · "une co ·ectton ·. 1n1e · · · en rm · c/4'.amp e pro-
bab.ilite d'apres Kolmogoroff peut etre effectuee par exemple ea prenant 
corome elements du champ les tr1arques composees et en adjoignant a 
chaque inarque composee comme·• valeur de la fonction d'ensemble 
additive Ia frequence relative avec · laquelle cette marque se presente 
en r. Ce champ II peut aussi etre considere comme une image univoque 
de r, eHe-m~me consideree comme champ de probabilite ou .. l'on a 

.b , , attr1 ue a 

additive d' ensemble, N etant l'" etendue de r. Alors on simplifiera le 
I 

modele en negligeant - ) de meme que ( si necessaire) I /K, K etant le 
N 

nombre de marques com po sees, et en remplas:ant ( si necessaire) les 
frequences relatives par d'autres nombres, peu differents de ceux-ci., 
qui sont plus faciles a manier clans le calcul mathematique. Un echantillon 
au sens propre tire de r sera simplif ie de cette maniere comme un echan­
tillon Bernoullien tire de II. 

II pourrait etre utile d'attirer !'attention sur la difference entre les 
expressions cc en negligeant N >> et << en prenant la limite pour N . > oo >>. 
La premiere expression se rattache a un modele plus OU mains determine 
d'11ne nature empirique. La seconde expression implique l' existence 
d'une suite de tels modeles, construite d' apres une loi determinee. Or, 
c'est !'existence d'une telle suite infinie dont on pourrait discuter la nature 

. . C, I '£' l ·' · emprnque. est pour ce a que nous pre erons a premiere expression, 
quistttpri111e plus clairement, qu'il s'agit d'une action humaine, a la seconde, 
qui po1J;1:tait metier a un pseudo-probleme.· En comparan.t nos idees avec 
ceux de M. von Mises, nous pouvons e. a. noter les d-iffe:tences sui­
vantes: 

• 

• 
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1. En ne considerant que des modeles finis nous n'avons naturelle­
·ment pas besoin d'axiome d'irregularite, ni d'axiome de limite. 

2.. Nous ne supposons pas que les collections soient ordonnees • 
.; . M~me lorsque nous considerons une suite de collection-modeles 

.<f'etendues croissantes N, nous ne supposerons pas que chacune soit 

.. contenue clans la suivan.te, d' autant mains qu' elle en soit le segment 
initial. 

lliustrons ces idees generales par quelques exemples. 

I. Dans la theorie cinetique des gaz le modele le plus simple consiste 
·en ce qu'on considere les N molecules du gaz comme les elements d'une 
-collection r 0 , les marques composees µ 0 etant de petits volumes clans 
l' espace ct, 0 = M0 de phase a 6 dimensions ( c' est-a-dire les marques 
simples sont de petits intervalles pour les composantes de la vitesse 
et du rayon vecteur). Les transitions de l'etat du gaz a uo mornent to· 
en ceux a divers moments t1, ... , tn sont considerees· eo:tnme):~~,lpetm:tf.;;; 
tations des elements de r 

0
• Dans ce modele on peat done se;tcsti@:i'o,;~ -~-;""••· · 

aux permutations reel/es. Il est bien connu ·ti'u>,un 'tni>d&:e'•:fitff~''';p:·•'·'rt~ii;: ... ~.·· 
~ . . . r > 

le (< grand ensemble>> de Gibbs, s' obtient ,en comid~.ta:1:il ·te " -"'' @loppe·1111eot·~ 
du gaz pendant Uri certain temps · comme "tl:tli;'~e, ~:~ · ~et.neut ·a>une · a.511«~·'. 

' 

tion r :> les autres etant tous ceux ·qui t{ autttient ere possibles >). Les mar.::?· 
Ues Soot mat.ntenant le·s e'le'men+.:-·.•.···· ·· ·· , :,,:"esp~.,..J;t. ;i_ ··p··. ~se··· -.,,~ , ... '.;&,,a:.·~·· ··< .. •··"N··'';; . ' . .. . . .1\;.0 ' ""· ,- ,, '; ·~ -l. . " . A:V~ Cl\.-- ~ I ' "'. ' .,- • ...,. ,. • - ·;2:Y~ "' o, '' < 

• ,. ' • - • ' • i • • • • 

dimensions. Ici les permutatio·ns SOifit. ,.fircoiell<Ji~;t~:pllti:'~'".:·;''t;::i:$1'~d,4':/:, '.: ':3:mra;J: 
d 'entre ell - . d' res'' . }~ .... L. . .!.O"<A c· :l,:n,,~' ,,,.,,.,~'.~ .,.,,.,,;.,-.,,,es'f~;,,,,;;;~,,,./.>'.,~~:•··: ~~,:;;,. :;,,,e:ft~'' ·. · · es au ffi0lll$ ap .. a 't.ilC ':u.:'-' .:...la,,.;,;-,i .· .... ·• · , · .. , •.•. ·· ' '~ '!,, ·····•·· ,,' ' "'.. '.t. : . 

realisee. 

2.. Le modele le plus simple sotivent etnploye d 7
11n: jen de:des''t:rins~stn 

.· ., ''" ,. .• ~,,, .. -·-,- , .-.-- ,• -,, ·,•' •. ,,-.p)', ~;,._ ._,,_' .••. • ,:· • -: • - ,' 

tions, reelles id, qui fotment un.''.grBiipe tritnsi~f:'(?n p6uttait meme irif;'q:,~ 
duire le modele encore !us simple;·~ti:!~011 'ii:e"'ttisBn ue ... ue , .· .ei«;ii£''1{~~~ p . . . ,. . .. . ., ... -,, .• , "''··~·· ,• N ,. . ,. ..,., .·· "• ... , , . , ., . , cc:·,.,,.,,,, .. :•« • ~• . •~' ,~, •. 9 ,, ·• 4 '' ' " I~,~;,,,:,. · •·c· •,~e':::;,i:S., ;i'•~·\';l/>·:,11)'! 

la fa. ce ort0,t'\t le o····. 1ro1e'ro" . 1'"······•.e·t•"' I• es·· ... r':l.•c:"".'~: tie ,: ' ~ : •.··•·1''""as· ce .niiruero''';y''.:' ·.~~~,"~kZ 
a-..L.I. Z.----• o, , i:a ,.~ • "•• ,•· · ' ', ,d, '" •- -~•, •• ,ef/ , , ,'--( '. ,"' _,-~ ' ' '' • • , . • , ,· ' " iii''~• , - , . , . • , c/ 

dire la collection r
00

' corisistant' eit .··.·••.· '..eui' eleriieots 7:fli,c;,,~ :et .... ~:4~-~,,!:~:~~,.,:';~~l~ ... , 
" · ' , .. - ~- ,. ,,>, br->&,,)ti'<~: ,~,/{R-·-··•,,.,0••··;•-Y 01"¢."'· '<<ft·••-,n•,o/;~~• ·, •"(·';;jit;,·',!~.--r 

-· •;,._.v· =J"·k • . : ./ "" •~,&.';. ,;,: 1/I;,!tfai• :J);•i••j,•i! .•·· y• •·~ ~14/,,,.,d'.!"I- •• . •;;,.,,• ! h.•,;;:':'iX'''''Cc,;1"•:•••. :,;,:,; ;,: i!d ·'; .. ;;!';w.?JJ>!·'• ic}'. '\I;!. :"',¼:! 

d 
. . . ., __ , tab , ii,S , -;;:_ ,_ ., .- ,. wi ,-.' -,-., , .,. .,,.,.,-~- . ,--' . -· 0. ,. ., , , - '.'"- ··'J. • , ~· '"#i , -. ._., ~ •;~ , · ,.l ._,._.lf"·.• ,:., r•> .,_, "',. ~ t· 1 ~j;, J ,-~-., ,,. , . . • .. es· . , ,, .. ,, ,,.•r· . ·e· ·1""1'rl,ea.· "" . . . ... •o·. -t"f'ri·'"'" ,. , .. . .. · ,, .. , ,, .. A' .,,, ..... , ... , .. , . . . ,.,, •· cons1 eres comme rmu .. ·• .. , , ... ,y..i.1 .. 1:. ' ......• · '1 !:N .....•. ·.:·•.i., .. :'.,:.:~', ... ':,.':,;;' .. ,. .. , 
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' 

pendance des coups et la constance des probabilites. Si l' on ne sait pas· 
si les probabilites sont constantes ou non et si Jes coups sont independants­
ou non, on remplacera r par un modele analogue mais mains simple, 
dans lequel on considere un ensemble de plusieurs series de coups, de 
longueurs egales., comme un echantillon. 

3. Dans la theorie de la mortaJjte le modele suivant est souveot.­
employe. On divise la population d'un pays ( ou d'une ville, d'une· 
province, etc ... ) en un systeme categorique ( c' est-a-dire complet et 
exclusif) de groupes a peu pres homogenes (par exemple par rapport 
au sexe -et a l'ag~ parfois aussi a la prosperite, la sante, !'urbanite., etc •.. ). 

' 

on·· considere chaque groupe homogene comme une collection r 0 et 
par exemple la partie homogene correspondaote d'une societe d'assu­
rances comme 11n echantillon. Ce modele est souvent un peu trap simple 
puisqu' on desire tirer des donnees statistiques des predictions sur les. 
deces futurs, en supposant la mortalite constante. Cette supposition, 
revient a !'introduction d'une collection consi·sct?£nt en tons les individus 
apparteoant a uo tel groupe homogene pendant plusieurs annees, passee& 
et futures, et de considerer la pat tle de ce groupe appartenant au passe 
comme nn ech,antillon. Ici aussi la frequence relative de morta.Jj_te observee. 
se distingo.e de Ia probabilite, c' est-a-dire la frequence relative par rapport 
a toute la collectforr. O:n -pou rrait au.ssi considerer un modele beaucoup 
plus complique, tellement tneme, qu'il n'admet point une precision 

af. d'.... d' till. , ~ -· · N , - · n· · -..b1- ' h suff isante 10 etre u te crr:ecttve. · - eaornolll.s : sert1 ~ e s approc. er 
de ce que certains auteurs (par exemple J: M~· Keyni~J-':feti~.ri~r· ~pnmer 
lorsqu'ils opposent la notion de probabilite a celle de frequence relative .. 
Dans ce modele on considere tous les cas ou un individu meurt pendant 
une certaine periode, ensemble avec toutes les circonstances qui y sont 
liees causalement, comme un seul element d'une collection r, consideree 
comme modele .. Tous les autres elements de r sont fictifs et s'obtiennent 
de !'element actu.el au moyen de transformations des individus ou des 
causes, en tenant constantes certaines frequences de phenomenes obser­
vables. Par ex:emple a cote de la place ou un individu s' est trouve 
actuellement a un certa.jn instant on considerera d'aut:res places ou il 
<< aurait pu se trouver >>, tellemen:t que la distribution de ces places sur 
tous les elements de r correspond a la distribution des places au cet 
i:ndividu s'est trouve actuelletn_ent. D'rtfie rnaniere ana.logue on per­
mutera Ies places et les moments d' autres individus, d' orages, d' epidemies, 
ou meme de bacilles, etc ... II va sans dire qu'un tel modele est beau­
coup trop imprecis pour etre utilisable et 11' a plus de signification. empi-

-:dqti:e; --- m.ais il pourrait peut-etre s'approcher du « modele universel >),­

<J:t-:e-:les probabilistes anciens pensaient pouvoir e1nploy'er .. 
• 

''.. ' 

4. En res111::nant nos considerations nous pouvo:as dire qu'line asser­
tion de Ia forme << L'eventualite A a la probabilite p >> se rattache en appa-
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crence settlement a une seule eventualite A. Elle est obtenue par une trans­
formation grar11maticale, se referant a une collection d' eventualites, tantot 
reelles, tantot imaginaires. Une telle collection est assujettie a un groupe 
transitif de permutation. Par !'assertion affirmative de p-ermutabilite on 
exprime une emotion de nature plutot negative, a savoir qu'on ne peut 
pas ou ne veut pas tacher de predire une permutation speciale pa1:mi 
toutes les permutations possibles. L' etendue de la collection> a.insi que 
les valeurs precises des probabilites (frequences relatives), ne sont defioies 
qu'approxi1nativement. On negligera souvent la valeur reciproque de 
l'etendue, par exemple pendant la transition au champ de probabilite, 
c'est une simplification du modele, lequel est remplace par une collection 
<< impropre », inf inie. En tant q_ue la collection contient des eventualites 
non-observees (ou m~me fictives), les probabilites ne peuvent qu'etre 
estimees plus ou mains grossierement, et bien par une methode que nous 
discuterons cl.ans le § 6. 

Mais passons d'abord au probleme du debrayage de la tbeorie mathe­
tnatique. 

5. Ayant choisi llO modele determine, on a calcule la valeu:r nutne­
rique p de la probabilite d'une eventualite A. Qu'est-ce qu'on en peut 
conclu:re ? Quelle interpretation empirique peut-on donner a cette 
valet1r> et sur quelles considerations cette interpretation est-elle fondee? 
Le modele contient des enonces du type P[A] = p (ou < p, etc.) 
ou P[A] est la valeur qu'une fonction additive d'ensemble prend sur 
l'ensemble A, et O < p < x. En interpretant les ensembles corome irtar­
,ques cotpposees d' eventualites, il · rious manque encore une transition 
.de ces enonces a ceux qui ex:priment ce qui arrive reellem.ent, c'est-a-dire 
lesquelles eventualites << se realisent >>. Introduisant le predicat R pour 
.exprimer qu'une evenn1alite << se realise>>, on tachera d'expri1ner R[A] 
par des enonces du cal.cul. Lorsqu' on poserait 

R[A] = (P[A] 1) 
,,. 

•On reviendrait a la theorie classique.. M. E. Borel ( apres d' Alem. · et 
Cournot), a propose d'introduire l'hypothese que les eventualites a.yatit 
11ne << pro babilite » P[ A]. qui est ttes petite, ne se realiseront pas, et a precise 
le terme cc tres petite ». Ceci revient a poser 

. 

R[, A] = (P{AJ < 8) . 
. . . . 

.( oil I signif ie . « non >> ou I' ensemble complementaire ), ce qui equivaut a. 
R[A] · (P{A] ;> I ,3) 

'On ne peut pas eviter completetri.etit tin··enonce.·de ce type, comme M. 
Borel l'a montre a plusieurs occasions. Un exemple que j'ai donne (1) 

(l) D. v AN IlA.N'l'ZtG, Blais~ Pascal en ·· de betekenis · deT 'Wiskundige denk:wijze 
~.tJoOT ·cfe atudie .. van de m.enselijke $am,···.· ·. ~ng, Groningen, 1949. 



58 COLLOQUE DE CALCUL DES PROBABILITt~ 

recemment est le suivant : il y a une probabilite positive qu'un arc d'un 
pont de chemin de fer · s' evapore soudainement (une estirnation assez 
crue donne un ordre de grandeur d'environ 10- loao). Il y a meme une 
probabilite encore beaucoup plus petite mais toutefois positive, qu'apres 
quelque temps la vapeur de fer se condense precisement sous la forme 
originelle, de maniere que les voyageurs dans le train qui, un peu plus 
tard, passe sur le pont n'apprendront que le soir, en lisant les journaux, 
a quel danger terrible ils ont echappe si roiracu.leusement ( 1 )· • 

. . Or, cette methode de debrayage> lorsqu1elle est appliquee genera-
Iemen~ tnene a une difficulte seri.euse.... , ... ... .. . . .. , 

. Soit A · A1. v ... v An la disjonciion de n eventualites exclusives 
telles que P[A1] < 8 pour chaque i, tandis que P[A] = l:i P[A1] > I - 8. 
On dev:rait dire qu'aucun des A1 ne se realise, tandis que leur disjonction 
se realise. Cela contredit !'usage co1:n1nun du te•·me « se realiser >> par 
rapport a une disjonction: on cl.it que A1 ou .... ou An se realise, lors-

' ( . ) d A · ' 1· · qu au rooms un es .L.LfSejj~;.15¢..:,::. ,,,'.' ..• .. ·. ·.·.·. 
·-·· '·'"~'•'"'•-"'"' ·,.,,,,·{' --~-- ,., ___ ,,.,,-. ,.- ,,,,. 

. A cause de l'axiome "lf'B~<at>fE···(A',:cBiro~<le), on ne peut done pas 
appliquer le principe de . debt~t~g,.. de . Borel a ch. . eventualite pour 
laquelle on a trOllvT'C daos · 1e . ~64i,le.~· µne .ptobabilite < 8 •. Min d' evite:r 
cette ,,diifj9Jl~~ o~. procede de •• la ro'ani~e suivante ~. 

•:;,.,,, 011 .. ·£hQ,~~~ •. 110 ,(~ruv~\1 :<le d~fiince ~>· (~ a:ngl~is, :: << level of signi­
ficance>>) S >, o, sou.vent; t . ·. ,0,05 OU = 0,01 •. On cottsidere l]O g1:and 
nombre N d'applications du calcul des probabilites. •. cb~t:llB.e se rappor-

·- © . . ··-

tant a un modele defini et a un prob\e•n..~ .~~taf2t~i.:,·~.~.t;,:;r;4~~•~1nioe. Po11r 
chaque i < N nous choisissons une eventiuul:t6' .A,;·et ;,t,1:~e ~.,, · •' • a;tant 
par rapport au iieme modele une probabilite > I - s telle que !'as­
sertion (souvent une prediction) 'A se ralise(ra)' resout le iieme probleine 
empirique. D'ailleurs on suppose toutes les N applications independantes 
au sens stochastique. 

En ecrivant A spr e (a lire: ·A salva probabilitate e) au lieu de 
P[ A] > 1 - e, on a done obtenu le systeme de << predictions >>. 

A1 spr e, .... , An sprs 

Alors on forme le produit direct de tous les champs de probabilite 
constituant les modeles particuliers. Par rapport a ce << mode.le u.niversel )>, 

on considere l'eventualite BN,r qu'il y a r differentes parmi les eventua­
lites Ai, qui ne se realisent pas (correspondant a !'ensemble, qui est 

. la somme de to11s les produits de r quelconques, differents, parmi les 
complements des Ai. La variable aleatoire r est distribuee selon une loi 
de Bernoulli-Poisson du degre N et de probabilites pi < s (i = 1, ••• , N), . 
qu'on remplace par une loi de Bernoulli avec p = s. 

(I) Naturellement ce~ exemple n'est valable qu'en apparence, parce qu'aucwi 
modele n'a 1.1ne precision suffisante pour admettre lea disti:1lctions entre des 
nombres · tellemen,t petits et zero. 
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Enfin, on choisit un << niveau de defiance>> 3 > 0, beaucoup plus. 
petit que e, qui sera le niveau de debrayage d'apres Borel, et on determine 
le nombre e1, tel que 

r 

Cette relation correspond avec la prediction cc sauf une probabilite B­
il n'y aura que e1 N predi~tions au plus qui failliront >>. C' est cette predic­
tion universelle et celle-1.a seulement, a laquelle on applique le principe 
de debrayage d'apres Borel, en disant que cette eventualite se realisera~ 
ou plutot, en decidant qu'on ne tiendra pas compte de la possibilite que 
l' eventualite empirique correspondante ne se realisera pas. 

Eri choisissant par exemple e = 0,05, N = 10.000, 8 ro- 10, on 
conclura qu' on ne tiendra pas compte de la possibilite que parmi 10.000 

predictions independantes, faites toutes sur un niveau de defiance de 
5 %, il y aura plus que 6 I/ 2. o/0 qui failliront. Pour 3 = 3 X 10- 8 

on aurait obtenu comme niveau de defiance << effectif >> 6 %, pour a = 1 % 
environ 5 1 / 2. o/0 , pour a · I/ 2. evidemment 5 3/0 .. 

La difference principale entre l'opinion cle d' Alembert, qu'une 
eventualite de probabilite > '8 est impossible et la notre (qui, je crois, est 
aussi celle de M. , Borel) est la suivante : 

On ne peut · pas attribuer a11x eventualites de petite proba.bilite 110 

'...J.: t d''' a1· ' ~ 1 J• ;.r -- ' ·_.. · ·bl ' ' preurca: eventu 1te aaaztiJ, com.me ··"'· est 1111poss1 . e ou .... ne se 
realise pas', puiS<J:Ue U1l tel predicat mene a une contradiction, excepte 
si on :ne l'applique qu'a une seuk eventualite. On ne peut appliquer a 
toutes les eventt1a,Ji"tes de ·te probabilite qu'un p:redicat non-add.itif 
d'eventua:lites, par ·e:&?en:1:ple: 'On ne tient pas compte de ... '. 

· Il est· utile de :remarquer, qu'on peut . augmenter indefinimeot le 
:notnbre d' eve:c1tualites d'un systeme categorique, contenant un evene-
111ent actuel,. en augmentant l' exactitude de mesure des grandeurs se 
:rattachant a cet evene111ent. Par exemple en supposant que les moments 
de lanaissance et de la mo,rt d'un individu peuveot ~tte defioisavecune 
exactitude de quelques s,econd.es, l' o:rdre de gtaode1,1·r du systeme cate-
goriqu.e des diverses· d1:1rees de vies possibles deviest eavicoa 101 •. I)'l:lae 
maniere parei.Be,. la ·· probahilite · qu'11n •. individu meurt a 110 age entre 

..J- ' d . d ' · · . . ·-....C. 0 'il ~ .. L x et x + u..a.., a un ,en · ro1t .· onne su.r une pettte SUII.ace , qu . est mar1c 
et que sa fernme a un age e11tte y et y + dy, qu'il a deux enfants ayant 
les ages entte z 1 et ·z1 + dz1 et z2 et .~ + dz2 i:espectivement, tous 
a !>instant de ·sa mort, etc., peut etre rendua arbitrairea1ent petite en 

l L.... .. ..l , .. bl D . 1 ' d"' "t , a.1.1:grociata1,rt 1.e •· :nomV£e,, ues· var.ta . es.. one, otsqu on1·ra1 qu une 
eventual·i·te don.t la ·proba:bilite est <. 8 est 'in1possible', on ne realiserait 
· pas,· qu'on devr,41,t ··• a . ,~, ~ ettre · que · l'hom t,ne est · imn1ortel, puisque pour 
toilfe.s les ·valeurs·.<:11c.s1

··,A • •• ··.•·· •• 'ttes l'eventualite s,emit 'i1npossible'. 
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6. Revenons au probleme de l'emb:rayage. Nous voyons deja que 
la collection dont les donnees observees de meme que les eventu.alites 
a predire forment des echantillons, souvent n'est qu'incompletement 
determinee et qu'elle est presque toujours partiellement inconnue. 
Comment peut-on obtenir un modele determine ? Ce probleme peut 
etre resolu d'une 111aniere tout a fait analogue a celui du debrayage, 
conune l'ont montre J. Neyman et E.S. Pearson, pourvu que certaines 
hypotheses d'une nature generale soient acceptees. Ces hypotheses com­
prennent par exemple l'independance des obset·vations donnees, et la 
· continuite, ou du moins la non-uni'.valence d~s distributions considerees. 
Reroarqi.ions d' ailleurs que . ces hypotheses-cl ne se laissent. demontrer 
ni mfune con.firmer d'aucuo.e maoiere .. Chaque ensemble de donnees 
expe.ritnentales est egalement compatible : 

1°) Avec l'h:yrpothese que toutes les epreuves sont cornpletement 
in.dependantes au sens stochastique et possede.ot des distributions incon­
nues, variant d'uoe epreuve a l' autre, et 2°) avec l'hypothese que toutes 
les epreuves sont completement depeoclantes,> et · que le resultat d'une 
· quelconque d' entre elles dete,rtJ),ine les i:esultats de toutes les autres au 
moyen d'une lo,i inconnue, c~est-i..:dire que toutes Ies probabilites condi­
,ti.onnelles,. relatives a n n quelconque des · tesultats, so,nt ou bien = o, 
ou, hieµ · .. · I·, ou ~uss~ que ~ous les resultats d' epreuves sont des fonctions 
bi..;.u.fil~oqu$ ·· d~ttoe · quelconqae d''entre etiX~ Ces deux · hypotheses, · appa-
rernment si differentes, et dont l'une correspond a une . philosophie 
indeterminis'\:e et l' autre a une philosopbie d6terroin.~ste, . ne .. sont que 

' : , • ,. ~-,,,6· · 0 • _., " -,,,.,,(--'/" ''•t· _, _.,_,,.,",",,·,. ~'"""1-"1 -,,~•·,,/'·· · ~ ,, ... ,,-~- -~"'', 

des pseudo-hypotheses puisqu'on n,en p•. ·eut aa1'00~'•'~',~'if1:~;,,{~i''':tt>ut~· 1es , . •. " . . . 

distributions sont univalentes (a valeurs inco~ues)~· :<eIT~'h ;Bht'qt:file~e 
equivalentes, et d'ailleurs vides de sens. L'univalence n'exprime en terrr1es 
mathematiques qu'un cliche qu'on rencontre souvent en termes plus 
poetiques, a savoir que les epreuves cc n'auraient pu >> donner d'autres 
resulta.ts que ceux qu' elles ont donnes. Et les expressions << il n'y a 

. aucune loi >) liant les resultats, et << il y a une loi completement inconnue » 
ne different que par leur contenu emotif. 

Puisqu' on ne peut appliquer le calcul des probabilites qu' apres avoir 
accepte un- champ de probabilite, l'embrayage d'un modele determine 
ne peut consister que dans le ..rondage (anglais : cc testing>>) d'un tel modele. 
On accepte provisoirement un tel modele, et le rejette lorsqu'il engendre 

. le resultat observe avec une trop petite probabilite. Afin d'eviter un 
cercle logique on ne peut done jamais prouver qu'un modele est << correct » 

. OU cc vrai )) OU meme (( vraisemblable )) sur un niveau de defiance determine. 
--On peut seulement prouver qu'un modele ou bien est inacceptable sw: 

.... 1Jn. tel niveau, ou bien n'est pas inacceptable sur ce niveau. En disant 
:pat abr~viation c< acceptable >> au lieu de c< non inacceptable >>, on ne doit 
,pas o~blier que cette notion reste negative. en ce sens qu'il y a toujours 
-ufle infir:ii~e . 4'hypotheses acceptables stir le meme niveau de defiance . 

• 



• 

D. VAN DANTZIG 61 

La notion d'acceptabilite spr s exige encore plus de precision. Soit 
donne un ensemble A de donnees d'observations, et considerons une 
hypothese H, par exemple un champ de probabilite deterinine. La methode 
presuppose l' existence d'une hypothese « vraie >> H', c' est-a-dire d'une 
collection comprenant les experiences passees et futures, et defioie avec 
11ne precision suff isante af in que les valeurs des pro babilites (frequences 
relatives par rapport a cette collection) considerees soient def.inies avec 
une precision suffisante. Considerons d'abord la probabilite des donnees A 
par rapport a l'hypothese H qu'on denote par p [Al H]. Cette meme quan­
tile est aussi appelee J' acceptabilite ( anglais : likelihood) de l'hypothese H 
par rapport aux donnees A. Comme l'a remarque R.A. Fisher, a qui on 
doit cette notion, de m~me que la theorie de l'acceptabilite maxi1num, 
on ne peut pas remplacer le terme cc acceptabilite » par << probabilite >>, 

puisque la· quantite P [A H] consideree comme fonction de H, ne doit 
pas etre additive. D" ailleurs le rem placement du terme cc pro babilite >> pat: 
<< acceptabilite » n'est qu'une transformation gramn1aticale de meme que 
le remplacement ~e « a < b » par « b > a >>. Proprement dit l"un d' eux: 
est superflu. 

Dans les cas les plus sjnlples nous rejetons done H si P [A l H] < £. 

Or, dans la plupart des cas cette inegalite aura lieu pour chaque resultat 
<< possible >> (plutot : eventuel) de l' epreuve, c' est-a-di:re P [B J H] < e 

pour chaque B, obtenu de A par :reroplacement des nombres mesures 
par d'autres nombres arbitrajres, mais detetmines. Dans ces cas on laisse 
la plupart des donnees precises hors consideration, et on se borne a un 
petit nombre de fonctjons des observables (definies pour tom les B even­
tuels) ne prenant qu'un petit nombre de valeurs (eventuellement valeurs 
logiques). 

En remplas:ant !'ensemble des donoees origioales par ce riouvel 
ensemble restreint (que nous denoterons par A'), 1' « ensemble critique», 
on pent maintenant appliquer la methode decrite et rejeter H lorsque 
Ac.A' et P[A' I H] < E. Re1narquons que le choix des fonctions qu'on 
coosidere, c"est-a-dire de !'ensemble A' comme fonction de A, n'est 
nullement 11oiquement deterrnioe, ma,is depeodra du but de !'investi­
gation. Si par exemple A detei:xnioe la valeur d'une va:riable aleatoire 
continue, on peut prend.re pour A' une relation de la forme soit x < a1, 
soit x > 82, soit a3 < x < a.., etc., pourvu que les nomb:res a1 ou a2 

OU 23 et a4 soient dete:rinines d'11ne 111aniere indepeodante de la valeur 
speciale x. 

Le reste du raisoonci11ent est tout a fait analogue a celui du nume:ro 5. 
Nous considerons un ensemble de beaucoup d'etnbraya.ges de modeles, 
tel que chaque modele et chalfl'e fonction A 1 (A) s'y trouveot souvent, 
et nous determinons la suite de rejections fausses comrne 'nous le faisions 
auparavant avec les predictions fausses. Nous ne tiend.rons done aucun 

5 
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compte de la possibilite que la frequence relative des rejections surpasse 
de beau coup le niveau de defiance e. 

Peut-on obteoir un pareil resultat pour les acceptations fausses ? 
C est-a-dire les non-rejections d'hypotheses H lorsqu' elles sont 
fausses? Retoatquons d'abord que les H doivent donner des cham_ps 
de probabilite dete1:1nines. Si done les hypotheses considerees dependent 
d'11n parametre continu 8, H doit attribuer une vale1Jr determinee, clisons 
O, a 6. Alors, l'enonce que H est fausse, c'est-a-dire que 8 # O n'a pas 
de sens empirique. Ceci est seulement le cas si l' on donne 1.1ne borne 
infetienre pour la deviation, pa:r ·exett:iple -si l,_on considere des enonces 
co-m1nie ;, 8 . > a ou a est uo nom.bre positif donne. (Ces enonces sans sens 
einpirl····•· ··. cottespondeot d'ailleut·s ~llX ·as,s-ertions qui- ne se laissent pas 
fv:r&»ulet da.ns la mathetna.tlque affi1·1natlve). On devrait done distinguer 
divers degrls de faussete, correspondaot aux valeurs des 8. 

Une acceptation correcte, coxnxne nous le disions deja, sera done 
toujoui~s !'acceptation de totit un enseinble (et bien un ensemble ouvert) 
d'hypotheses, a savoir de toutes les hypo:fheses :non· :rejetees. Or, une telle 
acceptation comprenant une hypothese H ne •. · t etre fausse que si la 

·t • ' . :1 ' 1 ,._ 
reJect11,on de l'hyp,othese v·mle H 1 etait fa:asse,.· Done on obtleot e meme 
resulmt pout 1es- acceptatiotts fauss,es . m.ais· ef:feot,e,ees de la maoiere cottecte 
que :pour }es rej-ect.ions fausses ... ·. · · . . •· . ··. ·· 

Rc111a,rquons enffu que ·· 1e procede qti~on sttlt I ''.' /··:vi ,ok ··•· cl.ans la pratique 
de la statistique rr1atbe1natique est soui,nis a p1Uisi¢tii~ dlljitpt;tioo.s. D' abord 
il fa ut consid~rer qu'110 debrayage et 1) tt C!J1'.\0m ' . ,'; ~ ~o~· les :aeax eff~tues 
sur un niveau de defiance e peuvent augme1,tc.t:ce•hi~~u. a 2 a. D~ai11~~»°', 
le debrayage est souvent effectue par rapport a 110.e seule hypothese 
acceptee. Or, il serait necessaire de restreindte les predictions a celles 
qui correspondent a une probabilite > 1 - e par rapport a toufcj 

les hypotheses non rejetees. Mais clans la plupart des cas le calcul des 
probabilites des predictions n' est possible que sous des hypotheses tres 
restreintes. D' ailleurs, frequeroment les presuppositions d'homogeneite et 
d'independance ne sont satisfaites que tres grossierement. Tout cela 
fait l'usage des niveaux de defiance precis assez illusoire. Pour ces raisons 
les methodes non-parametriques, ou meme exemptes (on presque) d'hy­
potheses sont a preferer, qui menent directement des donnees empiriques 
aux predictions, en les considerant comme dCllX echantillons independants 
d'une m~me collection. Or, on n' en connalt encore qu'un petit nombre, 
et d'ailleurs elles ont le desavantage d'etre parfois peu efficaces (anglais: 
efficient). Neaninoins, la reduction d'apres Borel et d'apres Neyman 
et Pearson des predictions et des rejections a tels nivea,1x est un grand 
progres en comparaison avec la methode ancienne des coefficients qu'on 
jugea.it tout a fa.it arbit:rairement etre cc grands »> << petits >>, · << negligeables ,>, 
etc. 

• 
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7. Considerons, a titre d' application du pre.cl.it, un probleme ana­
logue a celui pose par M. Frechet (1): etant doonee une observation x1 
d'une variable aleatoire X, que peut-on en conclure ? 

Etant donne un niveau de defia.nce E: (> o et < r)> on peut cboisir 
une parmi une infinite de conclusions, toutes salva probabilitate e, c' est­
a-dire la negation d'une, choisie arbitrairement parmi ces conclusions, 
peut etre rejete spr e. Le choix depend du choix de !'ensemble critique, 
et celui du but de !'investigation. En voici quelques exemples (2.). 

Conclusion spr e 

I. F (x1) > e 

2.. F* (x1) < I e 

Ensemble critique 

{ X ¾ X1 } 

1 X > X1 } 

Choisissant un a > 0 et un e1 < s on peut aussi conclure 

3· e1 < F (x1 - a) < F (x1 + a) < I 

lei l' ensemble consiste de • • cr1t1que 
' 

X < X1 a et X < x1 + a 
• S'il est donne que la valeur trouve de :x:1 est exacte, 

conclure spr e : 

on peut auss1 

4. - F* (x1) > . e (Ens. crit. : X 

Si en particulier X ne prend que les valeurs O et 1 = x 1 avec les 
probabilites q et p = t - q (cas de M. Frechet) on obtient: 

• p > e sp:r e 

ce qui est trivial du point de vue mathernatique. Ce cas montre tres 
clairement qu'il ne s'agit pas d'une conclusion logique, mais d'une 
decision, a savoir d'ac l'hypothese p ·> e, en risquaot une proba­
bilite e .. 

S'il est donne que la valeur est exacte sauf une incertitude de 
mesure < o: 

. . 

6. F (x1 + o) - F* (x1 - o) > E (Ens .. crit. : ( I X - X1 I < o) 

Si 1' on sait quelque chose de plus conceri>ant la f onction de dis­
tribution on pent tirer d' autres conclusions spr e, plus precises. Exemples : 

Si F (x) 
x- , {) > 0, F0 (y) etaot une fonction de 

distribution continue donoee : 

7· X1 > lX + ~ Y1, Yt etant la solution du Fo (Y1) = 
' 

(1) M. ::B1Bi:CHE'J':, Rapport ftl.1" f'estimation des pmatne:t'l'U" Confer. Stat .. Intern., 
1947. Je n'ai pu consulter ce rapport qu'apres avoir ecrit xna conference. 

(2) Notation : . F (x) P .[X < x] ; F- (x) P [X < x]. 
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Si X suit une loi de Poisson a moyenoe (inconnue) ct ( de sorte que 
x est un nombre naturel) : 

8. ex. > a, a = a (x1, €) etant la solution de !'equation transcendante 
(X) an 
I;-­
X1 n I 

8. - Nous avons trouve quatre points ou, selon notre description, 
les procedes de la statistique mathematique depassent les donnees d' ob .. 

-servatlon: 

1. par l'inclusion d' eventualite:s futures et meme fictives dans le 
modele; 

.2.. par le principe de permutabilite ; 
' 

' 

3. par le cha.ix de l' ensemble critique de rejection ; 

4. par le choix d'un ensemble de prediction ; 
On se demandera si toutes · ces transgressions soot v1:aiment inevi­

tables. En fait, il me semble que oui. Qua.nt a 1.. :, lorsqu' on a par exemple 
mesure le rendement d'un· challlp d'essal, emblave, ce a quoi on s'interesse 
.cc1 realite n'est pas le produit de ce.·cba.mp. ,d'essai,·rrtais celui. de tout un 
terrain, ou meme d'une province lorsqu.'dle sera setn-ee en . cette espece 
de ble sous les metnes conditions .. (autant que possible)·, done d'une 
eventualite future. Lorsqu'on compare par exen1ple deux sortes de grain, 
on n'emblavera en general le tert:ain · qu,.c:11 une espece, la meilleure ; 
l'ensemeocement en l'autre sera done un•e eventllalite fictive·(« ·v;h·tue11e >>). 

Il me semble done inevitable de considerer celles-ci aussi. Q,JAAt· a.·,'la p~­
mutabilite clans l' exemple precedent elle est contenue darts les inots 
« sous les memes conditions, autant que possible >>. Or, on se demanae 
s'il n' est pas possible de demontrer experimentalement, que cette per­
mutabilite est une approximation acceptable, comme en effet en plu­
sieurs cas c' est possible, ma.is seulement au prix d'un autre principe de 
meme nature. En prenant l'exemple precedent, on peut faire cela apres 
avoir ensemence tout le terrain. On essaiera l'hypothese que par exemple 
taus les champs d'une meme etendue de ce terrain sont permutables, 
OU aussi qu'il y a un certain type de dependance OU d'inhomogeneite, 
en determinant la distribution des rendements de ces champs et la compa- , 
rant avec toutes les autres distributions qu' on << aurait pu >> obtenir a 
cause de cette hypothese. Au lieu de l' ensemble de tous les champs 
c' est ici l' ensemble de toutes les distributions possibles sur les champs 
(choisis d'accord avec l'hypothese) qu'on soumet a un principe de per­
mutabilite non-£ onde experimentalement. Evidemment on peut iterer 
ce procede, mais, en tant que j'y vois clair, toujours en transcendant_ les 
resultats obse1 ves jusque la. Les tra.nsgressions ; et 4 peuvent etre 
discutees d',1ne maniere analogue, en precisant les considerations deja 
donnees la-dessus a11x numeros 5 et 6. 
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9. - Dans la theorie precedente j'ai evite, non seulement les 
notions tres vagues de hasard ou de cc degre de croyance rationnelle >>, 
en les remplac;ant par le principe de permutabilite et le degre de defiance, 
mais aussi la notion d'inf ini mathematique, qui n'y figure que comme une 
simplification mathematique du modele, c'est-a-dire comme une negli­
gence de 1 par rapport a l' etendue de la collection consideree. Mais on 
se rendra compte de ce que cela ne peut pas etre fait consequemment. La 
subjectivite de la theorie se laiss~ eliminer en partie, en la renvoyant a 
la permutabilite et aux choix des ensembles critiques. Mais ceux-ci ne 
se laissent pas determiner d'une maniere cc objective )> ou formelle, ni en 
se basant sur des considerations purement logiques ou syntactiques, ni 
3.ussi en les rapprochant des donnees empiriques, c' est-a-dire en aj ou­
tant des considerations de nature c< semantique >> d' a pres la terminologie 
de Ch. X. Morris et R. Carnap. Afin de determiner par exemple les 
ensembles preclits, il est necessaire de conna1tre le but de !'investigation. 
11 ne me semble pas impossible, qu' on pourra reduire la << subjectivite >> 

a la connaissance de ce but, c' est-a-dire qu' on reussira a donner des 
methodes pour obtenir des resultats univoques, pourvu qu'a part des 
donnees observationnelles (y compris les donnees non-analysees d'une 
nature generale,, comme !'indifference de certaines conditions), aussi le 
but de !'investigation soit donne. Mais une telle theorie n' existe pas encore. 
En tenant compte de la necessite de referer une conclusion statistique a 
son but, la probite scientifique demande qu'on ne la donne pas dans la 
forme d'une prediction au sens propre: cc Un tel et tel evenement arrivera )>, 
mais clans celle-ci d'un avis: << Si vous voulez atteindre un tel but, si vous 
considerez telles et telles eventualites comme permutables et si vous 
voulez courir un tel risque, agissez comme suit ... >>. C' est aussi a cause 
du fait qu'au moins dans la plupart des cas la connaissance du but est 
necessaire afin de detertnjner le modele a embrayer, que le statisticien 
doit tres sou vent presc:rire l' etendue, le groupement et meme la nature 
des experiences a faire afin de pouvoir essayer une hypothese. C'est 
ainsi que le « design of experiment » devient d' apres R. A. Fisher sa tache 
peut-et:re la plus importante. 

10. - En concluant cette conference, je veux :remarquer que 
!'analyse donnee ici n' est qu'une composition de resultats bien connus 
de beaucoup d'auteurs. En particulier on reconnaitra les idees de Laplace 
(dont la· notion d'equiprobabilite se retrouve ici dans la forme de la 
permutabilite), de Cournot et Borel, de J. Neyman et E.S. Pearson ,de 
R.A. Fisher et de tant d'autres. D'ailleurs je ne veux pas dissimuler que 

• 

je suis moi-meme assez mecontent de cet effort de formuler l'analyse 
plus precisement que je ne l'ai fait auparavant depuis une dizaine d'annees. 
Ce n'est pas seulement a cause de l'impossibilite d'ex:primer des idees 
si d.t fficiles en une langue qu' on ne ma itrise que tres imparfaitement que 
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je considere cet effort comine incompleteroent reussi. s on aura 
remarque q~il y a encore trap d'enonces assez vagues, rnanque de clarte 
et insuff isance de simplicite et de distinction entre les divers system.es et 
meta-systemes. Nonobstant l'itnmaturite incontestable de cette analyse, 
j'espere qu'elle pourra contribuer a debrouiller le tissu complexe de 
raisonnements mathematiques et lo giques, d' observations et d' actions 
pratiques et a resoudre le probleme peut-~tre le plus difficile de toute la 

' 

science : analyser au fond ce que nous faisons nous-m~mes et nous 
·rendre compte le plus cJ.airement possible des considerations souveot peu . . . .], 
conscientes qw nous gruuent. 
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