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U ne nouvelle 

Somma.ire. -·

en C<lnsitil-r~tl.t 

D. VAN DANTZIG. 

, 

I ' i • 1· l . · 1· · ... lllltl~lll' g<1 U{~t·cl tse { l~S lllt1 gc, tl(~s 

It~ <~ns ,.)it l1t (le11siti{ <le J>t",11:.ial>ilitt\ 
<l<" M eidc-11 (•t Cll mf> 

est derivable I, ft)is. 

Nous a,or1s tr·<·>ta'.i't~ "\ l.-t 1·i11 de l~Jl\8 tine gt~neralisi,tion de l'inftgalitt1
• 

de BienaJ111(t qt1c no11s n'tt\'(1t1s f)as f~11cor(-. ()U pt1l>lier faute (ie ten11ls. · 

[j'inegnlite qt1e Il()tlS (ielllOnlt"er()llS d~r}~Il(i (.le detlX paratllt~tres nurne

riques /.: et h, et tlt~ <i<~t1x. p11ra111etrt)S positifs a et b > a, d'ailleurs 

,lrbitr11i1,.es .. ·1.~t~ cas /, = o ~st celt1i <ie lliena.}·1x1e. I""*~ ens /, ::-- 1 c<11r1pre11d 

les inegalites de CatJ)J) ( t) el ti(! l\f(~jMdt.~ll ( j ). L'inogalite de lleydt~ll f}St 

obtent1t1 en f)Osa11t a -- o. {>(>11r u11 a arl)itraire et b = + oo ( 011 b suffi

s}1rn111ent grnrld) on obtie11t une i11egalite tin peu pltis precise que cellc 
de Carr1p. D'aillct1rs les <IE'i.111l)nstrations sc)11t pl11s simples que celles <lt~ 

Meydell et de CitmJl. I ... es i11,~galites 1-1ot1r /1 ~~~ 2 pot1rraient ~tr·e no11,,,~Iles. 

L'i,lee ger·1erale Sl] (" lnqt~ell<:~ re1:)osent les demo11s trations est <it.le a 
l\l. B .. II. do J<)ngl1; <~Ile ndn1et llit,-,n d,n11l.r<)s applications q11e ceJ..les 
donnees ici. C't1sl t\\lSSi !\I .. de ,J<)ngh q11i R trQllVO la demonstrrttio11 

si1l1plifit!P de l'inegalit~ dt! (~ar11p .. ~fe.)r<lell pt)Ur lt~ ens {t - o, b = co, de 
tll~me qt1e l'ineglilite not1velle pottr le c~as J,, - "' ~, a= o, b, ...... r:J:). No11s 
aurons l)(!Soi11 d't1n le1r1me qui ,l el~ derkontre par un jeune 

( 1 ) B. H. ("':AMP, A ne~v geFt,eralisation of ichttbJ1ch.elfs st,itist,·,~al inequality (Bull . 
..,.fm),' lf,f,1th. Soc., 28, 1~J21, p. 427 ) . 

. 

( 2 ) B. MIYDftt.L, Su,· u.n probleme d1.1, l!f:alc,d des J>robalnli·tss et les itatistiqlle, 
n,athematiqufJi ( C. R ... 4.cad ... ~c., 175, 192,, :p. 8-06) .. 

.. 
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, . D. VAN DANTZIG. 

1nathc111aticiea, appartenant au Cent1--e Mathe1natiq.t1e d' Amsterdam, 

M- J. H. B. Ken1per111an. 

Considerons tine varial)lt~ alealoire, que nol1s pouvons, e11 11ous 
• 

1--estreignant at1x. 1no111ents ~1lJsolt_1s, st1 pposer 1·erl1placce par sa "·alet11" 

absolt1e, de· sorte qt1e .sa fonclion de repartitio11 F(x) == 1 -- P(x) est 
zero pour .x < o. Elle est · d'aillet1rs non dccrclissante, [) ( o) = 1 et 

lim P(x) = o. Soient · 
:l..· ~ 00 

• 

(I) :i: clP(x) 
0 

• 

le 111oment (absolt1) d'ord1~e If (k > o) et{),) .. [)(x,t) la 1·,1 .. ollahiliLe que 

Ia valeur absolue de la variable aleatoi1~t1 Jonncc! surpasse l.1n no111llre 

positif ar~bitraire ~vti• Soit donn{\ d'ailleurs t1n inte1·valle 
-

I = f a L. x _,..,: lJ l, . 0,1 o L a < b L. x, 

. 

et supposons qt1e P(x) possede dc,ns cet intervalle des·derivees jt1squ'a 
• 

l'ordre h inclus .. 

, · Supposons e11fin qt1e clans I' inte1 .. valle I ( -- 1 )i f)(.i) ( x) soit positif 

pour o L. j L Ii et 11011 croissant f)Our j · It ( do11c aussi pot1r o L 1· L. /1, ). 

Il s'agit de trot1ver sot1s ces circonsta11ces tine borne su perieure, (iepen-

dante de a.1,, pot11· P<1, lorsqt1e xt} e I. . . 
• 

L'idee si1nple 111ais fondar1~entale de M. de Jongh est la suivanle ( =1 
) • 

• 

Supposons qu'o11 peut trouve1 .. _lIJ?-0 fonctio1t de t'Cpa1'titi.011 1 - Q ( x) 
• 

( qu'on peut suppc,ser = o pou1 .. x < o ), telle que : _ 

1° Q(x)LP(a:) pour chaque x"-- o; 
2° Q(x0 ) = P(x0 ).= P 0 ; 

3° Le mo1nent ( absolu) ~k = -- x'r d Q ( x) st1rpasse ou est egal a un 
' . 

A . 

no1nbre positif ~k (qui se laisse calcL1ler d'une 1naniere assez si111ple). 
, 

La condition 1 ° entraine la 1~elation x 2 ~ Xt, si Q( Xt) == P ( X2 ), 
,._ 

done eek'.::::::.. ~k~ f3k• En posant 

.... -.. ' 

P k o.Xo 
...... ' 
~k 

• 

• 

( 3 ) Cf. aussi : R. von MISES, ·wahrsclieinlichheitsrechnu,1.g, p. 6g-73; 1\1. FRECHET, 

Reche,·ches theoriques mode,·nes su,· le calc,µ,l des probabilites. I, Ge,1.e,·alites sur les · 
probabilites, variables aleatoiresl l re ed., l 036, 2' ed., I 950 •. 

' 

" 

• 
• 

. . 

• 

, 

• 

• 
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UNE NOUVELLE GENERALISATION DE L,INEGALITE DE BIENAYME. 3 

on obtient l'inegalite cl1erchee 
• 

(3) 
\ 

~k 
po L ),1z k -r. · 

' :1:n 0 

. 

En prenant pour It = o, ou les conditions sont satisf~l,ites pour a= o, 

b =oo, 
' 

) P (x0 ) . ~)our o ~:: x < x 0 , 

' • 

on a f31c = x! .P ( Xo)' done Ah,k = I . C' est l' inegalite de Bienayme. En 
effet, la demonstration est identi.q1=1e avec celle qu'on connait .. 

Considerons maintenant le cas Ii~ 1 et prenons x 0 e I . .i..\.lo1·s 

' OU 

done 

. I 
po= P( b) + ( b - Xo)f ( Xo) + - ( b - X'o )~ f' ( e ), 

.2 

• 

Jo =f(xo) = - P' (a:o)~ o et 

• 

11 existe done un entier h' L. }1, ( h 1~ 1) tel que • 

( b - X 0 )/0 ~ h' P0 · P( b) . 
• 

• 

• 

Nous ne devons considerer que les :x0 pour lesquels h' ·- h. Puisq11e Jes 
conditions au,xquelles 'p ( x) doit satisfaire clans I r~estent valables 

• 

lorsq11' on re1nplace h par un no1nbre pl11s petit, on obtiendra les inega-
lites correspondantes pour un x 0 e I quelconque en rempla~ant Ji par la 

~ 

• 
l 

• ----· · P 0 - P(b) 
• 

Soit done 
• 

• 

(b-xo)/0 ~h P0 -P(h). 

Posons 
• 

. 

On aura done 

I 

Soit d' aillerirs 
. r-

Q(x)=P(b)+ P 0 -P(b); r-xo 

Nous demontrerons que 

Q(x)LP(x) 

INSTITUT HBNRI FOINCAR8. - XII .. I. 
• 

pour a·L. x C::::.. r. 

... 

lt 
• 

• 
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Posons 
r-x . 

=Y, r-x0 

D. VAN DANTZIG. 

. P(x)=P(b)+q,(y) P 0 -P(b) 

La demonstration repose su1 .. le le1nme suivant., 

• 

• 

• 

• 

. LEMME. - Si y; ( y) posse de des derivees conti,iues j usqu' a l' ord,--e 
• 

/,. - 1 inclus pour· o Ly L c, c > 1; si y;(.i>(o) ~ o pou, .. o L.j L. h - 1; 
• 

si y;(li-= 1 J ( y) est convexe vers le liaut dans cet inter"alle· .. et si 

4'(1) == 4J'(1) = o, alors y;(y) ~ o pour o Ly L c. 

Demonstration du lern1ne d'apres J. H. B. Kemperman . Si x(y) 
• 

est continue pour o L. y _L c ~t n'y possede que deux zeros au plus, · 
• 

si x( o) ~ o et si A~ o, alors. , . 
. ,(.,r) =A+ x(;·) dy • 

0 

ne possede que deux · ze1 .. os au p.lus dans l'intervalle o .L. y L c. En 
. effet ~(y) ne peut avoi1 .. q·t1'un zero au plus entre Ies deux. zeros de x (jl') 
et .un zero at1 plus entre le zero de x (y) ay-ant Ia plus grande abscisse, 

• 

et c. 01·, y;(h-s) (y ), etant continue et convexe· ne peut avoir quc deux 
zeros au plus. D'ajlleurs · (f (h-1.} ( o) --~ o et c_f;(h- 2 } ( o) ~ o. Done 4J(h-2 > 

• 

non pltis ne peut avoir plus de deux zeros au plus. Par induction on 
;, ' 

trouve que tf;' (y) .ne peut avoir que deux zeros au 

Or, 1 est un tel zero, tandis qu'aussi 

plus entre o et c. 

• 

1 

t(1)=!f(o)+ q;' (y) dy · o. 
0 

Done, a caus_e de y; ( o) ~ o, ~, ( o) ~ o, y;' (y) doit avoir un seul zero 
. 

entre o et 1, et aucun > 1. 11 s'ensuit imrnediateinent que 
. . 

clans t,out l~intervalle ( o, c ). . 
A cause des conditions imposees a P ( x ), la fonction 

• 

o/(Y) = 9(y) -yh 
• 

(r-x) 
a,rec y = 

(r -x0 ) 

satisfai t aux co11ditions 
• • • 

r.p(j} ( 0) ~ 0 pout.. o Lj / h- i, 

tandis que 

r.p(lt)·(y) = cp(h)(y) - h !, 
• 

r-a 
oLyLc=--·- ,c~1 

r-.x0 
• 

~(y)~o 

• 
• 
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UNE NOUVELLE GENERALISATION DE L'INEGALITE DE BIENAYME- 5 

est. 11on-deeroissante, c' est-a-dire q;t 1,-1 ) ( y) est convexe vers le haul et 
continue. D'aillet11"s· 

et 

done 

/z P0 - P(b) 
(~' ( .'.h(I) = -

( r - ,.r,0 ) 
= .. fo, 

!f(I) = 4'' (I)= O . 
• 

J..,e le1~1111e s'npplique done et prot1ve qt1e 
• 

• 

c'est-a-dire que 
Q(x) _,.,,. P(x·) 

• 

pour 
1- - f.l. 

oL i·L ---~ ' r-:r:o 
• 

Ren1arquons q tie clans le cas de Camp• Meydell h == 1, P ( .x) es 

\ 
Q~a:-> \ P*(xl . \ \ 

\ 
1 \ \ 

:,.. ' 
PCa.J .- "\ \ 

\ I • • 
\ I ·• ••• 

I 

• • • • • • • 

·- __ .l, _____ _ 
I 
I 

• 

• r ....... 
I I . · . • • I I ·,. 

• 
P!b) I . I .. ·· .. 

' I I 

I I 
• I I 

I 
I 0 a. XO 

• 

• 

• 
• ' 

••. ..._. 

l 
l 
I 

s 
' 

Fig. I • 

I 
l 
I 

r 

P<.:r:l 
- - - -

l 
l 
I 
b 

convexe, et Q ( x) est sa tangen te en x 0 •· l)ans ce cas, la relation 
' 

Q ( x) L. P ( x) est done triviale . 

(4) 

Posons main tenant (cf.fig. 1) 

Q(x)= 

• • 

• 

P(.x) pour o La;< a 

P(b) P0 -P(b) 
r-
l"-Xo 

P(b) 

P(x) 

pour rL x < b, 

pour x~ b. 

. . , 

• 
SI a> o, 

It 
pour Cl L. :J: / r, 

• 

Cette fonction Q ( x) satisfait a l'inegalite Q ( x) .L. P (x) pour chaque 
. , 

· x.~ o. On peut done appliquer la methode esquissee au comme11cement. 
,. 

• 
• 
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Or! il va sans di.re que les con,iitions i1nposees a P ( x) ne sonl pas. 

necessai, .. es pour qu'on ait Q(x) .L. P(x) pour chaque x~ o. Co1nn1e 
• 

vous l'avez fait dans vot·re livre, on peut, lorsqu'on veut seulema._nt 

. estin1er P ( x 0 ) pour 11n x 0 deterinine, chercher tine courbe du type. 
de Q(x) qt1i est toujours L P(x). 1'oul ce qt1i v~ suivre reste ·valable 
lorsqu'il exist.e une parabole Q(.x) === B + C(r •-x)h d1-1 degre h, telle 

• 

q u e r > x O , B '---.. o, C ~ o, Q ( x O ) == f) ( x O ) et qt 1 e I) ( x) ~ Q ( x) pour 
• • 

x 0 L. x L. r. ()11 prendr11. alors pou1· · b la plus grande abscisse avec 

P(b) · B et pou1· a l'abscisse 111inimum telle que P(x)~Q(x) 
pour a L x L x 0 , et telles que P ( x) satisfnsse aux conditions mention
nees pour a L.. XL.. b. 

On aura 

r:,:: 

(6) ~k a;k d Q(x) 
0 

' 

• 

~ 

OU 

mk(a) 

Mk(b) 

Posons 

On obtient 

j 

1 

• 

+ .P(a)-P(b)-
• 

·lj> 

P(a)-P(b) 

+ 

+ 

+ 

a ' . 

xk d P ( x) + { P ( a) Q( a)} ak • 

0 • 

r Q(l 

a;k cl Q ( ::c) a;k cl P(x) mk(a) 
a . .., b 

• 

\ Ii r a P(a) P(b) Po P( b) al.· 
r Xo 

.. a 

0 
• 

b 

r Pc)- P(b) h 
xk ...,;._ ___ .,:.. 

a 

00 

r-x 0 
• 

a;k dP(x), 

:c(c d P(x) Cl.k 

b=A.x · ~ o, 
• 

• ' 

' .,, . 

r-

r-a:0 

h 1 
dx +· Mk(b), 

,, 

mk ( b ). 

• 

= ~r. 

' 

h . 

• 

P0 - P(b) --
1 

_(X __ P . (Xk+ mk(a)xolr. + Mk(b).xoit 
I-p 



UNE NOUVELLE GENERALISATION DE L'INEGALITE DE BIENAYME. 1 

~on 
• 

• 

• 

1 
• 

I( exp) = h ~k(I - E)h 1 d; - (I-···" :xp )lz pkak 

' 

hlk! 
(h + k) ! 

• 

h 

0 

,,...1 

(1 _ e )'l dEk 
C(p 

est un polJ"nome en p du degre h + k lorsque a ;;:6- o, et du degre zero 
lorsque a == o . 

• 
Le polyno1ne I( ap) reste borne et positif sur l'interv~lle o L p L 1, 

tandis que le deno1ninateur p''(1 - p )h est nul aux extremites de cet 
• 

sede un maximu1n absolu fini, que nous denotons par rh,k( ex). Ce 

1naximum est alteint par le ql1otie11t pour une valeur dete1·minee p de p. 

Pour obtenir cetle \raleur et celle du 111inimum. on doit r6soudre 11ne 
• • 

eql1ation algebrique du degre k + h, 3. savoir 
" 

- :x I' (exp) k Ji 

( "') - ,;;; + ,.. = 0, 
I ap p I - p 

• 

OU .. 

( k + h) p- k I ( o:p) + p ( 1 - p) o: I' ( o:p) = o. 

' 
• 

On verifie aisement que le tern1e du degrc k + h + 1 s'evanouit. On 
• 

ohtient ainsi : 

P(a)-P(b) ak+1nk(a)+Mk(b)+ Po-P(b) 
k f(o:p) 

$0 A ( A) ' pk I-p b 

ou, en posant 
b 

• I 
ak r:t.k P(a) P(b) ak ll1-k (a) l\'lk ( b) ( x!c - ak) dP(a:), 

• a 
k 

O:J:~ Po P(b) X tl 
• 

I' h,k (ct) 
• 

• 

Cela donne l'e·negalite nouvelle 
' 

(6) p O L p ( b ) + r h ,k (a) 0: k Xok, 
• OU 

· pk ( 1· - p ) Ji 

b 

ak=- ( xk - ak) d p (a;). 
a 



D. VAN DANTZIC. 

Nous poU\10IlS resumer nos results.ts dans le theorcr11e suivant : 

T11to1t•1E. w· '" Suppos,Jn,~ que la f onct,:on de repa1'tr:tion I - p (x) de 
lti L'<1.leur <thsoltte d' une ,,ariable aleatoi1"e J>ossede pou,· a :L- x L b 
t' ol, t) ~-~~;a< b ~ w) des deri,,<~es 1·usqu'£z l'o,·dre Ii inclus, que 
~ ' 

(· ..... 1 )-i {>1J1 ( x) soit positif dans cet ,:nte,·valle pour o ~ j L Ii et non-
crouiant po,,,. j -- Ii; soit pour un x 0 qztelconque a'-'ec a L.. x 0 L.. b. 
A* la partie ent1,·e1"e de 

( b --- x 0 )/( .Xo) 
·p { x 0 j -· "P"("b ) ' 

so,:t d' aillei,rs h' = llin ( h, h * ), 
• 

dP(x)• 
ou j(x)=- dx ; 

h, P ( x 0 ) - P ( b) 
r = Xo + f ( Xo) > 

et ' ' 

a 

b 

(xk-aA:) dP(x) 

pour o L. « L. 1, 

• 

alors h1
;_":::::::, I' rk,k (a) peul ~tre determinee au mo .. ren de la solution. 

d'une Aquation algeb, .. ique d'an deg,·e L h' + k, et P ( x 0 ) satisjait a 
l' inegal1:te . 

1 . . ~ .- a IXk, 
P(a:o)~P(b)+I.;•,k - ::1· 

r :&o 
i 

Oas p,artiouliers. - Dans le cas special a = o ( cas de Meydell 
generalise) le maximum rk,A:( 0 ), que nous denoterons par 'Yk,k, peut 

..t - l }J.. 1· · E rt- h ! k l . ~tre ca cu u exp-1c1tement. n e11et, dan.s ce cas, I ( ccp) == It k 
1 

est 
' • ( + ). 

constante. Done I' ( ap) ..... o pour chaq11e p; !'equation qui determine p 
. k= k .. """= k 

p 
• 

• 

D'ailleurs a= o donne mk(o) = o ~t 

,, 
xl dP(x). 
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UNE NOUVELLE GENERALISATION DE L,INEGALITE DE BIENAYME. 9 

L' inegali'te ·( 6) elle-meme devient pour a == o 

(7) 

1 Pour h == 0 ( cas de Bienay1r1e-Tchebycheff) ro,k== I. D'ailleurs on 
I 

peut prendre P ( b) = o et rx~ == rx. 1 •. , pu isque Ies conditions auxq11elles 
doit satisfaire p ( X) sont verifiees pour a= o, b ===co. C'est done l'ine
galite de Bienay1ne-1"chebycheff q11'on obtient. 

• 

' 

obtenue est toutefois plus precise que celle de Meydell. En effet, si h = 1 

1 -
con_qt1e x 0 Lb ( "'{h,k)k, on a 

• 

00 • 

x~ P(b) L- 'Yh,kbk dP(x) L.- Yh,k 
• 

:ck d P( X) = y h,k( CC,k- CXk )) 
• 

&J b b 

done 
' 

L'inegalite, cor1"espondant pour un h quelconque a celle de Meydell 
elle-me1ne, aurait ete obtent1e au moyen du meme procede que nous 
avons appliquJ si ( toujours dans le cas a== o) on ayait rem place Q ( x) 
par une parabole du degre Ji, tangente a la courbe de repartition au 

· point x 0 , et ayant comme ordonnee du sommet la valeur r au lieu 

de P ( b), done . 
r X It 

Po 
Q(x)= r-x0 I 

pou1· 

0 

Cela donne 

Poui' Ii= .2 nous trouvons 

pour x ~ r; 
hP0 ,. =xo+ . 
lo 1 

2kk(k + I) 
)'2,k = ' (k + 2)k+1 

coefficient trouve par M. de J ongh. 

Le cas special k = 2 donne 
• 

' 
3 

)'2,2 = - . 
8 

0 / -~·· / ,. 
...;.;-;;~ 11,,t.l ti·-· ' 

• 

• 
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Po11r h > oo et k constant les coefficients Yh,k ne tendent que lentement 

vers leur limite, qui d'ailleurs n'est pas zero : 

• 

e-k1.k 
lim "'{h,k= k.r 
h➔ a-;, . 

• 

• 

Nota1nment k · 2 donne 2 e-2 =0,21 1 tandis que • 

3 
12,2 = 8 

63 
13,2 = 5• = 0' 3456, 

2 4 .5. 
'V4 ") = = 0' 3292, - ... I ,- 35 

Pour Ii et k tous les deux tres grands, on trouve en premiere 

ap p 1--0.'Cimation 
• 

• 

hk 
2 r:li+k 

1 - .. 
'J -

• 

Revenons au cas general a~ o et demontrons qu'on peut pour un h 
quelconque obtenir une inegalit6 du type de celle de M. Can1p .. 11 
s'ensuivra qt1e l'inegalite de Camp est bien moins precise que la n~tre. 

Cette inegalite s'obtient lorsqu'on tache d.1 eviter l'introduction de la 
fonction r,1 ,,, (ex) au lieu du no1nbre "'[k,lr• 11 faut po11r cela rem placer la 

t . 

partie de la fonction Q(x) pour x L:. a par le p1--olongemcnt Q*(x) de 
• 

la parabole qu'on a pour a L. x Lr. Afin de pouvoir utiliser Q(x), il 
• 

faudra rem placer la partie o L. x L. a. de la courbe P ( .i) par une 
' ' 

autre P*(x).; qµi est tot1jours ~ Q*(x). Une telle ... courbe P*(x) peul. 
s'ohtenir comme la partie o L x .La d'une autre parabole du _degre h, 

ayant aussi son s01n1net su1 .. la hauteur P ( b ), et passant par a, P (a) 

de me1n·e que ( .x0 , P O). Done 

P*(x) = P( b) + c(s-x)h (oLxL..a), . . 

" 

avec 
1. -

C Po P(b) h s m-o . 

Xo a 1 • -
P(b) Ii P(a) Po 

1' 
-P(b) h 

Po P(b) 
C • 

(s Xo)h 

• 

• 

En comparaison nous avons 
' 

• 

Q . P 0 P(b)(r ,, 
'k ( $) ·- • p ( b) + - [l; )1L . 

( ,~- Xo )ft 
(o L :cL. a). 
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Puisque P* (a)== P (a)~ Q* (a)=== Q (a), nous trouvo11s 

_.i; __ a_ ~ _r_ -_a_, 
s - x 0 r x 0 

done s L. r, 
' 

• 

' 

d • h! (s · X )IL • 

1 
P*(x) ' J 

Po P(b) 
dx (h • ) f ( s Xo)lt J . 

' -h ! (r x)/1 • d • 

Po P(b) 
J 

'Q*(x), 
(Ii . ) ' ( r . .xo )ft da; J . 

(s -xo)lt , etant decroissante pour 
• 

xLx0 LsL, .... Done, nous avons, en effet, 
• 

• P* ( X ) - Q * ( X ) '.::::::,. 0 pour oLxLa, 

. 

le developpement du membre gauche par rappo1't a a -x n'a3"ant que 
des -coefficients non-negatifs. Alors • 

\ a .a 

xk dQ*(x)L- . ::ck dP*(x) 
0 0 

• 

ou C depend de a, de b et de x 0 , et des valeurs de P ( x) en ces points, 
mais non de / 0 , done de r!' En combinan·t cette inegalite avec ( 4) et ( 5) 
nous t1~ouvons, en rempla<;ant la notation Q*(x) par Q(x), pour 

• 

I' r• 

' 

rxk- rtik(a)- Mk(b) ~- :;ck dQ (a;) + ak P ( a) - Q (a) • 

• 

• 

, 

Or, on a 
ll-1 

( s _ a;")h-1 ' = 
(s Xo)ft 

• 
l 

h-1 

0 
• It ...... 1 

Ji-I 
• • 

l, 

1 

= 
(xo- x)l,-1 

(.xo a)h 
• 

a 
r ;• a 

xk dQ(x)~- xk dQ(::c) + xk dP*(x) 
a 0 

,. P0 - P(b) h 

( r Xo )h 
a;k(r _ a;)li-1 dx . 

0 
• 

a P0 - P(b) h 

( S - Xo )h .1 fl 
x'•(s-x)h-1 dee. 

• 

• 

$-(.1. i 

S-Xo 

Xo. a lt-i ( a. - X )lt-i-1 

s a;0 (xo a)li-i 
• 

' _s __ a_ Ii ( a x )h t-1 + ( a _ a; )lt-t 

s - Xo · ( x 0 - a )lt-i ( s .x0 )h 

S - a fl ( a - X )h--1 
-a;0 + (s a;0 )lt · 

s - a l1. ( a - X )Ii 1 -
\. $ - :Co ( Xo Ct )ll 

• 

• 
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I I s a h I 
• 

i (s Xo )It. (xo a )fl $ :xo (xo Cl )It . 

et que • 

• 

IL P(a) P(b) I S a 
Po P(b) ' s Xo • 

cela devient 
L ( Xo - x )It ·1 p (a) - p ( b) -- ( a - X )fz-t . 

( a:0 a )Ii Po P ( b) ( Xo a )h , 

Par substitution nous trou vons enfin 
• 

• • . • 

'Y.k- mk( a) - Mk( b) 
r a ' 

h xk ( r _ a; )ll-1 ~lx h xk(ct - x)h-1 dx 
0 

(r- xo)11 
+---------

(Xo - a)ll 
• a 

h xk(xo-x)h-1dx 

P(a)-P(b) 0 ---~-~-=----· (xo- a)h 

Done, en prenant le minimum 

en posant 

du me1nbre droi·t par rapport a , .. , et 

• 

' OU 

a 
' 

h a;k( a - x )'" 1 da: 
0 = Y !t,k --(---)-,.---,,.k-

Xo - a ''Xo 
a 
xk ( Xo - x )lt-i d::c 

0 
a 
xk( a - x)li-1 dx 

0 

• 

' 

( k + h )k+ h ( I _ rx ) fl 

• 

h-1 

a 
Xo 

.• 

' 

~l-1 (I - e)lz-1 ti;= l+h-r 
l 

. rxl+j (I - rx)h+1-j, 
+J 

0 

nous obtenons enjin 
• 

• 

/ ' 
. a.k- mk (a) - Mk ( b) 1 P (a) -· P ( b) qJ 

p O L p { b) + "( J,,k k -- + , I + c:)-1 , 
:&-0 I+ cp I 

• 
• 

' 
• 

C'est cette in6galite qui se change en celle de Camp pour h = 1, en 
prenant b == oo, done P(b) == Mk(b) == o, et en rempla<tant le terme mk(a) 
par zero. Dans ce cas y; = 1 et le dernier terme devient le 0 de Camp . 

• 

A c1:t-use de l'en1ploi des in•egalites (x0 -a:)h-iL..(s--a)h-i,. et 

• 

• 

• 
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notan1ment ( s --x0 )h + ( x 0 - a )1
l ./· ( s-a )h (lac111elle pour Ii~ 2 ne 

devient une egalite que si l'un au moins des ter1nes du mernbre ga11che 
est egal a zero), l'inegalite generalisee de Can1p est bien 1noins precise 
que la notr·e. On pot1rrait obtenir tine inegalite plus precise, en st1bsti-
tuant plus tot l' egalite t 

t -
S-Xo 

= s a 
Po- P(b) h 

P(a) P(b) ' 
• 

et en resolvant t1ne eqt1atio11 algebrique du degre Ji pour tro11ver 

P0 -P(b). En omettant les details, nous ne donnons que le resultnt .. 

Si A=== f:fh,ti·( :f., C) est~ o et L 1 et satisfait a !'equation 

!1. 

. h!k! °A" . 
(. 1)1-1 (h-j) ! (k + 1") ! l-J 

j=t 

on a • 

(8) PoLP(b)+ 9h,k 

' 

Pour h === 1, 

• 
donne l'inegalite de Camp. . 

. ' 
• 

Amste1·dam, fevrier rgSo, 

Publication du Centre Mathematique. 

I ). il. ( ) C 
I - ct k+t ,j :x = ' 

h 
P(a)- P(b). 


