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1. - L'application d'une theorie mathematique aux sciences em
piriques s'effectue toujours de la maniere suivante. Le systeme des 
forn1ules mathematiques (ou logiques, etc.) est considere comme 
un modele (simplifie et regularise) des phenomenes observes et de 
ceux qui seront observes, entre lesquels il est intercale. La transition 
des descriptions des phenomenes observes (les donnees) au systeme 
formel sera dit l'embrayage de ce systeme, celle du systeme aux 
predictions des phenomenes a observer sera dit le debrayage du 

' systeme. 
A vrai dire l'embrayage et le debrayage s'effectuent en plusieurs 

etapes, certaines parties du systeme n'etant qu'imparfaitement for
malisees. En effet, deja la description des phenomenes observes ne 

. . 

les reproduit qu'au prix de !'omission de beaucoup de details, c'est-a-
dire d'une maniere simplifiee. En effet la relation entre _les pheno
menes et leurs descriptions ne peut pas etre univoque, car il serait 
impossible d'appliquer un meme mot a diverses situations. L'intro
duction d'une theorie scientifique est alors une nouvelle simplifi
cation de meme que sa representation par un systeme d'axiomes 
(lois), et que }'application de la logique deductive a celui-ci. lei 
nous ne nous occuperons guere de ces phases partielles. D' ailleurs Ia 
description des donnees repose sur des experiences de nature gene
rale, le plus souvent non-analysees, tandis que la prediction des 
phenomenes a observer sert a ef fectuer des actions determinees, soit 
de nature utilitaire individuelle ou sociale, soit de nature · scientifi
que (par exemple a faire des experiences nouvelles). On peut meme 
remplacer les predictions par des decisions d,action, comme l'a fait 
recemment Abraham Wald, en se basant sur l'idee de Jerzy Ney
man, de substituer a la notion classique de raisonnement inductif, 
celle de conduite inductive. Une telle decision cependant n'a de 
sens que si elle est consideree comme equivalente avec la prediction 



56 D. VAN DANTZIG 

que l'action a. laquelle on s'est decide reussira, ce qui doit etre con
trole par de nouvelles observations. Ce n'est done que l~ordre de la 
prediction avec l'observation subsequente et la decision d'action qui 
est change. Le processus total a done globalement la forme sui

vante (Cf. D. van DANTZIG, 1947) : 

Experiences generales 

Observations 

Descriptions 
• 

- >-

Embrayage 

Theorie 
scientifiq ue 

Debrayage 

Decisions d' actions 

Modele 
mathematique 

(logique) 

Axiomes 
Deductions 
Conclusions 

Il n'est pas necessaire que cet ordre soit identique a l' ordre chro
nologique. Lorsque les observations ,,finales'' precedent dans le temps 
le systeme for111el, on dira que celui-ci sert a ,,expliquer'' (au lieu 
de ,,predire'') ces observations. 

Dans les theories classiques l' emploi du systeme f ormel est a peu 
pres categorique: lorsqu'il y a contradiction entre les predictions et 
les observations ulterieures, on tache d'abord d'ecarter soit les obser
vations initiales, soit les observations finales comme etant ,,erron
ees''. O·u bien on s'efforcera de montrer que l'embrayage ou le de
brayage ont ete effectues d'un maniere incorrecte. Mais si ces affir
mations s'averent insoutenables, on rejette le systeme formel, en 
tachant de le remplacer par un autre. On exige done qu'aucune des 
predictions resultant du systeme._ formel ne soit infirmee par les 
phenomenes observes. 

2. - Souvent on ne reussit pas a trouver un 1nodele satisfaisant 
a cette conditon rigide; ou encore un tel modele, quoique po$sible, 
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deviendrait tellement complique qu'il ne serait plus maniable. En ef
f et, le mode le doit satisf aire a deux conditions, generalement a peu 
pres contradictoires: celle de representer aussi exactement que possi
ble Ies experiences, et celle d'etre sitf fisamment simple afin que l'on 
puisse le manier. Dans plusieurs sciences modernes on ne reussit pas 
a trouver un modele qui satisfait a la condition imposee. Dans les 
sciences classiques, par exemple dans la physique, ceci reste possible 
aussi longtemps que les obervations ne deviennent pas trap precises. 
Or, en augmentant la precision des mesures, les modeles classiques 
deviennent generalement trop grossiers, et l'on ne pourra plus main
tenir la condition categorique. 

Auparavant on pensait que dans de pareils cas on ne pouvait plus 
appliquer les methodes de la mathematique et de la logique, et que 
l'on devait necessaire1nent s'appuyer par exemple sur !'intuition 
seule. Mais on a constate bientot que les methodes matheni.atiques 
restent applicables; pourvu que l' on affaiblisse un peu la condition 
rigide mention1~ee ci-dessus. 

Au lieu d'exige1" qu'aucun des enonces, resultant du modele, ne 
soit infirme, on se contente d'exiger que cela ne se produise que pour 
un petit nombre d'entre eux seulement; on admet done qu'au plu.~ 
,une pro portion bien det,erminee des. predictions soient co,ntredites 
par l'.experience. C'est en renon~ant a savoir d'avance lesquelles de 
ces predictions seront verifiees, que l' on reussit a reintroduire les 
methodes mathematiques. 

Pour fixer les idees un peu, soient 
a, b, c, d, .... , u, v ' 

des formules appartenant au systeme formel logique, representant 
des enonces (predictions) empiriques 

A, B, C, D, .... , U, V. 
En comparant ces predictions avec les observations correspondantes, 
on trouvera parfois que la prediction est verifiee ce que nous desi
gnerons par un signe +, et parfois que la prediction est infirmee, c>est
a-dire contredite par !'experience, ce qui sera note par le signe - . 
En faisant cela, nous avons suppose que tant pour les predictions 
que pour les observations seuls les cas d'accord complet ou de desac
cord complet peuvent se presenter. On obtient done une suite telle 
que, par exemple 

+A, +B, -..C, +D> .... , -U, -V. 
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Lorsque le nombre d'enonces dont il s'agit est N, et celui des 
predictions infirmees M, nous appellerons M/N le degre de mefiance 
du systeme de predictions. La condition aff aiblie sera: 

Le degre de 11iefiance ne depassera pas un nombre a, le seuil 
de mefiance, fixe d'avance. 
Nous verrons que meme cette condition affaiblie ne pourra etre 

satisfaite qu'avec deux restrictions serieuses. 

3. - Comment pourra-t-on, - a ces restrictions pres preci
sees ci-dessous -, aboutir a un tel systeme d'enonces? 

Precisons d'abord la forme donnee habituellement au modele. Il 
y a de nombreux formalismes, a peu pres equivalents, OU plutot iso
morphes, parmi lesquels nous mentionnons seulement ceux de Pierre 
Simon de Laplace (1812), G. Bohln1.ann (1901), John Maynard 
Keynes (1920), Richard von Mises (1921), Hans Reichenbach 
(1933), Alexander Kolmogoroff (1934), B. 0. Koopman (1940), 
et recen1ment Rudolf Carnap (1950). 

II s'agit toujours d'une fonction reelle P, ne prenant que des va
leurs p avec O < p ~ 1. Cette fonction est a une ou, ce qui csi: 
plus simple, a deux variables, disons A et B, qui ne sont pas des 
nombres, mais que parcourent un menie ensemble, disons n. 

Cet ensemble o est d'un type · special, appele ,,structure'' par 
Oystein Ore, ,,treillis'' (,,lattice'') par Garrett Birkhoff, ,,some~' 
par Constantin Caratheodory. On peut obtenir . de tels ensembles, 
en prenant pour A et B des sous-ensembles d'un ense1nble donne 
<P (le ,,champ de probabilite' de Kolmogorof f) ou aussi des ,,ev ~-
nements eventuels'' (brievement: ,,eventualites''), correspondant 
aux ,,cas possibles'' de Laplace, ou aussi des propositions (Keynes -
Koopman, Reichenbach) , ou des formules logistiques (Carnap). La 
negation , A, (non A), la conjonction A /\ B (A et B), et la dis
jonction A VB (A ou B) , dans les systemes logiques correspondent 
respectivement a: l'ensemble complementaire q,_A (les elements de 
<fJ q'appartenant pas a A), l'intersection A n B (1), !'union AU B (1) . 

II importe peu que le modele ainsi construit soit un modele mathe
matique (fonction additive d'ensemble, Kolmogoroff), ou un mo-

(1) L'intersection AU B est !'ensemble des elements de <:p, appartenant a A et 
a B; l'union A n B est !'ensemble des elements de 'P, appartenant a au moins un 
des ensembles A et B. 
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dele logique (Keynes - Koopman, Reichenbach) OU un modele se
mantique (Carnap) . Dans le dernier cas, P est un predicat semanti
que de deux variables, parcourant les ,,phrases'' (,,sentences'') d'un 
,,language'' (,,object-language'') donne. 

Nous designerons cette fonction par P[A BJ et appellerons sa va
leur la probabilite de A sous la condition B. Les notations corres
pondantes des autres auteurs mentionnes seraient: a/b (Keynes -
Koopman), PB(A) {Kolmogoroff),C (a, b) (Carnap), tandis que 
Reichenbach designe la. relation P[A!B] == p par B ~ A. 

Les regles principales auxquelles la fonction P [A BJ doit satisfai·re 
sont, en adoptant les notations logistiques: · 
Regle d'addition: P[A1 /\ A2!B] == P[A1 IBJ + P[A2IB] pourvu 
que r (A1 A. A2 /\ B) ; 
Regle de multiplication: P[A1 /\A2 B] == P[A1 !A2 /\ B]. P[A2\B]. 

Nous ne discuterons ici ni les generalisations, ni les conclusions, ni 
les applications de ces regles. Etant donnees les valeurs de la fonction 
P pour un nombre suffisant de paires [AB], on en peut deduire les 
autres. Sur ce point ii n'y a aucune difference entre les divers au
teurs, des qu'ils s'accordent sur le champ de definition parcouru par 
les variables - ce qui cependant n'est pas toujours le cas, en parti
culier pour le principe dit ,,de Bayes'' -. L'extension de la theorie 
au cas. d'ensembles infinis n'est qu'une regularisation subsequente et 
sert seulement a simplifier Jes deductions. 

Pour nous, il s,agit de deux problemes tout a fait differents, a 
• savo1r: 

1. Etant donne un probleme empirique determine, comment trouver 
la fonction de probabilite correspondante? (Probleme de l'em
brayage). 

2. Ayant trouve les probabilites desirees, qu'en tirera-t-on pour le 
probleme empirique donne (Probleme du debrayage). 

4. - Nous considerons d'abord le probleme du debrayage. Sup
posons qu'on ait obtenu une relation de la forme P [AB] == p, ou 
B correspond aux conditions sous lesquelles une experience est faite, 
tandis. qu' A designe un predicat qui peut etre applique au resultat 
des observations. Tandis qu'une division des valeurs de p en inter
valles tres grossieres peut s'exprimer en termes psychologiques (,,tres 
peu probable'', ,,des chances egales'', ,,tres probable'', etc.) , cela 
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n' est pas possible pour une distinction plus fine, telle que la diff e
rence entre p == 0,63 et p == 0,67. On ne peut pas davantage les 
traduire en termes empiriques. 

Or, au moyen du theoreme de Bernoulli, on peut reduire ce der
nier probleme au cas ou p est un nombre qui di££ ere arbitrairement 
peu de 1. En effet, 8 et e etant deux nombres positifs arbitraire
ment petits, on peut determiner un n(o,e) tel que pour chaque n 
> n(o, e), et chaque n-uple de paires independantes de predicats 
Ai. Bi (i == 1, •.. , n) tels que P [A1IB1] = • •. = P [.An I B0 ] == p 
on aura 

P[I :-pf <e!B] >I-8, 

ou B designe la conjonction des Bi, tandis que m designe le nombre 
des Ai predits (2

) • En omettant le B (3
) , suppose connu, nous abre

geons cette inegalite en 
I m - p I < e, spr o, 

n 

ou l'abreviation spr 8 (,,salva probabilitate 8'') veut dire: sauf une 
probabilite :::; B. 

11 suffit done de debrayer des relations de la forme 
A spr 8 

avec un o arbitrairement petit. 
Deja d'Alembert (1761) a dit qu'il etait errone d'admettre qu'une 

eventualite de tres petite probabilite ne se produit que tres rarement, 
mais qu'on .doit dire qu'elle ne se .produit point du tout. Plusieurs de 
ses contemporains et de leurs successeurs ont nie ce principe, l'ont 
meme ridiculise quelque peu jusqu'a nos jours, ou M. Emile Borel a 
rehabilite ce principe tout en precisant les degres de petitesse requi
se. Citons un exemple que j'ai mentionne une autre fois. II y a une 
probabilite extremement petite - une estimation tout a fait gros
siere conduit a 1 sur 101031 - que presque toute la radiation du so
leil (que nous savons avoir une distribution aleatoire) se concentre 
soudainement en un certain lieu, tandis que la radiation sur le voisi
nage reste inalteree. Si ce phenomene extraordinaire se produisait, on 
pourrait voir s'evaporer soudainement, disons, une arche du pont de 

(2) Precisement: considerons la conjonction Ail' .... i·m d'une m-aine des Ai avec 

les negations de tous les autres. Alors r: - p ~ e remplace la disjonction de 

tous les A; , . . . . i10 pour lesquels m satisf ait a cette inegalite. 
(3) On peut aussi conserver le B, en ecrivant: {B. ) .J m/n - 1 I :;i tt) spr 8. 

' 
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chemin de fer du Moerdijk. 11 y a meme une probabilite encore 
beaucoup plus petite, mais toutefois positive, que, peu apres, la va
peur de fer ainsi produite se recondense exactement clans la forme 
originale.. On peut s'imaginer la consternation des voyageurs d'un 
train passant peu apres sur ce pont sans rien apercevoir, lorsque le 
soir, ils liront clans les journaux a quel danger ils ont echappe si mi
raculeusement ! 

Un autre exemple se rattache au jeu de bridge. La probabilite que 
le donneur des cartes recoive les treize cartes d'une couleur determi
nee est environ 1 sur 63 5 milliards. On peut done gager un franc 
contre le budget annuel d'un etat quelconque, que cette eventuali
te ne surviendra pas. Autrement dit: si 10000 teams jouaient jour 
et nuit avec une vitesse d'un jeu par minute, un tel evenement se 
presenterait en moyenne une fois en 120 ans. Neanmoins il n'y a 
guere de joueur de bridge ou d'amateur de ce jeu qui ne dira, et 
peut-etre meme ne cro-ira, avoir assiste a un tel miracle. 

Ces exemples ne peuvent qu'affirmer l'avis de d'Alembert. On ne 
peut pas soutenir que des probabilites si minimes, puissent etre 
distinguees de zero. Car leur calcul, quelq ue soigneusement qu'il soit 
fait, repose sur tant de suppositions de constance et d'independance 
des probabilites, que les valeurs numeriques obtenues sont comple-
tement · illusoires. 1o. 

On peut done tacher d'user le principe de d' Alembert pour le 
debrayage du modele. Et c'est cela qui est souvent fait aujourd'hui. 
II y a, cependant, une petite subtilite de nature logique dont on 
doit tenir compte. Supposons que l'on dise: une eventualite ayant 

, 

une probabilite ◄ : 10-10 ne se realise pas. Or, la probabilite que le 
joueur de bridge obtienne treize cartes determinees mais tout-a-fait 
arbitraires a la meme valeur d'un sur 63 5 milliards; done aucune 
repartition des cartes ne se presenterait. Cette conclusion repose sur 
le fait que le predicat ,,se realise'', attribue a une eventualite, est 
distributif par rapport a la disjonction. En denotant ce predicat par 
R, et les eventualites par A1, ... , An, on aura: 

R(A1 V ... V An) == R(A1) V · · · V R(An) 
c'est-a-dire: dire que l'eventualite (A1 OU ••. OU An ) se realise est equi
valent a dire que l'une au moins des eventualites A1, ... , An se pre
sente. En denotant la negation de R par_R on a done: 

R(A1 V ... V An) = R(A1) /\ · · · /\ R(An) 

5 
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(si A 1 V ... V An ne se realise pas, alors aucune des eventualitees 
A 1 , ••. , An ne se realise). A cause de cette difficulte, on ne peut 
pas utiliser le predicat R pour debrayer le modele. II nous faut pour 
cela un predicat qui n'est pas distributif. D'autre part le debrayag~ 
consiste en le passage d'un predicat quantitatif, par exemple 
P [A] -< c a un predicat qualitatif categorique, co1nme R(A). 

On ne peut done pas sauver la situation en disant qu'il est ,,ex
tremement probable'' OU ,,pratiquement certain'' qu' A ne se realise 
pas, puisque ces predicats restent une fois precises - quantitatifs. 
Or, un tel predicat non distributif, satisfaisant a toutes les condi
tions, ne m'est connu ni clans le modele lui-meme, ni dans le meta
systeme semantique qui decrit ce qui arrive en realite. Le seul 
predicat de ce type que je connaisse, se rapporte a un meta-met~
systeme dans lequel on inclut la conduite humaine par rapport aux 
evenements. Par exemple le predicat C qui exprime que quelqu'un 
(par exemple un individu I ou un groupe d'individus determines) 
tient co1npte de la realisation d'une eventualite. Car, dire que je ne 
tiens compte ni de A ni de B n'exclut pas que je tienne compte 
de (A ou B). Avec ce changement, a savoir le remplacement de ,,A 
n'arrive pas'' par ,,I ne tient pas compte de la possibilite qu' A arri
ve'', on peut done employer la remarque de d' Alembert pour de
brayer le modele, en l,appliquant aux eventualites de petite proba
bilite ~ a. 

Ren1arquons encore que le seuil de mefiance a (,,level of signi
ficance'') accepte habituellement clans les sciences biologiques et 
medicales, a savoir a:::= 0,05 n'est pas la borne o que nous utilisons 
pour le debrayage. Lorsqu'on a une suite de N predictions A 1 , ••• , 

AN, faites toutes spr 0,05, on tiendra certainement compte que 
quelques-unes parmi elles soient erronees, et meme que leur propor
tion soit a peut pres d'une sur 20. Mais ce dont on ne tient pas 
compte, c' est que le nombre de predictions erronees soit sensible-~ 
ment superieur a 0,05 N, disons, pour N == 1000, plus grand que 
0,07 N == 70 au lieu de 0,05 N == 50. C'est precisement en redui
sant le debrayage a une seule application du principe de d' Alembert 
que nous pouvons choisir un o assez grassier (par exemple 1,5 °/oo 
ou meme encore plus grand). Il va sans dire que, la valeur 0,05 
etant une borne superieure admise par convention, la plupart des 
degres d'incertitude reellement obtenus, done aussi le nombre atten-
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du de predictions erronees, seront sensiblement plus petits que 1
/ 2 0, 

pourvu, bien entendu, que l' e1,nbrayag.e ait ete ef fectue d'une maniere 
correcte, autrement dit, que le modele utilise soit bien adap,te au 
probleme em pirique. 

5. - Passons done au probleme de l'embrayage. Le temps dispo
nible ne me permet pas de m'y attarder. Je dois done me contenter 
de quelques remarques sans pouvoir donner une theorie complete. 

Dans la plupart des applications on aura a faire a un probleme 
empirique se rattachant a une serie d'experiences eventuelles, dont 
les dependances mutuelles sont negligeables. On les supposera done 
mutuellement independantes. Une hypothese plus restrictive con
siste a les supposer avoir toutes la meme fonction de probabilite. En 
particulier, les conditions experimentales sous lesquelles les donnees 
ont ete obtenues doivent etre sensiblement les memes que celles aux
quelles les predictions se rapportent. Si, par exemple, un medecin 
a obtenu de bons resultats avec une cure en l'appliquant aux mala
des de sa clinique et s'il en veut deduire une prediction sur !'appli
cation generale de cette therapeutique,, il devra se demander si la 
guerison de la maladie ne depend pas par exemple des conditions so
ciales des malades, et si celles-ci sont les memes pour les patients de 
son hopital et pour les malades de tout le pays. Strictement dit, les 
evenements observes doivent constituer un ,,random choice'', di
sons sans nous arreter a la signification precise de ce terme: it·n 

choix ,,aselect'', parmi l'ensemble de tous les 1nalades auquel la pre
diction doit s~etendre. Un autre exemple se rapporte a des essais de 
dietes differentes sur plusieurs groupes de poussins. Nous avons 
rencontre un cas ou aucune difference de croissance des poulets ne 
pouvait etre trouvee d'une diete a l'autre, tandis qu'une meme diete, 
donnee a deux groupes differents donnait une difference de crois
sance bien significative. Il se faisait que les poussins d'un groupe 
etaient deja un petit peu plus lourds au commencement de !'expe
rience. Quoique la difference des poids initiaux fut negligeable en 
soi-n1eme, cette petite difference indiquait peut-etre que les pous
sins de ce groupe croissaient constitutionnellen1ent mieux que les 
autres, ce qui probablement se manifestait avec force plus tard. Si 
le choix des animaux eut ete fait d'une maniere aselecte, cette diffi
culte ne se serait pas presentee. 
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Supposons done qu'on ait choisi un type de modele bien adapte 
au probleme. En general celui-ci ne determinera pas completement 
la fonction de probabilite P [A, B]. Au contraire, il contiendra sou
vent non seulen1ent des parametres indetermines, mais meme une 
fonction de distribution indeterminee. Or, l'embrayage d'un modele 
unique demanderait la determination complete de cette fonction. 
Sou vent on fait cela en posant l' by pothese que cette fonction ait 
une forme determinee et en appliquant la theorie de l'essai des hy
potheses de J. Neyman et Egon S. Pearson. Le principe de cette 
theorie, - dont nous ne pouvons pas donner aujourd'hui une ex
position plus detaillee - consiste en ce qu'on determine un ensem
ble (dit !'ensemble critique) de resultats possibles de l'experience, tel 
que la probabilite de cet ensemble reste sous le seuil de mefiance 
admis, et que l'on rejette l'hypothese chaque fois que les donnees 
experimentales se trouvent dans cet ensemble. Or, lorsqu'on n'a pas 
reussi a rejeter une hypothese H sous un seuil de mefiance a, qu'on 
adopte ensuite cette hypothese comme si elle fut vraie et qu'on en 
derive une prediction avec un meme seuil de mefiance a, la conclu
sion ne vaut pas spr a,, mais seulement spr 1. En effet si H n'est pas 
rejetee spr a, on peut seulement conclure spr a que H appartient a 
l'ensemble, disons n1 , de toutes les hypotheses qui ne seraient pas 
rejetees par les observations, si elles avaient ete essayees. Or, une 
prediction, valable spr a si H est vraie, peut avoir un seuil de me
fiance arbitrairement pres de un (ou aussi == 1) si une autre hypo
these appartenant a nl est vraie. 

Remarquons encore que des deux relations 
A spra B spra 

on ne peut pas deduire la relation (A (\ B) spra, mais seulement 
(A/\ B) spr 2a. Une conjonction d'affirmation valable spr a ne petLt 
done etre f aite qu' en tenant compte de cette restriction. 

II y a un autre principe sur lequel on peut parfois s'appuyer et 
qui permet d'eviter un embrayage complet. Soit Q !'ensemble de 
toutes les fonctions de propabilite (hypotheses'') admises. Soit Q 
un predicat vrai pour les donnees experimentales, et soit A le pre
dicat qu'on veut predire. Ceci pourra etre fait spr a lorsqu'on reus
sit a partager n en deux sous-ensembles 0 1 et n2 tels que 

P [Q(01 ]::;; a, 

P[AI02] > 1-a: 
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Il s'ensuit que pour chttque hypothese a.ppartenant a i·i on a 
P IQ ,\ k,,. .A] kt;;;;, a 

., . I ' --~ , 

... ,, (QI\·, A) spra, 
()\.1 

Q) ""f\. spr (1. 

Puisque Q est suppose vrai, on obtient 
""A.. spr a 

Supposons, par exemple qu'il )1 ait seulement un paran1etre p de
sig11ant une pr<>babilite, qui reste indeterx11ine. On detern1iner.a alors 
un er1se111blc !21, sur l'axe des p, tel que pour cha.que p e tl, l'enonc~ 
Q sur les donnees experimentales soit peu probable (P ~ a) . On re
jetter4 done ces valeurs de p .. Si 1>our touit:-s les aittrt·s valeurs de p, 

. 1 . di . ll d f. l' ' ' A ' ,~or1st1tuant e soi- sant tnteri/a t"' - t') t..'"'Ott 1anc:-1.', enonce est tres 
probable (valable spr a), la prediction A vaut spr a pour toutes les 
,.,aleurs de p. 

I:11 r~sumant, nous pouvons dire qu'une prediction spr a fondee 
sur· un.e hypothese non-rejetec spr er ne vaut que spr 1, tandis qu'une 
telle prediction fondee sur tout un intervalle de confiance a seuil 
de mefiance a: vaut elle-meme spr a. 


