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The plotting of observations on probability paper 

The mathematical foundation of probability paper for a · 

variate with~umulative distribution 

plained 

To 

of 

as well as its purpose. 

plot the observations it is necessary to use an estimate 

Several methods are descrj_bed and compared, and a new one 

is developed, having the proper~y that with a very good appro

ximation the medians of-~ are situated on a straight lineo 

The derivations are given separately in an appendixo 

• 



1 . Inleidin~. 
II Id I • 2 

Is~ eer1 normaal verdeelde stochastische 

gemiddelde en spreiding oi, waarvan 

( 
. l. 

<( - t 

1 
1 . 

, ::sti?i• 

-
z O" d ,< 

1 grootheid met 

de verdelingsfunctie voorstelt, dan heeft de meetkundige plaats 

van de punten .x, f~r xJ op ge""1oon rnillj_meterpapier ui tgezet 

een gedaante als in figuur 1 
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Figc 1c Normale verdelingsfunctie op gewoon grafiekenpapier. 

Door transformatie van de verticale schaal kan men gedaan 

krijgen, dat deze kromme lijn voor 1.edere en a~ in eet1 

rechte lijn overgaat~ Deze transformatie bestaat daaruit, dat 

men op de verticale schaal bij het punt met ordinaat c als 
.c 

nieuwe ..,._ verdelings-

functie van de gestandaardiseerde normale verdeling voorstelt: 

2 
__ 1 
2 77: ' ,/ 

-co 

Daar 

,1 
if - .--··· 

2 c-l ~ t. 

is, is de bij "= .·---(x) behorende waarde van 
__,, 

dus op de oorspronkelijke lineaire -schaal de 

gelijk aan '<;~ 0 

1 F·(xJ wordt 
' 

meetkundige 

1 Onderstreping geeft aan, dat de desbetreffende grootheid sto

chastisch is, dow~zb een waarschijnlijkheidsverdeling bezit, 



plaats der punten (x, ~-:rt':) , hetgeen een rechte li'"jn is .. H1erb1_j 

, ' -· t. t e rw i ·, 1 (. 2, . J 

1 a de richtingsco~ffici~nt van de lijn is. 

Behalve dit normale waarschijnlijkheidspapier kan men op 

analoge wijze, uitgaande van een willekeurige verdelingsfuncti.e 

( x.,I !) w aars chi jnl i jkhe ids papier vervaard1gen., waarop verde 1 i 1·1g:3 ,_ 

functies van het type Rl)(x-r1✓'3) met a& en /'3 parameters door eer.1 

rechte l i jn warden voorges teld., Ook is het b. v. mogeli jk waar-

schi jnli jkheidspapler te maken, behorende bij verdelingen van 
· · ·· oex -,,.p 

het type ff e · ) , door de ene schaal logari thmisch te tranfJ ~· 

formeren en de andere volgens f'"ixJ, Hetzelfde geldt trouwens 
.--- " voor verdelingen van het type waarin .,_,, een WJ_lle-

keurige monotone functie is; de ene schaal wordt dan volgens yJ 
• 

en de andere volgens getransformeerde 

De beschouwingen van de volgende paragrafen gelden alle 

voor ieder van deze soorten waarschiJnlijkheidspapier. 

2. Het doel van waarschijnlijkheidspapier. 
a 1 • r r: ors a a a•• rv•; •• * c ,, 1111 1 : • • , a 

WaarschiJnlijkheidspapier kan o.a. gebruikt warden om Of) 

grond van een gegeven steekproef ..x~_, ... , xn. op snelle wijze eE1 :·, 

schatting van de beide pararneters ...,,._ en cr· te verkrijgen., ~i.11 ... 

dien men de vorm der waarschijnlijkhe:idsverdeling van ..,y l<er1·-., 
---·-

of om een visuele indruk te krijgen ter beantwoording van de 
' vraag, of deze grootheid x een verdeling van het beschouwde 

type bezito 

In beide ge~:allen zal men de \'J'aarnemingen x, ... , xn o·p rlt:.=·l: 
I 

waarschijnlijkheidspapier uit moeten zetten. Dit kan nu op ver-

schillende manieren geschiedena De moeilijkheid zit daarin, d~i: 
' 

van ieder der punten 

papier uitgezet precies 

de coordinaat X<· bel,cenc1 

en er niet bekend zijn~ 

zelf een schatting van 

func tJ.es gebruiken., 

x " , ( x,.) ~ d i e op he t w a a rs chi j n 11 j l{ he 1 c:J E; --~ 

op een rechte liJn zouden liggen, c:1lJ.ee1. 

is, terwijl f~-) onbekend is, daar Ji 
Men gebruikt daarom in plaats van 

(xi) en hiervoo1, kan men verschillende 

• 

3 ~ ~nke ~~"'' 6,~,~8,9,,.~~-~- 1!1,~~,h.o,<;ie,n c 

\1/ij zullen in het volgende onders·tellen, dat de waa1'\11etn:1 r1- .. 

gen x,,···) x~ genummerd zijn volgens opklimmende grootte, ter\AJl.t_;i::. 

er geen gelijke waarnemingen zijn biJ een continue verdeling 
• 

van xis de kans op gelijke waarnemingen gelijk aan O, zodat wij 
dus hebben ·· 

X .. 
n. 



J;c ·-.; Ml , _ . , , SI' ,AA: · ~ 
;- '. '- _-·. -"',· ., __ ,-<i, -j/ifl'¾ 1 !.•.-,-- d "".,,, De v er sch 1 .1.1. en., .. e s c A .. (,1 t L 1 nes en , tiie voor· 

, etc .• dear zij alle alleen 

van het rangnummer l. van de beschouwde waarneming afhangen@ 

Wij beschoti:wen eerst cje 'fieelal g,e1Jr1.11kelijke functie 

Deze hee.ft het 

' 

"'1 t:J = ·--'~ . 
f J ,.. if' ;;· «. 

n ~l()t '"', rj· a· t o· ·::;C . .i,, , .· · 

bu1ten het papier 

rlaar 

is, zodat het punt 
v'= 1 staat op de 

,,/ 

1 is en dit punt be-
,,t,ndt zi.c.r1 dt1::1 n1e·t op l1et; papier. Hetze1t·cte bezwaar., maa1"i nt1 

voor i = 1, geldt, 1nd1en men 
• 
L- I 

gebruikt~ 

Dit bezwaar ken men op verschillende wiJzen ondervangen, 
b.v~ door de volgende functies te gebruiken 

of'l 

{, 
~---s-~n"""'·"''"•·~•-• , ~ 

Beide funct ies warden ~,e 1 gebr'•Uil<t en er zijn natuurl,j ,jk t1' ... : 

talloze andere mogelijkheden. Voor een keuze ult de verschillcr1-

de mogelijkheden dienen de eigenschappen van deze verschillend~ 

methoden onderzocht te warden. In alle gevallen zet men dus de 
punten 

/ 
( X I JI 

·v· 117 r I J 
-A.. 11 J , · ' 12 . ,,,' 

,' 

op het waarschijnliJkheidspapier uit en uit de vergelijkingen 

(4, ... ,· 7 valt te zien, dat de 4 boven beschreven methoden 
~sym·otot··1·~~h····· v·~ol'.' C.J ,.ii: '-' '·.U'I..•,. · v • aequivalent zijn. Dit geldt oak voor 
de verderop nog te voeren functies /tj;-

.,. 

4 ~ De 11 ~ van he t .,, un t · x i . ~ t '-J ,) • 

Daar x., de i.t~waar ... neming naar orcie va.n grootte, een s.ic(:,~. -· (, 

chastische grootheid is, geldt hetzelfde ook voor iedere funct1~ 
r:::- f'~-· ) van ~~ (. er1 dus in het bi jzontier "'voor1 

, (::.'!-~ J .. Het punt (i~x:i, · · c~:. ,l 
-~ 

1, daar deze l<romrne de meetkundige plaats van cieze punten is t, 

Het stochastiache punt (.v~., 1·x .. ,,1 heeft dus een waars· ch1.jn111 111· .. -· ~ .~ ' -~ all' ' ..,I,,. .. , t ~ --• 2 ' ' -
heidsverdeling over deze kromme .. De stochastische grootheid 

Deze waarschijnlijkheidsverdeling is niet dezelfde als de 

spronkelijke waarsch1Jnlijkhe1dsverdeling van x, dear .. x1 • 

""'""",,,.' ~, (. 
die 



bezit een 

en als modus 

10 

. . ('' T V ., ~lj.L.. eraer ge .. ~, 

' , 

'7' ! . . 
• 

-·• I 

,_,,_, 
..,._,,,_ ". 

• 

l 
,,_,,_ •. _,, .. ""'"'~-·-

voor 1 de rr1ed:1 .. aar1 b 1 j·. benader1,,r1,1: : ,_ 

en wij z1.e·n, clat tuseen de beide andcr~ 

in ligt. Men \can bewijzen, dat dit niet alleen voor 
dering van de med1_aan geldt, maar ook voor de mediaan zelf 

\roor waarden 

Voor een dergelijke , -· 

c:ius 

12 
,. _____ ,...,.,,._ -

biJ" ✓c:: · bet1orende 111t3arde ":- . zie ·a 11,),--- ~. -.I '1... 

-

V ' . . . 
',. ' . 

• : ---y j 

. -Dit betekent, dat de 

boven dan onder zijn 
" ::, 

g en1 i dde lde ,,_ v. l 1 gt, terwi j 1 he t ot-r1~ce 1,. •., '-· ·· 
~ J, ~ 

·-· 
de voor de modus gelclt. Daar het ·punt(~,- ,.f-.· J steed!:1 op iclc .r· 

OJ~L,($tt4 - . .., ... 
,., . - " 

figuur 1 getekende kr·omme 
dan de helf·t der gev,1llen on<:1e1~ dE~ze \crorr1me liggen en r1etc f:Jt 1 tJ .. 

Dit 

gelden, als men de verticale schaal volgens 2 

formeert, omdat deze tranaformatie monotoon is, d.w.z. de 

orde van de punte11 in verticale richting niet verandert . 

\ !Cl 1 
['" ... I , 
' ., . 

) , .. · -f 

het 

.!l , fl 71C I 
~· _(I \ De _r,~1nctie 

,,' J 

heeft dus het bezwaar, dat voor 

waarsch1jnl1jkheidspap1er uitgezette puntLii1 

in meer dan de helft der gevallen onder de lijn liggen, die de 

onbekende 1tJaart;chijnlijkheidsver~cielinf; voor'stelt, ter,.wiJl d:tt 

"<JOOr < 

dus tot 

• 

j1..1 i s t, an ci e rs om is ,, De z e \"J ·t J z e v a n 11 i t z e t t e n t1 e E: 4 

' t. 

he l. ft de r ~-; e v a 11 e n de l ~ •"~ i ... 

ling van de lijn te laag. zal schatten, dus de spreiding te hooc. 

Daar komt nog bij, dat dit effect het sterk~;t is voor kleine c11 
·, 

voor grate waarden van L, waardoor de op deze wijze uitgezettc 
put1ten de neiging hebben op het waarschijnlijkheidspapie:r~ ir1ir1 i; ,' 

meer in een __ - -bocht te gaan liggen _ Precies het zelfde bezwae1r, 

- ------------------
3 · Z1e voor be\'71jzen en 11 te11 att1u.rve1~w1jz:t.ngen de appendix ,l;rar1 

dit artikel. 
4 Het bewtjs hiervan wordt in dit artikel ntet gegeven. Het 

zie 11te
ratuurl1jst. 



.,, 

maar nu juist andersom, geldt voor s 
, ' I/ 

l - lz _____ ... _, ... L - o, :J > ' ·-·••-.~-,-•······ .. ··- voor I.~ ) __ !?_:!._ I__ 
ll fv? ..,... o, 4 / l... 

en andersom voor 

tot een onderschatting van 

Deze wijze van uitzetten leidt dus 

r in meer dan de helft der gevallen 
• 

en eveneens tot__5'-bochten 3 maar nu in de andere richting. 

13 

·aebruikt men 
,,,, . ) 

.. - ( ?.,; 
.) 

nu echter 
• 

t. - u} J ..... . ... ----··-------- . .} n + o, 't . 

I -· • 

dan bestaan deze bezwaren niet, daar de punten ('x1.·, 
• 

iedere l ongeveer even vaak boven als onder de gezochte lijn 

zullen liggeno 

Het bovenstaande wordt ge!llustreerd door figo 20 Daari.n 

stelt de rechte lijn de verdelingsfunctic - ._rx~ voor r11en 

moet de figuur dus op waars chi jnli jkheidspapier getekend de r1lce11. ;; 
* ~ 

~l- stel t de mcd ·Laan van .,.('l, en ~- die van J,: voor. Het punt 
-;;:· :,¥. 

Z,··, J1. .J ligt op de rechte y-:. ~f-(,,~) zie oak opmerking 2 hj_er-

onder en het punt ( i,·.) :f~,· , dat een waarschijnlijkheidsverdel_j_ng; 

op de ligt op deze lijn even vaak .linkt1 aJ.s 

rechts van dit punto 

. / 
t. - r 

- -"'-"' ··--3 11 

. .. 

s 

·' 

,• - _....J: __ 
LJ n +1 

I' - ___ .. 
- ? 

4., 
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I I .,,, 
I I 
I I 

i------- ----------------0---

,__ ,,_ -·- - '" - - - - - - - - -
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x. 
l 

* x. 
(. 

(X) 

Figo 2o Drie methoden voor hat uitzetten van waarnemingen op 

waarschijnlijkheidspapier. 

In de figuur ziet men, dat het punt 
. * 

links van ~- ., ~.i (t') als rechts daarvan 

vaker boven :. f .. ( x;J dan daaronder lig.Jc 
\.; 

Het in de figuur getekende punt ~· lig·c 
/ 

toch ( .. .%~· 1 •41 ft')_ nog onder de lijn ligt 

, 

,,• {it) 3 ., 

komt te liggen en dus 

links van ..,. . .Y,,· J terwij 1 

in pleats van erboveno 



Opmert<: ·1 ngen ~ 
4; Jllidl•Q IM1~~t1·11r 

zesde mogelijkheid 
' 

~"'· I i-/ 
. .- . ~"" 

waarin het rechterlid dus de modus van · voorstelt. veren1gt ' , --
-·-,•~114 

de bez\~aren van en in zich en kan dus niet aanbevo-

l. i::: n wo rc1 .,.., n '= · r - . tw,{ l; • 

:,:. et:; n rr1or10 tone rune t~ i e .1 .. s ,, c1·n --~: 
v·,.. 

vinden we een benadering voor de mediaan van ~- door de \t.1,larr]t: 

.,,. . ·~ 
./ 4 ., .. 

--· ,., I func t 1 e ~ ::: ·. · ... ( ,, · } 
. ,.,J ' '"'"" 

Dus fig {I 1 ~ 

3 Treden onder de waarnemingen door groepering of afron
ding gelijken op, dan kan men wellicht het beste de methode dcr, 

gemiddelde rangnummers toepassen. Dcze bestaat daarin, dat me11 

alle waarnemingen uit een groep van gelijken ala rangnummers 

het gemiddclde toekent van de rangnummers, die deze waarnemin-

gen gehad zouden hebben, indien zij ongeliJk waren geweest, 
maar ten 01:>zichte van alle niet tot die groep behorende \fi/aa:r,,1~1,.:--~ 

m1. ngen de ze lf de pos :1. tie zoucic,n hebt,en i nf;enomen bi j rangs cl,,1:i~ ·. __ -·· 

king naar grootte als nu het geval i.s. Deze gemiddelde 
mers vult men dan in de formules voor n in. 

4) De hier beschreven methoden putten natuurlijk 
""'Ii 

.lj 4 j· lrh ::'.j tie n (J' Ce r1 f:"'l z.., 'V°l s l 11' t· E"'""\ 1· GU· TIA'DEL •*) ,· . .J.. ."\. 'J.t '-'1. · ('::, C '"'t. i:) ,.. .l. t .I. I.A. , "' , V ., 't•u;J . . t."' 
.·•·· ... b~v. geeft voor het lJoor 

• 
hem ontworpen waarschijnlijkheidspapier voor de uiterste 1,~J:'::i::11·• •. 

den -de dubbel-exponenti~le verdeling 
1.n verticale ri.chti.ng ,c · mod -~' 

is voor het door hem beschouwde 

'f Af O I" rl .1-
"" u L uitgezet~ Deze methode 

geval asymptotisch aequival8nt 
met h 1.::::: 4• g I"'.'.:, }" 1'.,., u 1' 1{ v a n Io ,Cl.., ,__it;:1,,..1, , .f · )',I~, 

"J' -,,,, 

echter zonder het bezwaar, dat de 

en de laatste waarneming niet uitgezet kunnen worcler1 .. 

AP.Q,~n(⇒ ~x @ 

Gever1 '111 j de 

gel<it Z .. i. e ·o v -r,,) v ~n • • !,.,· $ c. 

' ' dan 

2 : 

hetgeen ook geschreven kan ~,orden 1n c1e vorrr1 

-- .. . ' 

van 

i~. dus • 10 .• Ook de -l] , 

bruikeli,jl.ce wijze uit 

n.l 

.• 15 . 
I II) I l. 

vindt men de modus 

·. 9 , voJ~gt op de 

eer-



* ' De exacte waarden van y_ , de med :L a an van .Yi.. , kan men 

beta-functie 

Vl rl-· 
-· I.. 

den met behulp van tabellen van de onvolledige 
• 

De benaderingsformule leiden weals volgt af: voor 
iedere waarde van de verdelingsfunctie 
trekking: 

geldt de volgende be---

rl ~ - \ 

n k n-k n n-h 
k J {1-y) - 1 - _ ( 0 ) h - I,;. ( ) k. { I '{ \ 

\c:. \j J- 'j :::::: /, - \·- ·,). 
I .....ih.-tl-t.. ,,,t 

k:O k•n.-i+I 

• 

doWoZo indien de waarnemingen niet naar opklimmende maar naar 
' • 

dalende grootte gerangschikt warden, dan wordt l door n+I-~~ y 
.,...., ,.,,.., 

door l ,_ vervangeno Het ligt voor de hand oolc 
van te verlangen dat aan deze symmetrierelatie voldaan is~ 
doW.Zo dat geldt: 

de 

dan 

16 

o I.,. ·, . .,,...,,. ( . '- ... -- 1 _ . u~- n +· 1 - L.....,.- • 

Hieraan wordt door 5L';l en 
,, ,/ /~~ niet voldaan, 

overige 

Is nu 
in het voorgaande genoemde functies 

>I< 
<1/'. de mediaan van .. zodat 

\. 
/~ ~,, 

,~.. >k 
-......t • (" ~- - I 
- L •, l - .. l ' 

lS dus 
,,,_ . 
• -·· I 

( ' - j ~ I - --
~ l • 

t"\-+ l - I.. 
• 

*. 5 
du s I - .Ji i s de me d J_ a an v an y n. -+ 1 _ i 

,: -
\,J"ij schrijven 

vl 
als 

*: 

maar wel door 

• 

<.t. en b zijn functies van L. e1·1 1; \ 

Uit 16 en 17 volgt de relatie 
' n.+/- I. -Q -- -----:-----

h -;-.. ..b 

en h1.erui t volgt 

18 :z a. 

Formule 17 gaat hierdoor over in 
.:~ 

' t... ... a 
-·-· "' ' 

12.-t I - JI.. a 
• 

terwijl a nog zou moeten voldoen aan de betrekking 
K. 

./ t..' - Or. 
I - -· ---·-----,, ..,_, _ ,._ o... 

waarvoor wij ook kunnen schrijven 

' h.. I 

L - a. -----
"'I +- I ... ~ c,,.. _.,,,. 

----- --------------
• 

Asymptotisch voor n... ~---·➔ co ge ldt 

h. .. - k I I 
' ...... ; .... ; :I 

M-k 

-· -

X • 
t. 

0 =.JI,,. n .. 

.,) 

• 



en de ze :? hangt u i teraard zowe 1 van t... als van /7. af. Wi j zoelce1·1-

nu een constante als benadering voor a, 

voldoende nauwkeurig is voor practisch 

toe in het linkerlid de li111iet voor ,.-~-·->-

d i e v o or i e de re t. · e r·1 ,,...1. 

ge brui k en ne1nen dc1 :.: J~·· -·-

-€( n-"L 
J·i. ~ OC> 

I .• • >f" 
h.. ( 1...- a) 

h.. ( \ c· ' .3.._,\ n n ... 1-1 ... • • . n ... k'( T v .,._ ________ _ 
h➔ <IJIIII'> J(-;,O 

e. • 

, ... 
• 

I.. - 0.. 

>'t--+ I - 1. 0L 

{_ L ... Cl 

K! 

(;IIIIC:) • 
• 

h. .. - k''" 

--

- ( ('.. - a,_) 

e --

Deze limiet 

Dit betekent dus, 

stcllen wij nu gelijk aan ½
dat wij een Poisson-verdeling 

• 
' gemidde lde L -Ct en mediaan L c Voor iedere waarde 

zoeken., met 
.. 

van l. kunnen 

wij nu, met behulp van een tabel van Poisson-verdelingen bo,la 

bi jbehorende waarden van a bepalen. Het rc•

vindt men in tabel I. sultaat hiervan 

rrabel I 
• 

• 

Waarden van a voor verschillende ~ en 

• 

L j 
' a 
• 

:\:rt • * t I 3 I i I II l 7"' 11 J b In 11, ••, &a•••-

1 

2 

3 
4. 

5 
'10 

50 
100 

' 

1 O, 307 
• ' • • 
' • 
• 
• 

! 
0,321 

i O, 3 26 
• 
• 

' • 

o, 328 

_ O, 3 29 
' 
' 

; 0,331 
' 
' • 

. 0,332 
• 

• 

: o, 33 3 
--------1..-------·· 

• 

Da ar wi j ee11 Vas te wa arde voor Cl 1/\f:L J. len gebruiken en da ar, 
' \ ,,,,,.. 

voor 1..= ,' en l..-::. n cJe bijbehorende pun·ten (·xl·, (<.·.J gewoonlijk de 

grootste afw·1.jkingen van de reohte lijn vertonen,. kiezen we de 

afronden. 

Om de invloed van de boven ge·bruil,cte limietovergang voor 
1·1. .. . , ~. na te gaan., hebben wij voor c:··.=1 en voor enkele kleine 

waarden van n. de exact waarde van '-a. 0 3 b ·1 · ·1 , e p a a _ .. c,l ., 
die dus, als a precies juist was, gelijk aan ½ zou moeten zj_ .,j1··1 Q 

• 

• 

• 



• 

,.; 

De resultatenJ samengevat in tabel II, zijn gunstig 9 

Tabel II . 

Exacte waarden van 
• 

2 o.,4983 

3 o,4992 • 

4 OJ/5000 

5 0,5005 

Ten slotte hebben wij., voor h. ·--7 10 en n.. = 15, de waarden 

vergeleken met de exacte medianen, die 
• • bepaald kunnen worden en bij gebruik waarvan voor iedere L de 

/ 

kans, dat het punt ~ti, lig-
' J' 

•• 

gen, precies gelijk aan ½ zou zijn maar die n~et door een con-

stante a weergegeven kunnen worden O Deze waarden bleken vrij-
• 

wel steeds tot in drie decimalen overeen te stemmen, terwijl 

het verschil voor geen enkele i meer dan 1% bedroeg. Hieruit 

kunnen wij dus concluderen~ dat de benadering voor practische 
l " ~ t 

doeleinden ruim voldoende is en dat men c1oor de punten ...r"·, _L .... ~-:...;~,: • .:. '1 
h -,.; (') I ~. ,/ 

' ' 

op waarschijnlijkheidspapier uit te zetten bere~kt, dat ieder 

boven of onder de gezochte der punten gelijke kans be~it 

lijn te komen · liggeno 
om 
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