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Summary 

The plotting of observations on probability paper 
The mathematical foundation of probability paper for a 

variate with ~umulative distribution function 7{'a'X-rµJis ex
plained as well as its purpose. 

To plot the observations it is necessary to use an estimate 
of r r.r1J , X; being the l 

th order statistic in the sample. 
Several methods are described and compared, and a new one 

is developed, having the property that with a very good appro-
ximation the medians of~ are situated on a straight line. 

The derivations are given separately in an appendix . 

.• 



1 . Inleiding. 
. 1) Is x een normaal verdeelde stochastische grootheid met 

gemiddelde j'- en spreiding Cr', waarvan 
~ )1. 

(« -;f' 
17,xJ = P[-x ~ xj = _1r- / ,,. - 2 c:r' cl a 

o-v2n: <--
( 1) 

-oo 

de verdelingsfunctie voorstelt, dan heeft de meetkundige plaats 

van de punt en ( x, Fr xJ ) op gewoon millimeterpapier ui tgezet 

een gedaante als in figuur 1 

1 

.£ 
2 

0 

'j 

I 
, I 

X-~-=- Pfed x. 
l -< 

Fig, 1. Normale verdelingsfunctie op gewoon grafiekenpapier 

Door transformatie van de verticale schaal kan men gedaan 

krijgen, dat deze kromme lijn (voor iedere )-1- en o--) in een 

rechte lijn overgaat. Deze transformatie bestaat daaruit, dat 
men op de verticale schaal bij het punt met ordinaat )j- als 

nieuwe ordinaat )/ het getal ¢ff) zet, waarin :fj de verdelings
functie van de gestandaardiseerde normale verdeling voorstelt: 

( 2) 

Daar 

is, is de bij ..Y '=F(x) behorende waarde van J' gelijk ~an ~-fl, 

De meetkundige plaats van de punten (.:i::,.:; 1
) met _y 1 = F(.JC) wordt 

dus op de oorspronkelijke lineaire y-schaal de meetkundige 

--------------------
1) Onderstreping geeft aan, dat de desbetreffende grootheid sto

chastisch is, d.w.z, een waarschijnlijkheidsverdeling bezit 
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plaats der punten (x; x~t') ~ hetgeen een rechte lijn is. Hierbij 

is dan p de abscis van· het.punt met ordinaat _y 1 = ½, terwijl 

1/a- de ric_htingscoefficient van de lijn is. 
Behalve dit normale waarschijnlijkheidspapier kan men op 

analoge wijzeJ uitgaande van een willekeurige verdelingsfunctie 

FrxJ, waarschijnlijkheidspapier vervaardigen, waarop verdelings

functies van het type F{l¼:x-1-/3) ( met 0t en l3 parameters) door een 

rechte lijn worden voorgesteld. Oak is het b,v. mogelijk waar

schijnlijkheidspapier te maken, behorende bij verdelingen van 
het type t (t-? ~x-,.p), door de ene schaal logarithmisch te trans

formeren en de andere volgens AxJ. Hetzelfde geldt trouwens 

voor verdelingen van het type F(jarax.r/3;), waarin jO een wille-
keurige monotone functie is; de ene schaal wordt dan volgens p 
en de andere volgens F getransformeerd. 

De beschouwingen van de volgende paragrafen gelden alle 

voor ieder van deze soorten waarschijnlijkheidspapier, 

2. Het doel van waarschijnlijkheidspapier. 

Waarschijnlijkheidspapier kan o.a. gebruikt warden om op 

grand van een gegeven steekproef x,/,_ .. , xn. op snelle wijze een 

schatting van de beide parameters ~ en er te verkrijgen, 1.n•

dien men de vorm der waarschijnlijkheidsverdeling van~ kent, 

of om een visuele indruk te krijgen ter beantwoording van de 

vraag, of deze grootheid J! een verdeling van het beschouwde 
type bezit, 

In beide gevallen zal men de waarnennngen .x.,. •·) xn op het 
I 

waarschijnlijkheidspapier uit moeten zetten. Dit kan nu op ver-· 

schillende manieren geschieden, De moeili jkheid zit daarinJ d::::t 

van ieder der punten ( x,:, F?.x.,.)), die op het waarschijnlijkheidEl·· 
papier uitgezet precies op een rechte lijn zouden liggen, allee, 

de coc5rdinaat X(· bekend is, terwijl Ff.x.-} onbekend isJ daar fl 

en er niet bekend zijn. Men gebruil{t daarom in plaats van· f-1 , . , 

zelf een schatting van F(x,J en hiervoor kan men verschillende 
functies gebruiken. 

3. Enkele gangbare methoden. 

Wij zullen in het volgende onderstellen, dat de waarnemin

gen x,> ... ) xn. genummerd zijn volgens opklimmende grootte, terwiJ: 
er geen gelijke waarnemingen zijn (biJ een continue verdeling 

van xis de kans op gelijke waarnemingen gelijk aan o)J zodat wlj 
dus hebben 

( 3) x -<.:x <. ... <x. 1 2 n. 
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De verschillende schattingen, die voor F(x,J gebruikt wor

den, geven wi j aan met _p; /l)., A (i) , etc., daar zij alle alleen 

van het rangnummer i van de beschou~de waarneming afhangen. 

Wij beschouwen eerst de veelal gebruikelijke functie 

(4) {£),'' i 
/_/I= ll. 

Deze heeft het nadeel, dat ft(l-z) = 1 is, zodat het punt 

( x,,, _P, (11J) bui ten het papier val t. Immers y' = 1 s taat op de 

vert ic ale schaal bi j J = oo , · daar {!)(ooJ = 1 is en di t punt be-

vindt zich dus niet op het papier. Hetzelfde bezwaar., maar nu 

voor i = 1., geldt, indien men 

(5) .t.z (i)= 

gebruikt. 
Dit bezwaar kan men op verschillende wijzen ondervangen, 

b.v. door de volgende functies te gebruiken 

(6) f3 (i.)= 
i-.L __ .,_. 

11 

of 

( 7) 
n -1-I 

Beide functies worden wel gebruikt en er zijn natuurlijk nc~ 

talloze andere mogelijkheden, Voor een keuze uit de verschillen-

de mogelijkheden dienen de eigenschappen van deze verschillendc 

methoden onderzocht te worden. In alle gevallen zet men dus de 

punten 

op het waarschijnlijkheidspapier uit en uit de vergelijkingen 

(4).,, •• .,(7) valt te zien, dat de 4 boven beschreven methoden 

asymptotisch voor IZ ➔ OO aequivalent zijn. Dit geldt ook voor

de verderop nog in te voeren functies /?,-- en .ft, , 

4. De ligging van het punt_ (x -~ lf(i)) . 

Daar x( , de i"•waarneming naar orde van grootte, een sto-• 

chastische grootheid is, geldt hetzelfde ook voor iedere functie 

van}!;, en dus in het bijzonder voor F(:?!,_.). Het punt (x,:., F<x,1) 
ligt voor iedere waarde van x, op de kromme y = F(.x.) in figuur 
1., daar deze kromme de meetkundige plaats van deze punten is. 

Het stochastische punt ( x,., /y::::."'<,}) heeft dus een waarschijnlijk

heidsverdeling over deze kromme 2). De stochastische grootheid 

--------------------
2) Deze waarschijnlijkheidsverdeling is niet 

spronkelijke waarschijnlijkheidsverdeling 
dezelfde als de oor-

van x, daar x. die 
- -L . e 

l waarneming bij rangschikking naar grootte voorstelt. 
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(8) ,.., 

bezit een waarschijnlijkheidsverdeling metals gemiddelde ~) 

(9) i =-
12 t-1 

en als modus 

(10) ,1.f J t."-1 
Jt.-O<l t/ = -- . 

::!_i n -I 
·;'(

Verd er geldt voor de mediaan J( van j{: bij benadering: 

(11) * M / i-o,3 
J{ = j 'l(2,,(X, JI.· ~ 11. + o, ',I 

en wij zien, dat dit laatste getal steeds tussen de beide andure 

in ligt. Men kan bewijzen, dat dit niet alleen voor deze bena-
1.L 

dering van de mediaan geldt, maar ook voor de mediaan zelf '). 

Wij beschouwen nu waarden van i> P:1 (voor waarden 
/ ~+ 1 gelden analoge conclusies). Voor een dergelijke i geldt 

<-.. z-
du s 

(12) 

Di t betekent, dat de bi j _.,?:::.; behorende waarde .. X.: ( zie ( 8)) vaker 

boven dan onder zijn gemiddelde f/..r,. ligt, te;~ijl het omgekeer _, 
de voor de modus geldt. Daar het punt(~,- ,.Y.: J steeds op de in - - . 
figuur 1 getekende kromme ligt, zal het punt { ..K '-. 1 n:, J in meer 

dan de helft der gevallen onder deze kromme liggen en het punt 

(·t' ,·) HJ in meer dan de helft der gevallen erboven. Dit bli 0ift 

gelden, als men de verticale schaal volgens ¢ (zie (2)) trans

formeert, omdat deze transformatie monotoon is, d.w.z. de volg

orde van de punten in verticale richting niet verandert. 

De functie ~ 1 (zie (7)) heeft dus het_ bezwaar, dat voor 
/) ~ de op het waarschijnlijkheidspapier uitgezette punten 

in meer dan de helft der gevallen onder de lijn liggen, die de 

onbekende waarschijnlijkheidsverdeling 
. < i7..+/ voor l -"1- juist andersom is. Deze 

dus tot gevolg, dat men in meer dan de 

ling van de lijn te laag. zal schatten, 

voorstelt, terwijl dit 

wijze van uitzetten heeft 

helft der gevallen de hel

dus de spreiding te hoog. 

Daar komt nog bij, dat dit effect het sterkst is voor kleine en 

voor grote waarden van i, waardoor de op deze wijze uitgezette 

punten de neiging hebben op het waarschijnlijkheidspapier min of 
meer in een_s;' -bocht te gaan liggen. Precies hetzelfde bezwaar, 

3) Zie voor bewijzen en literatuurverwijzingen de appendix van 

dit artikel. 

4) Bet bewijs hiervan wordt in dit artikel niet gegeven. Bet 

volgt op eenvoudige wijze uit C.G.LEKKERKERKER f4] (zie litt.:
ratuurlijst). 
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maar nu juist andersom, geldt voor ~ (zie (6)), daar 
i- ½ > l- .. 0,,1_ 

n.,,. o, 'I voor 

en andersom voor 
• ., n-rl 

L 'I -···x···· . Deze wijze van uitzetten leidt dus 

tot een onderschatting van r in meer dan de helft der gevallen 

en eveneens tot S -bochten, maar nu in de andere richting., 

Gebruikt men nu echter 

('13) (£) - ( i,.) :;: ~ , 
r., n+<>, i; . 

( t-·- 0, J J dan bestaan deze bezwaren niet, daar de punten .,,e:/. ·;:t-:;-';;~ voor 

iedere i ongeveer even vaak boven als onder de gezochte lijn 

zullen liggen, 

Het bovenstaande wordt geillustreerd door fig, 2. Daarin 

stelt·de rechte lijn de verdelingsfunctie y~ Rx/ voor (men 

moet de figuur dus op waarschijnl1jkheidspapier getekend denk8n); 
* * XL° stel t de mediaan van ::!,· en X· die van Ji voor. Het punt 
* :,I" - -(t,·, .Y1. ) ligt op de rechte !f-:. ,F(,t) (zie ook opmerking 2 hier-

onder) en het punt ( i.:, :(__1), dat een waarschijnlijkheidsverdeltn::~ 

op de lijn .:/ = F(,r) be zit, ligt op deze lijn even vaak links aJr: 

rechts van dit punt. 

- _.J._ 
-11+.z 

-----------------------9----0-----
1 I 
I I 
I I 

- ------------- ----- ---0---
1 I 
! I 
' I 
: l 

----0----6 
I I 
I I 
I l 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I 

* x. 
t 

Fig. 2, Drie methoden voor het uitzetten van waarnemingen op 
waarschijnlijkheidspapier. 

In de figuur ziet men, dat het punt ( /i , _% ttJ) even va c::::· 

* links van ( .,.( ) ½ ro) als rechts daarvan komt te liggen en c:u, 

vaker boven y • F?x_) dan daaronder ligt en omgekeerd voor 1.,.1,
1 

/ 
v ~ J 

Het in de figuur getekende punt ~<::· ligt links van ~··Y, , terwiJl 

toch ('✓re' 1 f;.1 tO) nog onder de lijn ligt in plaats van erboven, 
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0pmerkin~en. 
1) Een zesde mogelijkheid 

(14) 

waarin het rechterlid dus de modus van.;;· voorstelt, veren1gt 

de bezwaren van fl', .f"5. en y; in zich en kan dus niet aanbevo

len worden. 
2) Daar J;.· een monotone functie is van .--~· ( immers $._· , /"?--<',_) ) 

vinden we een benadering voor de mediaan van -<l. door de waarde 
~-" c.·-o, :s te subs ti tueren in de inverse functie _,,(-;- f-- 1<· y,) . 

/'?. -,l·O, ¾ . -I . .. 

Dus ¼ed -?S,· ~ F ( ,:;;,~) . Vgl. fig, 1. 

3) Treden onder de waarnemingen door groepering of afron

ding gelijken op, dan kan men wellicht het beste de methode der 

gemiddelde rangnummers toepassen. Deze bestaat daarin, dat men 

alle waarnemingen uit een groep van gelijken als rangnummers 

het gemiddelde toekent van de rangnummers, die deze waarnemin

gen gehad zouden hebben, indien zij ongelijk waren geweest, 

maar ten opzichte van alle niet tot die groep behorende waarne

mingen dezelfde positie zoudeh hebben ingenomen bij rangschik

king naar grootte als nu het geval is. Deze gemiddelde rangnum-

mers vult men dan in de formules voor p in. 

4) De hier beschreven methoden putten natuurlijk de moge

lijkheden geenszins uit. E.J.GUMBEL [2] b.v. geeft voor het doo::· 
hem ontworpen waarschijnlijkheidspapier voor de uiterste waar-• 

den (de dubbel-exponentiele verdeling) een methode aan, waarbij 

in verticale rich ting F ( mod ~.) wordt ui tgezet. Deze methode 

is voor het door hem beschouwde geval asymptotisch aequivalent 

met het gebruik van p 6 , echter zonder het -bezwaar, dat de eel" -
ste en de laatste waarneming niet uitgezet kunnen warden. 

5. Appendix. 
Geven 

geldt (zie 
WlJ de verdelingsfunctie van X aan met _J l 

b.v. D.van DANTZIG [1], hoofdstuk IV, par. 

r ~- r n) k n - k 
'--)c CJ)=~ (k j (1-y) 

- I<=-• 

hetgeen ook geschreven kan worden in de vorm 

(15) 
f . 

r. ( V) = n/ . ju c·-✓ (/ - u/ a- 'c1 ct 
J c .I (i-1)! (n- c}/ " 

, dan 

2) : 

(zie b.v. M.G,KENDALL [3], p. 120). Door de tweede afgeleide 

van S: naar y gelijk aan nul te stellen, vindt men de modus var1 

li, dus (10). 0ok de verwachting van _x , (9), volgt op de ge
bruikelijke wijze uit (15). 
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* De exacte waarden van yi , de mediaan van .Yt , kan men vin-

den met behulp van tabellen van de onvolledige beta-functie (b,v. 

C • M. THOMPSON [ 6]) . 
De.benaderingsformule (11) leiden weals volgt af: voor 

iedere waarde van de verdelingsfunctie f geldt de volgende be

trekking: 

d.w.z. indien de waarnemingen niet naar opklimmende maar naar 

dalende grootte gerangschikt worden, dan wordt i door hr1-i, y 

door t'-!J en q door 1-g vervangen. Het ligt voor de hand ook 

van '(' te verlangen dat aan deze symmetrierelatie voldaan iss 

d.w.z. dat geldt: 

Hieraan wordt door ,,P,; en /??~ niet voldaan, maar wel door 

·ae overige in ~et voorgaande genoemde functies P· 
Is nu fc· de mediaan van X , zodat 

- * -s L (~h ) :: / / ,_ ) 
dan is dus 

* 
(16) /_ ~~t\+\-·~ (l-j;_J-: ']~1 

dus 
Wij 

*" I-Ji is de medi aan van 

schri jven JL -er nu als 

( 17) U. * __ i.CC 
J l - ;;:-+1:, ( ct en /:, zijn functies van L en n \ 

Uit (16) en (17) volgt de relatie 

/ t._' - a 1-z. -,. / - t' - Ol 

- n+7 = n.--1-..b 

en hieruit volgt 

( 18) b = 1 - 2. a. 

(19) 

Formule (17) gaat hierdoor over in 
,)\' 

V i-a. 
Ji -;::; 

12.·tl- P.a. 

terwijl a nog zou moeten voldoen aan de betrekking 
/I - K k 

\- >i_) / .£ - 01 ) / I,_' _ °' _ ) h- I I 

l(';-t (J< (Jt-1-r-l.ac ( 1 -h.-f/-"-()1../ :::- h .. / 

waarvoor wij ook kunnen schrijven 

--------------------
5) Asymptotisch voor n.-,,.= geldt !fi,x-= ;· • 

.' 
I 
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De a., die aan deze betrekking voldoet., kan weer gevonden 

worden met behulp van tabellen van de onvolledige beta-functi8., 

en deze a hqngt uiteraard zowel van / als van I?. af. Wij zoeken 

nu een constante als benadering voor a , die voor iedere ,· en"'-

voldoende nauwkeurig is voor practisch gebruik en nemen daar-. 
toe in het linkerlid de limiet voor ,k .. ->, ,:;<t:) 

i..1 1 . • >f ( , ) h ... k 
fJ L-·--.,. h. • { 1..- a) L - o.. 

--c.lm... -- . If I~ --- :::, 
K ·• '.. (h. >,)( l'1: I ( h + I - 'Z t\) I;_~ 1. "OI. . h-;,00 ~ 

Deze limiet stellen wij nu gelijk aan ½. 
Dit betekent dus, dat wij een Poisson-verdeling zoeken, met 

gemiddelde L -Cl en mediaan i.. • Voor iedere waarde van i. kunnen 

wij nu, met behulp van een tabel van Poisson-verdelingen (b.v, 

E.C.MOLINA [5]) de bijbehorende waarden van a bepalen. Hat re
sultaat hiervan vindt men in tabel I. 

Tabel I 

Waarden van a voor verschillende '- en h.. ~ oo, 

l. a 
i ~ 

1 0,307 
2 0,321 

3 0,326 
4 0,328 

5 0,329 
10 0,331 
50 0,332 

100 j O, 333 

Daar wij ~~n vaste waarde voor a willen gebruiken en daar 
voor l"' 1 en i-:= n de bijbehorende punten (:K,·, f (iJ) gewoonlijk de 

grootste afwijkingen van de reohte lijn vertonen, kiezen we de 

daarbij behorende waarde van Ci, die wij voor het gemak op o, 3 
afronden. 

Om de invloed van de boven gebruikte limietovergang voor 
n ➔ c-o na te gaan, hebben wij voor /.,:1 en voor enkel.e kleine 

waarden van I?. de exact waarde van S I C/
1
_-
1
_~~) met a = o, 3 bepaald, 

die dus, als o precies juist was, gelijk aan ½ zou moeten zijn. 



De resultaten, samengevat in tabel II, zijn gunstig, 

Tabel II 
Exacte waarden van q (O, 't ) tl~I.\. 

I 

IL ~ 
2 o,4983 
3 0:,4992 
4 0,5000 

5 0,5005 
-··· 

-· 9 -

Ten slotte hebben wiJ, voor ~= 10 en~-= 15, de waarden 

vergeleken met de exacte medianen, die uit de tabel [jJ 
bepaald kunnen warden en bij gebruik waarvan voor iedere i de 

kans., dat het punt (r 1,
0 

I y(i~) boven de rechte lijn komt te lj_; ,·

gen, precies gelijk aan ½ zou zijn (maar die niet door een con
stante a weergegeven kunnen warden). Deze waarden bleken vrij

wel steeds tot in drie decimalen overeen te stemmen, terwiJl 

het verschil voor geen enkele i. meer dan 1% bedroeg. Hieruit 

kunnen wij dus concluderen., dat de benadering voor practischc 

doeleinden ruim voldoende is en dat men door de punten ( ...-t.1· 1 ;f·~:~·,:) 
op waarschijnlijkheidspapier uit te zetten bereikt, dat ieder 

der punten gelijke kans bezit om boven of onder de gezochte 
lijn te komen · liggen. 
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