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SOMMAIRE

On discute une méthode pour estimer des ensembles de confiance
par rapport & l’ensemble de foutes les alternatives d'un tfest, ol les
variables aléatoires sont indépendantes et continues, isomoires ou mon.

D’ailleurs on donne une méthode pour étudier d’une manidre uni-
fiée quelques tests non paraméiriques récents, généralisant celles de
M. G. Kendall (1948), M. Friedman (1937) et F. Wilcoxon (1945). On
considére le cas, ol les «sondes » (« test-statistics ») peuvent s’expri-
mer en fonctions linéaires, bilinéaires, guadratiques ou biquadratiques
des « signes » (« scores ») ¥, = sgn (x, —&;), les x, étant des nombres

aléatoires, le plus souvent supposés in_dépendaﬁts, continu et iso-
moires sous I’hypothése essayée.

Considérons une «catégorie d’épreuves» selon la termi-
nologie de M. Fréchet, et soient z,, ..., £, des nombres aléa-

toires définis sur elle. Ici le soulignement des #; indique leur
caractére aléatoire. De préférence, mais point du tout nécessai-
rement, un nombre aléatoire et une valeur qu’il peut prendre
(ou prend actuellement dans une expérience) seront dénotés
par la méme lettre. Supposons qu’on sache que la fonction de
répartition H de 1’ensemble des z; appartient en tout cas & un
ensemble Q de telles fonctions. Pour tester une fonction par-
ticulidre H, € Q@ on wutilise un « test statistic», c’est-d-dire une
fonction univoque des valeurs z;, ..., x, observées (qui peut
donc étre calculée indépendamment de la fonction de répar-
tition inconnue, mais qui peut dépendre de ’ensemble Q), et
telle qu’on rejeite I’hypothdse essayée lorsque sa valeur
dépasse une valeur déterminée qui ne dépend que du «seuil
de méfiance » (level of significance, onbetrouwbaarheidsdrem-
pel) admis, par exemple 0,05. Accepter un seuil de méfiance «
déterminé veut dire admettre qu’une fraction « des énoncés
statistiques (réjections d’hypothéses, prédictions, etc.) au plus
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pourront étre faux dans une suite prolongée infiniment de
tels énoncés indépendants. Puisque cette fraction mesure le
degré de méfiance qu’on donne & ces énoncés et « est le seuil
qu’il ne doit pas surpasser, nous avons choisi le terme « seuil
de méfiance » qui explique plus clairement la signification de
ce concept que le terme anglais «level of significance ». Nous
proposons la dénomination «sonde» pour une telle fonction -
des nombres aléatoires. Soit t—1¢(z,, ..., z,) cetie sonde. En
employant { seulement pour tester H,, on détermine le nombre
t.* le plus petit tel que Plt=t°/H,| = a et I'on rejette
I’hypothése H=H, lorsque I’observation donne un nombre
t = t.°, et on ne la rejette pas lorsque ¢ <[4£’ .

Toutefois il serait beaucoup plus important de connaitre
I'ensemble « de toutes les He Q tels que { < {, ou ¢, est le
plus pelit nombre tel que

Plizt,|H|Sa
c’est-3-dire ol
P?_t_itlH§>°'-- €Y

L’ensemble w de tous ces I est un ensemble de confiance
par rapport au seuil de méfiance o pour 1I’hypothése H.

En général il ne sera pas possible de déterminer l’en-
semble w dans une forme raisonnablement simple pour un ¢
et un o (et une sonde ¢ et un ensemble Q) donnés. Par exemple
cela ne sera pas possible lorsque H est le produit des fonctions
H; continues des z; séparément, c’est-a-dire lorsqu’on sait seu-
lement que les aléatoires z; sont indépendantes (et continues).
Dans ce cas H dépend d’une infinité de parametres inconnus
et (1) exprime une inégalité entre ces parameires. Pour cette
raison le terme « méthodes non paramétriques», que I'on uti-
lise dans ce cas, n’est pas trés approprié.

Or ce qu’on peut faire souvent, le nombre f, de méme
que Q, la sonde ¢ et o, étant donnés, c’est déterminer deux

ensembles v, et w*, tels que I'on a
w, CwCw*. ()

C’est-a-dire 'on sait que l’ensemble de confiance spro con-
tient », et qu’il est contenu dans w*. Ici spra exprime que
P'ensemble de confiance, qui est aléatoire puisqu’il dépend de
la valeur ¢ dérivée des observations, contient la fonction de
répartfition inconnue, sauf une probabilité = a («salva pro-
babilitate o.»). En général on a donc pour un énoncé aléatoire
& quelconque

Aspro <> PiA{=1—ua.
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Donc «spr0» exprime ce qu’'on appelle souvent « presque
cerfainement ». :

Nolamment on peut déterminer w, et w* lorsqu’on sait
calculer les moments des deux premiers ordres de { pour

chaque H € Q, supposés finis. En effet, posons

VH)ZIE [H{(, (4)
o (H)2tvar ) ¢ |H|, o(H) = 0. (5)
Alors on aura, d’aprés Cantelli (%),
H 2
VIR0 Z o BISH 0 ()

ol le symbole y signifie « pour tou(le)s les», et notamment
V.. «pour tous les & qui sont éléments de ’ensemble E».
D’ailleurs P est ’ensemble des nombres positifs. Donc si
t=0(H) :
” Pit=t|H{=P)t—08(H)=t—0H)|H{

- s (H)®

T Ht—0H) P 4o (H)*
Cette probabilité est donc certainement <« si le membre droit

est = a. Done, en définissant », comme 1’ensemble de toutes.
les H telles que

IH)Stet c(H)*=al}t—0H) {40 (H)?]

on sait que chaque H € w; devra é&tre rejetée. En définissant
donc w* comme le complément de w;, c¢’est-d-dire comine
I’'ensemble de toutes les H telles que

b+ (A2 e @ >t (o )
on aura donc wCw* (cf. fig. 1).
D’autre part on tire de (6) que, si ¢t <8(H),
Plt<<t|H{=P}o(H)—t> 0(H)—t|H|
_ s (H)®
= =) s(H)?

1-——a

def

(*) Le symbole = désigne une é£galité, définissant le membre
gauche.

(*) L’amélioration des bornes (7) et (8), obtenue par ’emploi de
I’inégalité de Cantelli au lieu de celle de Bienaymé, que j'avais utilisée
d’abord, est due 3 M. R. Doornbos, qui a aussi bien voulu m’aider dans
la rédaction de cette conférence.
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donc certainement <1 —o si le membre droit 1'est. Dans ce
cas on aura donc

Pit=t|H{>e

et ces hypotheses ci. ne seront pas rejetées. On aura donc
w, Cw si v, est Uensemble de toutes les H telles que 8 (H) > 1 et

s(H)* <<(1—o) [} {—8(H) {* 4= (H)*]

ou

o) — (12 e >t @Y (®)
o (H)

Terra indognita

(N o(H)

Fic. 1.

Il va sans dire que l’ensemble d’indécision w* —w, peut
éire diminué si 1'on peut calculer quelque moment absolu
d’ordre supérieur de t pour chaque He€Q, ou si 'on peut
démontrer que (par exemple) la distribution de t est pour
chaque H € Q asymptoliquement normale et que l'on estimer
la différence entre la fonction de répartition de ¢ et:son
approximation normale.

Si, par exemple, on peut estimer la dlfference entre la
fonction de Lévy (*) de t (réduit et standardisé) pour chaque
H pour tous les arguments u suffisamment petits et e™%* | on
en peut déduire une estimation

[P} t—0(H) = 2s(H)|H{ — ®(a)| = (H) (9

p(;uf tous les # suffisamment grands, disons pbur z =c(H),
Cl?(a:) étant la fonction de répartition normale. Donc, ,E(ﬁ)

~ (®) Nous préférons ce mom & celul de « fonction caractensthue »,
terme trés peu caractéristique.
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étant pour un B >0 la fonction inverse de I— ®(E), c’est-
a-dire la solution de 1’équation ‘ o

PEPR]=1—8

on aura

IA

o

P%éztlﬂfée(H)J,—l—q)(%Iﬂ)
si e(H)<<a 6t
t—0(H) Zo (H)E[«—e(H)]

et I'on peut prendre pour w* I’ensemble de toutes les H telles
que

E—8(H) < & ()£ [ — e (1) ] o)
ou e(H) >a (w*) . '

De méme on aura

£ — §(H)

Plez i)z e+ 1ot gl

=
si e(H)<{1—ua et

t—8(H) <<o(H)E[a-t<(H)] (@) . (11)

Dans ce cas ces H-ci ne seront pas rejetées. En utilisant
cette méthode-ci on pourra souvent réduire considérablement
Pensemble d’indécision w* —w, (cf. fig. 2).

W
.Terra' 9”:[\,{ /
mcogngg Yo 4 /(Dae

Fic. 2.

Lorsqu’on peut estimer et rendre petite la différeace entre
la fonction de répartition de ¢ et une autre telle fonction (par
exemple celle de X* pour un nombre déterminé de degrés de
liberté) on pourra évidemment employer la méme méthode,
en remplagant £(B) par la fonction inverse de cette autre fonc-
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tion de répartition. Ces méthodes-ci se laissent appliquer a
bien des tests, paramétriques ou non.

Quoique, de cette manidre, on n’obtiendra pas en général .
des résultats optimauz, ceci ne diminue pas beaucoup Vappli-
cabilité de la méthode esquissée. Car, on ne doit pas oublier
qu’'en général V'optimalité d’une méthode de test ou d’estima-
tion ne vaut que sous des conditions bien idéalisées. Et, ce
qui est optimal sous des conditions idéales peut &tre loin de
I’étre sous des conditions réelles.

Nous mentionnons maintenant quelques-unes de ces mé-
thodes non paramétriques.

Considérons une suite finie de n nombres z,, ..., z,.
Dans la plupart des applications ces nombres représenteront
~des valeurs que n aléatoires =, ..., #, prennent dans une
observation (ou dans plusieurs observations).

Pour commencer abandonnons les aléatoires. Soit

I={1, ..., n}

I’ensemble des indices. Lorsque les x;(i € J) sont remplacées
par v,=F(x;), ou f(z) est une fonction monotone croissante,
les n* quantités, que nous appellerons signes (anglais
« 8COTes »)

def
- 2y = sgn(x;, — ;)

a1l siz>0
sgn(z)=90 si 2=20 (13)
1siae<<0

restent les mémes, et on peut prouver que chaque quantité,
fonction des z;, qui posséde cette invariance par rapport
loutes les transformations monotones se laisse exprimer en
fonction des x; .

Les n?® tailles satisfont aux conditions

vIv o=, (14)

vIvY 2,4z =0, (15)
Iy _

VEVY VE 220 20—+ 2y Tp~F 2w =0 (16)

Plus généralement on a
vivIvovy

k Tpily + L35 Lnye + Lip Ligp == Lp; Lnj Tnp Lij Loz Lipe s (17

identité qui se déduit de (16). On démonire facilement que
chaque matrice x; ayant les propriétés (14), (15), (16) se
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laisse exprimer dans la forme (12) au moyen de n nombres
z; convenablement choisis. Notamment on peut choisir x;=s;,

ou
def

§; = Zy (18)
jied
" L’identité (16) se laisse remplacer par
2,2+ Ty =1 —8i, (19)

ou B est un symbole de Kronecker généralisé, & savoir =1
si &, =x;—x, et =0 dans tout autre cas. Si les x; sont diffé-
rents les s; sont intimement liés aux «rangs» r; des valeurs
observées z;, lorsque celles-ci sont rangées par ordre de gran-
deur croissante :

s;=2r,—(n-41). (20)

Dans le cas général, (0) servira comme définition des r;.
Lorsque quelques-uns des z; sont égaux on appellera un « lien »
(anglais : «tie», hollandais « knoop ») un sous-ensemble de J
tel que les z; correspondants soient égaux et qui n’est pas con-
tenu dans un sous-ensemble plus large ayant la méme pro-
priété. On attribue selon M. G. Kendall (1948) & chaque tel
comme rang r;, la moyenne arithmétique des rangs qu’ils
auront lorsqu’ils sont assujettis & des changements de valeur
suffisammment petits, mais tels qu’ils deviennent tous diffé-
rents. On voit aisément que la définition de Kendall (1948)
est d’accord avec (20). Au lieu des r; nous emploierons tou-
jours les s;, qu’on pourrait appeler les «doubles rangs
réduits », mais que nous appellerons britvement «rangs»
dans les descriptions verbales.

Les signes et les rangs entrent dans plusieurs tests non
paramétriques d’hypothéses statistiques. Nous en énumeére-
rons les plus importantes en introduisant entre temps quel-
ques abréviations utiles.

Considérons d’abord le test de deux échantillons («two
sample test») de Wilcoxon (1945), dans la forme générale
développée par H. B. Mann et D. R. Whitney (1947). Soient
donnés deux échantillons x,, ..., . Y1, ..., ¥» qui sont les
valeurs prises par m-n variables aléatoires, dont on sait (Q)
qu’elles sont toutes indépendantes, et que les z;, de méme que
les y; sont «isomoires», c’est-d-dire qu’elles ont toutes la
méme fonction de répartition, qui d’ailleurs est continue, par
exemple & (z) pour les x;, G(y) pour les y;. Afin de tester
si & (x) et G(x) sont identiques, on utilise la sonde, égale
au nombre de fois qu’un des x;, i€ {1, ..., m} surpasse un
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des y;, 7 {1, ..., n} pourvu qu’aucun des z; ne soit égal & un
v;. En introduisant la fonction de saut unitaire
affl six=0
H@) = 0si x<0 (1)

cette quantité est donc égale &

W:i]" Z Lz — ). (22)

Or, excepté pour la valeur z=0, on a

1 1
{(z) =5+ sgn(a). (23)

Dans le cas général, o des valeurs égales sont admises,
on peut définir

des 1 mi n i 1
W:?ZZ sgn(xi—y,-)—}—?mn. (’4)
1 1

Au lieu de W on peut aussi bien utiliser tz =2 W —mn
comme sonde. Changeons les notations. Mettons n,=m,
ng=n et écrivons n pour m-}-n. Rangeons maintenant les
n, -} ny valeurs observées dans une seule suite, dans un ordre
arbitraire, que nous appelons x,, ..., z,. Le premier échan-
tillon est déterminé par I’ensemble A des indices i, tels que =z
lui appartient ; de méme B dénotera I’ensemble des indices des
valeurs appartenant au deuxidme échantillon, de méme que

A-+B={1, ..., n}. Avec ces notations on aura
def
EY Sen=Y Yo @
iCA jEB i€EA jEB

Puisque nous aurons souvent & sommer un nombre de
quantités, dénotées par une lettre avec un indice, par exemple
u;, lorsque 'indice parcourt un ensemble (fini), par exemple
A, il est utile de dénoter cetle somme par la lettre avec le sym-
bole de I’ensemble comme indice. Donc

def

Up = u'i- (26)

icA
De méme avec plusieurs indices, par exemple

245 :Z Y u,. (27)

i€A jEB




SUR LES ENSEMBLES DE CONFIANCE GENERAUX 81

Avec ces notations la sonde de Wilcoxon (1945) (doublée
et réduite) s’écrit ,
ly=—=24 3. 7 ’ N (28)

La fonction de répartition sous 'hypothése que tous les x;
sont indépendants, continus et isomoires est connue, et asymp-
totiquement normale ; on rejette cette hypothese lorsque |z, 5|
surpasse la valeur correspondante avec le seuil de méfiance
prescrit o.

Or, on peut considérer les sommes z, 5 lorsque A et B
sont des sous-ensembles de & arbitraires, non nécessairement
complémentaires. Alors z, 5 est une fonction additive de A
(de méme que de B), c’est-d-dire

.’EAi—}—Ag,B:xApB_l_xAE,B; , S (29)

pourvu que les ensembles A, et A, soient disjoints. D’ailleurs
on a

Xy, g=——Tg, 4, ‘ (30)

done spécialement z, ,==0. D’ailleurs, lorsque A et B sont
disjoints

xA,A+B:xA,A+ xA,B:xA,B . (81)

et Torsque A et B ont D'intersection C=ANB

Xy, s Ta o, B "l“ Zo,8— Ta_q,B + Zo, 3o

— ¥ 0, B0 + Ta g, ¢ + %o, ¢ (3R)

puisque zs, =0, ot A—C et B—C dénotent les complé-
ments de G dans A et B respectivement. Par (32) z, 5. pour
A et B non disjoints est exprimé au moyen de telles quantités
se rapportant aux ensembles d15]omts

En prenant pour A ’ensemble qui n’existe que d’ un é1é-
ment i, et dénotant cet ensemble par i simplement (au lieu de
{i}) et I'ensemble complémentaire par J—i, et pour A l'en-
semble J, on obtient

xi,J:’”i,J—i:Z“’ﬁ’
i€y

c’est-d-dire le «rang» (double rang réduit) s;. Celui-ci est
donc un cas spécial du wilcoxonien 4 5. _ o

Passons maintenant aux aléatoires. Le plus souvent on
teste I'hypothése H,, exprimant que les aléatoires

5(i€J=A-FB)
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supposées continues, sont indépendanfes et isomoires. Cette
hypothése implique I'hypothése, dite H,,, disant que la dis-
tribution simultanée des x; est invariante par rapport au
groupe de toutes les permutations des indices i. Restreignons- -
nous d’abord au cas ol les distributions des aléatoires x; sont
d’ailleurs continues, de méme qu’il n’y a pas de liens (c’est-
d-dire que tous les liens ont la longueur 1), c’est-d-dire que
tous les ; sont différents spr0.

Sous 1’hypothése H,,, ou aussi sous H, et dans le cas de
continuité non seulement I’espérance ‘

1
& W =5 mn

et la variance,
1 2 1
{'§O<_VY_——-—2— mn> = g mn (m+n-+1),

mais aussi la fonction de répartition de W est connue depuis
Mann et Whitney (1947). On sait d’ailleurs qu’elle est asymp-
totiquement normale.

Plus généralement on prouve facilement (toujours dans
Ie cas de continuité)

én Eﬂ = 0 ’ (33)
&,z =0 sih, i j, k sont inégaux ,
50@;}'_1::% si h,i,j sont inégaux , (34)
50@::'2 =1 sih,i sont inégaux .

ou généralement,
1 . - N 1 . . s
@oi_c]ufjk =7 (8 8y — B+ Ba) 4~ 5 (ns0 — B4;0p)
- 3 (1 + Bki) (1 —“ aik)—“ (1 + 85:) (1 + Bhk) % ’ (35)
olt '
o lsih=9j
O"’:%O:h:#;” (36)

est le symbole de Kronecker. La relation (35) montre claire-

ment la symétrie par rapport aux deux paires d’indices hi

et jk, et 'antisymétrie par rapport & chacune de ces paires.
Donc, en considérant la forme linéaire générale

L= ) Ly, (37)
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ol i et j parcourent J, et oit I’'on peut supposer sans restriction
Li=—1U, (38)

on obtient immédiatement
&, L=0 (39)

s 1 Yt . 1 h .
var,L =&, L :FZ b +§Z I, o (40)

oli, comme auparavant
EINT
jed
L’espérance et 1a variance de W se déduisent directement de

celles de tw==, 5, ce qui est un cas spécial de L, qu'on
obtient en posant

=101 —LI, (41)

ol1, pour un sous-ensemble donné de S et J, I; est la « fonction
caractéristique» de cet ensemble, c’est-d-dire =1 lorsque
i€S et =0 si non. Evidemment Ig est une généralisation du 8
de Kronecker qu’il devient pour ng=1. Alors on obtient

li’J:nBIl{ —!—TLAI;,

oll ng est le nombre d’éléments de S, tandis que ng=n.
Donc pour AnB=0. (Cf. Mann and Whitney.)

1
éo_x;\,u-—‘o @QEA,BZZ’E‘n.\nB(nA+B+ 1) (42)

Dans le cas plus général ot A et B peuvent avoir n. é1é-
ments communs 'additivité (31) ou (32) donne au lieu de la
derniére expression dans (42)

1 1
5 nang(na-+ ng—2nc+41) —3 net.

En prenant en particulier A=i(={i}), B=J, donc

nA:nC:_—_'l’ nJ:n’ EA,BZELJ——_‘%:

&,S¢ =5 (' —1), (43)

idenlilé qu’on peut aussi dériver directement.
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Remarquons que les relations (34) se laissent généraliser
en remplagant les signes par des wilcoxoniens. En effet, en
sommant les deux membres de (35) par rapport & h €A,
i€B, jeCG, keDou A, B, G, D sont des sous-ensembles,
disjoints ou non, de S, on obtient

1
550 Ts,BXC, D= = (nAnannx)— NgncNaNp —NappNgne

3
~+ npapnanc— naqcieap— NannNBaC) - (44
Spécialement, siAlUBetCUDsont disjoints, &%, 520, =0, e,
si A, B, D sont disjoints,

1
é()EA,BcTA,l):_"nAanD . (45)

3

Les relations (44) se laissent écrire d’une manigre plus
simple lorsqu’on iniroduit au lieu des sommes

w=Yn

les moyennes correspondantes, que nous dénotons par un suf-
fixe en haut, qui indique 1’ensemble sur lequel la moyenne est

prise
nlAZu,-:Zui/Zl. (46)

€A icA i€A

def
l],A -

Lorsque n,==0 nous définissons u* comme 0, quels que
soient les nombres u; (finis et en nombre fini).

Spécialement on peut introduire les quantités

def
M B= x4 gfnang, (47)

qui ont le caractére de «signes moyennes pondérées», Elles
sont des moyennes de signes, donc toujours = 1 en valeur
absolue, et aussi antisymétriques par rapport aux deux indices.
Par définition z* E=20 si A ou B est vide.

Remarquons que 1l'identité correspondante avec (31) est
un peu différente pour les moyennes

n
A A+B — B

A (48)
na+te
oll ny,z=n,-ng si A et B sont disjoints.
Au moyen des notations (47) et

def
n
34,8 — A07 (49)
nanp
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si nuny3£0 (et 8A4B=0 si n,ny=0), ce qui est une autre
généralisation des Kronecker 8, dans laquelle elle passe pour
ny=ny=1, (44) devient

50.’0“*-3300’ D_- % (SA,fC___ AD___ 3B,C _+_ aB,D)

1

+§ (BA,ch,u — 3A DBy

——1—3(1—|—3A"’) (148%P) —(14-8%P) (1486 {,  (50)

ce qui est une généralisation immédiate de (35), dans laquelle
les effectifs n,, ..., np ne paraissent plus explicitement.
Spécialement, lorsque A, B et D sont disjoinis et non
vides,
1 1

é’? xA BxAD—m
_ 3 n‘,’

vary gt B = & (z%P)* = (nA s np + mna)

ce qui se déduit aussi de (42) en divisant les deux membres
par n,ng.

Avant de discuter les usages plus amples qu’on peut faire
de la sonde de Wilcoxon, nous en voulons introduire quelques
aulres.

La forme la plus simple du coefficient dit de « corrélation
de rang » de M. G. Kendall (1948) (introduit avant lui par
R. Greiner (1909) et F. Esscher (1924) comme eslimateur du
coefficient de corrélalion ordinaire d’une distribution binor-
male) s’écrit, & part d’un facteur constant,

i, 1 47 .
=Y my=y ) sgn(i— D)y (51)
i>j
C’est donc aussi une fonction linéaire des signes, avec,
selon (37), l;=sgn (i—j), donc i y=2i—n—1 et

&lx, =0, var, to,K:—}— n(n—1)

+5 Z(Zh——n—l)2 n(n_mzn+5) (52)

Cette sonde sert & tester s’il y a un progrés (anglais :
«trend », hollandais : « verloop») (positif ou négatif) dans
la suite des z; .

Ce test a été généralisé par T. J. Terpstra (1952a) pour
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le cas ot I'on veut savoir s’il y a un progrés dans une suite
de groupes d’observations, les observations d’'un méme groupe
étant toujours isomoires. Lorsque, comme auparavant, J
désigne 1’ensemble "de toutes les observations, tandis que
A (A €A={]1, ..., k}) sont les groupes (disjoints) d’observa-
tions, on peut utiliser, en remplacant la sonde T de Terpstra

par (*) x
to,r—2R I — (TI;Z — Z nzA))
1L \Vee '
fo,r= 5 Z sgn (A — ) Zax, Ap (53)

expression qui monire immédiatement 1’analogie avec (51).
Pour le cas spécial, ot les aléatoires ne prennent que deux
valeurs et ol par conséquent chaque groupe d’observations
existe de deux liens, M™ van Eeden et M. J. Hemelrijk (1955)
ont démontré qu’il est préférable de remplacer la somme (H3)
par une somme pesée

1 L . TA), Ap
ten =5 sgn(h—p) =——

NaAN Ay

c’est-a-dire ~
tpn = %Z sgn (h— p) zhh Ae

Avec cette méthode-ci on obtient que la classe d’hypotheses
contre lesquelles le test est consistant ne dépend pas des
nombres ny,, .

Puisque la sonde (53) aussi est linéaire, elle est de la
forme (37) avec

1 A p i i bop i
lij:"z"Z sgn (A — ) Ly I.JA[J-:<Z I If‘\p.> . (64)

>
Tandis qu’évidemment &f, =0, on trouve au moyen de
(44) avec un peu d’algébre

var, lo, 1 == (1) (na — Znam) —{—% (n*—n®y),  (99)

résultat qui s’accorde avec celui trouvé par Terpstra. En effet,
t,,» est équivalent avec t, x dans le cas oit les z, entrant dans
celte sonde-ci ne sont pas tous différents, mais forment les
liens A, .

Jusqu’ici nous n’avons considéré que des fonctions
linéaires des signes. Or, plusieurs sondes sont des fonctions

(*) Veuillez lire A, et A, au lieu de AX et Ap. dans les formules
suivantes.
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bilinésires ou quadratiques. Remarquons d’abord que la
forme générale de la sonde {, x de Kendall (1948) s’obtient
lorsqu’on remplace les nombres donnés i dans sgn(i—j) par
un second sysiéme de nombres aléatoires y;=sgn(y.—¥;)

1
= ?Z Ly ¥ij - (66)

Ici la classe d’hypothéses admises consiste de toutes les
distributions ol les n paires (xl, yl) . (xn, y,,) sont indé-

pendantes (mais pour chaque i, z; et y peuvent étre dépen-

dantes), et I'hypothése testée H, “exprime qu’elles sont iso-
moires et que les y; sont mdependants des z;. Dans le cas ol

les fonctions de répartition communes des z; et des y; restent
continues, la valeur de la variance (et naturellement aussi
celle de la moyenne) reste la méme, donnée par (62). Dans le
cas des distributions discontinues on a encore &,lz—0 et la
variance a été calculée par M. G. Kendall (1948).

La sonde tz se laisse généraliser pour le cas ou J est la
somme de m ensembles disjoints A,(A € {1, ..., m}), et qu'on
sait que les aléatoires appartenant & chaque A, sont isomoires.
On pourrait alors remplacer les signes x;, y; dans (b6) par
leurs généralisalions X, 4, ; Yax, ax, C€ qui a été proposé récem-
ment par T. J. Terpstra (1984a), qui utilise donc

1 b
b= o Z Tar, ApY AL, Ap. - (67)

Ici aussi on soupgonne qu'un dénominateur dans chaque terme
comine n,, n,, pourrait &tre utile.

Apres ces deux cas de fonctions bilinéaires nous discutons
enfin quelques fonctions quadratiques. Pour le probléme de
k échantillons, indépendamment 1'un de 1’autre, W. H. Krus-
kal (1952), T. J. Terpstra (19526) et (1954b) et P. J. Rijkoort
(1952) ont proposé un test. En supposant que ) parcourt les
nombres 1, ..., k, que les indices des observations du ™
échantillon forment ’ensemble A,, de méme que les A, sont
des sous-ensembles disjoints de I, tel que J=2XA,, la sonde
de Rijkoort (1952) s’obtient comme suit. Supposons toutes
les observations arrangées selon grandeur croissante, et soit r;
le rang de z; et S, la somme des rangs appartenant au Ame
échantillon. Alors la sonde de Rijkoort (1952) est

s Zx <§x — L 1)%)2 (58)

Elle se laisse exprimer facilement au moyen des wilcoxoniens.




88 D. VAN DANTZIG

On trouve pour 45

i\
fuz Z £2A),, J- (89)
La sonde de Kruskal s’écrit
p) 22
tKr:Z g (60)
- LIV

Le premier test de Terpstra (1952b) coincide avec (60),
le second est

A%, Ap. 1 ZA VN |
O Zas g
21 el N2y n-1 nax (61

<p

Une autre sonde, pour le probléme des deux échantillons,
introduit récemment par A. Rényi (1954), et servant donc le
méme but que celui de Wilcoxon (mais étant consistant contre
une classe plus étendue d’hypotheses alternatives), est

BN AW
trs = 2nang(ng—1) 25+ 2nanp(ny —1) LA
€A j€EB
ng-—2 na—2 ]
REETC R ve s L

La sonde de Kendall (1948) (66) pourrait éire utilisée
pour tester I’hypothése, impliquant aussi I"hypothése H,,, que
les y; sont indépendants des ;. Il a été démontré cependant
par W. Hoeffding (1948a) que ce test n’est pas consistant
contre toutes les hypotheéses o1 les fonctions de répartition des
z; et des y; sont continues. Un test ayant cette propriété a été
développé par W. Hoeffding (1948a), qui utilise la sonde

E_H - Z(_l:hi — -'fhj) (_}_’_hi _—lhj) (Ehk _Ehl) (_lek”‘_)"hl) s

(h,i i, e, 1) #

fonction biquadralique des signes. La notation («, ..., a,)52¢
veut dire que «; 2 «; dés que i3£].
Pour la corrélation de rang il existe encore un autre coef-

ficient, di & C. Spearman (1904), coefficient qui est une fone-
tion linéaire de

b= Z (@, 5 —25,00%

i
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ce qui, sous ’hypothése H,, (donc aussi sous H,) est équi-
valent, sauf une transformation linéaire, avec

b= Z:’?i,dli,a

i

et aussi, pour le cas ou y,==1i, avec
ts" = E (i—j)sgn(z;, — x;).
i

Une généralisation de cette méthode-ci est la méthode des
m groupements («m rankings») de M. Friedman (1937).
Dans ce cas on a m groupements de la méme longueur n. On
veut essayer 1’hypothése que pour chaque groupement toutes
les permutations des rangs ont Ja méme probabilité. Désignons
les observations =,;", ..., =, &, ..., .2 ; .. 2™, ..., z,™.
Alors, la sonde de Friedman s’écrit, & part d'un facteur
constant,

n m

Y
h 1 j J;

1

La méthode de Friedman (1937) se laisse appliquer seu-
lement au cas d’un schéma rectangulaire de cases, avec pré-
cisément une observation dans chaque case. La méthode a été
généralisée partiellement par J. Durbin (1951), et & peu prés
compldtement par A. Benard et Ph. van Elteren (1953), qui
admettent des nombres d’observations arbitraires, assujettis &
des restrictions faibles. Leur méthode contient plusieurs autres
comme cas spéciaux, par exemple le test de Friedman (1937),
la généralisation de Durbin (1951), les tests pour le probléme
des k échantillons de Kruskal (1952) et de Terpstra (1952b),
et le test de Wilcoxon (1945).

La sonde est une fonction quadratique des

m
def i

u; = TAu, I
1

en supposant que les indices des .observations du i™ groupe-
ment dans la j™ case forment l’ensemble A;. Si le nombre
d’observations avec indices appartenant a4 1’ensemble A, est
désigné par k; et le nombre d’observations du i™ groupement
par

n

i
kz (ki - Z kii) )

1
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on obtient pour la covariance de u; et w,

1Ny
Sr= g ) b Gabi— ) (e 1)
1

oli 3, est le symbole de Kronecker défini par (36). Alors la
sonde de Benard et van Elieren (1953) est égale a

Gll see 0'1_“_1 .l_.ll .
: 11 s Ty

tpr=— :
- On-1,1 *+ Tau-1,n-3 Uy

u .. U,y 0f 1%n-1.1 00 Tn-1inm

Puisqu’il est facile de calculer la moyenne et la variance
d’une fonction linéaire des z; pour toute la classe Q@ d’hypo-

théses H ol les z; sont indépendantes, isomoires ou non, con-
tinues ou non, la premitre méthode 4 délerminer des bornes
d'un ensemble de confiance pour 1’hypothese H, décrite plus
haut, s’y laisse toujours appliquer. Quant aux fonctions qua-
dratiques, le calcul de la moyenne dans ce cas général reste
encore simple, mais celui de la variance devient déjd un peu
compliqué. ‘

L’asymptoticité normale a été démontrée dans plusieurs
cas par les recherches de W. Hoeffding (1948b), E. Lehmann
(1951) et d’autres.

Récemment D. J. Stoker (1955) a examiné une classe de
sondes pour le probléme des deux échantillons, proposée par
D. van Dantzig et J. Hemelrijk (1953). Un cas spécial de cette
classe est entre autres la sonde de Wilcoxon (1945). Stoker a
démontré que sous des conditions assez générales les sondes
de la classe considérée sont asymptotiquement distribuées selon
la loi normale. Ici le cas ol les fonctions de répartition ne sont
pas continues a été recherché spécialement.

De plus Stoker a examiné la déviation de la normalité de
la sonde de Wilcoxon. Il a dérivé une borne supérieure pour
la déviation extréme de normalité de la fonction de répartition
de la sonde sous une hypothése générale, ou les fonctions de
répartition des observations peuvent é&tre discontinues. Au
moyen de ce résultat-ci la démonstration de la consistance du
test de Wilcoxon par D. van Dantzig (1951) a été généralisée
pour des fonctions de répartition discontinues. Aussi des
ensembles de « surconfiance» w* par rapport & la classe des
hypothéses alternatives ont été dérivés comme application de
la théorie décrite dans D. van Dantzig (1951) et D. van Dant-
zig et J. Hemelrijk (1953).
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