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SoMMAIRE 

On discute une methode pour estimer des ensembles de confiance 
par rapport a I 'ensemble de toutes les alternatives d 'un test, ou les 
variables aleatoires sont independantes et continues, isomoires ou non. 

D'ailleurs on donne une methode pour etudier d'une maniere uni
fiee quelques tests non parametriques recents, generalisant celles de 
M. G. Kendall (1948), M. Friedman (1937) et F. Wilcoxon (1945). On 
considere le cas, ou les cc sondes » (cc test-statistics») peuvent s'expri
mer en fonctions Iineaires, bilineaires, quadratiques ou biquadratiques 
des « signes » (cc scores») X;; = sgn (x; - x1), les x; etant des nombres 
aleatoires, le plus souvent supposes independants, continu et iso
moires sous l 'hypothese essayee. 

Considerons une « categorie d'epreuves » selon la termi
nologie de M. Frechet, et soient x1 , •.. , x,. des nombres alea
toires definis sur elle. lei le soulignement des X; indique leur 
caractere aleatoire. De preference, mais point du tout necessai
rement, un nombre aleatoire et une valeur qu 'il peut prendre 
(ou prend actuellement dans une experience) seront denotes 
par la meme lettre. Supposons qu'on sache que la fonction de 
repartition H de l'ensemble des X; appartient en tout cas a un 
ensemble Q de telles fonctions. Pour tester une fonction par
ticuliere H0 E Q on utilise un « test statistic», c'est-a-dire une 
fonction univoque des valeurs x1 , ••• , Xn observees ( qui peut 
done etre calculee independamment de la fonction de repar
tition inconnue, mais qui peut dependre de !'ensemble Q), et 
telle qu'on rejette l'hypothese essayee lorsque sa valeur 
depasse une valeur determinee qui ne depend que du « seuil 
de mefiance » (level of significance, onbetrouwbaarheidsdrem
pel) admis, par exemple 0,05. Accepter un seuil de mefiance a 
determine veut dire admettre qu 'une fraction a des enonces 
statistiques (rejections d'hypotheses, predictions, etc.) au plus 
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pourront etre faux dans une suite prolongee infiniment de 
tels enonces indeperrdants. Puisque cette fractbn mesure le 
degre de mefiance qu'on donne a ces enonces et (/, est le seuil 
qu'il ne doit pas surpasser, nous avons choisi le terme (( seuil 
de mefiance n qui explique plus clairement la signification de 
ce concept que le terme anglais (< level of significance n. Nous 
proposons la denomination << sonde n pour une telle fonction 
des nombres aleatoires. Soit t=t(x1 , ••• , Xn) cette sonde. En 
employant t seulement pour tester H0 , on d&termine le nombre 
ta'' le plus -petit tel que Pl t > t,0 I H0 ! < (/, et l'on rejette 
l'hypothese H = H0 lorsque ('observation donne un nombre 
t > t,,°, et on ne la rejette pas lorsque t < ta". 

Toutefois ii serait beaucoup plus important de connaitre 
I 'ensemble w de toutes les HE Q tels que t < ta ou ta est le 
plus pelit nombre tel que 

c 'est-a-dire ou 

( 1) 

L'ensemble w de tous ces H est un ensemble de confiance 
par rapport au seuil de mefiance (/, pour l'hypothese H. 

En general ii ne sera pas possible de determiner l'en
semble w dans une forme raisonnablement simple pour un t 
et un (J, (et une sonde t et un ensemble Q) donnes. Par exemple 
cela ne sera pas possible lorsque H est le produit des fonctions 
H1 continues des X; separement, c'est-a-dire lorsqu'on sait seu
lement que les aleatoires x; sont independantes (et continues). 
Dans ce cas H depend d'une infinite de parametres inconnus 
et (1) exprime une inegalite entre ces parametres. Pour cette 
raison le terme « methodes non parametriques n, que l'on uti
lise dans ce cas, n'est pas tres approprie. 

Or ce qu'on peut faire souvent, le nombre t, de meme 
que Q, la sonde t et (J,, etant donnes, c'est determiner deux 
ensembles w* et w*, tels que l'on a 

w*cwcw*. (2) 

C'est-a-dire l'on sait que !'ensemble de confiance spr(J, con
tient w* et qu'il est contenu dans w*. lei spr(J, exprime que 
I 'ensemble de confiance, qui est aleatoire puisqu'il depend de 
la valeur t derivee des observations, contient la fonction de 
repartition inconnue, sauf une probabilite < (/, ( « salva pro
babilitate (J, n). En general on a done pour un enonce aleatoire 
et quelconque 

et spr (/, ~ P l et ! > 1 - (/, • 
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Done « spr O)) exprime ce qu'on appelle souvent « presque 
certainement H. 

Nolamment on peut determiner w* et w* lorsqu'on sait 
calculer les moments des deux premiers ordres de t p )Ur 

chaque H E Q, supposes finis. En effet, posons -

e (H) dd & l~ IHI (1), 

a(H) 2 defvar)!:_1Hl, a(H)>O. 

Alors on aura, d 'apres Cantelli (2
), 

(4) 

(5) 

v~v:Pl£-0(H)>cjHl< c•~:~~)2' (6) 

ou le symbole v signifie « pour tou(te)s les H, et notamment 
v!' « pour tous les x qui sont elements de !'ensemble Ell. 
D'ailleurs P est l'ensemble des nombres positifs. Done si 
t > 0(H) 

Pl~> t I H l =Pl I-0 (H) > t - 8 (H) I H l 
< -:r(H)• 
= lt-8(HJ! 2 +a(H) 2 

Cette probabilite est done certainement < ct. si le membre droit 
est < a. Done, en definiss~nt w1 comme !'ensemble de toutes• 
les H telles que 

8(H)<t et a(H) 2 <a[lt-8(H)l 2 +0-(H) 2
] 

on sait que chaque H E w1 devra etre rejetee. En definissant 
done w* comme le complement de w1 , c'est-a-dire comme 
l'ensemble de toutes les H telles que 

8(H) +( l -;; ct.yo- (H) > t (w*) (7) 

on aura done w Cw* (cf. fig. 1). 
D'autre part on tire de (6) que, si t < 8 (H), 

P l t <!._I H l = P l 8 CH) - !... > 8 (H)- t I H I 
< o-(H)• 

= l t-8(H)! 2 +-:r(H) 2 
' 

def 

(1) Le symbole designe une egalite, definissant le membre 
gauche. 

(
2

) L'amelioration des bornes (7) et (8), obtenue par l'emploi de 
l'inegalite de Cantelli au lieu de celle de Bienayme, que j'avais utilisee 
d'abord, est due a M. R. Doornbos, qui a aussi bien voulu m'aider dans 
la redaction de cette conference. 
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don:c certainement < 1-a si le membre droit l 'est. Dans ce 
cas on. aura done 

Pli>tlH!>a 

et ces hypotheses-ci ne seront pas rejetees. On aura done 
w * Cw si w* est l' ensemble de toutes les H telles que 0 (H) > t et 

OU 

o- (H) 2 < (1- o:) [l t-0(H) !2 + o-(H) 2
] 

0 (H) - ( l :__ o: lo- (H) > t 

u(H) 

Terra in gnita 

B(HJ,,tJl-od½ 
(ti] a-{H) 

FIG. 1. 

(w*) (8) 

8{H) 

II va sans dire que l 'ensemble d 'indecision w* - w * peut 
etre diminue si l'on peut calculer quelque moment absolu 
d'ordre superieur de t pour chaque HE Q, ou si l'on peut 
demonlrer que (par ~emple) la distribution de t est pour 
chaque HE Q asymptotiquement normale et que l'on estimer 
la difference entre la fonction de repartition de t et· son 
approximation normale. - · 

Si, par exemple, on peut estimer la difference entre la 
fonction de Levy (3) de t (reduit et standardise) pour chaque 
H pour tous Ie.s arguments u suffisamment petits et e-b

2
'

2 
, on 

en peut deduire une estimation 

IP l_!_ - 0(H) < xo-(H)J H !-<l>(x)I < s(H) (9) 

p~ur touk les X suffisamment grands, disons pour X > C (H)' 
<l?(x) etant la fonction de repartition normale. Done, ~(~) 

(") Nous preferons ce nom a celui de « fonction caracteristiq'ue », 
terme tres peu caracteristique. 
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etant puur un ~>Ola fonction inverse de 1-<fl(~), c'esl~ 
a-dire la solution de !'equation 

$(~(~) ]= 1-~ 

on aura 

P)i>tJHl <z(H)+l-c}}C-:-c!\H))< '.I. 

si z(H) ~ rJ. et 

t-O(H) >o-(H)~[rJ.-z(H)] 

et l'on peut prendre pour w* !'ensemble de toutes les H telles 
que 

t-8 (H) < o- (H) ~ [ rJ.- e:(H)] 

OU (w*) . 

De meme on aura 

Pl~> t I H ( > - z(H) + 1-c}}c ~!\H))> u. 

si e (H) < 1 - a et 

t-8 (H) < o-(HJ~[ a+ z (H)] (w,.) . 

(10) 

(11) 

Dans ce cas ces H-ci ne seront pas rejetees. En utilisant 
cette methode-ci on pourra souvent reduire considerablement 
!'ensemble d'indecision w*-w* (cf. fig. 2). 

FIG. 2. 

Lorsqu'on peut estimer et rendre petite la differeace entre 
la fonction de repartition de t et une autre telle fonction (par 
exemple celle de X2 pour unnombre determine de degres de 
liberte) on pourra evidemment employer la meme methode, 
en remplai;ant ~(~) par la fonction inverse de cette autre fonc-
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tion de repartition. Ces methodes-ci se laissent appliquer a 
bien des tests, parametriques ou non. 

Quoique, de cette maniere, on n'obtiendra pas en general 
des resultats optimaax, ceci ne diminue pas beaucoup l'appli
cabilite de la methode esquissee. Car, on ne doit pas oublier 
qu'en general l'optimalite d'une methode de test ou d'estima
tion ne vaut que sous des conditions bien idealisees. Et, ce 
qui est optimal sous des conditions ideales peut etre loin de 
l'etre sous des conditions reelles. 

Nous mentionnons maintenant quelques-unes de ces me
thodes non· parametriques. 

Considerons une suite finie de n nombres x1 , ••• , Xn • 

Dans la plupart des applications ces nombres representeront 
des valeurs que n aleatoires x1 , ••• , Xn prennent dans une 
observation (on dans plusieurs observations). 

Pour commencer abandonnons les aleatoires. Soit 

.1={1, ... , n} 

l'ensemble des indices. Lorsque Ies xi(i E .1) sont remplpcees 
par yi= f(x;), ou f(x) est une fonction monotone croissante, 
Ies n2 quantites, que nous appellerons signes (anglais 
«scores») 

oii 

def 

Xi;= sgn(x1 - x;) 

def~ l 
sgn(x) = ( ~ 

Si X > 0 
si x=O 

Si X < 0 
(13) 

restent les memes, et on peut prouver que chaque quantite, 
fonction des X;, qui possede cette invariance par rapport a 
loutes Ies transformations monotones se laisse exprimer en 
fonction des x11 • 

Les n 2 tailles salisfont aux conditions 

V'( Vf X\; = X;;, (14) 
.1 .1 Vi vj x;;+x;;=O, (15) 

VY vf v{! Xi;X;kXki +Xii+ X;k + Xki = Q. (16) 

Plus generalement on a 

.1 .1 .1 -.1 
V1i Vt vj vk xhixik+xiixhk+x;hXik=XhixhixhkXijxikxjk, (17) 

identite qui se deduit de (16). On demontre facilement que 
chaque matrice x,1 ayant les proprietes (14), (15), (16) se 
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laisse exprimer dans la forme (12) au moyen de n nombres 
X; convenablement choisis. Notamment on peut choisir x1= s1 , 

OU 
def~ 

S 1 = .L...i X;1 , (18) 

jE.,J 

L'idenlite (16) se laisse reinplacer par 

(19) 

OU Ou,, est un symbole de Kronecker generalise, a savoir = 1 
si x1=x1=xk et =0 dans tout autre cas. Siles X1 sont diffe
rents les s1 sont intimement lies aux « rangs » r1 des valeurs 
observees x1 , lorsque celles-ci sont rangees par ordre de gran
deur croissante : 

(20) 

Dans le cas general, (20) servira comme definition des r1 • 

Lorsque quelques-uns des x1 sont egaux on appellera un «lien» 
( anglais : <c tie )) , hollandais cc knoop ») un sous-ensemble de .J 
tel que les x1 correspondants soient egaux et qui n'est pas con
tenu dans un sous-ensemble plus large ayant la meme pro
priete. On attribue selon M. G. Kendall (1948) a chaque tel x, 
comme rang r;, la moyeime arithmetique des rangs qu'ils 
auront lorsqu 'ils sont assujettis a des changements de valeur 
suffisamment petits, mais tels qu'ils deviennent tous diffe
rents. On voit aisement que la definition de Kendall (1948) 
est d'accord avec (20). Au lieu des r1 nous emploierons tou
jours les s1 , qu'on pourrait appeler les cc doubles rangs 
reduits », mais que nous appellerons brievement <c rangs)) 
dans les descriptions verbales. 

Les signes et les rangs entrent dans plusieurs tests non 
parametriques d'hypotheses statistiques. Nous en enumere
rons les plus importantes en introduisant entre temps quel
ques abreviations utiles. 

Considerons d 'abord le test de deux echantillons ( « two 
sample test») de Wilcoxon (1945), dans la forme generale 
developpee par H. B. Mann et D. R. Whitney (1947). Soient 
donnes deux echantillons X1, ... , X,n; Y1, ... , Yn qui sont les 
nleurs prises par m+ n variables aleatoires, dont on sait (Q) 
qu'elles sont toutes independantes, et que les x1 , de meme que 
les y1 sont « isomoires n, c'est-a-dire qu'elles ont toutes la 
meme fonction de repartition, qui d'ailleurs est continue, par 
exemple §i(x) pour les x1 , i;;(y) pour les y1 • Afin de tester 
si Si (x) et i;; (x) sont identiques, on utilise la sonde, egale 
au nombre de fois qu'un des x 1 , i E { 1, ... , m} surpasse un 
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des Yi , j { 1, ... , n} pourvu qu' aucun des X; ne soit egal a un 
y;. En introduisant la fonction de saut unilaire 

dtf \ l Si X > 0 
i ( X) = ) 0 si X < 0 

cette quantile est done egale a 

Or, excepte pour la valeur x = 0, on a 

1 1 
~ ( x) = 2 + 2 sgn ( x). 

(21) 

(22) 

(23) 

Dans le cas general, ou des valeurs egales sont admises, 
on peut definir 

m n 

def l '7; '7/ l 
W = 2 L.J L.J sgn(x;-y1) +2 mn. (24) 

I 1 

Au lieu de W on peut aussi bien utiliser tw = 2 W - mn 
comme sonde. Changeons les notations. Mettons nA= m, 
nB = n et ecrivons n pour m + n. Rangeons maintenant les 
nA + nB valeurs observees dans une seule suite, dans un ordre 
arbitraire, que nous appelons x1 , ••• , Xn. Le premier echan
tillon est determine par l'ensemble A des indices i, tels que X; 

lui appartient ; de meme B denotera l 'ensemble des indices des 
valeurs appartenant au deuxieme echantillon, de meme que 
A+B={l, ... , n}. Avec ces notations on aura 

lwdefL Lsgn(x;-Y1)=L LX;;- (25) 

iEA jEB iEA jEB 

Puisque nous aurons souvent a sommer un nombre de 
quantites, denotees par une lettre avec un indice, par exemple 
U;, lorsque l'indice parcourt un ensemble (fini), par exemple 
A, il est utile de denoter cette somme par la lettre avec le sym
bole de Z' ensemble comme indice. Done 

def" 
UA= L.J U;. 

iEA 

De meme avec plusieurs indices, par exemple 

UA,B def L LU;;. 
iEA jEB 

(26) 

(27) 
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Avec ces notations la sonde de Wilcoxon (1945) (doublee 
et reduite) s'ecrit 

lw=X:A.,B. (28) 

La fonction de repartition sous l 'hypothese que taus les X; 

sont independants, continus et isomoires est connue, et asymp
totiquement normale; on rejette cette hypothese lorsque I xA, BI 
surpasse la valeur correspondante avec le seuil de mefiance 
prescrit rJ.. . . 

Or, on peut considerer les sommes X.1,., B lorsque A et B 
sont des sous-ensembles de {J arbitraires, non necessairement 
complementaires. Alors X.1,., B est une fonction additive de A 
(de meme que de B), c'est-a-dire 

XA,+A,, B = XA,,B + XA,,B; (29) 

pourvu que les ensembles A1 et A2 soient disjoints. D'ailleurs 
on a 

(30) 

done specialement x.1,., A= 0. D'ailleurs, lorsque A et B sont 
disjoints 

et lorsque A et B ont l 'intersecticm C = A 11 B 

X.1,., B= XA-e, B+xe, B=X.1,._e, B+ Xe, B-e 

(31) 

=xA-e,B-e+xA-e,e+ Xe,B-e (32) 

puisque Xe, e = 0, OU A- C et B - C denotent les comple
ments de C dans A et B respectivement. Par. (32) xA, B• pour 
A et B non disjoints est exprime au moyen de telles quantiles 
se rapportant aux ensembles disjoints. 

En prenant pour A l'ensemble qui n'existe que d'un ele
ment i, et denotant cet ensemble par i simplement (au lieu de 
{ i}) et l'ensemble complementaire par {J -i, et pour A l'en
semble {J, on obtienl 

c'est-a-dire le «rang» (double rang reduit) S;. Celui-ci est 
done un cas special du wilcoxonien X.1,., n. 

Passons maintenant aux aleatoires. Le plus souvent on 
Leste l 'hypothese H0 , exprimant que les aleatoire,:; 

~;(iE:J=A+B) 



82 D. VAN DANTZIG 

supposees continues, sont independan1es et isomoires. Cette 
hypothese implique l'hypothese, dite H00 , disant que la dis
tribution simultanee des X; est invariante par rapport au 
groupe de toutes les permutations des indices i. Restreignons
nous d'abord au cas ou les distributions des aleatoires X; sont 
d'ailleurs continues, de meme qu'il n'y a pas de liens (c'est
a-dire que tous les liens ont la longueur 1), c'est-a-dire que 
tous les X1 sont differents spr 0. 

Sous-l'hypothese H00 , ou aussi sous H0 et dans le cas de 
continuite non seulement l'esperance 

&0 W= ~ mn 

et la variance, 

mais aussi la fonction de repartition de W est connue depuis 
Mann et Whitney (1947). On sait d'ailleurs qu'elle est asymp
totiquement normale. 

Plus generalement on prouve facilement (toujours dans 
le cas de continuite) 

&0 xh;X1k = 0 
- - 1 

{f,O~hi~£=3 

&03!..hl = 1 

OU generalement, 

&0!!_;1= 0' 
si h, i, j, k sont inegaux, 

si h, i, j sont inegaux ' 

si h, i sont inegaux . 

~ 1 .. ~ , +.. + 1 ("' .. .. 'l' ~o_::_hi_::Jk=3 (ohj- O;J- ohk oil,) 
3 

ohj()ik- O;JOhk) 

OU 

.. psi h=j 
0

hJ = ( 0 si h =I=- j ' 

<83) 

(34) 

est le symbole de Kronecker. La relation (35) montre claire
ment Ia symetrie par rapport aux deux paires d'indices hi 
et jk, et l'antisymetrie par rapport a chacune de ces paires. 

Done, en considerant la forme lineaire generale 

(37) 
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ou i et j parcourent .J, et ou. l'on peut supposer sans restriction 

on obtient immedintement 

ou, comme auparavant 

lh,.J = L lhj. 
j E .J 

(38) 

(39) 

(40) 

L'esperance et la variance de W se deduisent directement de 
celles de fw = xA, B, ce qui est un cas special de L, qu'on 
obtient en -posant 

11 I.i I I I.i l;i= A B - H A' ( 41) 

ou, pour un sous-ensemble donne de Set .J, P8 est la cc fonction 
caracteristique)) de cet ensemble, c'est-a-dire = 1 lorsque 
i ES et = 0 si non. Evidemment I\ est une generalisation du o 
de Kronecker qu'il devient pour n8 = 1. Alors on obtient 

li,3=nBil +nAI!, 

ou ns est le nombre d'elements de S, tandis que n3=n. 
Done pour A(: B = 0. (Cf. Mann and Whitney.) 

(42) 

Dans le cas plus general ou A et B peuvent avoir nc ele
ments communs l'additivite (31) ou (32) donne au lieu de la 
derniere expression dans ( 42) 

1 1 2 

3 nAnll (nA + 11B- 2 nc+ 1) ---;'f nc . 

En prenant en particulier A=i(={i}), B=.J, done 

n1=nc=·l, n3=n, _::A,n=_::i,.J=S;: 

(43) 

identite qu 'on peut aussi deriver directement. 



81 D. VAN DANTZIG 

Remarquons que les relations (34) se laissent generaliser 
en remplat;ant les signes par des wilcoxoniens. En effet, en 
sommant les deux membres de (35) par rapport a h E A, 
i EB, j E C, k ED ou A, B, C, D sont des sous-ensembles, 
disjoints ou non, de S, on obtient 

1 
&o_::A, B_::_c, D = 3 (nAncnB 11D - 11Bn en Ann - 11An n nBnc 

+nBnDn.,,.nc+nAnc11BnD-11Ann11Bnc). (44) 

Specialement, siAUBetCUDsont disjoints, &0xA,Bxc,n=O, et, 
si A, B, D sont disjoints, 

1 
&oX,1,BXA,D= 3 nAl1sl1D · (45) 

Les relations ( 44) se laissent ecrire d'une maniere plus 
simple lorsqu'on inlroduit au lieu des sommes 

u..1 = LU,i 
iEA 

les moyennes correspondantes, que nous denotons par un suf
fixe en haut, qui indique }'ensemble sur lequel la moyenne est 
prise 

u. ~ def :A L ui = L u) L/. (46) 

iEA iEA iEA 

Lorsque n,1_ = 0 nous definissons u.A comme 0, quels que 
soient les nombres u.i (finis et en nombre fini). 

Specialement on peut introduire les quantiles 

def 

xA• 8 =X.1,B/nAns, (47) 

qui ont le caractere de « signes moyennes ponderees ». Elles 
sont des moyennes de signes, done toujours < 1 en valeur 
absolue, et aussi anlisymetriques par rapport aux deux indices. 
Par definition xA, 8 = 0 si A ou B est vide. 

Remarquons que l'identite correspondante avec (31) est 
un peu differente pour les moyennes 

xA,A+B=~ x\,B, 
l1A+B 

ou nA+B = n,1_ + nB si A et B sont disjoints. 
Au moyen des notations (47) et 

( 48) 

(49) 
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si nAnB ~ 0 ( et. oA, n = 0 si nAnB = 0), ce qui est une autre 
generalisation des Kronecker o, dans laquelle elle passe pour 
nA=nB=l, (44) devient 

& 0xA.BxC,D = ;- (oA,'C_ 0A,D_ oB,C + /)B,D) 
- - 3 

+ ! (oA,CoB,ll _ oA,IloB,C) 

= ~ l c1 + aA,(') c1 + aB,D)- ( 1 + aA,D) c1 + oB,c) i, (50) 

ce qui est une generalisation immediate de (35), dans laquelle 
les effectifs nA, ... , nn ne paraissent plus explicitement. 

Specialement, lorsque A, B et D sont disjoints et non 
vides, 

1 1 
&ox.\,BxA,D=--' 

- - 3 n ..... 

varoxA,B=&o(xA,B)2=- -+-+--- ' 1(1 1 1) 
- - 3 nA 11n 71Al1B 

ce qui se deduit aussi de ( 42) en divisant les deux membres 
par nA nB. 

Avant de discuter les usages plus amples qu'on peut faire 
de la sonde de Wilcoxon, nous en voulons introduire quelques 
autres. 

La forme la plus simple du coefficient <lit de « correlation 
de rang» de M. G. Kendall (1948) (introduit avant lui par 
R. Greiner (1903) et F. Esscher (1924) comme eslimateur du 
coefficient de correlation ordinaire d'une distribution binor
male) s'ecrit, a part d'un facteur constant, 

~o.K= Lid~ii = ! L;,\gn (i-- j) .::_ii• (51) 

i> j 
C 'est done aussi une fonction lineaire des signes, avec, 

selon (37), Zii=sgn (i-j), done li,,'J=Zi-n-l et 

1 
&t0K,= 0, var0£o.K= 6 n (n - 1) 

1 '\7" 1 
+;r.L.J (2h-n-1) 2 =

18 
n(n-1J(2n+5) (52) 

Cette sonde sert a tester s'il y a un progres (anglais: 
« trend», hollandais : « verloop ») (positif ou negatif) dans 
la suite des x, . 

Ce test a ete generalise par T. J. Terpstra (1952a) pour 
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le cas ou l'on veut savoir s'il y a un progres dans une suite 
de groupes d'observations, les observations d'un meme groupe 
etant toujours isomoires. Lorsque, comme auparavant, .'J 
designe I 'ensemble de toutes les observations, tandis que 
A,\(AEA={l, ... , k}) sont les groupes (disjoints) d'observa
tions, on peut utiliser, en remplai;ant la sonde T de Terpstra 
par (4

) 

(53) 

expression qui montre immediatement l'analogie avec (51). 
Pour le cas special, ou les aleatoires ne prennent que deux 
valeurs et ou par consequent chaque groupe d'observations 
txiste de deux liens, M110 van Eeden et M. J. Hemelrijk (1955) 
ont demontre qu'il est preferable de remplacer la somme (53) 
par une somme pesee 

1 L)., fl , XA), Ap. 
l1m = -

2 
sgn ( A - p.) -

- nA))1Ap. 

C '.est-a-dire 

t EH = _!_ '\7):, sgn ( A - p.) xAi, Ap. • 

- . z L.J -
A vec cette methode-ci on obtient que la classe d 'hypotheses 
contre lesquelles le test est consistant ne depend pas des 
nombres nA,\ • 

Puisque la sonde (53) aussi est lineaire, elle est de la 
forme (37) avec 

1 '\7l-, I'- · · ('\7), I'- · I ) 
l;1=z L.J sgn(A-p.)I~Al'.~JJ-= 4.J l'.1).IA[l . (54) 

,.> t• 
Tandis qu'evidemment &~o,T=O, on trouve au moyen de 

(44) avec un peu d'algebre 

var0 !o,T= ~ (n3- Ln3.11.,.)+ ! (n2-n2AJ.), (55) 

resullat qui s'accorde avec celui trouve par Terpstra, En effel, 
t0, T est equivalent avec t0, K clans le cas ou les X; entrant dans 
cette sonde-ci ne sont pas tous differents, mais forment les 
liens A,\. 

Jusqu 'ici nous n 'avons considere que des fonctions 
lineaires des signes. Or, plusieurs sondes sont des fonctions 

(
4

) Veuillez lire A,\ et AP. au lieu de AA et Aµ dans les formules 
suivantes. 
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bilineaires ou quadratiques. Remarquons d'abord que la 
forme generale de la sonde t0• K de Kendall (1948) s'obtient 
lorsqu'on remplace les nombres donnes i dans sgn(i-j) par 
un second systeme de nombres aleatoires .r__;i = sgn (;r, - '!_i) 

(56) 

lei la classe d'hypotheses admises consiste de toutes les 
distributions ou les n paires (x1 , y1), •.• , (xn, Yn) sont inde
pendantes (mais pour chaque -i, ;;; et y; pe"uvent etre depen
dantes), et l'hypothese testee H0-exprhne qu'elles sont iso
moires et que les y; sont independants des X;. Dans le cas ou 
les fonctions de nfpartition communes des X; et des y; restent 
continues, la valeur de la variance (et naturellement aussi 
celle de la moyenne) reste la meme, donnee par (52). Dans le 
cas des distributions discontinues on a encore &0tK = 0 et la 
variance a ete calculee par M. G. Kendall (1948) ~ 

La sonde tK se laisse generaliser pour le cas ou 3 est la 
somme de m ensembles disjoints AA (1 E { 1, ... , m}), et qu 'on 
sait que les aleatoires appartenant a chaque AA sont isomoires. 
On pourrait alors remplacer les signes X;i, y;1 dans (56) par 
leurs generalisations XAA, Aµ; YAA, Aµ.' ce qui a ete propose recem
ment par T. J. Terpstra (1954a), qui utilise done 

(57) 

lei aussi on soupi;onne qu'un denominateur dans chaque terme 
comme nAA nAµ pourrait etre utile. 

Apres ces deux cas de fonctions bilineaires nous discutons 
enfin quelques fonctions quadratiques. Pour le probleme de 
k echantillons, independamment l'un de l'autre, W. H. Krus
kal (1952), T. J. Terpstra (1952b) et (1954b) et P. J. Rijkoort 
(1952) ont propose un test. En supposant que 1 parcourt les 
nombres 1, ... , k, que les indices des observations du )._m• 
echantillon forment !'ensemble AA, de meme que les AA sont 
des sous-ensembles disjoints de 3, tel que 3 = :EAA , la sonde 
de Rijkoort (1952) s'obtient comme suit. Supposons toutes 
les observations arrangees selon grandeur croissante, et soit r; 
le rang de X; et SA la somme des rangs appartenant au )._m• 
echantillon. Alors la sonde de Rijkoort (1952) est 

~=Li (~i_ - ~ (n + l)nA,y (58) 

Elle se laisse exprimer facilement au moyen des wilcoxoniens. 
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On trouve pour 4~ 

(59) 

La sonde de Kruskal s 'ecrit 

- I:1 '!._" Al._, ,'J 
tKr-
- nA). 

(60) 

Le premier test de Terpstra (1952b) co'incide avec (60), 
le second est 

(61) 

Une autre sonde, pour le probleme des deux echantillons, 
introduit recemment par A. Renyi (1954), et servant done le 
meme but que celui de Wilcoxon (mais etant consistant contre 
une classe plus etendue d'hypotheses alternatives), est 

t 1 I:2 + 1 I:2 Re= , X i, B ------- X A,j 
2 11A11B(11B - 1) - 2 llAnll(11A - 1) -

iEA jEB 

11B- 2 11A - 2 + 2(nB - 1) + 2(11A - 1) . ( 5Z) 

La sonde de Kendall (1948) (56) pourrait etre utilisee 
pour tester l'hypothese, impliquant aussi l'hypothese H00 , que 
les y; sont independants des X;. II a ete demontre cependant 
par W. Hoeffding (1948a) que ce test n'est pas consistant 
contre toutes les hypotheses ou les fonctions de repartition des 
X; et des y; sont continues. Un test ayant cette propriete a ete 
developpe par W. Hoeffding (1948a), qui utilise la sonde 

~H = L (!!!..hi-· '.:hi) C'J_1i; - J..11i) (!!!..hk - _:;hi) (J.p-1hl) ' 
(h.i,i,k,l) 'F 

fonction biquadratique des signes. La notation (a1 , •.. , an)~ 
veut dire que a;~ ai des que i ~ j. 

Pour la correlation de rang il existe encore un autre coef
ficient, du a C. Spearman (] 904), coefficient qui est une fonc
tion lineaire de 

!s= LC.~i,:J-1'.i,,J)', 
I 
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ce qui, sous l'hypolhese H00 (done aussi sous H0 ) est equi
valent, sauf une transformation lineaire, avec 

Y = I: ~i,.:]'!_i,.:f 
i 

et aussi, pour le cas ou Yi= i, avec 

~.,"= L(i-j)sgn(xi-x;), 

Une generalisation de celte methode-ci est la methode des 
m groupements ( cc m rankings ») de M. Friedman (1937). 
Dans ce cas on a m groupements de la meme longueur n. On 
veut essayer l 'hypothese que pour chaque groupement toutes 
les permutations des rangs ont la meme probabilite. Designons 
les observations X1('l, ... , Xn(l); X1(2', ... , Xn(•); ••• ; x/m>, ... , Xn(m). 

Alors, la sonde de Friedman s'ecrit, a part d'un facteur 
constant, 

n m '\7j I '\'i <n • 
!::· = LJ I LJ ~;; .:J ~ 

1 1 

La methode de Friedman (1937) se laisse appliquer seu
lement au cas d'un schema rectangulaire de cases, avec pre
cisement une observation dans chaque case. La methode a ete 
generalisee partiellement par J. Durbin (1951), et a peu pres 
completement par A. Benard et Ph. van Elteren (1953), qui 
admettent des nombres d'observations arbitraires, assujettis a 
des restrictions faibles. Leur methode contient plusieurs autres 
comme cas speciaux, par exemple le test de Friedman (1937), 
la generalisation de Durbin (1951), les tests pour le probleme 
des k echantillons de Kruskal (1952) et de Terpstra (1952b), 
et le test de Wilcoxon (1945). 

La sonde est une fonction quadratique des 
rn 

def Li 
Uj= XA,, M 
- - i1,t.J 

1 

en supposant que les indices des observations du im• groupe
ment dans la r• case forment l 'ensemble A;; . Si le nombre 
d' observations avec indices appartenant a l' ensemble Ai; est 
designe par kii et le nombre d'observations du ime groupement 
par 
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on obtient pour la covariance de !!:.t et !!:_, 

ou o1, est le symbole de Kronecker defini par (36). Alors la 
sonde de Benard et van Elteren (1953) est egale a 

• • • 0-1,n-l 
-1 

l1m= 
0-n-l,l • ·• O-n-1,n-J Un-l 

!:!:1 ~n-1 0 

Puisqu'il est facile de calculer la moyenne et la variance 
d 'une fonction lineaire des X11 pour toute la classe Q d 'hypo-
theses H OU les X; sont independantes, isomoires OU non, con
tinues OU non, la premiere methode a determiner des bornes 
d'un ensemble de confiance pour l'hypothese H, decrite plus 
haut, s'y laisse toujours appliquer. Quant aux fonctions qua
dratiques, le calcul de la moyenne dans ce cas general reste 
encore simple, mais celui de la variance devient deja un peu 
complique. 

L'asymptoticite normale a ete demontree dans plusieurs 
cas par les recherches de W. Hoeffding (1948b), E. Lehmann 
(1951) et d'autres. 

Recemment D. J. Stoker (1955) a examine une classe de 
sondes pour le probleme des deux echantillons, proposee par 
D. van Dantzig et J. Hemelrijk (1953). Un cas special de cette 
classe est entre autres la sonde de Wilcoxon (1945). Stoker a 
demontre que sous des conditions assez generales les sondes 
de la classe consideree sont asymptotiquement distribuees selon 
la loi normale. lei le cas ou les fonctions de repartition ne sont 
pas continues a ete recherche specialement. 

De plus Stoker a examine la deviation de la normalite de 
la sonde de Wilcoxon. II a derive une borne superieure pour 
la deviation extreme de normalite de la fonction de repartition 
de la sonde sous une hypothese generale, ou les fonctions de 
repartition des observations peuvent etre discontinues. Au 
moyen de ce resultat-ci la demonstration de la consistance du 
test de Wilcoxon par D. van Dantzig (1951) a ete generalisee 
pour des fonctions de repartition discontinues. Aussi des 
ensembles de « surconfiance » w* par rapport a la classe des 
hypotheses alternatives ont ete derives comme application de 
la theorie decrite dans D. van Dantzig (1951) et D. van Dant
zig et J. Hemelrijk (1953). 
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