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PREFACE. 

Au moyen de fonctions genera trices generalisees (fonctionnelles) (§ 7) 
et de matrices generalisees (§ 2, 7), on introduit un operateur lineaire c(A) 

dans un espace de fonctions mesurables sur un ensemble donne E 
( contenant, par exemple, toutes les fonctions bornees ), dependant du 

sous-ensemble A ou a lieu « l'absorption » (§ 3 ). Une interpretation(§ 1) 

donnee anterieurement des variables et des fonctions auxiliaires comme 

probabilites, par exemple, de la non-apparition d'une certaine « catas

trophe )> s'avere aussi tres utile pour ce type de problemes. On 

demontre (§ 4) que C(Al est un operateur de projection et que pour 

A1 ::, A2, C(,J,J et C(A,I sont commutables et que leur produit est egal 
a C(,1,1• Cette identite contient comme cas particulier une identite 

obten-ue dans une These de doctorat a Amsterdam par J. H. B. Kem

perman. En outre (§5), l'identite fondamentale d'A. Wald est genera

lisee et l'on montre que la fonction caracteristique d'une distribution 

peut etre consideree com me un cas particulier de valeur propre clans un 

sens generalise, 01'.1 la fonction propre ( dans ce cas particulier une fonc

tion exponentielle) doit etre proportionnelle a sa transformee par l'ope

rateur lineairc en dchors de !'ensemble absorbant A seulement. 

Finalcment ( § 6 ), on demontre quelques theoremes relatifs aux boucles 
daus la trajectoire d'un point mobile et quelques resultats similaires en 

<lerivant la fonctionnellc generatrice par rapport a la fonction dont elle 
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depend. La theorie purement mathematique de la multiplication de 

matrices generalisees est developpee dans l'Appendice (§ 7-10). En 
particulier, on donne des conditions suffisantes pour l'associativite 

egalement dans des cas ou les matrices ne sont pas hornees (§ 8). 
L'Appendice contient, en outre, une generalisation d'un- processus 

« a accroissements independants » pour le cas d'un ensemble sur lequel, 

sous certaines conditions, opere un groupe transitif (§ 9) ainsi qu'une 
extension des resultats du paragraphe 5 a des processus non marko

viens (§ 10). 
Ce Memoire a etc ecrit pendant que !'auteur travaillait en hote au 

Statistical Engineering Laboratory du National Bureau of Standards 

durant l'ete 1951, sous le contrat CST-525 entre le National Bureau of 

Standards et l'Universite de la Caroline du Nord. II fut ensuite revise 

avec !'assistance de M. J. J. de Iongh, auquel !'auteur est redevable de 
plusieurs ameliorations du texte. Un nomhre limite de copies en•forme 

mimeographee fut mis en circulation par le National Bureau of Standards 

a Washing.ton, et, a Amsterdam, par le Centre Mathematique, en l'ete 

1952 sous le titre : Time-discrete stochastic processes in arbitrary 
sets, with applications to processes with absorbing regions and to the 
problem of loops in ilfarkoif chains. Depuis lors, le texte a encore ete 
revise en profitant de l'aide de MM. C. L. Scheffer,. R. Doornbos et 

G. Zoutendijk. Neanmoins, quelques petits details mis a part, il coincide 

avec la version originale et, en ce qui concerne les cinq premiers 
chapitres, avec l'envoi de !'auteur a la Reunion de !'Institute of Mathe

matical Statistics tenue a Santa Monica le 1 5 juin 195 1. Le contenu prin
cipal de cet article forme d'ailleurs la substance des quatrc conferences 

donnees par !'auteur a l'Institut Henri Poincare au mois d'avril 1953. 
L'auteur tient a remercier MM. Ferron, Fourgeaud, Fuchs et Soule 

qui ont eu l'amabilite et la patience de traduire cet article, de m~me 

que M. Frechet, qui a bien voulu surveiller l'reuvre de traduction. 

L La methode des marques collectives. - Suivant A. Kolmogoroff, 

un champ de probabilite est defini comme un ensemble Il sur lequel est 

donnee une fonction d'ensemble completement additive ( 1 ) [ definie, 

( 1 ) Les fonctions d'ensemble completement additives, definies par la condition ( 1.2 ), 

sont qnelqnefois appelees fonctions d'ensemble totalement additives, absolument 
additives on cr-additives. 
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:::::,,,_ o et L.. 1 pour tous les sous-ensembles A de II appartenant a un 

a--corps a-rr ( 2 ), qui contient II et chacun de ses elements]. Designant 

cette fonction d' ensemble par P, la valeur qu' elle prend sur un ensemble A 

par P 11\.J [au lieu de P(A)], nous avons, en renvoyant le lecteur pour 
plus de details concernant les notations et les proprietes a l'Appen

dice (§ 1 ), 

( i. r) 

(1.2) P(AJ = ~P1A,.1, si A= U A,, et A111 n An= o pour m ,t': n. 

Dans beaucoup de problernes de la theorie des probabilites, nous 
avons affaire a plusieurs fonctions d'ensemble completement additives, 

toutes definies sur un seul ensemble II, c'est-a-dire P peut varier sur un 
autre ensemble Q, quelquefois appele l'« ensemble des hypotheses admis
sibles )) ou « espace parametrique ,,. Alors, pour tout 0 E Q nous avons 

un P, designe par p(OJ, prenant sur A la valeur Pi~{
1

• Si II est un 

ensemble denombrable ( c'cst-a-dirc fini ou infini denombrable ), nous 

avons P;~1 = ~ P:~: et si II et Q sont des ensembles finis, P\~1 est 
),eA 

determine par la matrice rectangulaire ordinaire des nombres P;~:, avec 

"A E II. Pour cette raison on appelle matrice (generalisee) le systeme des 

valeurs Pj~{
1 

avec OE Q, A E a-rr, sonmises a la condition d'additivite 

complete par rapport a ,\. Quelques-unes des proprietes fondamentales 
de ces matrices seront considerees sous des hypotheses un peu plus 

generales dans u~ Appendice (§ 7, 8) C1). 

En generalisant une idee de Laplace, selon laquelle un systeme de 

probabilites Pn (n = o, I, 2, .•. ) est represente par sa « fonction gene
ra trice ,, 

( 1.3) 

z etant une variable auxiliaire, il s'avera utile ( cf. D. van Dantzig, 1941) 

( 2 ) Un o--corps est une classe d'ensembles con tenant avec chaque ensemble son 
complement et avcc chaque suite ( denombrable) d'ensembles leur union, done aussi leur 
intersection. 

( 3 ) La notation dans l'Appendice (P{ au lieu de Pi) est legerement differeute de 

celle dans ce paragraphe, mais est conforme a celle du paragraphe z. 
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de representer un champ de probabilite PA par la fonctionnelle corres

pondante d'une fonction auxiliaire U definie sur II. En admeltant que 

cette fonction est mesurable O"rr et que l'integrale ( 1 . 4) existe et en 
designant la valeur que U prend en un point A E II par lj(i,) [ au lieu de 

l'habituel U("A)], la fonctionnelle correspondante peut s'ecrire comme 

une integrale de Stieltjes-Lebesgue-Radon 

(I.Ii) 

Si C ( U) est connue pour une classc suffisamment large de fonc

tiuns U, elle determine P. Dans le cas le plus simple, si elle est connue 

pour toutes les fonctions U'A ( •) bornees et mesurables O"n, nous aurons 

( 1.5) PA= C(IA), 

ou IA ( I = iota) designe la fonction caracteristique de l' ensemble A, 

definie par 

( 1.6) 

( cf. D. van Dantzig, 1935 ). Dans le cas plus general, ou P varie sur un 
ensemble Q, nous pouvons aussi introduire une fonction d'ensemble 

auxiliaire, completement additive F sur un r;-corps O"ri de sous-ensem

bles de Q, en supposant que pour tout A fixe P~~ est mesurable O"n, 

et definir la fonctionnelle correspondante 

(i,7) 

Ces fonctiunnelles furent introduites dans nos cours a Amsterdam en 

194 7 et dans un expose fait a Lyon en 1948 ( publie en 1949) et quelques 

applications de la methode y furent donnees. Les fonctions auxiliaires 
£11 rent designees par « marques », leur fonctionnelle par « marque collec

tive >>. Il s'averera utile d'employer une notation et une terminologie, 

introduite a une autre occasion ( 1935 ), a savoir d'appeler des fonctions 

de points et des fonctions d'ensemble completement additives ( somnises 

( 4 ) Dorenavant nons omettrons !es parentheses et ecrirons PA, po et Pl au lieu de 

Pu,), p(OJ et Pi~) respectivement, parce qu'en ce qui suit, ii n'y aura pas d'ambigurte 

dans !es notations. 
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d certaines conditions legerement restrictives specifiees clans l'Appen

dice) respectivement fonctions de la premiere et de la seconde espece 
et de designer systematiquement les arguments (points) des premieres 

par des lettres minuscules ecrites en indices superieurs et ceux ( ensem

bles) des secondes par des majuscules ecrites en indices inferieurs. 

Exceptionnellement, clans le cas ou l'on effectue une integrale, les 

limites d'ensembles (< elementaires >> ou « petits >> sont representees par 

le symbole designant le point variable correspondant, precede de la 

lettre d, au lieu d'une lettre majuscule (par exemple die au lieu de A). 

Des applications anterieures ont montre que l'application de la 

methode etait souvent considerablement facilitee si l'on interpretait les 

variables auxiliaires et collectives, fonctions et fonctionnelles comme des 

probabilites, en restreignant temporairement leur domaine de valeurs 

a l'intervalle reel. ( o, 1 ). Ainsi, clans ( 1.7) nous pouvons :restreindre 

F 0 (0 E cr0 ) a o L F 0 L 1 = F 0 , et interpreter F 0 comme la probabilite 

que, au moyen d'un certain mecanisme aleatoire, on ait choisi U:n O e 0. 
De m~me, en supposant o L [{AL 1, nous pouvons considerer un 

evenement auxilaire e ( qui n'a rien a voir avec le probleme de probabi

lites que l'on considere) et supposer que, chaque fois que le resultat de 

cc dernier est A e II, un mecanisme aleatoire, dependant de A, determine 

avec une probabilite 1-U1· contre lfA, si ea lien ou non. Alors C(F, V) 
est la probabilite totale que e ·n'ait pas lieu. II est essentiel que le 

mecanisme aleatoire demeure ( au moins partiellement) indetermine, 
de fa,:;on a garantir la vari.abilite de F et de U sur des ensemble~ suffi

_samment larges de fonctions. En gros, plus la classe de fonctions sur 

lesq~elles F et U peuvent varier est large, plus la classe de problemes 

pour lesquels lcur introduction est utile est ctendue. L'interpretation 

drun F auxiliaire comme une distribution de probabilites est due a 
J. von Neumann ( 1928) et fut largement utilisee clans : .J. von Neumann 

et 0. Morgenstern, Theo,y of Games and Economic Behavior (1947) 
et clans A. Wald, Statistical Decision Functions (, 950). 

Cependant on donne souvent une interpretation economique de 

« gains >> et « pertes >> aux fonctions de la premiere espece, quand elles 

interviennent clans ces textes. Ceci, sans aucun doute, a l'avantage 

qu'elles peuvent varier sur tout !'ensemble des nombres reels, sans 

restriction a l'intervalle ( o, 1 ), mais aussi !'inconvenient que les produits 

et les puissances de gains on de pcrtes n'ont pas d'interpretation evidente, 
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alors que les produits de probabilite peuvent directement ~tre interpreM·s 

comme des probabilites. 
Pour la m~me raison C et lj'A ont ete interpretees comme les probabi

lites totales et conditionnelles pour qu'un evenement n'ait pas lieu ( au 
lieu de: ait lieu). Nous appellerons cet evenement e une «catastrophe». 

L'avantage de terminologie de prendre la realisation de non-e au lieu 

de celle de e reside clans le fait que la conjonction de plusieurs non
realisations de e peut etre decrite comme une non-realisation ( totale) 

de e alors que la conjonction de plusieurs realisations dee ne peut etre 

decrite aussi simplement comme une realisation. Quoi qu'il en soit, 
!'interpretation des quantiles auxiliaires n'est pas de premiere impor

tance et, de plus, rien ne nous empeche, tant que n'apparaissent pas des 

difficultes de convergence, d'appliquer Ia terminologie probabiliste 

egalement a des quantites negatives ou complexes, de Ia rneme maniere 

qu'on I'a fait pourla terrninologie geometrique [ cf. aussi Bartlett ( 1944) 1-
Le but de ce Memoire est d'obtenir certains resultats concernant les 

processus stochastiques par cette methode. 

2. Processus stochastiques. - Nous considerons des variables alea

toires, c'est-a-dire des fonctions sur IT, dont les « valeurs )> sont des 

elements x, y, z, d'un ensemble arbitrairn E. Des variables aleatoires 

( ou des evenements aleatoires) seront designees en omettant l'argument 

A e IT et en soulignant le symbole de la. fonction : par exemple, 

~, y, ~n, ... ( 5 ). Nous supposons encore que sur !'ensemble E et sur 
ses-produits directs (Ex E, Ex Ex E, ... ) on ait donne des o--,corps 

de sous-ensembles a-8 , a-8 ,, a-8 , ( des conditions plus generales sont consi

clerees clans l' Appendice ( § 7) ( n). 
Nous definirons un process us stochastique ( discret clans le temps) 

commc une suite de variables aleatoircs x 0 , ~ 1 , ~ 2 , ••• clans E, telles 

(') On dcsigne sou vent des variables aleatoires par des lettres majuscules. Ceci est 
rarement fait d'une fa90n coherente, vu que !es majuscules sont egalement utilisees a 
d'autres fins et que eertaines variables aleatoires sont aussi designees par d'autres 
symboles. Notre systeme de notations nous permet cl'utiliser a cl'autres fins tout un 
alphabet (lettres majuscules ). 

( 6 ) Pour obtenir une definition de la distribu,tion de probabilite sur E, nous clevons 
restreinclre !es variables a!eatoires aux fonctions sur II qui sont mesurables (isE, crrr), c'est-

a-clire pour !esquelles !es origin aux d'ensembles e "E sont toujours des ensembles e "II· 
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que la distribution des prohabilites conditionnelles de chacune d'elles, 

les precedentes etant donnees, existe 

(2.1) Pf;,0;····xx1 =P[:IinEX\:Iio=Xo, ... , :Tin-1=Xn-1], 

ou x 0 , ••• , x,,_J. sont des elements arbitraires de E et X est un element 

de r:rE. On suppose que ces distributions de prohabilite sont mesu

rables-o-E" ( en x 0 , •.• , Xn_i) et completement additives en X et qu'elles 
satisfont aux relations 

(2.2) 

La distribution de probahilite de !'ensemble q:_ 0 , ••• , q:_,, est donnee 

par 

(2.3) Px(!') x =P[:7ioE,f"o, ... , :r-_,,e . .Fn]• 
Oi , •• , n 

Nous nous restreindrons au cas 011 elle est completement additive, 

non seulement par rapport a chaque A k separement, mais aussi par 

~apport a !'ensemble des X1., done par rapport a o-E"+•· En admettant, en 

outre, qu'une integrale multiple est egale au resultat d'integrations 

successives, elle est alors liee a ( 2. 1) par la relation recurrente 
pour ,i:::::,,_ 1 

(2. 4) pi\111 X =1 ••·l • o, •, •1 n 
Xo Xn-1 

p(n-1) p,1·0, .... , .1:·1-1 
d,l'o, ... , d,'t'n-1 {fl/ Xn • 

D'une fa-;on descriptive nous appellerons cette suite de variables 
aleatoires un « cheminement aleatoire » dans E ou un point« cheminant l> 

ou « sautant >l a travers ou sur E, les elements x EE les « eta ts » ou les 
« positions l> m). il se trouve ct Pi~i°( .. ,xx' la « pr6babilite de passage » 

d'un point ayant « passe par >> x 0 , ••• , Xn_J. successivement pour 

arriver a un etat quelconque clans .,C La suite des eta ts x 0 , x 1 , ••• par 

lesquels passe le point cheminant s'appelle sa trajectoire, la suite Xo, ••• ,x,, 
son segment de trajectoire d'ordre n, x 0 son etat initial, la transition 
de Xn-1 ll x,, le nicmc echelon ( OU saut). 

Un process us stochastique est un processus de Marko/ (simple) si 

les probabilites de passage pour n :::::,,_ 1 dependent seulement du dernicr 

etat par lequel a passe le point cheminant 

(2.5) (n 2-, I); 
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P(nl est appelee la matrice de transition de la ni/,me transition; P(ni'l est 

la prohahilite pour que le point cheminant, si x est son ( n - 1 )
10m• etat 

( c'est-a-dire .:?:'.n-i = x), saute clans un element de X ( c'est-a-dire .:?:'.n e .J: ). 

La prohahilite, sous la condition .:?:'.n-i=x, que ~n+i EX estf Pf,,1ctyPi,,+iix, 

que nous ecrirons, en utilisant la notation matricielle discutee en plus 

de details clans l'Appendice (definition (8.37)], (P(n) P(n+1 1)l. D'une 

fa~on generale, non~ avons pour n :'--- , 

(2.6) P [ Xn-1+kEXj Xn-1 = X 1 = (P(n) • •. P(n-1+k))i. 

la multiplication matricielle etant associative ( cf. Appendice, § 8, 
lemme o). 

Le processus de Markof est stationnaire si toutes les matrices de 

transition P(nJ sont egales a une seule et m~me matrice P 

(n ~ '). 

La matrice definie par (2. 6) est alors simplement la 1,Jemc puissance P" 
de P, independante de n. Les proprietes asymptotiques des processus 

de Markof stationnaires generaux orit ete etudies clans un excellent 

Memo ire de W. Doehlin ( 1940). 
Un cas particulier important est celui ou E est !'ensemble de tons les 

nomhres reels et pour lequel le processus de Markof est invariant par 

rapport a une translation, c'est-a-dire 

(2.8) 
def 

pour tons les nombres reels v. En posant P<nJx= P(~JX nous avons alors. 

(2.9) P :c p o p JP I•"'+" (n)x= . (n)X-:c= (n)X-:t:= \rt)dv X • 

Un tel processus est quelquefois appele << processus a accroissements 

independants )) ' puisque la coordonnee du (n + I rcmc etat est la somme 

de ( n + 1) variables stochastiquement independantes 

(2. IO) :§n= ~o+ Pt+.•.+ Vn - -

v1; etant distrihuee suivant Pik)Xi nous preferons le terme << processus 

invariant >>. 

Plus generalement nous pouvons considerer le cas ou E est un espace 

euclidien a r dimensions. Alors, en definissant un processus invariant 

par (2.8) ouxetvsont des vecteurs a r dimensions, (2.9) reste valahle. 
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La m{lme chose est valable clans des cas encore plus generaux ou E est 

un groupe abelien arbitraire, efrit sous forme additive, x et v etant alors 

des elements du groupe. 

Le cas ou E est un groupe non abelien peut Hre considere comme 

une specialisation du cas encore plus general ou il cxiste un groupe de 

transformations de E clans lui-m{lme, qui est transitif sur E et par 

rapport auquel Pest invariant ( cf. Appendice, § 9). 

3. La matrice collective d'un processus de Markof stationnaire .dans 

un milieu absorbant. - Nous considerons un processus de Markof 

stationnaire clans un ensemble E determine par la matrice de transi

tion P'f._. Nous supposons que le point cheminant part d'un etat donne 

quelconque x, que s'il est dans un etat y, il existe une probabilite AY 
pour que le process us nc se continue pas ( nous disons alors que le 

point cheminant est « absorbe » en y ), auquel cas il existe une 

probabilite 1 - [J.r pour que la catastrophe e arrive-; et une proba

bilite BY= 1 -AY qu'il se continue, auquel cas il existe une pro

babilite 1 -TY pour que e arrive(*). 

Au lieu de la probabilite totale C que e n'arrive pas, nous intro

duisons la probabilitc conditionnelle Cx pour que le point cheminant, 

s'il part de x, soit eventuellement absorbe sans qu' aucune catastrophe 
ne soit arrivee. 

11 est aise de calculcr Cc. Le point etant en x, il est ou bien absorbe 

immediatement (probabilite A"') auquel cas non-ea la probabilite [Jx, 

OU non (probabilite B:c) auquel cas la probabilite de non-e est Tc. Mais 

alors il saute en un certain pointy (probabilite de transition PXr si dy 

represente un ensembl~ « elementaire » conte:O:ant y, a savoir un 

ensemble sur lequel la variation de la quantite a integrer tend vers zero) 

et alors la probabilite d'une absorption eventuelle sans e est CY, d'ou 

(3. I) Cx= A:i:ux+ BxTx J PJyCY. 

Pour obtenir une solution de cette equation, nous introduisons la 

( *) On peut interpreter un processus de Markof avec absorption comme un processus 
dans un ensemble Euw, oi:t w consiste d'un seul element seulement, n'appartenant pas 
a E. Pour la matrice Q du processus dans Euw on aura, avec xeE, Xeo-E arbitraires: 

Qf=B'"Pf, Qi=A·", Q'f_=o, Q~=1. 

Une interpretation similaire se laisse donner a l'evenement d'une catastrophe. 
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« matrice collective » Cx qui designe la probabilite pour qu'un point, 

partant de x, soit eventuellement absorbe quelque part clans X, sans 
qu'une catastrophe arrive. L'equation pour Ct correspondant a (3. 1) 

est alors [ cf. ( 1. 6)] CJ= A·r Ux Ii_+ Bx Tx f P'Jy C3!x_. 

Si nous faisons l'hypothese qu'une catastrophe ne peut arriver ( avec 

la probabilite 1 - Tc) que clans un etat ou le point n'est pas absorbe, 
nous devrons substituer Ux= 1 et l'equation pour Cf se reduira a 

(3. 2) C:c Ax Ix+ Br T"' fr" CY x= x · · • dy x· 

L'introduction d'une « catastrophe )) e pout ~tre ainsi intetpretee 

comme suit. Ajoutons a l'ensemble E des elats un nouvel element, que 

nous denoterons aussi pare, et passons de la ma trice de Markof P sur E 
a une matrice Q sur E + e definie par QI= Tc Px, Q~= I -Tr 
si XE E, XE O"s, et Qi=o, Q~= I si X Eo-s, l'element e etant stochas
tiquetnent ferme. Par rapport a l'absorption et clans le cas general une 

interpretation analogue est possible. 

Le C" total (pour un ux general) peut alors ~tre exprime par rapport 
aux CJ particuliers par 

(3.3) c.1: - cxc U) -f C'" u,· - - <ly . ' 

ce qu'on peut demontrer en utilisant le lemme 3 (Appendice, § 8) et en 

niontrant que la solution de (3. 1) est unique. Cette demonstration sera 
donnee plus bas pour Ux=, et peut ~tre etendue au cas de (3.,) en 

remarquant qu'alors I ur IL.. r. 

Nous considerons en particulier le cas ou les probabilites d'absorption 

locale Ax ont seulerrient les valeurs o ou t. Si alors A est l'ensemble de 

tousles x avec Ax=, et B son complement, nous aurons 

(3.4) B-r= l,j. 

En substituant (3.4) clans (3.2), on obtient en accord avec les 
definitions des matrices diagonales (§ 8) 

(8.7) 

(8.8) 

der 
(IA)I= l~()x= ljlj, 

et de la multiplication matricielle 

( 8. 13) 

der 

(ln)l= l]iflx= l];lf, 
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consideree d'une fa<;;on plus detaillee clans l'Appendice (§ 8), !'equation 

CJ= (IA){+ (IBTPC)f 

ou, en notation matricielle, 

(3.5) 

En multi pliant les deux membres de (3.5) a gauche par IA ou par IB et 

en notant que IAIB= IBIA= o, IAIA= IA, IBIB= IB on obtient les identites 
importantes et souvent utilisees 

(3.6) 

De ( 3. 5) on obtient par induction 

N-1 

(3.7) C = ~(IBTP)"IA +(IBTP? C. 

Main tenant, en supposant d'abord que II Ti!= Sup Tx < 1, on a 
:cEE 

[ ( 8. 42) de l' Append ice] 

(3.8) ll(IBTPf'C II~ 11 IBTPIIN II C II~ II TIIN, 

puisque IIIBII= 1 (a moins que B=o, l'ensemble vide, cas banal que 

nous excluons), II P II= r et II C ii.<:'.'.'. 1, Cf etant une distribution de 
probabilites. Ainsi le second terme clans le second membre de (3.7) 
tend vers zero et 

(3.9) C= ~fl (IBTP)"IA, ...., 

ou la serie converge sr II Tl!< 1. Nous savons cependant seulement 
que IITIJ.C:::::: 1. Si nous rempla<;;ons T" clans (3.g) par 0T", 0 etant un 
nombre reel, la serie clans le second membre de (3.g) est convergente 
pour o .<:'.'.'. 0 < 1, done une fonctiun analytique de 0. Comme tons ses 
termes sont:::::,,. o et que sa valeur, etant une probabilite, demeure .<:'.'.'. 1, 

done bornee pour o .<:'.'.'. 0 < 1 , la serie demeure aussi convergente 
pour 0 = 1 et sa valeur demeure .<:'.'.'. 1. Done (3. g) est valable non 
seulement pour II TJI < , , mais aussi pour·!! T!I = 1. 

A la rigueur, nous pouvons egalement abandonner !'interpretation 
des T.1.· comme probabilites (§ o, 10) et les remplacer par des valeurs 
complexes arbitraires. Alors C devient une fonctionnelle analytique 

( complexe) de T, definie ( au mo ins) pour II T~ L'.'.'. 1. 
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Pour II T II< 1, nous pouvons ecrire, a cause de (8. 5o) 

(3. IO) I C = (I - IB TP)-1 ·A· I 

En multipliant les deux membres de (3. g) 1\ droite par 1_1, on obtient 

l'identite 

(3. II) 

qui implique le fait que l'absorption sc produit en A seulement, c'est-a

dire que 

(3. 12) C'x= C7Jnx· 

Pour T"= 1 (c'est-a-dire si aucune catastrophe ne se produit), 

(3. g) implique la probabilite totale pour qu'un point, partant de x soit 
absorbe eventuellement quelque part dans X. Dans le cas particulier 

ou E est l'ensemble des entiers, de sorte que P}_ = LP;:, ou 

(3. 13) p.x =_(p 
r ( 1-p 

si y= x+1, 
Si y= X-I 

et = o dans tous les autres cas, et ou 

B = Ens j a; e E I o < a; < a + b ] , 

yEX 

c~ avec rx = I pour y = X - a et y = X + b resout le probleme 
classique de la ruine des joueurs. En effet, ( 3. g) est essentiellement 
equivalent a la solution classique d'Abraham de Moivre. Pour T•·= T 
= const., on obtient la fonction generatrice du probleme de la duree de 
jeu. La generalisation qui avait etf\ utilisee duns la theorie originale de . 

Wald et Barnard sur l'analyse sequentielle est obtenue si clans (3. 13) 
les conditions sont remplacees par y = x + (3 et y = x - a respecti
vement, a et (3 etant des nombres reels positifs. alors que Tx= T. En 

particulier, la fonction generatrice utilisee par Barnard correspond au 

cas a = 1, (3 = entier > 1 • -Des cas plus g1.'nfraux ont ete etudies 
par D. Blackwell et M. A. Girshick, G. Blom, M. A. Girshick et 

J. H. B. Kemperman. Ce dernier a considere le processus stochastique 

a accroissemen.ts independants general dans un espace euclidien. a n 

dimensions et a etudie en grand detail le cas ou E est !'ensemble 
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de tous les entiers et p;. = Pr-x · arbitraire ( mais evidemment :::::,._ o 

avec ~Px= I). 

Le cas ou un point cheminant arrive quelque part dans un ensemble A 1 

sans Mre passe prealablement dans un ensemble A 2 est egalement 

contenu dans notre formule generale en prenant A= A 1 U A 2 , X = A 1 • 

Quelques applications de l'emploi de T.c non constant seront donnees 

dans le paragraphe 6. 

4. Cas de deux regions absorbantes. - Nous allons main.tenant 
etablir une relation entre la matrice collective relative a une certaine 

region absorbante A 1 et celle relative a une deuxieme region absor

bante A 2 contenue dans A 1 • On peut penser a deux especes de particules 

cheminantes, celles de premiere espece etant absorbees dans A 1 , celles 

de seconde espece clans A2 seulement. Nous denoterons ces deux matrices 

collectives par C1A,I et C1A,i respectivement et montrerons que : 

THEOREME 1. - Si A1:, A2, alors 

( 4. I) 

On rema~quc que le theoreme s'applique si A 1 = A2 cl affirme alors 

que C est idempotent ( operateur projcctif). L'cquation ( 4. 1) suggere 

une analogie enlre lcs matrices C1A1 et les operateurs spcctraux. Ces 

matrices cepcndant nc sont pas additives dans les ensembles A. 

Demonstration. - La seconde egalite dans ( 4. 1 ) est banale; elle 

fait usage seulement du fait que d'apres (3. 11) 

(4.2) 

et que d'apres (3.5) et (3.6) 

( 4.3) 

Al ors la definition de la multiplication matricielle (8. 37) implique pour 

les matrices diagonales Ix et ly que 

( 4.4) 
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(4.5) 
(4.6) 

( 4.7) 
( 4. 8) 

D. VAN DANTZIG. 

IA, IA,= IA. IA,= IA., 
IB, IB, = IB, IB, = IB,, 
IA, IB, = IB, ,A,= o, 
,A,,B,= IB,,A,= l.-1,-IA,= IB,- IB,· 

De (4.2), (4.3), (4.5), (4.7) on deduil immediatement 

Nous donnerons deux demonstrations de la premiere partie de 

!'equation ( 4. 1 ). La seconde demonstration qui est purement algebrique 

comme la precedente sera donnee plus tard et sous une forme legerement 

generalisee de maniere a oLtenir en m~me temps nn autre resultat. 
La premiere demonstration est basee sur !'interpretation probabiliste 

de c,A,) et c,A,), 
c,A.i'i est la probabilite de l'evenement suivant (.,'\'., : un point partant 

de x arrive finalement clans A 2 n X sans qu'une catastrophe soit arrivee, 
def 

et yest absorbe. Maintenant considerons la region D = A 1 n B 2 , c'est-

a-dire la partie entre A 1 et A 2 • Si ct arrive, alors le point cheminant 

peut avoir ou ne pas avoir passe par un point de D. LPs deux cas etant 

exclusifs ct exhaustifs C,A,J x est la somme des deux probabilites corres

pondantes. Dans le premier cas la probabiliu~ est la m~me que si la plus 
grande region A 1 , avait ete la region absorbante pourvu que le point ait 

ete absorbe non seulement dans X mais encore dans A 2 n X. Done sa 

probabilite est c(A,J A~()X = ( CIA,) I ,1.)1. Dans le second cas il y a un 
pointy ED ou le point cheminant vient pour la premiere fois clans D. 
La probabilite pour qu'il arrive clans un petit ensemble dy est la proba
bilite d'~tre absorbe la si A 1 avait ete la region absorbante, c'est-a

dire ( C(A,,);t. Ceci doit Mre multiplie par la probabilite que le point 
aille de ya un point de X n A 2 ( toujours sans catastrophe), A 2 etant la 

region absorbante, c'est-a-dire par C1A,Jk est intcgre sur ye D. Fina
lement nous obtenons 

( 4.9) C ., - C x +1 C .r C 1· (J,)X- (A1lA,()X D (;/1)dy (A,JX 

ou en notation matricielle 

( 4. IO) 
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mais In= IB,-ln,i c(A,)ln,= c(A,)IA,ln,= o, done 

C1A,J= C1A1J(IA,+ ln,C1A,J) = C1A1JC1A,i, 

d'apres une identite analogue a ( 4. 3 ). Ce qui prouve le theoreme. 
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Avant de donner la seconde demonstration, considerons un cas tres 

particulier. Soit E l'ensemble de tous les entiers. Les integrations 

peuvent alors ( et d'une maniere generale si E est denombrable) ~tre 

remplacees par des sommations et nous connaissons les matrices et les 

fonctions de seconde espece si nous connaissons leurs valeurs pour les 

ensembles qui ne contiennent qu'un seul element. Soit B2 l'inter

valle -a< x <bet Bi l'intervalle-d<x<b, ou-a<-d<o<b 
( a, b et d sont des entiers positifs). En outre, nous prenons x = o 

et nous prenons pour X !'ensemble reduit au seul element - l 
avec -lL.-a (l entier). Supposons, en outre, que le processus soit 

invariant de sorte que P; = P;:! = Pr-x pour tous les en tiers x, yet/. 
et Tl}= const. Alors ( 4. 9) devient, avec y =- j, 

(4.rr) 

OU 

a-1 

CiA,)-1 = c(A,)-1+ "!.jCfA,)-jCi''A,+i)-t+j, 
d 

Avec des notations differentes, cette relation a ete trouvee par 

J. H.B. Kemperman clans sa These de doctoral a Amsterdam (p. 71). 
Grace a (4. ro), on peut trouver C1J.ix pour tout x et X si la 

matrice C1A,l est completement connue et C1,i)x pour x e D seulemenl. 

Par iteration comme clans le paragraphe 3, nous pouvons cependanl 

exprimer completement CIA,) en fonction de c(.4,)· 

En effet 

d'apres (3.6) ct (4. ro) est equivalente a 

( 4. 12) 

Au moyen du m~me processus iteratif que celui utilise precl'idemment 
ceci donne 

(4. 13) 
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ou d'apres (8. 5o) si~j T~ < 1 

( 4. 14) I c,A,) = c,A,) ( I - Iv TPC(A,) )-1 IA,· I 
Dans le cas particulier OU Ai= E, done Bi= o, D = B2, c(A,)= I j 

ceci nous ramene a ( 3. IO). 
La solution ( 4. 14) est particulierement simple si D se compose 

seulement d'un seul point d. En notant par I+ Q le facteur du milieu 

du dernier membre de ( 4. 14) nous avons done 

( 4. 15) 

OU 

( 4. 16) 

montrant que Q'§. s'annule a_ moins que x = d (generalement x e D) 
auquel cas 

c' est-a-dire 

(4.17) 

La solution ( 4. 14) devient al ors 

(4.18) 

Si E est denombrable, ( 4. 1 7) et ( 4. 18) donnent une methode recur

rente pour calculer successivement les C(,Jki ( k = 1, 2, 3, ... ) si nous 

prenons Bo= o (par consequent C,A,J= I) et ajoutons a chaque fois un 
element a B1,-

Nous supposons, pour simplifier les notations, que les elements x, 
y, z, ... de E sont les enticrs 1, 2, 3, ... eux-memes, dans l'ordrc 

dans lcquel ils sont pris dans B, de so rte que 

Ak={k+1, k+2, ... l 

ct nous noterons C,, au lieu de C(Aki• En outrc, nous remarquerons que 

pour y:::::,. k, 
K-1 

puisquc ( c,,_i );: = 0 si X k a mo ins ({UC X = y. La relation recursive 
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devient alors 
si y~k 

et 

( 4. rg) 

si y~ !.:+1, 

dans laquelle nous rappelons que ( C,,_i); et ( C1,); sont fonctions d'une 
infinite de variables independantes T 1 , T 2 , T3, . . . ( les indices supe

rieurs ne sont pas des exposants ! ) . 

5. Seconde demonstration et l'identite fondamentale de Wald. - La 

seconde demonstration de la premiere equation de ( 4. 1) peut titre 
donnee de plusieurs manieres, et consiste simplement a verifier (4. 1), 
(4. 10) ou (4. 12) au moyen de (3.5), (3.g) ou (3. 10), appliques 

a c(A,) et c(A,)• Nous choisirons la forme suivante. A la place de (3. 5 ), 
nous pouvons ecrire 1-C = ln-lnTPC ou 

(ti. I) 

ou si II Tl!< 1 

(ti, 2) 

ln(I - TP) = (I - lnTP)(I - C) 

I - C = (l - lnTP)-1 ln(I - TP). 

D'ou, si nous multiplions les deux membres a droite par une matrice 

bornee D, nous trouvons 

(ti.3) CD=D. 

si D satisfait l'identite 

ln(I - TP)IJ = o. 

En prenant maintenant, comme precedemment, 

(!:>-4) est satisfaite. Car, en vertu de (3.6), 

si les deux membres sont multiplies a gauche par 18 ,, ( 4. o) prouvc (5. 4 ). 
Done (5.3), c'est-a-dire la premiere partie de (4. 1), est vraie. 

Les identites (5. 1 ), (5. 2 ), conduisent a d'aulres resultats interes-



D. VAN DANTZIG. 

sanls. Comme l'ensemble X dont depend If§_ n'intervient pas, pour 

autant que D n'entre clans les equations que comme dernier facteur 

( a droite ), nous pouvons tout aussi bien le rem placer par une fonction/"' 

de premiere espece. Alors, du point de vue formel, notre resultat pre

cedent (5.3), (5.4) devient: Jx satisfait !'equation 

(5.5) J CfrfY=fr 

( c'est-a-dire f est une fonction propre de C appartenant a la valeur 

propre 1 ), si 

c'est-a-dire si 

(5.6) 

P'/"' - P' T:i.·Jpx /Y n - n d_y , 

pour xeB. 

D'a.utre part, si (5.5) est verifiee, (0.2) montre que (5.6) vaut ega

lement. Le resultat que ( o. 5) est implique par ( o. 6) est valable si / est 

hornee, et si les series intervenant implicitement dans C et dans le 

membre de droite de ( 5. 2) sont uniformcment convergentes. Pour cela 

il suffit que !! In TPln II< 1, c'est-a-dire que Ir,: I< (Pj;)-1 pour chaque x 
dans B, ou, plus generalement, que [j (lnTPln)" II< r pour quelque n. 

Dans l'application la plus importante, cependant, f n'est pas bornee, 

el l'associativite doit alors Mre garantie d'une autre maniere, mettons 

par les conditions du lemme 4 (Appendice, § 8). Nous avons alors: . 
TnilORimE 2. - S'il existe une Ir~ 0 et un r-i~ 0 tels que 

et que 

(5.8) 

si xeB 

\I lnPTo In 11 = sup [ P'J.Ji. ,;;:;_ 1. 
.renJn 

alors pour deux constantes non negatives quelconques 6 et c 

avec 6 < r, pour tout T·r et f J· avec If"' IL cfi et avec IT"' IL 0 r-; 
pour tout x e B les equations ( o. 5) et ( 5. 6) sont equivalentes ( 7 ). 

( 7 ) Cf. J. H.B. Kemperman, th. 2. (p. 14) pour !es cas ou E est !'axe reel, le pro
cessus est invariant ( mais pas necessairement stationnaire ), Tx et Tf sont constants, 
et A est une demi-droite. Pour le cas general non stationnaire, cf. § 10. 
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Demonstration. - Nous avons, grace a (3.9) et (5.2), 

., 

1-C = ~n (lnTP)"ln(l- TP), 

pourvu que les memhres de droite existent, ce que nous prouverons en 

premier lieu. De ( 5. 8) on ohtient par induction 

[( In j TI P)n lf = 011
[( In ToP)" ]"f~ 01'1~TJ. 

Puisque pour n = 1 nous avons 

et, en supposant que [(lnToP)"]~L I~ r;, nous ohtenons 

[(lnToP) 11 + 1 ]:f= [(lnToP)(lnToP) 11 ]I~ t (lnToP)(lnTo) l·.,_. 

=f FTrp>- 1-"TY- P'T·-i:J:px_ TYL 1-rr•· d'apres (15.8). n O dy n o - n o dy o - B O 
n 

Alors 

de sorte que C et le membre de droite de ( ~. 2) existent abscilument. 

. def ,;,o 

Done, pour R = ~" (In J TJ P)11
, R existe, ainsi que ~" (1 8 TP) 11

• 

(R If I )"· existe aussi, puisquc 

(H If I )-r= { tn (IIJ I Tl P)" 1/1 r~ C ~n 011
: ( lnToP)11/o J-r. 

(L'ordre de la sommation et de l'integration peut etre inverse parce 
que R existe et est positif.) 

En outre, 
! (IIJToP)"/o l-.,_.~ (ln/o)x 

pour tout n, ce qu'on prouve encore par induction, comme suit. 

Pour n= 1, 
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En supposant que l'inegalite soit vraie pour n, nous avons pour n + 1 

l (lnToP)n+1/o Jx= ( [(lnToP)"(lnToP)]Jo jx 
= f ( lnToP)"( In ToP)Jo l'" d'apres lemme 4 (Appendice, § 8), 

parce que [(lnToP)Jo}" et l (l8 ToP) 11 (lnToP) li existent pour tout 
x EE et XE r;E ce qu'on a demontre plus haut et parce que 

( (lnToP)''(lnToP)/o ):,,~ i (lnToP)"lnfo jx~ ( (lnToP)"/o j--.: 
~ ( Info )x < oo d'apres la supposition d'induction. 

Done (RI/ I):" L c( 1 - 0)-1 (1 8 /o)-" et existe. 
Maintenant, de !'equation (5. 2) il resulte que ( C fY existc aussi 

et alors, egalement 

i(I-C)/;'"=/'''-JC1Jj-Y. 

D'apres (5.2) nous avons 

((1-C)fl·"=[{t" (lnTP)"ln(I-TP)}f r 
= [ *" (lnTP)" ln(I - TP)f r, 

selon le lemme 4 (Appendice, § 8), parce que 

1 ° [ ~,, ( lnTP)" ln(I - TP) ]: exisle pour tout XE r;B; 

2° ( In( I - TP)j}" cxiste pour x EE, puis'que 

( \lnTP JI )-"' ~ ( In J TIP If I )x .-::: cO l]j TJ(P Jo)·"'~ cO l]jf'/;; 

3° Ji/' (lnTP)"ln(I-TP)/}x <oo pourtoutxeE, car 
( 0 

I(~" (lnTP)"lnfr1~(Rlfl )X<oo 

et 

I ( tn (lnTP)" lnTPJ}" I~ (Hin I Tl P If I)'" 
00 

~ c O !,u on f (In ToP) 11 In ToP Jo l·" 
0 

""" . ~ cO .,(.." 0" [ ( In ToP)"fo j:c, 
0 
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suivant (0.7) 
.C::. c0(1- 6)-1 (ln/o},_. 

comme on a demontre plus haut, done < oo. 
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Si (5.6) est vraie, le troisieme membre de (5.8') est egal a zero, 

le premier membre aussi et (5. 5) est vraie. 
On demontre de la meme maniere le passage de (5. 5) a (5. 6) e I 

d'une fa<;on plus simple en utilisant l'equation (5. 1). 
Nous allons appliquer maintenant ce resultat au cas d'un processus a 

accroissements independants. Nous prenons Jx de la forme expo
nentielle 

(1:i.g) 

et Tx= T = const., ; et T etant des nombres reels ou complexes. 

Alors si [cf. (2.8)] 

(;'i. IO) 

nous aurons 

(;'i. II) 

OU 

(1'i.12) 

P .-.: f I'"+" x= pc1v X , 

def! :p(I;) = pc1., e~" 

est la fonction caracteristique de la fonction de repartition. On peut 

certainement changer l'ordre des integrations si les integrales 

dans (5. II) convergent absolument, c'est-a-dire si (5. 12) converge 
absolument, c'est-a~dire si qi (Re;) existe. Done nous avons etabli le : 

Tm'mn:inrn 3. - Pour chaque; pour lequel cp(Re;) existe, /"'= e~x 
est une fonction propre de la matrice P d'un processus de Marko/ 
stationnaire ct accroissements independants, satisfaisant (o. 10) et 
appartenant a la valeur propre cp(;). 

La substitution de (5.9) et (5. 11) dans (5.6) montre que cette 
derniere equation est satisfaite si et seulement si 

(1'i.13) Tqi(~)=I 

( des que B n'est pas vide ), et vaut alors pour tout x e E ( et pas seule

ment eB). 
Dans le but d'appliquer le theoreme 2, nous choisirons f~ = e~•-•·, 
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~o etant reel et tel que p Jo' done q> ( ~o) existe, et T; = To= Const.' 
reel >o, et L(IIPollB)-i. La derniere condition, done (5.8), 

est toujours satisfaite si T 0 LI. La condition (0.7) (avec le signe 

d'egalite) est satisfaite si 

(::i. 14) To <p(~o) ~ 1. 

En outre, nous prendrons un T et un ~ satisfaisant (o. 13), avec 

i Tl T7i 1 = 6 < 1, et tels que (~o- ReO,x '.:::::,,.- Inc pour tout :x: dans B. 
Alors, en ecrivant 

( :s. 15) C=~T,,C111i 
0 

de sorte que C1nix est la probabilite d'absorption dans X apres le nieme 

echelon, nous aurons 
., 

u--1 C j),-.: = e-~.,: ~ T 11 
}~ C1111l,· eb· 

et nous trouvons que ( 5. 13) entraine, pour x = o, le membre de 

gauche de (5. 16) ctant egal a 1, 

., ~> 'P(0-11 f C(11J~,- ei;Y= 1, 

0 

L'identite (o. 17) est connue comme l'identite fondamentale de Wald. 

Nous avons vu que c'est un cas special de l'identite Cf =f, valable 

pour tout f satisfaisant / = TP f sur B sous les conditions du 
theoreme 2. 

Une generalisation partielle pour des processus stochastiques arbi

traires est consideree dans l' Appendice ( § iO). 

6. Le probleme des boucles. - Nous considerons un processus stn

tionnaire sans absorption. Comme cependant nous desirous considerer 

les proprietes de segments initiaux de longueur donnce n du parcours, 

nous devons admettre la discontinuite de processus a un moment quel

conque. Nous partirons done de !'expression (3. 1) et nous substituerons 

(G. 1) Bx=Bconst., A·"=I-B, 

on Best une variable auxiliaire. En outre, nous prendrons Ux= T-1
} et 
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un point initial determine x = a. Nous obtenons 

(6.2) 

de sorte que ( non Ca, mais) Ca ( r -B)-1 est la fonction genera trice 

avec B comme variable auxiliaire. 

Pour certaines appJications de la theorie de Markof et d'autres 

processus stochastiques, par exemple clans la statistique chimiquc des 

molecules a longue chaine ( cf., par exemple, G. King, 1948, 1949; 

E. W. Montroll, 1950; Ch. M. Tchen, 1951; J. J. Hermans, 
M. S. Klamkin et R. Ullman, 1952 et la litterature signalee clans ces 

articles) il peut &trc d'une certaine utilite d'avoir des methodes pour 

etudier l'occurrence de « boucles » clans le parcours, c'est-a-dire de 

retours du point mobile a une position ou ii s'est troti.ve auparavant. Sans 

entrer clans ces applications ct sans prejuger de sa valeur pratique on de 

sa capacite a fournir des resultats non triviaux clans des cas pratiquement 

importants, nous allons exposer une telle methode ici, qui en tout cas 

pourrait fournir une ligne d'attaque de ces problemes et de problemcs 

similaires, et qui est susceptible d'etre generalisee pour 8tre adapll1e a 

d'autres probHimes. 

Evidemment, la probabilite de la coincidence de Xk et Xt pour k ~ l 
-- -

est nulle si les x 1, ont des distributions continues. 

Pour eviter des complications hors de propos, nous supposerons que 
ces distributions sont puremcnt discontinues, c'est-a-dire que E est un 

ensemble denombrable. Dans certaines des applications mentionnees, 

E est un tel ensemble, a savoir un reseau de points ( par exemple un 

reseau tetraedrique) clans l'espace. Selon l'Appendice (8. 1), la matrice 

de transition ?;._ est alors completement determinee par la matrice ordi-

naire ( infinie) P;:· ( x EE, J' EE), et les integrales J 1• ,irfr devienncnt 

des sommes ( en g·<-neral infinies) 1.F'.,f". 
Ca est maintcnant une fonction analytique d'une infinite denombrable 

de variables T", c'est-a-dire d'un vectcur clans un espace a une infinite 
de dimensions. Les derivees partielles d'une fonction des T·1

• par rapport 

a ces variables peuvent 8tre considerees comme les composantes d'un 

autre vecteur clans l'espace dual: le gradient. Nous designerons l'ope-



1G8 D. VAN DANTZIG. 

rateur de differentiation par V, avec 

(6.3) 
def rJ 

V.-,,= arx· 

L'indice est ecrit en has parce que : r O clans !'analyse vectorielle les 
derivees par rapport a un vecteur contravariant constituent un vecteur 

covariant; 2° il sera trouve que la generalisation de (6.3) a E non 

denombrable conduit a des fonctions de seconde espece. 

(6.4) 

est une fonction genera trice ordinaire ( Tn etant ici la n10m• puissance 

de T) des probabilites pn= P[:!. = n] des valeurs prises par une 

variable aleatoire :!_, les derivees successives de C par rapport it T 

donnent pour T = 1 les moments factoriels successifs 

(6.5) 

(6.6) 

[d2c] - =l:nl2pn=&n'', 
dT 2 P.=1 -

ot'i &, est le symbole pour l'esperance mathematique, tandis que 

def 
(6.8) x 1k= x(x- 1) ... (:r - k + 1) 

designe la puissance factorielle d'ordre k de x. 
En ecrivant effectivement les sommations matricielles implicites 

clans (6.2), nous obtenons une suite infinie de tcrmes, dont chacun est 

la probabilite d'un parcours defini de longueur predeterminee n, multi

pliee par T-"0 
• •• T-"• Bn ( 1 -B). Si le parcours passe k fois par la 

position x, }'application de V.,, suivie de la substitution de T= r 
donne k fois la probahilite du parcours. Done, si :!_.n designe le nombre 

de fois qu'un parcours passe par x, nous avons 

(6.9) 

De la m~me maniere nous trouvons 

(6. IO) 
si y = x, 

si y ~ x, 



Il suit que 

(6. II) 
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Maintenantsi nx=oou nx=I, alors n~2 =o; si n_.,,=2,c'est-a-dire 
~ -

six est un point double du parcours, alors ~ n.~2 = 1. Done (6. 11) donne 
2- . 

l'esperance du nombre de points doubles dans un parcours, un point 

t_riple, quadruple, k-uple, etant compte comme d'babitude en geometrie 

algebrique, pour 3, 6, ~k(k-1) points doubles. Done, nous avons 
2 

etabli le 

THEORilME 4. - Si!! designe la variable aleatoire qui sur chaque 

parcours est egale au nombre de points doubles ou boucles, comptes 
comme il est indique ci-dessus, nous avons · 

(6. 12) &D =[~ □ ca] , 
- 2 T=:1 

OU □ dest"gne l' operateur laplacien generalise 

(6. r3) def~ ~ ( rJ )2 
□ = ..;;_.(V_.,._.)2=--',. rJT,c • 

xEE .rEE 

Des relations analogues existent evidemrnent pour le nombre de 

points triples, etc. 

Dans la demonstration de (6. 12), nous avons avons utilise seulement 

le fait que Ca est une serie de puissances en Tx, mais non sa forme 

specialc ( 6. 2 ). Done le resultat vaut aussi pour des processus arbitraires 

non stationnaires et pour les processus non markoviens. Dans le cas 

special (6.2), les membres de gauche (6.9), (6.10) ct (6.11) se 

calculent aisement. En effet, nous avons 

(6. r4) 

( 6. 15) 

" 
V_.,._.((TP) 11 T) = ~m (TP)mt_.,,(PT)n-m. 

V,-Vx(( TP) 11 T) = ~k,l,m (TP)klyP(TP)ll_.,._.(PT)m 

k+l+m=n-1 

+ ~ k,l, m ( TP)k 1.~· P( TP)l lr(PT)m. 
,-J 

k+l+m==.n-1 
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Done nous obtenons 

(6.16) [~ □ ca] =(1-B)°"'\:'k,l,m Bk+l+m+1 ~ (Pk)'f_.(Pl+1):'f:(Pm)"fs. 
2 T=1 _... ~ 

~·EE 

Mais (PT)-'c=.f P;f, TY= PI,;= 1 si Tx= 1 pour tout x. Done 

" 
~Bm(Pm};;,= (1-B)-l 

0 

et (6.12), (6. 16) peuvent aussi s'ecrire 

(6. 17) 

OU 

(6. 18) 

& D = ~' <Pf(cI>i-1), 
- -.x:EE 

( "' )x dof --., 
<1>:1'= -~B11p11 = ((I - BP)-1 )_;. 

o :r 

Dans le cas special, ou le processus stationnaire de Markof est inva
riant, ( 6. 1 7) sera simplifie encore plus. Car dans ce cas <I); est inde

pendant de x, de sorte que la sommation s'etcnd sur <I)~ seulement et 

donne <I)~= ( 1 - B )-1 • Done, pour un process us invariant, ( 6. 1 7) 

devient 

( 6. 19) & !! = (1 - B)-1 (cI>3- I) 

Exprirne en fonction des espt;rances conditionnelles G\ 111 D pour n 

donne, le membre de gauche de (6. 19) est '"I,_B"(1-B)&(ni!!, de 

sorte que ( 6. 19) montre que &u,1 D est le coefficient de B11 dans 

(1-B)-2((1)~-1); par suite 
11 

(6.20) &1111 !} = '"I,_(n - l + 1) (P1)?i. 

lei ( prn )g est la probabilite pour qu'un pnrcours de longueur m soit 

ferme, c'est-a-dirc que sa premiere et sa derniere [( m + I )h'mc] positions 

coi:ncidcnl ( qn'il contienne ou non des points doubles). Com me Lant de 
cas particuliers de theoremes generaux, ce resultat est d'ailleurs banal : 

dans un parcours de longueur n une boucle peut avoir une longueur 

quelconque l, 1 L.. l L.. n ( nous parlons d'une boucle de longueur 1, si 
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le point cheminant ne saute pas, mais reste au m~me etat ). Pour l, 
la bouclc commence au I er, ... , ( n - l + I rme point; dans le cas d'un 

processus invariant ces n - l + I cas ont des probaLilites egales, 
valant (P1)~, c'est-a-dire la valeur du produit l-uple de convolution 

de pv [ cf. (2.8)] pour la valeur v = o. 
La methode indiquee ici pent ~tre generalisee pour les processus 

stochastiques arbitraires et appliquee a d'autres problemes que l'espe

rance du nombre moyen de boucles. 
Pour une fonctionnelle arbitraire (f) d'une fonction T", nous posons 

(cf. Hadamard, 191oj Frechet, 1912, 1914; van Dantzig, 1935) 

(6.21) 'il.r<P(T)= (_j__ \) <P(T)~ Jim iP(T+dy)-iP(T) 
dT X Ei>-0 • 

si cette limite existe, Sous certaines conditions de regularite, qui sont, 
par exemple, satisfaites clans le cas ou (f) est analytique, cette quantite 
est une fonction completement additive de l'ensemble X. La definition 
duale pour une fonctionnelle qr d'une fonction Vx de seconde espece 
serait 

( 6. 22) (_j__)·" lJ.!'( V) = lim llf( V + .Ix)- W( V) 
dV E-;>-0 £ 

qui fournit pour W suffisamment reguliere une fonction de premiere 

espece. Pour une matrice P, nous pouvons poser 

( 6. 23) 

ou (IAla)I= t:::;ti est a distinguer de 

Dans cet article nous aurons affaire seulement a (6.!H). En appliquant 
l'operateur V.r. au processus stochastique general 

"' 
(6.24) C = ( I - B) I B 11 .If • • • J P';Jt ... d.~·n-t T-ro . , , p·n-1 

0 

a partir de quoi le cas spticial (6.2) s'obtient de nouveau par la parti
cularisation (2.5) avec Pu,}= P independant den et P 1o}x= 11, nous 
obtenons 
(6.25) 
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ou la variable aleatoire !}:x pour X donne quelconque est le nombre de 

fois que le processus passe par une position dans X. Pour X = E, 
!}:s= '!_ est le nombre de pas effectues jusqu'a ce quc le processu~ soit 

arr~te. 
De la m~me maniere nous trouvons, comme generalisation de (6. 10 ), 

(6. 26) 

Dans le cas de distributions continues des sauts, le probleme des 
boucles devient banal : leur probabilite est alors nulle. Nous pouvons 

cependant considerer des problemes apparentes, par exemple la 

question de savoir combien de fois un parcours repasse dans des 
positions situees a moins d'une distance donnee de l'une de ses positions 

precedentes, sans pretendre quc ccci puisse Nre utilise pour la solution 

du problemc generalise des boucles ( « quasi-bouclcs » ), probleme lui

m~me auquel il semble assez difficile de donner une forme precise. 

Nous supposerons ici que E est un espacc euclidien ou plus genera
lement un espace metrique, dans lequel deux positions· x et y ont une 

distance, designee par rx:r. Plus genernlement nous pouvons prendre 

une fonction quelconque des deux positions f":r ( mis a part les condi

tions d'integrabilite), et former l'operat.eur 

(6.27) 

qui devient dans le cas d'un ensemble fini E le laplacien generalise 

( 6. 28) ~ ~ 1 .. a a 
□U) = ,.;_.t ,.;_.i 'I <JTi dT i' 

ou les JU sont des constantes ( independantes des Ti). Sous des condi

tions suffisantes de regularite, l'ordre des d61'ivations pent ~tre permute, 

de sorte que (6. 27) s'evanouit alors idcntiquement pour un / anti

symetrique fr:r=- jY·". Par suite nous nous limiterons a/ symetrique 

Jx:r=J:r-r. 
Pourvu que la permutation des integrations soit perm1se, (6. 26) 

donne 

(6. 29) 

lei les integrales apres le second et le premier signe esperance 

deviennent respectivement pour un parcours de longueur n- 1, passant 
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respectivement !_!1, •.. , !!_r fois par r differents points x 1 , •.• , x,. 

( de sorte que !_!x= .!/ !_!;Ix'\ 
. 1 / 

,. 

( 6. 3o) f f "" j7'•T· !!'d:r xx = ~i !!t ·_i ·_1 

1 

(6.31) 

Par suite, le membre de droite de (6. 29) est l'esperance de 

(6.32) , de[ I ~}2 j'"X' ~ I x·X· S1f)= - n,nj :_•...:1+ - n, (n,-1)/:.:.'-'. 
- 2 -- 2- -

i;,=j 

Cette quantile est la somme des f!Y.D ( i, j = 1, 2, •.• , n) sur toutes les 

paires i 'F j, plus la sornme des f::YS sur tous les points multiples, 

comptes comme des points doubles multiples comme plus haut. 

Le second terme s'evanouit identiquement: 1° si /"-'"-'= o pour tout a:; 
par exemple si p:r est la distance rxy de x et y; 2° si !_!; prend seulement 

les valeurs o et 1 ( sauf pour une probabilite nulle). 

Dans le dernier cas, qui arrive toujours si les probabilites de 

transition ont des distributions continues, nous pouvons omettre les ~; 

avec !_!;= o, de sorte que !_!;= 1 pour tout i et (6.'32) devient 

( 6. 33) §uJ = ~ ~}2f~' "c'i, 
i;,= i 

ou les x; sont les !! ( = r) differents points par lesquels passe le 

parcours. Done dans ce cas l'operateur (6.29) donne l'esperance de la 

somme des valeurs def pour toutes les paires formees avec les differents 

points du parcours. 

Si en particulier f'T est la distance ,-ry de x et y, c' est ; !! ( !! - 1) 

fois la distance moyenne, prise sur le parcours, de deux positions par 

lesquelles passe le point mobile. 
Si, au lieu de fry= r·7T, nous prenons pour f la fonction caracteris

tique d'une relation R(x, y) entre deux positions (par exemple 
def 

R(x, y) = (r·'TL a), ou a est un nombre non negatif), c'est-a-dire 

(6.34) 
. f I si R(x, y)_ est satisfait, 

}'"J'= 
o dans le cas contraire, 
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alors ( 6. 33) devient la moitie du nombre de paires ordonnees des diffe

rentes positions clans un parcours pour lesquelles R(x, y) est satisfait 

(par exemple qui sont a une distance L. a). Dans le cas d'une relation 

symetrique c'est le nombre de paires non ordonnees. 
Dans le cas markovien stationnaire, nous pouvons encore calculer 

aisement le membre de gauche de ( 6. 29). Comme precedemment nous 

ob tenons pour un f"'Y symetrique 

;: □tf1 C = (1 - B) "!. Bh+t+mJ (( TP)k)d:,,(P( TP)l-1 )':i_,,.JxY((PT)tn)Y. 
k,t,m 

Pour T.r= 1, .ceci devient, puisque (PT)Y est alors aussi egal a 1, 

(6.35) ;: ( Difl C)T=-I = (I - B) I Bk+l+mJ (Pk.)d.J:(Pl)J:,.JxY. 
k,l,m. 

Dans le cas d'un processus invariant donne par (2. 8 ), cecr se 
simpli6e encore davantage, sif",Y=fv-r=Jy-,_•. 

Nous avous alors 

J( Pk)1 .(Pi)X Jx,r=f p<k>f p<l>f pf P'+"JY-X- fp<i>Jv c ,.t d)' dz tl" d.-::r dy - di.1 , 

(p~' etant le t1•m 0 produit de convolution de Pz), puisque f 11.-.:= 1 et 

}'p'/!'= 1. Done le coefficient de (1-B)B" devient, puisque l doit 

~tre ::::::,,_ 1 , 

( 6. 36) 
II 

61111;: ~f=' "'-'i = Ii (n - l + 1 ) j'Pi1'.V'••. 
i,=i 

Comme auparavant, cette relation peut ~tre aisement etablie d'une 
fa<,on elementaire. 

Sip a une transformee de Fourier X ( t) 

(6.37) Jv= J eivlx_(t)dt, 

f def! (6.36) devient a cause de pt~e1
"

1= (cp(t))l, oi, 9(t) = pd.,e1
" 1, 

n 

(6 38) O(n);: IJ=•":'i= Ii (n- l +I) j~cp(t)lx_(t) dt 
i,=j I 

-Jn-(n+1)cp(t)+<p(t)11+1 _ 
- (1- cp(t))2 cp(t)z.(t) dt. 
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Pour p et f donnes, done cp et x, ( 6. 38) donne l'esperance cherchee 
sous la forme d'une integrale. 

APPEND ICE. 

7. Fonctions de premiere et de seconde espece. - D'apres 
Kolmogoroff, un champ de probabilite sur un 'ep-semble E est donne au 

moyen d'une fonction completement additive d'ensemble sur E, fonction 

definie et non negative pour tous les ensembles appartenant a un 

a-corps a8 de sous-ensPmbles de E et prenant la valeur I sur E. 
Plus generalement, au lieu d'un a-corps, considerons un o-corps 

( nous nous conformons a la terminologie employee par Hahn
Rosenthal), c'est-a-dire un systeme oE de sous-ensembles de Equia les 

proprietcs suivantes : 

1° rJE est un corps [ c'est-a-dire que s'il contient deux ensembles X 
et Y il contient leur union (reunion) Xu Y, leur difference ( leurs 

differences) que nous pouvons designer par X - - Y et Y - - X 
respectivement, par consequent aussi leur intersection (partie commune) 

Xf'\ Y]; 
00 

2° OE contient !'intersection n x,, de toute suite { x,, l d'en-
1 • 

sembles Xn qu'il contient; de plus on suppose pour simplifier que 
def 

3° Ee aE, ou aE= le plus petit a-corps contenant rJE, c'est-a-dire 

que E est !'union d'une suite d'ensembles ! E,, l appartenant a rJE. 

" 
ll en resulte qu'en rempla<;ant E,, par U E1r que nous pouvons 

supposer sans restriction que 

( 7. 1) En+! :>En, En e os pour tout n. 
00 

De plus, 1° et 2° impliquent que !'union X = U Xn d'une suite 

d'ensembles ! .,r,,} appartenant a 08 appartient aussi a oE si ( et 

seulement si) tous les X,, sont contenus dans un Ye rJE. En effet, dans 

ce cas, _,y c Y et 
~ 

X= Y--{")(Y--Xn)-
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Par consequent aE est un u..:corps si et seulement si EE aE. 
L'emploi de a-corps au lieu de u-corps presente l'avantage d'eviter 

l'emploi des « valeurs >> de la fonction + co (cf., par exemple, Hahn

R.osenthal, Halmos, etc.). 

Generalisant la terminologie introduite precedemment (D. van Dantzig, 

1935), nous appellerons fonction de deuxieme espece, toute fonction 

reelle definie et completement additive SUI' .al. Nous denoterons 

par Fx la valeur que F prend sur !'ensemble X. Si nous appelons une 

suite d'ensembles Xn e aE qui sont mutuellement disjoints et qui ont X 
pour union, une partition de X et si nous denotons ceci par 

j Xn IE D(X), par consequent 

def 
(7.2) \XnleD(X)=uXn=X et X,,,nXn=O sim,z::n 

( o etant !'ensemble vide ), nous aurons alors 

(7 .3) ( Xn )e1-'.(X) ➔ ~nFx.= Fx. 

La fonction valeur absolue de F qui est elle-meme une fonction de 

seconde espece est denotee par IF I et definie par 

(7.4) 
def ,., 

I Fix= sup ~,, I Fx,. 1-
{ Xn) ED(X) 

D'autre part, nous definirons une fonction de premiere espece 
comme une fonction / definie pour tout x e E et bornee et a-mesurable 
sur tout XE aE. Par consequent, si nous denotons par Jx [ au lieu de 

la notation habituelle / ( x )] la valeur que / prend sur x et par 

Ens \ x EE I A ( x) i l' ensemble de tous les x e E pour lesquels la pro po-· 

sition A ( x) est valahle nous aurons : 
lo 

(7.5) 

OU 

(7.6) 

et 

pour tout Creel et.% E rJH. 

def 

11/1/X= sup II/-"' II .rex 
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Les fonctions d'ensemble llfllx ne sont pas additives, par-consequent 

ce :ne sont pas des fonctions de deuxieme espece . 

. On remarque que IF Ix et 11/llx sont finies si XE i3E et peuvent Nre 
considerees comme norm es de F et/ suir X si X est fixe. En particulier 

si IFlx et 11/11"' sont bornees sur i3E alors aussi Fx etf" sont bornees et 
l'on peut etendre leur definition et celle de Fx a temt X appartenant a 

un u-corps sur Ea savoir au plus petit u-corps uE sur E qui contient i3E. 

Quand nous rencontrerons des fonctions bornees ( en particulier des 

probabilites ), nous supposerons que leur definition a ete etendue de 

cette maniere. Dans ce cas IF IE et 11/IIE sont aussi finies et ont les pro
prietes ordinaircs des normes de F et f sur E et nous omettrons souvent 

les suffixes E. 
Plus generalement on peut admettre que les valeurs de F et f sont 

des nombres complexes et m~me dans certains cas sont pris dans des 

espaces de Banach duaux ( arbitraires) 

L'integrale de/ par rapport a F existe sur tout sous-ensemble XE 01, 
et sera denotee par 

ou plus brievement par (F /)x· C'est, d'apres les theoremes bien 

connus, une fonction de seconde espece satisfaisant a l'inegalite 

(7.8) I (Ff) Ix~\ F\x \\/1\X 

pour tout XE ~E· De m~me, d'apres des theoremes conn us, nous avons 

(7.g) \ (Ff)-( Gg) \x~ \ F- G \x \lf\\X+ \ G Ix \\f-g \Ix, 

inegalite qui est souvent appliquee. En particulier, s1 nous designons 

par varx/ la variation de/ sur X, c'est-a-dire 
def 

(7.10) rnrxf= supjx- inf f'" 
.xex .rex 

et pour toute partition ! Xn l de X 
def 

(7. II) var{ x,.) f = sup varx • .f, 
" 

nous avons si j X,, l E D(X), x,. E Xn pour tout n 

(7.12) I (Ff)x-~Fx.P·• \~\Fix var{ x.)f• 
n 

Ceci resulte de (7 ·9) avec G = F et g 0'=f'°n six ex,,. 
3 
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8. Matrices. - Soient E et E' deux ensembles arbitraires sur 

chacun desquels des o-corps os et Os, de sous-ensembles sont donnes 

satisfaisant les conditions du paragraphe 7. 
Nous considerons maintenant une fonction P [ que nous appellerons 

une « matrice generalisee » ou, plus explicitement, une matrice (E,E'),] 
determinant un nombre reel ( occasionnellement un nombre complexe) 

Pi comme fonction de 1 ° un element y EE' et 2° un sous-ensemble 

XE os sujet aux conditions: 

1 ° pour un X = A e oE fixe, P>;i determine une fonction de premiere 

espece sur E' ( fonction designee par PA); 

2° pour y =be E' fixe Pt determine une fonction ( designee par P'1) 

de deuxieme espece sur E. 

Si, en particulier, E est denombrable (fini ou enumerable) et si oE 
contient tout. ensemble se reduisant a un seul element, on a 

( 8. I) 

et si E' est aussi denombrable Pi est determine par la ma trice ordinaire 

rectangulaire finie ou in,finie Pr,,. 
La norme pour y fixe est donnee par 

(8.2) def ""' I PY Ix= sup ~ I P{. I 
/Xn}ED{X) 

qui est elle-m~me une matrice. Sa norme .pour X fixe est donnee par 

(8.3) 
_ def 

II P Iii= sup I Pr Ix-
re r 

Ce n'est plus une matrice clans le sens donne ci-dessus, Y et.ant un 

ensemble, et non plus un element de E' et II P 111'. n'etant d'ailleurs pas 

completement additive sur %. La matrice P est dite bornee si II P Iii est 

bornee pour %, y EOE. Dans ce cas on pent definir Px pour tout 

XeuEet 

( 8.4) sup II p Ilk= II p llj' < 00• 
X,Y 

Au lieu du symbole II P 1111'.', nous utiliserons aussi le symbole II P 11 · En 
particulier., les ensembles E et E' peuvent coi'.ncider. Dans ce cas, nous 
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supposerons que les corps oE et oE, coincident aussi. Nous avons 1c1 

comme cas particulier la ma trice unite designee par I (iota) et definie 

par 

(8.5) Ix= . ' .. 
def{rsixeX 

x o s'Ii n'en est pas ams1. 

pour un X = A fixe IA est la fonction caracteristique de l'ensemble A; 
pour un a fixe, la peut ~tre appelee la « fonction caracteristique de 

seconde espece d'un point a »; elle prend la vuleur 1 sur tout ensemble 
contenant a, et o sur tout autre ensemble. Evidemment I est bornee 

avec 11111 = 1, et 

(8.6) 

Plus generalement a tout sous-ensemble A E oE correspond une matrice 

aussi denotee par IA et definie par 

( I )x rlef Ir 
AX= A(\X" 

Dans le cas d'un E = E' fini, elle correspond, d'apres (8. r), a une 
matrice ayant la valeur 1 pour tous les elements de la diagonale princi

pale dont les suffixes appartiennent a A, et dont tousles uutres elements 

sont nuls. Evidemment IA est aussi bornee et JI IA II= r a moins que A 
ne soit vide. 

A toute fonction/ de premiere espece correspond une matrice denotee 

par/ I et definie par 

(8.8) 1 ·"= xf''= , def l Jx si xeX 
U )x f x o s'il n'en est pas ainsi. 

Dans le cas d'un E = E' denombrable, la ma trice qui correspond a/ I 
grace a (8. 1) est la matrice diagonale dont !'element de la diagonale 

principale qui correspond ax a la valeur fc. Evidemment/1 est bornee 

si et seulement si / l'est et l'on a 

11/111=1/IE· 

Revenons maintenant au cas general ou E et E' peuvent ~tre diffe

rents. Soit P une matrice comme auparavant et / une fonction de 

premiere espece. Pour tout XE oe et pour tout y EE' fixe, ecri

vons P/1 au lieu de P(/1); alors 

(8.9) 
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existe et est completement additive sur X pour Xe oE et est mesurable 

el bornee en y sur tout Ye oE,; d'ailleurs 

(8.10) 11 PJ• 11rL.11 p 11r 11111x, 

de sorte que Pf I est une ma'trice. En particulier, 

(P f)Y = (P /1)-1. 

si elle existe pour tout y, est une fonction mesurable sur E' et une 

fonction de premiere espece sur E' quand ( P f)Y est bornee sur tous 
" les ye 08 ,, quand Pet f sont bornees. 

D'autre part, soit Fune fonction de deuxieme espece sur E'. Alors 

LEMME 1. - Pour tout Xe oE,, Ye oE, 

doff 
(FP)v,x= Fc1yP{ 

r 

existe et est une fonction de deuxieme espece sur oE et sur oE .. 

Demonstration. - La complete additivite par rapport a y sur OE, 

pour X constant resulte de celle pour j_Fdy/Y. Pour Y constant, 

(FP)r,x est simplement additive sur X. Pour l'additivite complete il est 

des lors suffisant de prouver que lim (FP)r,x,. = o si Xn est une suite 
n-;,-~ 

decroissante d'ensembles X,, E oE dont !'intersection est vide. 
Choisissons un i; > o et posons 

(8. II) B,, = Ens I y E y I I py I Xn ~ E)' 

a cause de la mesurabilite de P>;n, done de Ip lfn pour tout Xn, Bn E ()E,. 

Alors, com me j PY I est completement additive et ~ o pour tout ye E' 
., 

et comme Xn+1 C X,,, nous avons aussi B11+1 C Bn. De plus, {') Bn= o, 

., 

pmsque, s'il existait un y E {') Bn, alors pour cet y I PY Ix,.~ e pour 

tout n, ce qui est contraire a la complete additivite de I PY I pmsque 
., 

{)Xn=O. 
1 

De mi\me, pour tout n suffisamment grand IF In.Le. Alors si C,. est 
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le complement de Bn par rapport a Y: Cn = Y - - Bn, alors 

(FP)r,x,.= (FP)n,.,x,.·+ (FP)c,.,x,.. 

Mais 

I (FP)n.,x,. I .c::. J, 1 Fldy I PY lx,.L'.'. I Fin,. II P llf: L'.'. eC1, 
B,. 

avec Ci= II P Iii:- Et 

I (FP)c,.,x,. Is JI Fjdy I PY Ix,. s I Fie,. II P Iii: s C2°, 
c,. 

avec C2=IFln comme CncYet IIPllf;=sup,JPYlx,.L'.'.e, d'apresla 
· yec,. 

definition de Bn et de Cn. Par consequent, I (FP)r,x,. IL'.'. (Ci+ C2) € 

pour tout n suffisamment grand, e > o etaut donne, c'est-a-dire 

lim (FP)r,x,. = o. C. Q. F. D. 

"*'" 
On en deduit aisement que pour tout X, Y 

( 8. 12) l(FP)Y,xl L'.'. I FIYII P !If 

Si, en particulier, F et P sont bornees, FP l'est aussi. 
Si F et P sont non bornees et si FP existe, alors FP est complete

ment additive, pourvu que FP existe absolument, c'est-a-dire 

1 1 FjdylPrlx<oo. 
E• 

CoROLLAIRE. - Soient E, E' E" des ensembles arbitraires avec les 

a-corps correspondants aE, oE,, oE"; supposons que x, y, 2; et X, Y, Z 
appartiennent a E, E', E" et aE, aE,, OE" respectivement. Sip et Q sont 

des matrices ( E, E') et ( E', E") respectivement, alors f Q~.Y Pf_ existe 
y 

pour tout XE oE, y EOE,, z EOE" et determine pour y fixe une 

matrice (E, E"). 
Si Q et P sont bornees, on peut definir le produit generalise de ces 

matrices 

(8.13) 

On peut etendre cette definition au cas ou Q et P sont non bornees, 
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pourvu qu'elles satisfassent la condition suivante 

(8. 14) ( I QZ ldY I py Ix existe pour tous Jes z e E" et Xe o E JE, 

et est bornee sur tout z e oE" pour chaque .Xe oE. 

Si cette condition est salisfaite, QP aussi est une matrice. 

Des inegalites (8. 10) et (8. 1 2 ), nous deduisons que 

LEMME 2. - Une matrice bornee P transforme les fonctions bornees 
de premiere espece sur E, fen de telles f onctions sur E' et les fonc
tions bornees de seconde espece sur oE, en de telles fonctions sur oE; 
on a 

(8. 15) 
( 8. 16) 

II P/11 .c:. II P 11-11/11, 
I FP I :S I FI. II p II 

( ou les indices E et E' ont ete omis ). 

LEMME 3. - ( Voir aussi Herbert Robbins, 1948). - Si/ et F sont 
des fonctions de premiere et de seconde espece sur E et oE, respecti
vement et si Pest une matrice, alors, si Z E aE et Ye oE, 

(8. 17) 

c'est-a-dire que l'ordre des integrations peut etre inverse. 

Demonstration. - Si nous posons pour des U e aE, Ve oE, arbi
traires 

def def 
(8.18) F'v= Fynr, j'x =/xii, 

al ors F' P' et f' sont bornees et ( 8. 1 7) est equivalent a 

( 8. 19) i I 1 ,,,, p'Y }t'x 1 F' (p'r J'x 
1 r dy d.-.: = dy J _ dx , 

E \ E' E' ~E 

par consequent ii est suffisant de prouver le theoreme pour des fonctions 
et matrices bornees, les integrations etant etendues sur la totalite des 

ensembles E et E' ( que nous omettrons des lors ). Nous omettrons les 

primes et ecrirons (8. 1 g) sous la forme abregee 

(8.20) (FP)f = F(Pj). 
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Posons alors 

(8.21) 

(8.22) 

def 

Pf=g, 

clef 
FP=G, 

Nous avons a montrer que 

c' est-a-di re 

c'est~a-dire 

g,. ''..".'.lp.r /·'" " - d.r ' 
E 

dcfl 
G = FdyP1. 

E• 

( 8. 23) Gf=Fg, c'est-a-dire r Gt1.r/,:=l Fdy gJ". 
jE E' 

183 

Soit e > o donne. Comme fest borne on peut trouver une partition 

.finie ! X,, l eD(E), ou nL Net var { x,. }f L. e. 

Divisons, par exemple, l'intervalle fini (- I/IE, + I/IE) en N sous-
def 

intervalles disjoints I,, et prenons X,,= Ens\ x e Elf" e /,, (. Alors en 

choisissant les x,, E Xn arbitrairement on a, d'apres (7. 12 ), 

(8.24) If Gd.rJx-~" GxJx-,., L. JG If,. 

Comme chacune des N fonctions Px,. est bornee, nous pouvons trou
ver une partition .finie de E' ( obtenue, par exemple, en prenant l'inter

section des partitions appartenant separement aux PxJ ( Ym l eD(E'), 
m L M avec var{ r"'} Px,.L eN-1 pour tout n L. N. Par consequent, si 

nous choisissons Ym E Ym arbitrairement, nous avons de nouveau 

d'apres (7. 12) 

(8.25) I Gx,.-~m Fym Pf..m 1 ~ I Fl eN-1 

et, d'apres (8.24) et 

IGILIFJ.IIPII, 

(8.26) If G<1.rfc-~n ~m Fr"' Pi"'P°" I~ C1e, 

avec 
def 

C1 = I Fl ( II p II+ 11111 ). 
D'autre part, 

(8. 27) If Pf,Jx-~nPtf"n IL \IP \I g 

pour tout y E E 1
, en particulier pour y = Ym· 



Par consequent, 

( 8. 28) 

Mais 

(8.29) 
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puisque vaq Y,,.}Px,.LsN-1 • Done, comme nLN, (8.28) et (8.29) 
donnent , 

(8.30) 

de (8. 26) et (8. 3o) nous deduisons qtte 

(8.31) 

Par consequent, comme cette inegalite reste valable pour tout e > o, 

on a (8. 23) en tenant compte de (8. 19) et (8. 17). 
C. Q. F. D. 

Cherchons une condition suffisante pour que (8. 17) soit valide sur 

la totalite des ensembles E et E' quand F, P et f peuvent ~tre non 

hornees et prouvons des lors en faisant un raisonnement bien connu 

que 

LEMME 4. - Si 

(8.32) 

(8.33) 

defi 
Hx = I F ldy I PY Ix, 

E• 

def ( 
hY= JEPYlt1xlJxl 

existent pour tout X et y respectiPement et si, de plus, une des deux 
inegalites suiPantes : 

( 8.34) 

( 8. 35) 

.l Ht1x IJx I < oo, 

r I Flt1rhY<oo JE, 

est valide, alors la seconde de ces deux inegalites l'est aussi et 

(8.36) 

" 



CHAINES DE MARKOF DANS LES ENSEMBLES ABSTRAITS. 185 

Demonstration. - Il est suffisant de prouver le theoreme pour des F, 
Pet f non negatives auquel cas H = Get h = g. _D'apres le lemme 3, 
(8.17) est valable pour X=E1r, Y=E; avec k et l arbitraires [cf. 
(7. 1 )]. Des lors, si (8. 34) est valable, le second membre de (8. 36) est 

1 Gctx•Jx2, 1 Gct.-,:/X2, J, {J,, FdyPi~ ljjx = 1 Fdy 1 Paxfx• 
S ~ ~ ~ ~ ~ 

Comme la derniere expression est non decroissante si k ➔ oo, l ➔ oo, 
et bornee elle a une limite qui est le second membre de (8.36), de sorte 
que son existence a ete prouvee, c'est-a-dire (8.35) et que 

1Gdx/X2, r Fctyg:r. 
S Js, 

De m~me on. montre que 

a cause de (8.36). 
Demonstration analogue dans le second cas, c'est-a-dire s1 l'on su

pose (8.35). 

LEMME n (voir aussi R. G. Cooke, 1950, P· 29). -Si E1,E2,Ea,E4 
sont des ensembles arbitraires auxquels correspondent les o-corps Os,, 

os,, os,, os,, sit, x, y, z et T, X, Y, Z designent des elements arbi
traires et des sous-ensembles de Et, E2, E 3 , E1, et os,,·os,, Os,, Os, res
pectipement et si M, P, Q sont des matrices (E1, E2), (E2, Ea) et 
(E3 , E 4 ) respectiPement, alors 

( 8. 37) 1 { 1 z pY } M"' ( z pY ux 
. X y Cf'cly d.r T = )y'f'dy dxm'f. 

Si, en particulier, Al, Pet Q sont bornees ou si 

(8.38) l £1 py Jrtx j .tf.r Ir= K-}, 

1 Lt,.. I Mx IT < 00 OU 
X 

1 1 q,z ld.r I PY Ix= L~, 
S• 

1 1 q,z lc1rKf < 00 , 
S• 

alors (8.37) est valable pour X = E 2 et Y = E 3 ; c'est-a-dire on peut 
etendre l'integration sur la totalite des ensembles E2 et E~. 

Demonstration. - Elle resulte immediatement des lemmes 3 et 4 
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avec, pour z et T constant, 

et p:= Mf.. 

Siles produits QP et PM sont aussi des matrices, par_exemple, si Q, 
Pet M sont bornees ou si QP et PM satisfont la condition (8. 14) alors 

le produit de matrices est associatif 

(8.39) 

c'est-a-dire 

( QP)M = Q(PM), 

1 ( QP)~.,: M'r = 1 Q~,.(PM)f,. 
E'J Ea 

De ce lemme n, on deduit que le calcul matriciel ordinaire peut <'.ltre 

applique en employant l'integration de Lebesgue-Stieltjes-Radon au 

lieu de la sommation pourvu que toutes les matrices et fonctions des 

deux especes dont on s'occupe soicnt bornees ou plus generalement si 

elles satisfont (8.32), (8.33), (8.34) et (8.38) et si les produits de 

matrices satisfunt (8. 14). 

Pour plus de simplicite nous omettrons desormais ( sauf indication 

speciale) le second cas, c'est-a-dire que nous nous restreindrons au cas 

de matrices et de fonctions des deux especes qui sont bornees, et que 

nous supposerons de plus que les ensembles E, E', E'i_, E 2 , ••• , coin

cident tous. Dans ce cas les suites croissantes E" peuvent aussi ~tre 

omises puisque nous pourrons prendre E"= E pour tout k. 
Si done, Pest une matrice carree bornee, c'est-a-dire si E = E' et 

II P II = II P Iii= sup sup ~n I P.t I< oo, 
,-cEE { Xn} ED{EJ 

alors on peut former des puissances de P et des polynomes et tant que 

les coefficients sont constants ( i?Calaires ), ces polyno·mes sont commu

tables. De (8. 15), (8. 16), (8. 13) (8.41) on deduit aisement que 

(8.42) II PQ II L II p II- II Q 11-

Notons pour usage ulterieur les identites suivantes : 

( 8.43) 

(8.44) 

( 8. 45) 

Fl=F, 

1/=/, 

IP=Pl=P, 

c'est-a-dire f Fc1.r Ix= Fx, 

c'est-a-dire f l·"' fr=Jx d.r , 

c'est-a-dire J•~, P);: = f Pfrlf = Pf. 
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De plus, remarquons que deux matrices diagonales sont commutables 

(8.46) 

Nous ne pouvons pas toutefois remplacer le symbole /I pour la 

matrice diagonale fx l:f par I/ qui designe la fonction de premiere 
espece (8.44). Si /I est. suivi par un autre facteur (matrice ou fonction 

de premiere espece), nous pouvons omettre I, ainsi /IP = f P avec 

(/ P)f._ = p Pi_ et, de m~me 

Les integrales sur les sous-ensembles de E peuvent ~tre exprimees au 

moyen de matrices unite« partielles » IA [ cf. (8. 7)] 

1Fr1xfx=lFdy r l{x:r,xlx= Flxf. 
X E )E 

Les matrices unitaires partielles servent aussi a tronquer des fonctions 

(I Jr=P'f'"= ' { 
f .,, si xeA 

A A o s'il n'en est pas }linsi; 

(8.49) { 
Fx si XcA, 

(FIA)x = FAr,x = o si XcE- -A 

et d'une maniere analogue IAP 10 . 
00 

· U ne condition su ffisante pour la con verg·ence de~ ( P n )i ( ou les P n 

sont des matrices bornees) pour tout x et .X" est la convergence de 

11 en resulte, en particulier, que si l!PII < 1, alors d'apres (8.42) 
00 

II pn II < II P II"< I, pn designant la n10m• puissance de la ma trice, ~pn 

converge et est la seule inverse ( a droite et a gauche) de 1-P 

(8.50) (I -P)-1 = ~P" si 11 P 11 < 1. 

Plus generalement, si la ma trice JI;/ peut ~tre mise sous la forme 

(8.51) M=R+Q, 



188 D. VAN DANTZIG. 

ou R-1 existe (nous utilisons cette expre-ssion seulement si XR=RX = I 
a seulement une solution X = R-1 ), tandis que II QR-1 II< 1 ou 

II R-1 Q II < 1, alors M-1 existe et 

"' 00 

(8. 52) M-l=R-t~(-QR-t)n= ~(-R-tQ)nR-t. 
0 

La demonstration du fait que : les deux series dans (8. 52) sont iden

tiques, convergent si seulement une des conditions d'inegalite est satis

faite, satisfont aux equations pour les inverses, et est leur seule solution, 

est banale. 

Un cas particulier ( 8
), bien connu se rencontre si R=/1 est une 

matrice diagonale; (8. 51) et (8. 52) deviennent alors 

(8.53) 

(8.54) 

M=Jl+Q, . 

M-1 = ~(-J-1 Q)nJ-11 

pourvu que Jx~ o pour tout x et, par exemple IIJ-1 Q II< 1, c'est-a-dire 

( 8. 55) I Qx le= sup :EI Qi I< IJx l 
{ X,.)ED(E) n 

pour tout x. 

9. Processus de Markof invariants par rapport a un groupe transiti(. 

- Comme generalisation des processus invariants etudies au para
graphe 2, nous considerons un processus de Markof sur un ensemble E 
tel qu'il existe un groupe G de transformations ( 1, 1) -r de E dans 

lui-m~me qui est transitif sur E. Sur E un o--corps o-E, invariant 

par rapport a toutes les transformations de G est defini; c'est-a-dire 

-r XE o-E si XE o-E pour tous l~s -r E G, ou 

(9. I) 
def 

i:X= Ens { i:x I xexj. 

(Un cas particulier important de ceci est celui ou E est une sphere 

clans un espace a un nombre quelconque de dimensions, G etant le 

groupe de toutes les rotations de E dans lui-m~me.) Nous considerons 

( 8 ) Voir aussi R. G. Cooke ( 1950, p. 3,) (2.4, II) et pour le cas des matrices finites 
Olga Taussky ( 1949), et reuvres de date plus recule indiquees dans cet article. 
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alors une ma trice de transition P ( par consequent P"J.. ~ o pour x e E, 
Xe O"E et P"J.. = 1) qui est invariante par rapport a toutes transforma

tions de G. 

(9.2) 

pour tous les TE G. 

Nous choisissons arbitrairement un point a e E et definissons H 
comme le sous-groupe comprenant tous les Te G laissant a invariant 

(9.3) def i I l ll = Ens l 't e G -; a = a i. 

En .posant .pour tout TE G 

(9. 4) 
def l 

F,= ll'tH =Ens/ Tt1 ,-i12 \ "fl1 ell, Tt2 ell,. 

Les ensembles F-r: sont mutuellement disjoints et ont G comme 

reunion. Evidemment 

'teF-r:, 'tell¢F,:=H, 

En utilisant l'axiome du choi.x:, nous choisissons arbitrairernent clans 

chaque F"' un point representatif unique Y,r; soit Li l'ensernble de tous 

ces points representatifs [par exemple clans le cas des rotations d'une 

sphere clans R 3 de centre o et de rayon 1, ou a est le point ( o, o, 1) 
et 7) 1 et 11 2 sont des rotations autour de l'axe des z d'angles respcctifs 

cp et 41, alors que yest une rotation autour de l 'axe des y d'angle 0, cp, 41 
et O etant les angles d'Euler; .:i est !'ensemble de tous les O avec, par 

par ex.emple o .C::. 0 .C::. rr ]. 

Pour tout xeE, il existe un -re G avec -ra=x; done un ye.:i et ·fl, 

·fl' e H, avec T = "fJ"'{YJ'; done x = "fJ"'{YJ' a= "fJ"'{ a, puisque 7)
1 a = a, 7)

1 e H. 
Si nous avons aussi x _:_ "fJ1 11 a, alors 

·ri" = 1- 1 ri-1 ·'11: 1 e H, d'ou d'ou '(1 = Y 

puisque les points representatifs sont uniques, de sorte que y est deter

mine d'une faqon unique par xeHya, c'est-a-dire par X=7Jya (ce 

n'est pas le cas en general pour "fJ ). Alors (9. 2) entraine, en 
def 

posant py=P1-, 

(9.5) 
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Pr est aussi completement additif et ::::::,,_ o avec p 8 = 1 et aussi [ a cause 

de (9. 2)] 
(9.6) 

pour tout "fJ EH et YE ,:;E· 

Pour tout r Ca tel que Hf a E (]'E ( ces r forment un ,:;-corps (]'!::i,_ sur .1) 
on pose 

de sorte que qr est completement additif, et :::::,.o avec qa = 1. 

Alors pour un y donne et un r E (]'!::i,_ variable, PrnHI'a est complete
ment additif clans r, ::::::,,_o, et L. qr et peut, par consequent, Mre eGrit 

sous la forme 

(9.8) Prnul'a =1 qd., iy, I' . 

ou lI, peut Mre choisi ::::::,,_o, L. 1 et s'annulant sauf pour yaear. Pour 

tout YE ,:;E fixe la fonction lI, est definie sur a excepte pour un ensemble 

de mesure q nulle et mesurable ,:;a. 
Nous introduisons maintenant : 

Hypothese A : Les quantites lI, peuvent Mre redefinies de telle fa1,on 

qu'elles satisfassent (9.8) et qu'elles soient definies pour tousles yea 
et tous les YE ,:;E comme des fonctions a valeurs uniques de leurs argu
ments, pour Y fixe mesurables ,:;a en y et pour y fixe comple_tement 

additives en Y. 
Selon Doob ( 1948) une condition suffisante pour l'hypothese A est: 

E est un ensemble de Borel dans un espace euclidien et ,:;E consiste en 

tous les sous-ensembles de Borel de E. Les lI, peuvent Mre interpretes 

comme des probabilites conditionnelles, a savoir comme la probabilite 

pour que x E Y sous la condition x E Hya. 

Hypothese B : H est un groupe topologique compact. 

Selon A. Haar (1933) (cf. aussi J. von Neumann, 1934, 1936; 

~- H. Loomis, 1945), l'hypothese B entraine !'existence d'une mesure 
de Haar, a savoir d'une fonction d'ensemble invariante a gauche, non 

negative, completement additive, definie sur le ,:;-corps ,:;a engendre par 

tous les sous-ensembles ouverts de H, en outre bornee et determinee 
d'une fa1,on unique a un facteur de proportionnalite pres. 
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Les hypotheses A et B sont simultanement satisfaites, par exemple si 

E est une sphere euclidienne a un nombre quelconque de dimensions 
et G le groupe de toutes les rotations de E dans elle-m~me. 

Hypothese C : 1° Pour tous les ~Ea et y E qE constants, l~y est 
une fonction de YJ EH mesurable. 

2° Si f E (]' D. et KE (]'E, alors Kr a E (]'E. 

Par ces hypotheses Ci et C2 le (]'-corps qE ( done aussi qA) est lie avec 
la topologie sur H. 

Si /1-K est la mesure de Haar normalisee sur H, de sorte que /1-H= , , Ct 
entraine !'existence de 

pour tousles~ ety. A cause de (9.6), 

est une solution de (9. 8) de m~me que l~., d 'ou aussi lf. Done, l~. satis

faisant (9.8) et hypothese A, nous pouvons prendre If au lieu de lf et 
omettre le trait. Alors nous obtenons 

(9.9) pour tout 'l]EH, jet:. et yecrE. 

En prenant dans (9.g) 

_y=Kfa, avec KccrH, fccrA, jer, 

l1cr a est, pour K variable, completement additif, :::::,.o, borne, invariant 

par rapport a tous les YJ EH. Done il a aussi les proprietes d'une mesure 

de Haar. Done m} etant le facteur de proportionalite 

(9.10) 

puisque m}=o sauf~er. De plus Zira=l}, d'ou m~= I. 

L'extension de Zir,, a z; avec y arbitraire donne 

(9. 11) 

En substituant dans (9. 8) avec r = a, on obtient 

(9.12) 
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(9.r3) 
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px =lq J f-l Fm>'isa 
X D. d~ H d,i X '. 

ou 't'x represente l 'un quelconque des -r E G avec -rxa = x. D 'un autre 
cote, il est clair que (9. r 3) satisfait a nos conditions. 

Nous avons done demontre : 

Tml:ORilME n. - Si G est un groupe transit if de trans/ or mat ions de 
E dans lui-meme, si H est le sous-groupe de G lais.sant invariant un 
point donne a e E, P.x la mesure de Haar normalisee sur 1-I et A un 
systeme de representations des classes bilaterales modulo H (9. 4) de 
JI dans G, alorsqueqr P:st donne par (9. 7)etsi les hypotheses A, B, C 

sont satisfaites, alors toute matrice bornee (E, E) qui est invariante 
.sous G, peut etre representee sous la forme (9. 13 ). 

Si, en particulier, G est simplement transitif sur E, c'est-a-dire si 
JI se compose seulement de l'element unite, A= Get (9. 7) et (9. 13) 

simplifient en qr= Pr a et 

(9.14) p:c -lq j~.,ya x- dy X • 
G 

Si, plus particulierement, E et G sont identiques, nous pouvons poser 

a= 1, Ta.·= x et nous obtenons qr= Pr et 

(9, 15) P x· 1 1r.r x=. Pd,· x·. 
E . 

Si Gest commutatif et ecrit additivement, ceci conduit a (2. 8 ). 

10. L'identite fondamentale de Wald pour des processus stochas

tiques arbitraires. - Exactement le m~me argument qui conduit a 
l'identite fondamentale de Wald ( n. 17) s 'a pplique si E est un es pace 
euclidien a r dimensions, x et y sont des vecteurs reels et ~ un vecteur 
complexe a r dimensions, ~x est le produit scalaire. II s 'applique egale
ment dans le cas plus general ou E est un groupe abelien additif et 

~ = ~1 + i ~2, ou ~1 et ~2 sont des homomorphismes sur l 'ensemble des 
nombres reels, c'est-a-dirn pour tous les x et y clans E, ~;x est un 

nombre reel tel que 

~;(X + y) = ~;X + ~;y ( i = I, 2). 
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Nous pouvons resumer notre resultat dans le 

THEOREME 6. - Si E est un groupe abelien ( addittf), si ~o, ~1 et ~2 

sont des homomorphismes dans le groupe addittf des nombres reels, 
si ~ = ~1 + ib et cp(~o) <oo et inf (~o..:._~t) x>-oo, l'identite 

xEB 

(n. 17) ~ co(t0 )-
11 JC·"' e~J"= r "'-i• <, {n)d)' 

1 

est satisf aite 

Une generalisation partielle de ce theoreme a des processus stochas
tiques arbitraires, determines par les probabilites de passage Pf:1 ... ,x.-x 
satisfaisant a (2. 1 )-(2. 4) est obtenue com me suit : 

Nous faisons l'hy_pothese supplementaire que, lorsque le point chemi

nant arrive a l'etaLXn-1 (n::::::,,,_1) apres avoir passe si ,i::::::,,.2 par Xo,··•,xn-2, 

il existe une probabilite A[;:;-··,x,,_, pour que ce point soit absorbe, done 

une probabilite 
B[;zoj ... , Xn-1 =I_ At;:,,•••, ,'t"n-t 

pour qu'il ne soit pas absorbe. 
En outre, nous introduisons les quantites auxiliaires Uj",:;-···'"•-• et 

Tt;:, ... , .,,,._, interpretees comme les probabilites conditionnelles pour que 

la catastrophe e n'arrive pas sous la condition que le point cheminant a 

passe par Xo, ••• ,Xn-1 et a ete (pour U) OU n'a pas ete (pour T) absorbe 
en Xn-i• Finalement nous definissons C(;; .... .1·•-1 com me la probabilite 

conditionnelle totale pour que e n'arrive pas sous la condition que le 

point a passe par Xo, ••• , Xn-i• 

Pour calculer qi;;i · · .,x._, pour n ::::::,,,_ 1, nous remarquons qu 'ii y a deux 

cas complementaires : ou bien le point est absorbe en Xn-1. (probabilite 
A·.,.•·····x,,_,) auquel cas non-ea la probabilite U-:r•· .... x._, OU bien il n'est {n) , (n) , 

pas absorbe (probabilite B[;:1 ··.,.-"•-•) et e n'arrive pas ( probabilite 
T;';j ····'"•-•); alors ii saute dans un « petit)) ensemble dy (probabilite 

P;';; ····;r;-•) et il vit heureux jusqu'a la fin des siecles ( c'est-a-dire e 
n'arrive plus plus tard,.probabilite Cf:;+·iJ.,x._,,Y). Done nous avons 

( 10. I) Cf,:;- .. ,x._, =A'[;;"·•·"•-• U[;; ···•·~·._, 

+ B-ro, ... ,.1:n-1 r,ro,-• .,:)·n-1jp:ro, ... ,.'t"n-1 c•ro, ... ,.~n-1, y 
(nl (n) {n) dy (n+1) • 



D. VAN DANTZIG. 

Pour n = o nous avons une equation similaire avec la seule diflerence 

que les indices_ superieurs excepte y font defaut. 

Pour simplifier les formules, nous omettrons les indices inferieurs 

(n) et remplacerons la suite d'indices superieurs x 0 , .•. , Xn ~i par un 

seul symbole TC (parcours). (10. 1) devient 

(10.2) 

Par substitutions successives, nous obtenons un developpement 

formel pour C1t, TC etant donne ( en particulier aussi si TC est « vide >>) 

(10.3) Crr.=Arr.Urr.+Br.Trr. J P'{;~ .• A .. Y•Urr.Y,+Brr.Tr. 

xj'prr. Br- 1·,rrr.r,J p1r.r,A1:,-,r,U1r. 1·tJ·0 + dy
1 

~ d)"1 . . • • • • 

"' 
= ~ k Br- rrr.J'prr.1 . Bn,.,rr-,.,J···f p1r.y, ... n-,A1r.r, ... ,·ku1r.,·, ... n 

--'- I C)1 d_,-,.. . . • • 
0 

Pour que ce developpement soit convergent et suit une solution de 

( 10. 2 ), il est necessaire et suffisant que 

(10.4) 

tende vers zero lorsque h-+ ro. 

En vue de generaliser le theoreme 2, nous considerons des solutions 

du systeme d'equations (10. 1) clans les inconnues Cu;···•·"n-l OU les u et 

les T ne sont pas n.ecessairemenl des probabilites (bien que les A, les 

B et les P le res tent) mais peuvent Nre des suites de fonctions ( non 

necessairement bornees) arbitraires reelles ou complexes. 

THEOREME 7. - Si: A. pour tousles net tousles TC= (x0 , ••• , x,,_1 ) E E 11 

il existe des nombres reels U;, T; tels que : 

A. 1 • T;::::::,,. o pour tout n et tout 7r e E"; 

A. 2. U1 ~ o pour tout n et tout 1r e E" ; 

A. 3. T'(; f P;'y U~Y LU~ pour tout n et tous les TC e E 11 avec B1t ~ o. 

Si: B. les fonctions T1t, ij1t sont de.finies pour tout n et tout TC E En 
si 6 et c sont des nombres reels non negatifs et si: 
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B.1. 0<1; 
B. 2. j T1t j LO 1~ pour tout n et tout 1'C EE"; 
B. 3. j ij1t I .c:::_ cu~ pour tout n et tout 1r e E", 
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alors les equations ( 10. 2) ant des solutions C = C ( U), donnees par 

(10.3), qui satisfont a l'equation 

( 10. 5) 

pour tout net tout Tr, si et seulement si 

('10.6) 

pour tout n el tout re avec fl1t "'F- o. 

Demonstration. - En ecrivant 

(10.7) 

A. 3 devient 

(10.8) f Q" ur.r LB" U" od.r o - o, 

d'ou decoule l'existence du membre gauche. Les termes de la somme 

( 10. 3) avec To, U0 au lieu de T, U sont ::::_ o. Le ( k + 1 ) 1•m• terme de 
cette somme est L la m~me expression oi:1 le facteur A"-'·•·••n ( qui est 

L 1) est omis, d'ou, par ( 10. 8) avec 1ry1 . .. Ylr-t au lieu de 1'C et y,, au 
lieu de y L le k1•m• terme avec A1ty, ... n-, remplace par B"Y1··•-"k-•. La 

somme du k1•me et du ( k + 1 )i<lme terme est L le k•m• terme ou le facteur 

A1t.1·, ... ,·k-, est omis. En continuant de cette sorte nous trouvons que la 

somme des premiers k + 1 termes est L U~ de sorte que la serie est 

bornee, done convergente. En designant sa somme par C; nous avons 

alors oLC~ LU; et aussi o LR~. k LU~ ou R~, k est l'expression (IO. 4), 
avec T et C rem places par To et C0 • De B. 1-B. 3, on conclut alors que 

les integrales dans ( 10. 3) aussi bien que la somme de la serie existent 

absolument et que 

d'ou 

de sorte que ( 10. 3) satisfait a ( 10. 2 ). Mais si une solution de ( 10. 2) 
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satisfait a ( 10. 5), ( 10. 6) est valable; c'est un resultat banal. Si, d'autre 

part, (10.6) est valable en m~me temps (10.3), nous avons 

x { B"'-'·• ···HU"'r, ... :rk-j'Q"'Y• ···ilJ.H, U"'r,---n+,} 

+ f QZ,·,f . .. f Q"'·'' ... tr:· B"' r, ... rn U"' r, ... Yn]. 

Les expressions entre accolades s'annulent a cause de (10.6), (10.7) 

(avcc ny1 .. •Yk-i au lieu den et y,, au lieu de .r). Done elles restent 
nulles apres des integrations repetees et la premiere somme entre 
crochets dans le deuxieme membre de (10.9) s'annule. Le dernier terme 
entre crochets est absolument L f)n U~, done .il tend vers zero, ce qui 
demonlre ( 10. 5) et le theoreme. 

Dans la demonstration du theorcme 7, le lemme 4 (Appendice, § 8), 
n'a pas ete utilise. On peut done s'altendre a ce que le theorcme 7 
n'implique pas completement le theorcme 2. En effet, dans le cas parti
culier du theoreme 2, nous avons 

(10.10) 
( p·ro, ... , .-i·,i-1 _ p·c,,_, 
) (n) x- X , 

j u:ro, ... ,:t'n-t - ifn-1 
\ (n) - , 

At:/ , • •, :t•u-t = A ,r:11-1, 

Les conditions du theoreme 2, excepte ( o. 8) sont satisfaites, mais le 
theoreme 7 devient 

(10.II) 

si et seulement si 

(10. 12) 

de sorte qu'il reste a prouver que 

(10. 13) C·"( U) = f Cf_y Ur, 

OU Cx est donne par (3.2) si (o.8) est satisfaite 
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En utilisant le lemme 4 (Appendice, § 8), on obtient ( 10. 13 ), ce qui 
est une generalisation directe de (3. 3) pour tous les Ux satisfaisant a 
B.3. Ainsi nous voyons que l'ensemble du theoreme 7 et du lemme 4 
implique le theoreme 2. Il semble que pour une generalisation directe 
du theoreme 2 uue generalisation du lemme o avec p,,:r au lieu de p· 
soit necessaire ( 9 ). 
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