Chaines de Markof
dans les ensembles abstraits
et applications aux processus avec régions
absorbantes et au probléme des boucles

par

D.van DANTZIG.

PREFACE.

Au moyen de fonctions génératrices généralisées (fonctionnelles) (§7)
et de matrices généralisées (§ 2, 7), on introduit un opérateur linéaire C,,
dans un espace de fonctions mesurables sur un ensemble donné F
(contenant, par exemple, toutes les fonctions bornées), dépendant du
sous-ensemble A ou alieu «'absorption » (§3). Une interprétation (§1)
donnée antérieurement des variables et des fonctions auxiliaires comme
probabilités, par exemple, de la non-apparition d’une certaine « catas-
trophe » s'avére aussi ires utile pour ce type de problemes. On
démontre (§4) que C,, est un opérateur de projection et que pour
Ay> Ay, Cyy et Cyy sont commutables et que leur produit est égal
a C.,. Cette identité contient comme cas particulier une identité
obtenue dans une These de doctorat 3 Amsterdam par J. H. B. Kem-
perman. En outre (§5), I'identité fondamentale d’A. Wald est généra-
lisée et 'on montre que la fonction caractéristique d’une distribution
peut étre considérée comme un cas particulier de valeur propre dans un
sens généralisé, ot la fonction propre (dans ce cas particulier une fonc-
tion exponentielle) doit étre proportionnelle a sa transformée par I'opé-
rateur lingaire en dehors de Densemble absorbant A seulement.
Finalement (§6), on démontre quelques théorémes relatifs aux boucles
dans la trajectoire d’un point mobile et quelques résultats similaires en
dérivant la fonctionnelle génératrice par rapport a la fonction dont elle
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dépend. La théorie purement mathématique de la multiplication de
matrices généralisées est développée dans I’Appendice (§ 7-10). En
particulier, on donne des conditions suffisantes pour l'associativité
également dans des cas ou les matrices ne sont pas -bornées (§8).
L’Appendice contient, en outre, une généralisation d’un processus
« aaccroissements indépendants » pour le cas d’un ensemble sur lequel,
sous certaines conditions, opére un groupe transitif (§9) ainsi qu’une
extension des résultats du paragraphe 5 a4 des processus non marko-
viens (§10).

Ce Mémoire a ét¢ écrit pendant que 'auteur travaillait en héte au
Statistical Engineering Laboratory du National Bureau of Standards
durant ’é6t6 1951, sous le contrat CST-528 enire le National Bureau of
Standards et I’'Université de la Caroline du Nord. Il fut ensuite révisé
avec l'assistance de M. J. J. de Iongh, auquel l'auteur est redevable de
plusieurs améliorations du texte. Un nombre limité de copies en-forme
miméographée fut mis en circulation par le National Bureau of Standards
4 Washington, et, 8 Amsterdam, par le Centre Mathématique, en I'été
1952 sous le titre : 7¢me-discrete stochastic processes in arbitrary
sets, with applications to processes with absorbing regions and to the
problem of loops in Markoff chains. Depuis lors, le texte a encore été
révisé en profitant de I'aide de MM. C. L. Scheffer, R. Doornbos et
G. Zoutendijk. Néanmoins, quelques petits détails mis a part, il coincide
avec la version originale et, en ce qui concerne les cinq premiers
chapitres, avec 'envoi de I'auteur a la Réunion de V'Institute of Mathe-
matical Statistics tenue a Santa Monica le 15 juin 1951. Le contlenu prin-
cipal de cet article forme d’ailleurs la substance des quatre conférences
données par I'auteur a I'Institut Henri Poincaré au mois d’avril 1953.
L’auteur tient & remercier MM. Fénon, Fourgeaud, Fuchs et Soulé
qui ont eu 'amabilité et la patience de traduire cet article, de méme
que M. Fréchet, qui a bien voulu surveiller 'ceuvre de traduction.

1. La méthode des marques collectives. — Suivant A. Kolmogoroff,
un champ de probabilité est défini comme un ensemble IT sur lequel est
donnée une fonction d’ensemble completement additive (*) [définie,

(1) Les fonctions d’ensernble complétement additives, définies par la condition (1.2),
sont quelquefois appelées fonctions d’ensemble totalement additives, absolument
additives ou ¢-additives.
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>0 et <1 pour tous les sous-cnsembles A de II appartenant a un
o-corps oy (?), qui contient IT et chacun de ses éléments]. Désignant
cette fonction d’ensemble par P, la valeur qu’elle prend sur un ensemble A
par P, [au lieu de P(A)], nous avons, en renvoyant le lecteur pour
plus de détails concernant les notations et les propriétés a 'Appen-
dice (§ 1),

(1.1) oL Pp) £ 1 = Py,

(1.2) P(A)=ZP1A.J: si A=UA,, et ApnA,=o0 pour mZn.
1 1

Dans beaucoup de problemes de la théorie des probabilités, nous
avons affaire a plusieurs fonctions d’ensemble complétement additives,
toutes définies sur un seul ensemble I, c’est-a-dire P peut varier sur un
autre ensemble 2, quelquefois appelé I'« ensemble des hypotheses admis-
sibles » ou « espace paramétrique ». Alors, pour tout 0 € 2 nous avons

un P, désigné par P, prenant sur A la valeur PE?\) Si I est un

"
ensemble dénombrable (c’est-d-dire fini ou infini dénombrable), nous
avons Pé%:ZP;g; el si Il et Q sont des ensembles finis, Pﬁ?{) est
reA .

déterminé par la matrice reclangulaire ordinaire des nombres PE%? avec
Aell. Pour cette raison on appelle matrice (généralisée) le systéme des
valeurs Pﬁ?\)) avec 0 €, A€oy, soumises a4 la condition d’additivité
complete par rapport & A. Quelques-unes des propriétés fondamentales
de ces malrices seront considérées sous des hypothéses un peu plus
générales dans un Appendice (§ 7, 8) (*).

En généralisant une idée de Laplace, selon laquelle un systeme de

probabilités p,(n=o0, 1, 2, ...) est représenté par sa « fonction gén¢é-
ratrice » '

del gy
(1.3) ?(Z)=2‘Pnz”>

0

z étant une variable auxiliaire, il s’avéra utile (¢f. D. van Dantzig, 1941)

(?) Un c-corps est une classe d’ensembles contenant avec chaque ensemble son
complément et avce chaque suite (dénombrable) d’ensembles leur union, donc aussi lear
intersection.

(*) La notation dans PAppendice ( Py au lieu de P&) est légérement différente de
celle dans ece paragraphe, mais est conforme 4 celle du paragraphe 2.
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de représenter un champ de probabilité P par la fonctionnelle corres-
pondante d’une fonction auxiliaire U définie sur II. En admettant que -
cette fonction est mesurable oy et que 'intégrale (1.4) existe et en
désignant la valeur que U prend en un point A €Il par U™ [au lieu de
‘T’habituel U(1)], la fonctionnelle correspondante peut s’écrire comme
une intégrale de Stieltjes-Lebesgue-Radon

def  » -
(L.4) C(Uy= j Py U,

Si C(U) est connue pour une classe suffisamment large de fonc-
tions U, elle détermine P. Dans le cas le plus simple, si elle est connue
pour toutes les fonctions U* (*) bornées et mesurables oy, nous aurons

(1.5) Pp=C(Ip),

ou Ia(l =iota) désigne la fonclion caractéristique de l'ensemble A,

définie par

(1.6) l)\tl_ef 1 si h€EA,
) T lo sirgA

(¢f. D. van Danlzig, 1935). Dans le cas plus général, ou P varie sur un
ensemble &, nous pouvons aussi introduire une fonction d’ensemble
auxiliaire, complétement additive /' sur un o-corps o, de sous-ensem-
bles de €, en supposant que pour tout A fixé P% est mesurable oy,

et définir la fonctionnelle correspondante
def .
(1,7) c(F,v)= [ Fu [ PhUn

Ces fonctionnelles furent introduites dans nos cours a Amsterdam en
1947 et dans un exposé fait a Lyon en 1948 (publié en 1949) et quelques
applications de la méthode y furent données. Les fonctions auxiliaires
furent désignées par « marques », leur fonctionnelle par « marque collec-
tive ». Il s’avérera utile d’employer une notation et une terminologie,
introduite & une autre occasion (1935), a savoir d’appeler des fonctions
de points et des fonctions d’ensemble completement additives (soumises

(*) Dorénavant nous ometirons les parenthéses et écrirons Py, P? et P% au lieu de
Py, PO et 1—’:1{’ respectivement, parce qu'en ce qui suit, il n'y aura pas d’aml?lgu'lte

dans les notations.
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a certaines conditions légérement restrictives spécifiées dans I’Appen-
dice) respectivement fonctions de la premiére et de la seconde espéce
et de désigner systématiquement les arguments (points) des premieres
par des lettres minuscules écrites en indices supérieurs et ceux (ensem-
bles) des secondes par des majuscules écrites en indices inférieurs.
Exceptionnellement, dans le cas ou l'on effectue une intégrale, les
limites d’ensembles « élémentaires » ou « petits » sont représeﬁtées par
le symbole désignant le point variable correspondant, précédé de la
lettre d, au lieu d'une lettre majuscule (par exemple d au lieu de A).

Des applications antérieures ont montré que I’application de la
méthode était souvent considérablement facilitée si Pon interprétait les
variables auxiliaires et collectives, fonctions et fonctionnelles comme des
probabilités, en restreignant temporairement leur domaine de valeurs
a lintervalle réel (o,1). Ainsi, dans (1.7) nous pouvons restreindre
Fo(@®e€oy)d oL FoL1=1I,, et interpréter /g comme la probabilité
que, au moyen d’un certain mécanisme aléatoire, on ait choisiun 0 € 0.
De meéme, en supposant o< U*~<1, nous pouvons considérer un
événement auxilaire € (qui n’a rien 4 voir avec le probléme de probabi-
lités que 'on considere) et supposer que, chaque fois que le résultat de
ce dernier est A €I, un mécanisme aléatoire, dépendant de A, détermine
avec une probabilité 1-U* contre U*, si C a lieu ou non. Alors C(F, U)
est la probabilit¢ totale que C n’ait pas lieu. Il est essentiel que le
mécanisme aléatoire demeure (au moins partiellement) indéterminé,
de facon a garantir la variabilité de F et de U sur des ensembles suffi-
samment larges de fonctions. En gros, plus la classe de fonctions sur
lesquelles /" et U peuvent varier est large, plus la classe de problemes
pour lesquels leur introduction est utile est ¢tendue. L’interprétation
d’un F' auxiliaire comme une distribution de probabilités est due a
J. von Neumann (1928) et fut largement utilisée dans : J. von Neumann
et O. Morgenstern, Theory of Games and Economic Behavior (1947)
et dans A. Wald, Statistical Decision Functions (1950).

Cependant on donne souvent une interprétation économique de
« gains » et « pertes » aux fonctions de la premidre espece, quand elles
interviennent dans ces textes. Ceci, sans aucun doute, a 'avantage
qu’elles peuvent varier sur tout 'ensemble des nombres réels, sans
restriction a 'intervalle (o0, 1), mais aussi I'inconvénient que les produits
etles puissances de gains ou de pertes n’ont pas d’interprétation évidente,
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alors que les produits de probabilité peuvent directement étre interprétés
comme des probabilités.

Pour la méme raison C et U* ont été interprétées comme les probabi-
lités totales et conditionnelles pour qu’un événement n’ait pas lieu (au
lieu de : ait lieu). Nous appellerons cet événement C une « catastrophe ».
L’avantage de terminologie de prendre la réalisation de non-C au lieu
de celle de C réside dans le fait que la conjonction de plusieurs non-
réalisations de € peut étre décrite comme une non-réalisation (totale)
de C alors que la conjonction de plusieurs réalisations de C ne peut étre
décrite aussi simplement comme une réalisation. Quoi qu’il en soit,
Uinterprétation des quantités auxiliaires n’est pas de premiére impor-
tance et, de plus, rien ne nous empéche, tant que n’apparaissent pas des
difficultés de convergence, d’appliquer la terminologie probabiliste
également a des quantités négatives ou complexes, de la méme maniére
qu’onla fait pour la terminologie géométrique [¢f. aussi Barllett (1944)].

Le but de ce Mémoire est d’obtenir certains résultats concernant les
processus stochastiques par cette méthode.

9. Processus stochastiques. — Nous considérons des variables aléa-
toires, c’est-d-dire des fonctions sur I, dont les « valeurs » sont des
éléments z, y, z, d'un ensemble arbitraire £. Des variables aléatoires
(ou des événements aléatoires) seront désignées en omettant 'argument
Ae€ll et en soulignant le symbole de la fonction : par exemple,
Z, ¥y Zny + .- (*). Nous supposons encore que sur 'ensemble £ et sur
ses produits directs (E =< E, E > E < E, ...) onait donné des g-corps
de sous-ensembles oz, oz, 0 (des conditions plus générales sont consi-
dérées dans 'Appendice (§7) (*). ﬁ

Nous définivons un processus stochastique (discret dans le temps)
comme une suile de variables aléatoires xo, Z1, Zo, ... dans E, telles

(*) On désigne souvent des variables aléatoires par des lettres majuscules. Ceci est
rarement fait d’une fagon cohérente, vu que les majuscules sont également utilisées &
d’autres fins et que certaines variables aléatoires sont aussi désignées par d’autres
symboles. Notre systéme de notations nous permet d’utiliser & d’autres fins tout un
alphabet (lettres majuscules).

(%) Pour obtenir une définition de la distribution de probabilité sur £, nous devons
restreindre les variables aléatoires aux fonctions sur Il qui sont mesurables (o5 o) c’est-

a-dire pour lesquelles les originaux d’ensembles €0 sont toujours des ensembles €oy;.
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que la distribution des probabilités conditionnelles de chacune d’elles,
les précédentes étant données, existe

(2.1) Pl = Pla,e X

Zy== Loy +-.y Lpn= xn—l];

ol Xy, - .., Zn_4 sont des éléments arbitraires de E et X est un élément
de o5. On suppose que ces distributions de probabilité sont mesu-
rables-oz. (en o, ..., Zn1) et completement additives en X et qu’elles
satisfont aux relations

(2.2) o L Py T L1 = PUy o,

La distribution de probabilité de I'ensemble zy, ..., . est donnée
par
(2.3) PR x,=Plzeeds, ..., zie X, ]

Nous nous restreindrons au cas ou elle est completement additive,
non seulement par rapport a chaque X « séparément, mais aussi par
Vyapporta I'ensemble des X, donc par rapport a o, ... En admettant, en
outre, qu'une intégrale multiple est égale au résultat d’intégrations
successives, elle est alors liée a (2.1) par la relation recurrente
pour n > 1

(2.4) PP x= f f Pt POy R
X, X

D’une fagon descriptive nous appellerons cetle suite de variables
aléatoires un « cheminement aléatoire » dans £ ou un point « cheminant »
ou « sautant » & travers ou sur F, les éléments x € ' les « états » ou les
« positions » ou 1l se trouve ¢t PIy-»*5%+ la « probabilité de passage »
d’un point ayant « passé par » Zo, ..., #n_4 Successivement pour
arriver 4 un état quelconque dans X" La suite des états xo, 21, ... par
lesquels passe le point cheminant s’appelle sa trajectoire, la suite zq,...,2,
son segment de trajectoire d’ordre n, z, son élat initial, la transition
de z,_1 & z, le n®"° échelon (ou saut).

Un processus stochastique est un processus de Markof (simple) si
les probabilités de passage pour n > 1 dépendent seulement du dernier
état par lequel a passé le point cheminant

(2.5) L Pt =Pate (i)
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Py, est appelée la matrice de transition de la »**™° transition; P, % est
la probabilité pour que le point cheminant, si x est son (7 —1)®"° état
(c’est-a-dire £, 4 = x), saute dans un élément de X (c’est-a-dire z, € X ).

La probabilité, sous la condition z, =z, que z,,, € /I’estfPﬁ)d),P{;H)X,

que nous écrirons, en utilisant la notation matricielle discutée en plus
de détails dans PAppendice [définition (8.37)], (Pn) Piass))§. D'une
facon générale, nous avons pour n >x1

(2.6) Plzpsre X |za=a]|=(Pu . Pt}

la multiplication matricielle étant associative (c¢f. Appendice, § 8,
lemme 5).

Le processus de Markof est stationnaire si toutes les malrices de
transition P, sont égales 2 une seule et méme matrice P

(2.7) Ppi=P5 (nx>1).

La matrice définie par (2.6) estalors simplement la £*™° puissance P*
de P, indépendante de n. Les propriétés asymptotiques des processus
de Markof stationnaires généraux ont été étudiés dans un cxcellent
Mémoire de W. Doeblin (1940).

Un cas particulier important est celui on £ est ’ensemble de tous les
nombres réels et pour lequel le processus de Markof est invariant par
rapport 2 une translation, c’est-a-dire
(2.8) Py = L%

defl
pour tous les nombres réels ¢. En posant p,, x= P, x nous avons alors

(2.9) Poi= Pin%—r= P(n)X—:z:=fP(rz)dv|'§‘c+"~

Un tel processus est quelquefois appelé « processus & accroissements
indépendants », puisque la coordonnée du (n + 1)*m° état est la somme
de (n + 1) variables stochastiquement indépendantes

(2.10) Tp= Lo+ V1-4...+ ¥p

o) étant distribuée suivant p, x; nous préférons le terme « processus
invariant ».

Plus généralement nous pouvons considérer le cas ot E est un espace
euclidien a r dimensions. Alors, en définissant un processus invariant
par (2.8) ou z et ¢ sont des vecteurs & r dimensions, (2.9) reste valable.
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La méme chose est valable dans des cas encore plus généraux ol £ est
un groupe abélien arbitraire, écrit sous forme additive, z et ¢ étant alors
des éléments du groupe.

Le cas ot E est un groupe non abélien peut étre considéré comme
une spécialisation du cas encore plus général o il existe un groupe de
transformations de £ dans lui-méme, qui est transitif sur E et par
rapport auquel P est invariant (¢f. Appendice, § 9).

3. La matrice collective d’un processus de Markof stationnaire .dans
un milieu absorbant. — Nous considérons un processus de Markof
stationnaire dans un ensemble £ déterminé par la matrice de transi-
tion P%. Nous supposons que le point cheminant part d’'un état donné
quelconque z, que s'il est dans un état y, il existe une probabilité 47
pour que le processus ne se continue pas (nous disons alors que le
point cheminant est « absorbé » en jy), auquel cas il existe une
probabilité 1 — U pour que la catastrophe C arrive; et une proba-
bilité Br=1—A4r qu’il se continue, auquel cas il existe une pro-
babilité 1 — 77 pour que C arrive (*).

Au lieu de la probabilité totale C que € n’arrive pas, nous intro-
duisons la probabilit¢ conditionnelle C# pour que le point cheminant,
s'il part de z, soit éventuellement absorbé sans qu’aucune catastrophe
ne soit arrivée.

Il est aisé de calculer C*. Le point étant en z, il est ou bien absorbé
immédiatement (probabilité 47) auquel cas non-C a la probabilité U=,
ou non (probabilité B*) auquel cas la probabilité de non-C est 7. Mais
alors il saute en un certain point y (probabilité de transition Py, si dy
représente un ensemble « élémentaire » contenant y, a savoir un
ensemble sur lequel la variation dela quantité a intégrer tend vers zéro)
et alors la probabilité d’une absorption éventuelle sans € est Cr, d'ou

(3.1) ‘ x=A~1'Ux+BxTfo}y09'.

Pour obtenir une solution de cette équation, nous introduisons la

(*) On peut interpréter un processus de Markof avec absorption comme un processus
dans un ensemble EUw, ot w consiste d’un seul élément seulement, n’appartenant pas
4 E. Pour la matrice Q du processus dans EUw on aura, avec £ €K, X' €0y arbitraires

Q%ZBJ:P}b ‘();;:A'T? nyi?:o: 08:"

Une interprétation similaire se laisse donner 4 'événement d’une catastrophe.
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« matrice collective » C% qui désigne la probabilité pour qu'un point,
partant de z, soit éventuellement absorbé quelque part dans X, sans
qu’une catastrophe arrive. L’équation pour C%, correspondant a (3.1)

est alors [cf. (1.6)] Ci=A*U=1§+ B=T* Cx.

Si nous faisons I’hypothése qu’une catastrophe ne peut arriver (avec

(I Y

la probabilité 1 — 7) que dans un état ou le point n’est pas absorbé,
nous devrons substituer U*= 1 et I'équation pour C¥ se réduira a

(3.2) CA=AEI >+ Br T [deC

L’introduction d’une « catastrophe » € peut étre ainsi interprétée
comme suit. Ajoulons & ensemble £ des élats un nouvel élément, que
nous dénoterons aussi par C, et passons de la matrice de Markof P sur £
4 une matrice Q sur E + C définie par Q3=T*Px, Q¢=1—1T"
sizeE, X eop, et Q¢=0, QS=15si X €0y, 'élément C étant stochas-
tiquement fermé. Par rapport a 'absorption et dans le cas général une
interprétation analogue est possible.

Le C= total (pour un U” général) peut alors éire exprimé par rapport
aux Cf particuliers par

(3.3) Ct—Cr(U)_fC(,y v .

ce qu’on peut démontrer en utilisant le lemme 3 (Appendice, § 8) et en
montrant que la solution de (3. 1) est unique. Cette démonstration sera
donnée plus bas pour U= 1 et peut étre étendue au cas de (3.1) en
remarquant qu’alors | U7 | < 1.

Nous considérons en particulier le cas ou les probabilités d’absorption
locale 47 ont seulement les valeurs o ou 1. Si alors 4 est ensemble de
tous les x avec A*=1 et B son complément, nous aurons

(3.4) Az=15,  Bv=1}

En substituant (3.4) dans (3.2), on obtient en accord avec les
définitions des matrices diagonales (§ 8)

.def X ‘del' . X
(8.7) (L= Enx=131%,  (pi= Bax= 1315
def
(8.8) (TYs= T=1%

et de la multiplication matricielle

(8.13) (QPY= fE 0, %,
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considérée d’une facon plus détaillée dans l’Appendi\ce (§ 8), I'équation
Cx=(Lk+ (IsTPC);
ou, en notation matricielle,
(3.5) C =1+ 13TPC.
En multipliant les deux membres de (3.5) 2 gauche par | ,ou par 1, et

ennotant que | Jdz= 1,1 ,=0,1 1 ,=1,1;1;—1;0n obtient les identités
importantes et souvent utilisées

(3.6) 1.C =1, IsC = 1TPC.

De (3.5) on obtient par induction

N—1

(3.7) C=Z(|BTP)HI,,+(|BTP)N C.

0 .
Maintenant, en supposant d’abord que |7'|=Sup 7%<C1, on a
EX¥

[(8.42) de 'Appendice]

(3.8) I TPRC < | BBTP|N|C Il < T,
puisque |l1;] =1 (4 moins que B =o, I'ensemble vide, cas banal que
nous excluons), |P|=1 et |C]<1, C% étant une distribution de

probabilités. Ainsi le second terme dans le second membre de (3.7)
tend vers zéro et
3.9) c =2" (I3 TP)" 14,

0
ou la série converge si |7|<C1. Nous savons cependant seulement
que | 7| < 1. Si nous remplacons 7™ dans (3.9) par 67%, 6 étant un
. nombre réel, la série dans le second membre de (3.9) est convergente
pour 0 <6 <1, donc une fonctivn analytique de 6. Gomme tous ses
termes sont > o et que sa valeur, étant une probabilité, demeure <1,
donc bornée pour 0« 06< 1, la série demeure aussi convergente
pour 9 =1 et sa valeur demeure 1. Donc (3.9) est valable non
seulement pour | 7" <C1, mais aussi pour| 7| = 1.

A la rigueur, nous pouvons également abandonner I'interprétation
des 7% comme probabilités (§ 8, 10) et les remplacer par des valeurs
complexes arbitraires. Alors C devient une fonctionnelle analytique
(complexe) de T, définie (au moins) pour | 7'] < 1.
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Pour | 7| << 1, nous pouvons écrire, & cause de (8.50)

(3.10) C=(1—13TP)"l,.

En multipliant les deux membres de (3.9) a droite par I, on obtient
I'identité
(3.11) Cly=0C

qui implique le fait que I'absorption s¢ produil en A seulement, c’est-a-
dire que
q

(3.12) C}iz C}nx

Pour 7" =1 (c’est-a-dire si aucune catastrophe ne se produit),
(3.9) implique la probabilité totale pour qu’un point, partant de z soit
absorbé éventuellement quelque part dans X. Dans le cas particulier

~ 2 . ¥ »id ~,
ou E est 'ensemble des entiers, de sorte que P¥ :Z P, on
IEX

( sl y =z 41
(3.13) Pl?zif——p si j:::.’l,‘—l’

et == o dans tous les autres cas, et ou

B=Ens§er]o<x<a+b%

C7 avec T?=1 pour y =x—a et y =z + b résout le probleme
classique de la ruine des joueurs. En effet, (3.9) est essentiellement
équivalent a la solution classique d’Abraham de Moivre. Pour 7" =T
= const., on obtient la fonction génératrice du probleme de la durée de
jeu. La généralisation qui avait été utilisée dans la théorie originale de
Wald et Barnard sur I'analyse séquentielle est obtenue si dans (3.13)
les conditions sont remplacées par y =z - f el y = z— & respecti-
vement, « et 3 étant des nombres réels positifs, alors que 7%=7". En
particulier, la fonction génératrice utilisée par Barnard correspond au
cas ao=1, $=—-entier > 1. -Des cas plus géncéraux ont été étudiés
par D. Blackwell et M. A. Girshick, G. Blom, M. A. Girshick et
J. H. B. Kemperman. Ce dernier a considéré le processus stochastique
a accroissements indépendants général dans un espace euclidien a n
dimensions et a étudié en grand détail le cas ou E est I'ensemble
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de tous les entiers et Pj= Py_z arbitraire (mais évidemment > o

+ =
-
avec sz: 1).

Le cas o un point cheminantarrive quelque part dans un ensemble A4,
sans étre passé préalablement dans un ensemble A, est également
contenu dans notre formule générale en prenant A = A4, U 4y, X = A4,.
Quelques applications de 'emploi de 7% non constant seront données
dans le paragraphe 6.

4. Cas de deux régions absorbantes.. — Nous allons maintenant
établir une relation entre la matrice collective relative & une certaine
région absorbante A4, et celle relative & une deuxieéme région absor-
bante A4, contenue dans 4,. On peut penser & deux especes de particules
cheminantes, celles de premiere espéce étant absorbées dans A4,, celles
de seconde espece dans A, seulement. Nous dénoterons ces deux matrices
collectives par C 4, et C 4, respectivement et montrerons que :

Takorime 1. — 8¢ 4> As, alors

(4.1) ClayClay = Ciay= Cray Cray-

On remafque que le théoréme s’applique si Ay = A, et affirme alors
que C est idempotent (opérateur projectif). L’équation (4.1) suggere
une analogie entre les matrices C,, et les opérateurs spectraux. Ces
malrices cependant ne sont pas additives dans les ensembles A.

Démonstration. — La seconde égalité dans (4.1) est banale; elle
fait usage seulement du fait que d’aprés (3.11)

(4.2) Clay= Cayla,
et que d’aprés (3.5) et (3.6)
(4‘3) C(//ﬂ;: 'Ax+ IBtc(Ax)‘

Alors la définition de la multiplication matricielle (8.37) implique pour
les matrices diagonales Iy et Iy que

(4.4) Isly=lxnr,

par conséquent comme As € Ayetdéslors By € By, 4. n Bi=A: n Ba—o,
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AiuBir‘-—-AgU.Bg":-E, AgﬂBiz (5, Ai'UBz:E,

(4.5) Lo ly=14ls= 14,

(4.6) Ipdp,= Ipl5= 15,

(4.7) . lAs|B1:|Bnl~‘/:= o,

(4.8) Lydp, = lp b= ly4—ly=1p—lp,-

De (4.2), (4.3), (4.5), (4.7) on déduil immédiatement
Cian Cray= Craph bty + Cray (L 18,) Cray= Cragla,+0 = Cia,).

Nous donnerons deux démonstrations de la premitre partie de
I'équation (4. 1). La seconde démonstration qui est purement algébrique
comme la précédente sera donnée plus tard et sous une forme légérement
généralisée de maniére 4 obtenir en méme temps un autre résultat.

La premiére démonstration est basée sur 'interprétation probabiliste
de C 4, et C 4y,

C 4% est la probabilité de I'événement suivant & : un point partant
de x arrive finalement dans 4, n X sans qu’une catastrophe soit arrivée,

et y est absorbé. Maintenant considérons la région D 2 A;n B, cest-
a-dire la partie entre A; et 4,. Si @ arrive, alors le point cheminant
peut avoir ou ne pas avoir passé par un point de D. Les deux cas étant
exclusifs et exhaustifs C ., ¥ est la somme des deux probabilités corres-
pondantes. Dans le premier cas la probabilité est la méme que sila plus
grande région A,, avait 616 la région absorbante pourvu que le pointait
été absorbé non seulement dans ¥ mais encore dans 4. n.X. Donc sa
probabilité est C 5 x=(C_ 1, )% Dans le second cas il y a un
point y € D o le point cheminant vient pour la premiére fois dans D.
La probabilité pour qu’il arrive dans un petit ensemble dy est la proba-
bilité d’étre absorbé la si A4, avait été la région absorbante, c’est-a-
dire (C,,)q, Ceci doit étre multiplié par la probabilité que le point
aille de & un point de .X'n A, (toujours sans calastrophe), A, étant la
région absorbante, c’est-a-dire par €, % est intégré sur y € D. Fina-
lement nous obtenons

(4.9) Crnt= Cluninx+ f ClayiyCranx
D

ou en notation matricielle

(4.10) Clay= Clylu,+ CrayinCiay,
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mais Ip=lz— 1z ; C )lp= Cylsls,= o0, done
Clag= Clay(lagy+18,Clan) = ClayCra),

d’apres une identité analogue a (4.3). Ce qui prouve le théoréme.

Avant de donner la seconde démonstration, considérons un cas trés
particulier. Soit E' I'ensemble de tous les entiers. Les intégrations
peuvent alors (et d’une maniére générale si £ est dénombrable) étre
remplacées par des sommations et nous connaissons les matrices et les
fonctions de seconde espéce si nous connaissons leurs valeurs pour les
ensembles qui ne contiennent qu’un seul élément. Soit B, linter-
valle — a <2 << b et B, 'intervalle —d <z <<b, 0t —a<—d<<o<b
(a, b et d sont des entiers positifs). En outre, nous prenons z=o
et nous prenons pour X lensemble réduit au seul élément — /
avec — [ Z— a ({ entier). Supposons, en outre, que le processus soit
invariant de sorte que PY= P%7} = p;_, pour tous les entiers , y ot A
et 7= const. Alors (4.9) devient, avec y =—j,

' a—1

(4.11) Coap-1= C'(,;,)_?+Zi0f’4d_,~0(°,42+/)_1+;>
d

S\

ou
A+ j= Ens{x—i—j]xeAQ}.

Avec des notations différentes, cette relation a été trouvée par
J. H. B. Kemperman dans sa These de doctorat & Amsterdam (p. 71).

Grace a (4.10), on peut trouver C 7 x pour tout z et X si la
matrice C,, est completement connue et C F x pour z € D seulement.
Par itération comme dans le paragraphe 3, nous pouvons cependant
exprimer completement C ) en fonction de C 4.

En effet
ClylnClay= Crayis,Clay= Crayla, TPCy4y,

d’aprés (3.6) et (4.10) est équivalente &
(4.12) Clay= Cayla,+ Claylp TPCay.

Au moyen du méme processus itératif que celui utilisé précédemment
ceci donne

(4.13) Cly= Cu,)z (D TPCay) L,
0
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ou d’aprés (8.50) sif| 7’| <1

(4-14) Clay=Cray(1—1p TPC(A,))_‘ s,

Dans le cas particulier ou 4, =F, donc Bi_. 0o, D=1B,, C =1,
ceci nous rameéne a (3.10).

La solution (4.14) est particulitrement simple si J) se compose
seulement d’un seul point d. En notant par I -+ Q le facteur du milieu
du dernier membre de (4.14) nous avons donc

(4.15) (l——ldTPC(A,))(l-}—Q):l
ou
(4.16) Q=1TPCi4y+ 1gTPC4,)Q

montrant que (% s’annule a4 moins que z =d (généralement z e D)

auquel cas .
Q%= T4(PCla))i+ T PCluay)a Ox,

c’est-a-dire

(4.17) Q% =T | 1— T¢(PCr1y)4 |~ (PCiay)%-

La solution (4. 14) devient alors
(4.18) Cugx= Cuayasnx—+ Caya Qhnx-

Si E est dénombrable, (4.17) et (4.18) donnent une méthode récur-
rente pour calculer successivement les €, ,(k=1, 2,3, ...) si nous
prenons Bo= o (par conséquent C ,,=1) el ajoutons a chaque fois un
élément a2 B;.

Nous supposons, pour simplifier les notations, que les éléments z,
¥, %, ... de E sont les entiers 1, 2, 3, ... eux-mémes, dans 'ordre
dans lequel ils sont pris dans B, de sorte que

Br=1{1, ..., k}, Ap="{lk+1, k+2, ...}

et nous noterons Cj au licu de C,,. En outre, nous remarquerons que
pour ¥y > k,

=3 K—1
(PC i ){;::Z; PE(Ci—y );:Zz PE(Cry)z+ Pk

1 1

puisque (Cy_, )y = o0 sl x> k 4 moins que z = y. La relation récursive
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devient alors s :
(Cr)f=o si y=k
et

: k—1 —1
(4.19) (Ck)‘}::(Ck_1>‘¥+(Ck~1)'z{I-——Tkpllg—TkZPé{(Ck_1)Z} T*

1

k1
X{P}i—l—ZP’z‘(C’k_l)f.} si yx ke,
1 .

dans laquelle nous rappelons que (Cy_, )} et (Cy)F sont fonctions d’une
infinité de variables indépendantes 77, 772, 7', ... (les indices supé-
rieurs ne sont pas des exposants !).

8. Seconde démonstration et I’identité fondamentale de Wald. — La
seconde démonstration de la premiére équation de (4.1) peut étre
donnée de plusieurs maniéres, et consiste simplement a vérifier (4.1),
(4.10) ou (4.12) au moyen de (3.5), (3.9) ou (3.10), appliqués
a C4, et Cy,. Nous choisirons la forme suivante. A la place de (3.5),
nous pouvons écrire | — C=1,—1;TPC ou A

(3.1) ) (1 — TP) = (1 — 13 TP) (1 — C)
ousi|| T <
(8,2) 1—C =(1—I3TP)iz(1 — TP).

D’ou, si nous multiplions les deux membres & droite par une matrice
bornée D, nous trouvons

@

(5.3) CD =D
st ) satisfait identité
(3.4) 13(1 — TP)D = o.

En prenant maintenant, comme précédeminent,
C = Cay, B = By, D = Ciay,
(5.4) est satisfaite. Car, en vertu de (3.6),
15, Clay=15,TPC4,;
si les deux membres sont multipliés a gauche parly, (4.6) prouve (58.4).
Donc (5.3), c’est-a-dire la premiére partie de (4. 1), est vrate.

Les identités (5.1), (5.2), conduisent & d’autres résultats intéres-

2
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sants. Comme l’ensemble X" dont dépen& D% n’intervient pas, pour
autant que D n’entre dans les équations que comme dernier facteur
(& droite), nous pouvons tout aussi bien le remplacer par une fonction f*
de premiére espéce. Alors, du point de vue formel, notre résultat pré-
cédent (5.3), (5.4) devient : f* satisfait ’équation

(5.5) ‘ - [chrr=re

(c’est-a-dire f est une fonction propre de C appartenant a la valeur
propre 1), si’

z w:l-},’Tl‘fPffyfy,
¢’est-d-dire si

(3.6) Jr=Tx(Pf)e pour ze€B.

D’autre part, si (5.5) est vérifiée, (5.2) montre que (5.6) vaut éga-
lement. Le résultat que (5.5) est impliqué par (5.6) est valable si f est
bornée, et si les séries intervenant implicitement dans C et dans le
membre de droite de (5.2) sont uniformément convergentes. Pour cela
il suffit que || 1; TPl|| <1, c’est-a-dire que | T+ | << (P5)~! pour chaque x
dans B, ou, plus généralement, que || (1;TPlg)" || <1 pour quelque n.

Dans 'application la plus importante, cependant, f n’est pas bornée,
el 'associativité doit alors étre garantie d’une autre maniére, mettons
par les conditions du lemme 4 (Appendice, § 8). Nous avons alors :

L]
Tueorene 2. — S’il existe une 5> 0 et un T > o tels que

(5.7) FESTEPf)e  si 2B

el que

(5.8) I lgPTolz;H=supr§yI~2)'éI.
wE€BJ g

alors pour deux constantes non négatives quelconques 9 et ¢
avec < 1, pour tout T et f« avec |f=| L cfT et avec |T=| L0T7
pour tout x € B les équations (5.5) et (5.6) sont équivalentes (7).

(*y Cf. J. H. B. Kemperman, th. 2 (p. 14) pour les cas ot £ est l’axe réel, le pro-
cessus est invariant (mais pas nécessairement stationnaire), 7= et 7§ sont constants,
et A4 est une demi-droite. Pour le cas général non stationnaire, ¢f. § 10.
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Démonstration. — Nous avons, grice 4 (3.9) et (5.2),

c =2n (13TP) Ly,

0

1—¢ =2n (13TP)r (1 — TP),

pourvu que les membres de droite existent, ce que nous prouverons en
premier lieu. De (5.8) on obtient par induction

(| TPy Tx=0r[(IsTo P)" Jx < 0I5 T'F.
Puisque pbur 7 =1 nous avons
UpToP)x = W T§Px < 13T,
et, en supposant que [(1;7 P)* |3 < 13 T%, nous obtenons
[T Py +11%x=[(IsToP)(IsToP)" |3 <L { (I8 ToP) (15 T0) |
= f 1575 Py 15T = B TF f P3, Ty = V5T5 daprés (5.8).
Alors ’
jzﬂ (| T|P) }I éZn WIGT = (— 8 5T,
(5 x 4
de sorte que C et le membre de droite de (3.2) existent absolument.

' def & , hod
Donc, pour R= Zn (Iz]T| P)", R existe, ainsi que Z" (1 TP)".
] 0

(R|f] )" existe aussi, puisque

(BIF1y=] P (B[ TIPY L1} LoD 0L AaToPY fo}e.

(L’ordre de la sommation et de lintégration peut étre inversé parce
que R existe et est positif.)
En outre,
{UsTo Py fo}= < (Mpfo)*

pour tout 7z, ce qu’on prouve encore par induction, comme suit.
Pour n =1,

{BToP)fo == \T5(Pfo)y < V5§ daprés (5.7).
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En supposant que I'inégalité soit vraie pour 2, nous avons pour n -1

{eToPy+tfo o= ([(IToP)y (I ToP)lfo }*
= {(IgToP)r(1g Ty P)fy }* d’apreslemme 4 (Appendice, § 8),

parce que [(1;ToP)fo]* et { (1T Py (1370 P)}% existent pour tout
ze€FE et X €op ce quon a démontré plus haut et parce que

(s To Py (s To P)fo}* < { (I To P)Ipfo =< { (Is To P)"fo §=

< (1pfo)* < d’apres la supposition d’induction.

Doune (R{f])*<L c(x—0)71(I5f5)” et existe.

Maintenant, de P'équation (5.2) il résulte que (Cf)* existe aussi
et alors, également

| = cCyyr=re— [ Cqp

D’apres (5.2) nous avons

f(— C)f;-'f:li{Zu (s TP) ip(l — TP)

0

T

:[ N (I3 TPY (1 — TP)f }m,

0

selon le lemme 4 (Appendice, § 8), parce que

1° [Zn (TP (1 — TP)]\ existe pour tout .¥ €oy;
0 x
2° (Iz(1— T'P) f)* existe pour x € K, puisque

(IBTPf = (| T P[] )= cOFTT(PLo) < cVI5/3;

30 52,1 (IBTP)"IB(I—TP)f; <0 pour tout x € K, car

l < 1 (1 TP )" I3f>l

} < %u (lBTP)’IIBTP.f>x

.0

= (R|f] <

et

Z(RIs|T|P|f] )

= 092” 00 { (g Ty Py Ny To P fy |*

L)

< Y 0 {(IBToPY o},
(i}
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suivant (5.7)
Zcha—8)-t(Ipfo)*

comme on a démontré plus haut, donc << .

Si (5.6) est vraie, le troisitme membre de (5.8') est égal a zéro,
le premier membre aussi et (5.5) est vraie. V

On démontre de la méme maniére le passage de (5.5) a (5.6) et
d’une fagon plus simple en utilisant 'équation (5. 1).

Nous allons appliquer maintenant ce résultal au cas d’un processus &
accroissements indépendants. Nous prenons f2 de la forme expo-
nentielle ’
(3.9) Sr=ete

et 7= 7 — const., £ et 7" étant des nombres réels on complexes.

Alors si [cf. (2.8)]

(8.10) P§=fpdu|'§+"7
nous aurons ’
(5.11) (Pry= [ pantero= [ paeteri= g(8)f7,
ou
def
(5.12) 2(E)= | pave®

est la fonction caractéristique de la fonction de répartition. On peut
certainement changer l'ordre des intégrations si les intégrales
dans (B.11) convergent absolument, c’est-d-dire si (8.12) converge
absolument, c’est-a-dire si o (Ref) existe. Donc nous avons établi le :

Tutorine 3. — Pour chaque & pour lequel ¢ (Ret) existe, fo=e*
est une fonction propre de la matrice P d’un processus de Markof
stationnaire & accroissements indépendants, satisfaisant (5.10) et

appartenant & la valeur propre ¢(£).

La substitution de (5.9) et (5.11) dans (5.6) montre que celte
dernigre équation est satisfaite si et seulement st

(5.13) To(z)=1

(des que B n’est pas vide), et vaut alors pour tout z € E (et pas seule-
ment € 53).
-Dans le but d’appliquer le théoréme 2, nous choisirons fZ= gb,
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Eo étant réel et tel que Pfy, donc ¢(&) existe, et 77= To= const.,
réel >o, et =< (| Ps||*)~*. La dernitre condition, donc (5.8),
est toujours satisfaite si 79<1. La condition (5.7) (avec le signe
d’égalité) est satisfaite si

(8.14) - Toe(k) 1.

En outre, nous prendrons un 7" et un § satisfaisant (8.13), avec
[T T, =6<1, et tels que (Eo— Ref)x > —Inc pour tout 2 dans B.
Alors, en écrivant

(‘3.15) ' C:ZTnC(n)
0

de sorte que C)% est la probabilité d’absorption dans X" aprés le n'*™°
échelon, nous aurons

3.16 — N = 'E.rmj
(3.16) (f1Cfre=e 2.4

T”j Ciny €5
el nous trouvons que (5.13) entraine, pour z = o, le membre de
gauche de (5.16) étant égal a 1,

(3.17) h gg)—uf&,,,}}_,.éy:1,

0

L'identité (5.17) est connue comme l'identité fondamentale de Wald.
Nous avons vu que c’est un cas spécial de I'identité Cf = f, valable
pour tout f satisfaisant f= 7Pf sur B sous les conditions du
théoreme 2.

Une généralisation partielle pour des processus stochastiques arbi-
traires est considérée dans I’Appendice (§ 10).

6. Le probléme des boucles. — Nous considérons un processus stn-
lionnaire sans absorption. Comme cependant nous désirons considérer
les propriétés de segments initiaux de longueur donnée n du parcours,
nous devons admettre la discontinuité de processus & un moment quel-
conque. Nous partirons donc de Pexpression (3. 1) et nous substituerons

(6.1) B*= B const., A*=1— B,

ot B est une variable ausiliaire. En outre, nous prendrons U= 7" et
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un point initial déterminé z = a. Nous obtenons

i

(6.2) Cﬂ_—_EB"(ImB)((TP)" T)a,

de sorte que (non C¢%, mais) C*(1— B)™* est la fonction génératrice
avec 3 comme variable auxiliaire.

Pour certaines applications de la théorie de Markof et d’autres
processus stochastiques, par exemple dans la statistique chimique des
molécules a longue chaine (c¢f., par exemple, G. King, 1948, 1949;
E. W. Montroll, 1950; Ch. M. Tchen, 195r; J. J. Hermans,
M. S. Klamkin et R. Ullman, 1952 et la littérature signalée dans ces
articles) il peut éire d’une certaine utilité d’avoir des méthodes pour
étudier Poccurrence de « boucles » dans le parcours, c’est-a-dire de
retours du point mobile & une position ot il s’est trouvé auparavant. Sans
entrer dans ces applications et sans préjuger de sa valeur pratique ou de
sa capacité & fournir des résultats non triviaux dans des cas pratiquement
importants, nous allons exposer une telle méthode ici, qui en tout cas
pourrait fournir une ligne d’attaque de ces problemes et de problemes
similaires, et qui est susceptible d’¢tre généralisée pour éire adaptée a
d’autres probleémes.

Evidemment, la probabilité de la coincidence de z; et 2; pour k=1
est nulle si les z; ont des distributions continues. h

Pour éviter des complications hors de propos, nous supposerons que
ces distributions sont purement discontinues, c’est-d-dire que £ est un
ensemble dénombrable. Dans certaines des applications mentionnées,
L est un tel ensemble, & savoir un réseau de points (par exemple un
réseau tétraédrique) dans I'espace. Selon 'Appendice (8. 1), la matrice

de transition Py est alors complétement déterminée par la matrice ordi-
naire (infinie) Py (z ek, y € I), et les intégrales fr(,,f-'l' deviennent

des sommes (en géndral infinies) I F, f.

Ce est maintenant une fonction analytique d’une infinité dénombrable
de variables 7', c¢’est-a-dire d’un vecteur dans un espace a une infinité
de dimensions. Les dérivées partielles d’une fonction des 7'* par rapport
a ces variables peuvent étre considérées comme les composantes d’un
autre vecteur dans 'espace dual : le gradient. Nous désignerons P'opé-
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rateur de différentiation par V, avec

' def g
(6.3) Vo= s
L’indice est écrit en bas parce que : 1° dans 'analyse vectorielle les
dérivées par rapport a un vecteur contravariant constituent un vecteur
covariant; 2° il sera trouvé que la généralisation de (6.3) a E non
dénombrable conduit a des fonctions de seconde espece.

(6.4) C=2p,,T“
’ 0

est une fonction génératrice ordinaire (77 étant ici la 2'*™° puissance
de T') des probabilités pr=P[n=n] des valeurs prises par une

variable aléatoire n, les dérivées successives de C par rapport a 7

donnent pour 7"==1 les moments factoriels successifs

(6.5) [Clr==1.
c o
(6.6) |57 |, = zrpa=en,
d2C . "
(6‘7) [a‘y—,z]kl-—znl ing_f_la

o & est le symbole pour I'espérance mathématique, tandis que
def
(6.8) gh=z(x—1)... (x—Lk+1)

désigne la puissance factorielle d’ordre & de z.

En écrivant effectivement les sommations matricielles implicites
dans (6.2), nous obtenons une suite infinie de termes, dont chacun est
la probabilité d’un parcours défini de longueur prédéterminée », multi-
pliée par 7= .. . T*Br(1— B). Si le parcours passe k fois par la
position z, l'application de V., suivie de la substitution de 7 =1
donne £ fois la probabilité du parcours. Donc, si n, désigne le nombre

de fois qu’un parcours passe par z, nous avons
(6.9) [VzColrm = 81,

De la méme maniere nous trouvons

& n'? si y=a
(6.10) [V, VeColrmi =8 nyng— Enydyp=] —° =5
- - Enyny siy#a,

......................................................
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II suit que

(6.11) ZEVHCVxCa]T_ﬁg@Ez’;-

rEFE xe R
Maintenant si ny=—oo0u n,=—1, alors n'>=0; si n,— 2, ¢’est-a-dire
o o ? Tt ? o ?
. . 1 3
si z est un point double du parcours, alors S =1. Donc (6.11)donne

'espérance du nombre de points doubles dans un parcours, un point
triple, quadruple, A-uple, étant compté comme d’babitude en géométrie

algébrique, pour 3, 6, ék(k—r) points doubles. Done, nous avons

établi le

Tatoriue 4. — Si D désigne la variable aléatoire qui sur chaque

parcours est égale au nombre de points doubles ou boucles, comptés
comme il est indiqué ci-dessus, nous avons -

(6.12) ‘ &Q=EDC<Z] ,

T=1

ote [ désigne Uopérateur-laplacien généralisé

(6.13) o= “(vx)‘z:Z((%)?.

xeFk xE€FE

Des relations analogues existent évidemment pour le nombre de
points triples, ete.

Dans la démonstration de (6.12), nous avons avons utilisé seulement
le fait que C¢ est une série de puissances en 7%, mais non sa forme
spéciale (6.2). Donc le résuliat vaut aussi pour des processus arbitraires
non stationnaires et pour les processus non markoviens. Dans le cas
spécial (6.2), les membres de gauche (6.9), (6.10) et (6.11) se

calculent aisément. En effet, nous avons

(6.14) Va((TPY T)=¥m (TPylo(PTy=m.

(6.15)  V,Vo((TP)'T)= Zk,z,m (TP)\, P(TP)! lo( PT)m
k+l+m=n—1
+ }:k,l,m (TPY 1, P(TPY 1,(PT)™.

k+l+m=n—1
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“Donc nous obtenons

(6.16) [él’_’]C“]sz—_—_(l—B)Zk,l,m Bk+!+m+1Z(Pk)g,(Pm)f;(Pm)g.
X xel

‘Mais (P7T)*= /P;}}sz % =1 si T®=1 pour tout z. Donc
EB’"(P’")‘;";’,= (I — B')—1
0

et (6.12), (6.16) peuvent aussi s’écrire

(6.17) 6D =Y 5(e3—1),
xe FE
on

E3

(6.18) d)fd——or(anpn> =((1— BP)" ).

o

Dans le cas spécial, on le processus stationnaire de Markof est inva-
riant, (6.17) sera simplifié encore plus. Car dans ce cas ®% est indé-
pendant de z, de sorte que la sommation s'étend sur @, seulement et
donne ®%=—(1-—B)~'. Donc, pour un processus invariant; (6.17)
devient
(6.19) ED=(1—B)y*(®5—1)

Exprifné en fonction des espérances conditionnelles &, D pour n
donné, le membre de gauche de (6.19) est EB”(I—B)&,”B, de
0

sorte que (6.19) montre que & D est le coefficient de B dans
(1— B)72(®;—1); par suile

(6.20) & D= (n—L+1) (POl
1

Ici (Pr)g est la probabilité pour qu'un parcours de longueur m soit
ferm¢, c’est-a-dirc que sa premiere et sa dernicre [(m -+ 1)#*m¢] positions
coincident (qu’il contienne ou non des points doubles). Comme tant de
cas particuliers de théorémes généraus, ce résultat est d’ailleurs banal :
dans un parcours de longueur n une boucle peut avoir une longueur
quelconque /, 1< = n (nous parlons d’une houcle de longueur 1, si
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le point cheminant ne saute pas, mais reste au méme état). Pour /,
la boucle commence au 1%, ..., (n— [+ 1)®"° point; dans le cas d’un
processus invariant ces n—/[-+1 cas ont des probabilités égales,
valant (P!)!, c’est-a-dire la valeur du produit l-uple de convolution
de p, [¢f. (2.8)] pour la valeur v = o.

La méthode indiquée ici peut étre généralisée pour les processus
stochastiques arbitraires et appliquée & d’antres problémes que I'espé-
rance du nombre moyen de boucles. ,

Pour une fonctionnelle arbitraire ® d’une fonction 7%, nous posons
(¢f. Hadamard, 1g910; Fréchet, 1912, 1914; van Dantzig, 1935)

0\ ol BT+ el) — B(T)

(6.21) V. B(T)= ({)—T ) lim E

si cette limite existe, Sous certaines conditions de régularité, qui sont,
par exemple, satisfaites dans le cas oit @ est analytique, cette quantité
est une fonction complétement additive de I'ensemble _X. La définition
duale pour une fonctionnelle W d'une fonction Vy de seconde espéce
serait

d \*., =1 WV +elz) —W(V)
(6.22) (57) ‘I(V)——l;rz .

qui fournit pour W suffisamment réguliere une fonction de premiere
espéce. Pour une matrice P, nous pouvons poser

& e . el ley (P
(6.23) <§%>AW(P)=2E‘F(P+ uE )= ¥(P)

ou (I 43 =1%1% est a distinguer de
|a|,,=/ G = 1%,

Dans cet article nous aurons affaire seulement & (6.21). En appliquant
U'opérateur V,; au processus stochastique général

(6.‘24) C:(I—B)ZB"["'fpfl,.lzgo...dm‘,._,T'r"-uT:"ﬂ—i
- .

a partir de quoi le cas spécial (6.2) s’obtient de nouveau par la parti-
cularisation (2.5) avec P, = P indépendant de n et Po)x= 1%, nous
obtenons

(6.25) (ch)r=1=5fx,
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ou la variable aléatoire ny pour X donné quelconque est le nombre de
fois que le processus passe par une position dans X. Pour X' =£E,
ng=n est le nombre de pas effectués jusqu’a ce que le processus soit
arrété. : |

De la méme manidre nous trouvons, comme généralisation de (6. 10),

(6.26) (ViVxC)r=1= &( nx ny— nxnv).

Dans le cas de distributions continues des sauts, le probléme des
boucles devient banal : leur probabilité est alors nulle. Nous pouvons
cependant considérer des problémes apparentés, par exemple la
question de savoir combien de fois un parcours repasse dans des
positions situées 4 moins d’une distance donnée de 'une de ses positions
précédentes, sans prétendre que ceci puisse étre utilisé pour la solution
du probléme généralisé des boucles (« quasi-houcles »), probléme lui-
méme auquel il semble assez difficile de donner une forme précise.

Nous supposerons ici que E est un espace euclidien ou plus généra-
lement un espace métrique, dans lequel deux positions z et y ont une
distance, désignée par r<¥. Plus généralement nous pouvons prendre
une fonction quelconque des deux positions f#7 (mis a part les condi-
tions d’intégrabilité), et former I'opérateur

def
(6'27) D(f) = J_fwyvd.‘(!vdy

qui devient dans le cas d'un ensemble fini E le laplacien généralisé

(6.28) D(f,=ZzZ/fii£—;—i (}—;—73
ou les £/ sont des constantes (indépendantes des 7). Sous des condi-
tions suffisantes de régu]arité, I'ordre des dérivations peul étre permuté,
de sorte que (6.27) s’évanouit alors identiquement pour un f anti-
symétrique f#r—=— f7%. Par suite nous nous limiterons a f symétrique
o=

Pourva que la permutation des intégrations soit permise, (6.26)
donne

(6.29) <§D(f)C>T=1= ';'6ﬁﬂ£dm£»dyfry— j:“éf_’_l(l.l‘ EE,

Ici les intégrales aprés le second et le premier signe espérance
deviennent respectivement pour un parcours de longueur »—1, passant
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respectivement 7y, ..., n, fois par r différents points zy, ..., 2,

R .
<de sorte que nX:}:t nil'}i),
, rat

(6.30) f R f 7 :Zif‘ FUE
1
(6.31) L[i‘),dxzzdy 1‘]':}:{21‘£i3lffifi
1 1

Par suite, le membre de droite de (6.29) est I'espérance de

def 1 X o 1 P

(6.32) Sur= 5 XX meng TN (1) [,
&5 I3

Cette quantité est la somme des fi%i (¢, j =1, 2, ..., n) sur toutes les

paires (£, plus la somme des fXiZ: sur tous les points multiples,

comptés comme des points doubles multiples comme plus haut.

Le second terme s’évanouitidentiquement : 1° si f*% = o pour tout 2,
par exemple si /7 csl la distance r*> de z et y; 2° si n; prend seulement
les valeurs o et 1 (sauf pour une probabilité nulle).

Dans le dernier cas, qui arrive toujours si les probabilités de
transition ont des disiributions contlinues, nous pouvons omettre les z;

avec n;= o0, de sorte que n;=1 pour tout ¢ et (6.32) devient

(6.33) »§(f,=§22fzizvi,

i#]

ou les z; sont les n(=r) différents points par lesquels passe le
parcours. Donc dans ce cas 'opérateur (6.29) donne I'espérance de la .
somme des valeurs de f pour toutes les paires formées avec les différents
points du parcours.

Si en particulier /7 est la distance r*7 de x et y, c’est %Ll(il——l)
fois la distance moyenne, prise sur le parcours, de deux positions par
lesquelles passe le point mobile.

Si, au lieu de f*r=r77, nous prenons pour f la fonction caractéris-
tique d’une relation R(z, y) entre deux positions (par exemple

def
R(z, y)=(rv £ a), ot a est un nombre non négatif), c’est-a-dire

. 1 si R(x, y) est satisfait,
(6.34) JEr= -

o dans le cas contraire,
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alors (6.33) devient la moitié du nombre de paires ordonnées des diffé-
rentes positions dans un parcours pour lesquelles R(z, y) est satisfait
(par exemple qui sont & une distance < a). Dans le cas d’une relation
symétrique c’est le nombre de paires non ordonnées.

Dans le cas markovien stationnaire, nous pouvons encore calculer
aisément le membre de gauche de (6.29). Comme précédemment nous
obtenons pour un f*7 symétrique '

L0 C = (1= B) 3, Brvten [[ (TP )uc( POTP)= Y f2r (P,
ko t,m
Pour T'*=1, ceci devient, puisque (PT')” est alors aussi égal a 1,
(6:35) (O C)y_,= (= B) 3, Berien [[(Pejo (Pt .
- k,L,m .

Dans le cas d’'un processus invariant donné par (2.8), ceci se
simplifie encore davantage, si f%7—= f*=r= fr—r,
Nous avous alors

[ ez rmr= [ o [0 (13 fvieprme= [ o,

(p? étant le I*"° produit de convolution de p.), puisque f I5,=1et
j.pﬁ,’;)‘:—_ 1. Donc le coefficient de (1— B)B" devient, puisque ! doit

étre .1,

1]

INO o ag T
(6.36) ’S(n)gz_‘f“ "=21 (n~— l+1)_/Pf|l."/"-

T
i#£f 1

Comme auparavant, cette relation peut étre aisément établie’ d’une
facon élémentaire.
Si f* a une transformée de Fourier x(¢)

(8-37) | o= [ ey,

(6.36) devient a cause de fpff& e = (¢(t))t, ot ¢(¢) d—iffpdveivt,

(638) By D /TH=J (n—+1) [ o(0)ig(e)de
i%j 1 ‘

- (Rl e e

(1—9(5))



CHAINES DE MARKOF DANS LES ENSEMBLES ABSTRAITS. 175

Pour p et f donnés, donc ¢ et y, (6.38) donne l'espérance cherchée
sous la forme d’une intégrale.

APPENDICE.

7. Fonctions de premiére et de seconde espdce. — D’apres
Kolmogoroff, un champ de probabilité sur un’ensemble £ est donné au
moyen d’une fonction completement additive d’ensemble sur £, fonction
définie et non négative pour tous les ensembles appartenant a un
g-corps o5 de sous-ensembles de £ et prenant la valeur 1 sur L.

Plus généralement, au liecu d’un c-corps, considérons un dJ-corps
(nous nous conformons a la terminologie employée par Hahn-
Rosenthal), ¢’est-a-dire un systeme d5 de sous-ensembles de £ qui a les
propriélés suivantes :

1° 0z est un corps [c’est-d-dire que s’il contient deux ensembles X
et V il contient leur union (réunion) X u Y, leur différence (leurs
différences) que nous pouvons désigner par ¥ —— VY et ¥V—— X
respectivement, par conséquent aussi leur inlersection (partie commune)
XnYl; 3

2° dz contient lintersection nX" de toute suite {X,} d’en-

. 1

L)

sembles X, qu’il contient; de plus on suppose pour simplifier que

def .
3° E'eoy, ot op==le plus petil o-corps contenant dg, c’est-d-dire

que E est 'union d’une suite d’ensembles { £, } appartenant & 0.

n

Il en résulte qu'en remplacant K, par UE/‘ que mous pouvons
1
supposer sans restriction que

(7.1) EndEy, E,e€d8g pour tout n.
De plus, 1° et 2° impliquent que Punion X:UXn d’une suite
1
d’ensembles {.¥,} appartenant 4 0, appartient aussi a dp si (et

seulement si) tous les X, sont contenus dans un ¥ € dg. En effet, dans
cecas, Y cYet

X= Yw—ﬁ(.Y——— ).
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Par conséquent d5 est un o-corps si et seulement si £ € 0.

L’emploi de d-corps au lieu de o-corps présente Iavantage d’éviter
Pemploi des « valeurs » de la fonction == (cf., par exemple, Hahn-
Rosenthal, Halmos, eté.).

Généralisant la terminologie introduite précédemment (D. van Dantzig,
1935), nous appellerons fonction de deuxiéme espéce, toute fonction
réelle définie et complétement additive sur. ;. Nous dénoterons
par Fy la valeur que ¥ prend sur l'ensemble .¥. Si nous appelons une
suite d’ensembles X, € 3z qui sont mutuellement disjoints et qui ont X
pour union, une partition de X et si nous dénotons ceci par
{ XnteD(X), par conséquent

def
(7.2) f e D(X)=ul,=4 et Xundy=o0 sim#n

(o étant 'ensemble vide), nous aurons alors
(7.3) {Xn}eD(X)->EnFX"=FX.

La fonction valeur absolue de /' qui est elle-méme une fonction de
seconde espece est dénotée par | F'| et définie par

def ~
(74) Ilez sup 3 FX" B
{X,.}eD(X)Z ! |

D’autre part, nous définirons une fonction de premiére espéce
comme une fonction f définie pour tout 2 € E et bornée et é-mesurable
sur tout X" €dz. Par conséquent, si nous dénotons par f* [au lieu de
la notation habituelle f(z)] la valeur que f prend sur z et par
Ens { zek ! A(x) } I'ensemble de tous les 2 € E pour lesquels la propo-
sition A (x) est valable nous aurons :

IO

(7.5) : Xedg—||f X<,
ou
- def
(7.6) [/ 11X= sup || f=]|
reX
et
20
(7.7) F:ns;g,-e/r[,f'a~ec',e B

pour tout C réel et X €4,



CHAINES DE MARKOF -DANS LES ENSEMBLES ABSTRAITS. 177

Les fonctions d’ensemble || f||* ne sont pas additives, par conséquent
ce ne sont pas des fonctions de deuxiéme espéce.

On remarque que | F'|x et || f||* sont finies si € d5 et peuvent &tre
considérées comme normes de # et JSsur X si X est fixé. En particulier
si |47 |x et’]] f]|* sont bornées sur d5 alors aussi F'x et f* sont bornées et
l'on peut étendre leur définition et celle de F'x a tout X appartenant a
un g-corps sur £ A savoir au plus petit o-corps oz sur £ qui contient .
Quand nous rencontrerons des fonctions bornées (en particulier des
probabilités), nous supposerons que leur définition a été étendue de
cette manitre. Dans ce cas | F'|z et || f]|¥ sont aussi finies et ontles pro-
priétés ordinaires des normes de /' et f sur £ et nous omettrons souvent
les suffixes E. A
~ Plus généralement on peut admettre que les valeurs de F et f sont
des nombres complexes et méme dans certains cas sont pris dans des
espaces de Banach duaux (arbitraires)

L’intégrale de f par rapport a J” existe sur tout sous-cnsemble X €4y

et sera dénotée par
S Fuus=
X

ou plus bridvement par (Ff)x. Clest, d’aprés les théorémes bien
connus, une fonction de seconde espace satisfaisant a I'inégalité
(7.8) [(F) x< | Flx | £I1X
pour tout X € d,. De méme, d’aprés des théorémes connus, nous avons
(7.9) [(Ff)—(G&) Ix< | F— Glx ||/ I¥+ ]| Glxllf— g%
inégalité qui est souvent appliquée. En particulier, si nous désignons
par vargf la variation de f sur X, c’est-d-dire
def
(7.10) \'ar;;f:e sup f*— inf f=
reX xr€X
et pour toute partition { X, } de . X
‘ def
(7.11) var; x,1 f = sup varx,f,

nous avons si | X, }e D(X), z, € X, pour tout n

(7.12) |(Ff)x— X, Fx, fon| < | Flxvar; x,) /.

Ceci résulte de (7.9) avec G=F et g»= f™si z € X,,.
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8. Matrices. — Soient F et E' deux ensembles arbitraires sur
chacun desquels des d-corps dz et 05 de sous-ensembles sont donnés
satisfaisant les conditions du paragraphe 7.

Nous considérons maintenant une fonction P [que nous appellerons
une « matrice généralisée » ou, plus explicitement, une matrice (£, E"),]
déterminant un nombre réel (occasionnellement un nombre complexe)
P% comme fonction de 1° un élément y € E' et 2° un sous-ensemble
X €0y sujet aux conditions :

1° pour un X == 4 € ¢, fixé, P); détermine une fonction de premigre
espéce sur E' (fonction désignée par P,);

2° pour y = b € E' fixé P% détermine une fonction (désignée par P")
de deuxiéme espéce sur E.

Si, en particulier, £ est dénombrable (fini ou énumérable) et si dg
contient tout ensemble se réduisant & un seul élément, on a

Y

et si £ est aussi dénombrable P est déterminé par la matrice ordinaire

(8.1) P.)Y':

rectangulaire finie ou infinie PZ.
La norme pour y fix¢ est donnée par

‘ def
8.2 Pyix = su Pk
(8.2) [Prlx= oup B1P%|

qui est elle-méme une matrice. Sa norme pour X fixé est donnée par
¥ def
(8.3) | Pllx= sup | P¥|x.
y€Y

Ce n’est plus une matrice dans le sens donné ci-dessus, ¥ étant un
ensemble, et non plus un ¢élément de E’ et || P||x n'étant d’ailleurs pas
complétement additive sur X. La matrice P est dite bornée si || P||% est
bornée pour .X, Yedz. Dans ce cas on peut définir P; pour tout
Xeoget

(8.4) sup || Pk = I PIE <o

Au lieu du symbole || P ||, nous utiliserons aussi le symbole || P||. En
particulier, les ensembles £ et E’ peuvent coincider. Dans ce cas, nous
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supposerons que les corps d; et dp coincident aussi. Nous avons ici
comme cas particulier la matrice unité désignée par | (iota) et définie

par
281 sizeld,
(8.5) 1% = " 1 .
o s’il n’en est pas ainsi.

pour un X = A fixé 1, est la fonction caractéristique de ’ensemble A;
pour un « fixé, 1% peut éire appelée la « fonction caractéristique de
seconde espéce d'un point ¢ »; elle prend la valeur 1 sur tout ensemble
conlenani a, et o sur tout autre ensemble. Evidemment | est bornée
avec || 1]|=1, et '

(8.6) %1%, =X, nx,

Plus généralement & toul sous-ensemble 4 € 3y correspond une matrice
aussi dénotée par !, et définie par

(8.7) (L% 21 x

Dans le cas d’'un E = E' fini, elle correspond, d’aprés (8.1), & une
- matrice ayant la valeur 1 pour tous les éléments de la diagonale princi-
pale dont les suffixes appartiennent & A4, et dont tous les autres éléments
sont nuls. Evidemment I, est aussi bornée et ||1,||=1 & moins que A4
ne soit vide.

A toute fonction f de premidre espéce correspond une matrice dénotée
par f1 et définie par

def € si
(8.8) UDE=fe1x= {: :’liixr?;:,est pas ainsi.

Dans le cas d’un E = E' dénombrable, la matrice qui correspond afl
grice a (8.1) est la matrice diagonale dont 'élément de la diagonale
principale qui correspond 4 z a la valeur f*. Evidemment f1 est bornée
si et seulement st f1'est et 'on a

N =171

Revenons maintenant au cas général ou E et £’ peuvent étre diffé-
rents. Soit P une matrice comme auparavant et f une fonction de
premiére espece. Pour tout X' €dz et pour tout y ek’ fix¢, écri-
vons Pf1 au lieu de P(f1); alors '

(8.9) (PFVY :fXPaxf-t
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existe et est completement additive sur X pour X €dy et est mesurable
et bornée en y sur tout ¥ € dp, ; d’ailleurs

(8.10) I efX <l PIXIAIIX,
de sorte que Pf1 est une matrice. En particulier,
(PfY =(Pf1)g

si elle existe pour lout y, est une fonction mesurable sur E’ et une
fonction de premigre espéce sur £' quand (Pf)r est bornée sur tous
les y € 3., quand P et f sont bornées. o

D’autre part, soit /" une fonction de deuxiéme espece sur E'. Alors

Lexsr 1. — Pour tout X €9y, Y €dp,
def N
(FP)y,x =dey' Pk
.

existe et est une fonction de deuxiéme espéce sur oy et sur dg..
Démonstration. — La compléte additivité par rapport a ¥ sur o,
pour X constant résulte de celle pour deVfV. Pour ¥ constant,
5

(FP)y x est simplement additive sur JX. Pour 'additivité compléte il est
deés lors suffisant de prouver que lim (FP)y x = o si X, est une suite
ny»

décroissante d’ensembles X, € 3 dont l'intersection est vide.
Choisissons un ¢ > 0 et posons

(8.11) B,=Ens{ye¥||PY|x,>¢},

a cause de la mesurabilité de P , donc de | P} pour tout X5, B, €dp.
Alors, comme | Pr | est completement additive et > o pour tout y € K

et comme X,y € X, nous avons aussi B, C B,. De plus, n B,=o,
1
puisque, s’il existait un y € n B, alors pour cety | Pr|x > ¢ pour

1
tout 7, ce qui est contraire a la complete additivité de | Pr| puisque

ﬁXn:o.
1

De méme, pour tout n suffisamment grand | F'|; < ¢. Alors si G, est
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le complément de B, par rapport & ¥ : C,= ¥ — — B, alors

(FP)y,x,= (FP)sg,,x,+ (FP)c,,x,.
Mais

Pz, £ [ | Flar| P 2| Flo, || Pl <,
Bn
avec Cy=— ” P ||£; Et

[(FPYeux | < [ | Flay | P x| Flo. || P 1§ < Cae,
Cn

avec Co=|F |y, comme €,V et | P||§ = sup.| P [x,=Z ¢, d'apres la
' rE€Cn

définition de B, et de C,. Par conséquent, |[(FP)y 5, | = (C1+ Co)e
pour tout n suffisamment grand, e > o étant donné, c¢’est-a-dire

lim (FP)y,x,=o. C. Q. F. D.
np»

On en déduit aisément que pour tout .X, ¥
(8.12) |(FP)r,x| <| Flv|| P k-

Si, en particulier, /' et P sont bornées, F'P Uest aussi.
Si F et P sont non bornées et si FP existe, alors FP est compléte-
ment additive, pourvu que P existe absolument, c’est-a-dire

] F[df‘PJ’ IX < 0.
B

CororLaire, — Soient E, E' E" des ensembles arbitraires avec les
d-corps correspondants dg, 0z, Og; supposons que z, y, sz et X, ¥, Z
appartiennent & £, E', E" et g, 0., 0p respectivement. Si P et Q sont

des matrices (E, E') et (E', E") respectivement, alors fQﬁy P%existe
A

pour tout X €d;, Ye€dz, Ze&dy et détermine pour V fixé une

matrice (£, E").

Si Q et P sont bornées, on peut définir le produit généralisé de ces
matrices ’

(8.13) (QP)ZX(—I_E[L:IQ%.P%.

On peut étendre cette définition au cas oa @ et P sont non bornées,



182 . D. VAN DANTZIG.

pourvu qu’elles satisfassent la condition suivante

(8.14) f | Q%lay | P¥{x existe pour tous les s€£” et X edg
E

et est bornée sur tout z € 05 pour chaque X €d5.
Si cette condition est salisfaite, QP aussi est une matrice.
Des inégalités (8.10) et (8.12), nous déduisons que

Lenue 2. — Une matrice bornée P transforme les fonctions bornées
de premiére espéce sur E, f en de telles fonctions sur E' et les fonc-
tions bornées de seconde espéce sur dp en de telles fonctions sur dy;

on a
(8.15) HPA =PI SI
(8.16) [FP|<|F|.{P]

(ot les indices E' et E' ont 616 omis).

Lewne 3. — (Voir aussi Herbert Robbins, 1948). — S7¢ f et F sont
des fonctions de premiére et de seconde espéce sur E et Og respecti-
vement et si P est une matrice, alors, si Z€dg et Y €4y,

(8.17) fX{fdeyngr}fx=fdenyP<{;fw,

c'est-a-dire que lordre des intégrations peut étre inversé.

Démonstration. — Si nous posons pour des Ue€dy, Ve€dy arbi-
traires
, def . , def x , del‘y ¥y
(8.18) Fp=Fyrnr, [f==f*1%  Pd=WKPkqay,

alors F' P' et f' sont bornées et (8.17) est équivalent a

(8.19) S S plre= [ Fy [P
El B B “EB

par conséquent il est suffisant de prouver le théoréme pour des fonctions
et mairices bornées, les intégrations étant étendues sur la totalité des
ensembles E et E' (que nous omettrons deés lors). Nous omettrons les
primes et écrirons (8.19) sous la forme abrégée

(8.20) (FP)f= F(Pf).
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Posons alors

def def
(8.21) Pf;g, c'est-a-dire gy = P S

def

. def
(8.22) FP =G, c'est-a-dire G :f Fay P%.
. E
Nous avons & montrer que

(8.23) Gf=Fg, cest-a-dire f G fr = f Fay &7
E E

Soit ¢ > o donné. Comme f est borné on peut trouver une partition
Sinie { X, }e D(E), ot nZ N etvar{x.} fe.
Divisons, par exemple, l'intervalle fini (—| f|%, | f|¥) en NV sous-

del
intervalles disjoints [, et prenons X,= Ens 5( x€ E‘f” el, z Alors en

choisissant les z, € X, arbitrairement on a,” d’aprés (7.12),

‘(8.24) Ide_rfx_Z" Gx, fon

Comme chacune des /V fonctions Py_est bornée, nous pouvons trou-

< | Gle.

ver une partition finie de E' (obtenue, par exemple, en prenant Uinter-
section des partitions appartenant séparément aux Py ){¥Vn|e D(E'),
m < M avec var{v, ) Py < ¢/N™! pour tout n = NV. Par conséquent, si
nous choisissons Yy, € Y, arbitrairement, nous avons de nouveau

d’apres (7.12)

(8.25) i Gx,— Yom Py, Pyr| 2

et, d’aprés (8.24) et

[Gl <] PP,
(8.26) U Gdrft—z‘ Zm Fy, P fon| £ Cre,
avec
def
Co=|FI(I P +IfI)-
D’autre part,
(8.27) | [ Pheso— 2 Pr | <11 P

pour tout y € E', en particulier pour y == y .
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Par conséquent, .

@) | free =X ([P Py )| <1 11P e
Mais _ :

(8.29)

Fay P, — Yym Fr, Pz | 2| Flen—+

puisque var{r, } Px, < ¢/N71. Donc, comme n =/, (8.28) et (8.29)
donnent '

(8.30) ‘deng":En Zm FymP{,;'fxn‘écis,

de (8.26) et (8.30) nous déduisons que

(8.31) I’dexfx——deyg)'

Par conséquent, comme cette inégalité reste valable pour tout ¢ > o,
on a (8.23) en tenant compte de (8.19) et (8.17).

é201€-

» c. Q. F. D.

Cherchons une condition suffisante pour que (8.17) soit valide sur
la totalité des ensembles F et E' quand F, P et f peuvent éire non
bornées et prouvons dés lors en faisant un raisonnement bien connu

qlle
Lemme 4. — S7
def
(8.32) Hx=fmdylpr1x,
E!
def
(8.33) Iw‘;fpyfdx]fw]
E

existent pour tout X et y respectivement et st, de plus, une des deux
inégalités suivantes :

(8-34) fEHM|frl<w,

(8.35) | Flay hr <
Er

est valide, alors la seconde de ces deux inégalités Uest aussi et

(8.36) f{ FdJ.Pg'x}fw=f defP({xfx.
- VelVe B E
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Démonstration. — Il est suffisant de prouver le théoréme pour des F,
P et f non négatives auquel cas H= G et h = g. D’aprés le lemme 3,
(8.179) est valable pour X = Ej, ¥ =E) avec k et [ arbitraires [cf.
(T.1)]. Dés lors, si (8.34) est valable, le second membre de (8.36) est

Swres [ Gupes [ [ Fobllr= [ Fo P
E Ey E} -4 5 oy By

Comme la derniére expression est non décroissante si k — o0, { — oo,
et bornée elle a une limite qui est le second membre de (8.36), de sorte
que son existence a 6té prouvée, c’est-a-dire (8.35) et que

dezfxéf Fyy g7,
E B

De méme on montre que
[ Fugrs [ Gut
E! E
a cause de (8.36).

Démonstration analogue dans le second cas, c’est-d-dire si 'on su-
pose (8.35).

Lenme B (voir aussi R. G. Cooke, 1950, p. 29). — 8¢ By, By, B3, E,
sont des ensembles arbitraires auzquels correspondent les d-corps 0g,,
0,y Om,, Om,, SL &, 2, y,z et T, X, Y, Z désignent des éléments arbi-
traires et des sous-ensembles de Ey, Ea, E,, E, et 8y, 0y, Op,, 05, res-
pectivement et si M, P, Q sont des matrices (Ei, Ex), (E,, E;) et
(Es, Ey) respectivement, alors

(8-37) SA S, s P ot = [ i, P
- X ¥ Y

St, en particulier, M, P et Q sont bornées ou si

[1Prs = ir=K5, f Jotlay | PYIx= LS,
E B
(8.38)

[z <e o ety K<,

X E

alors (8.37) est valable pour X = E, et ¥ = Ej3; c’est-a-dire on peut
étendre Uintégration sur la totalité des ensembles E, et E.

Démonstration. — Elle résulte immédiatement des lemmes 3 et 4
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avec, pour 5 et 7" constant,
Fy= 0% et  fr=M7.

Si les produits QP et PM sont aussi des matrices, par exemple, si Q,
P et M sont bornées ou si QP et PM satisfont la condition (8. 14) alors
le produit de matrices est associatif

(8.39) (QP)M = Q(PM),
¢’est-a-dire

8. P2 = z (PM)Y.
(8.40) fEfQ Yiw M3 fEan,< %

De ce lemme 3, on déduit que le calcul matriciel ordinaire peut étre
appliqué en employant l'intégration de Lebesgue-Stieltjes-Radon au
lieu de la sommation pourvu que toules les matrices et fonctions des
" deux espéces dont on s’occupe soient bornées ou plus généralement si
elles satisfont (8.32), (8.33), (8.34) et (8.38) et si les produits de
matrices satisfont (8.14).

Pour plus de simplicité nous omettrons désormais (sauf indication
spéciale) le second cas, c’est-d-dire que nous nous restreindrons au cas
de matrices et de fonctions des deux espéces qui sont bornées, et que
nous supposerons de plus que les ensembles E, E', Ey, E,, ..., coin-
cident tous. Dans ce cas les suites croissantes E; peuvent aussi étre
omises puisque nous pourrons prendre £;= E pour tout k.

Si done, P est une matrice carrée bornée, c’est-a-dire si K = E' et

8. Pll=||P|E= n| P% s
(8.41) IPI=IPIE=smp swp NelPF|<e

alors on peut former des puissances de P et des polynomes et tant que
les coefficients sont constants (scalaires), ces polynomes sont commu-

tables. De (8.15), (8.16), (8.13) (8.41) on déduit aisément que
(8-42) HPel<IPl- el

Notons pour usage ultérieur les identités suivantes :
(8.43) FI=F, cest-adire f Fou V% = Fr,
(8.44) If=/, cest-a-dire f 12, fr = fe, .

(8.43) 1P=Pl=P, cestadire fl;p{;{ :fpg,lgg:P;.
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De plus, remarquons que deux matrices diagonales sont commutables
(8.46) Juviani= [(e05U0E=1"6"15

Nous ne pouvons pas toutefois remplacer le symbole f1 pour la
matrice diagonale f*1 par |/ qui désigne la. fonction de premidre
espece (8.44). Si f1 est suivi par un autre facteur (matricé ou fonction
de premitre espece), nous pouvons omettre |, ainsi f1P = fP avec
(f Pz = f* P% et, de méme

(f&)ye=(flg)y=fg".

Les intégrales sur les sous-ensembles de E peuvent étre exprimées au
moyen de matrices unité « partielles » 1, {¢f. (8.7)]

(8.47) fX Fp f*= fh Fay [Wnx/*=Fixf.
Les matrices unitaires partielles servent aussi a tronquer des fonctions
. f't sized,
8.48 1 T X f¥ =
(8-48) (Lef) af { o s'il n'en est pas ainsi;
Fx si XCA,
8. Fipy=F =
(8-d9) (Flox=Fanx {o Si YCE——A

et d’'une maniére analogue 1, P I5.

. .. ~ . .
Une condition suffisante pour la convergence deZ(Pn)i (ou les Py
1
sont des matrices bornées) pour tout z et ¥ est la convergence de

S Pall

Il en résulte, en particulier, que si || P|| < 1, alors d’aprés (8.42)
| Pr|] <|| P|I"<< 1, P* désignant la »**™° puissance de la matrice, EP"

converge et est la seule inverse (& droite et & gauche) de | — P
(8.50) u_Pw=Estiww<L
[

Plus généralement, si la matrice M peut étre mise sous la forme

(8.51) M=R+Q,
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ol R~* existe (nous utilisons cette expression seulement si X R—=RX =1
a seulement une solution X'= R-'), tandis que ||QR™'| <1 ou
Rt Q| <1, alors M~ existe et

(8.52) M= B—LE(-— QR n:E(—R—t Q)R-

La démonstration du fait que : les deux séries dans (8.52) sont iden-
tiques, convergent si seulement une des conditions d’inégalité est satis-
faite, satisfont aux équations pour les inverses, et est leur seule solution,
est banale.

Un cas particulier (8), bien connu se rencontre si R=f1 est une
matrice diagonale; (8.51) et (8.52) deviennent alors

(8.53) M=fl+0Q,
(8.54) M- =Z(—f—‘ Q)1
pourvu que f%z£ o pbur tout z et, par exemple || /! Q|| <1, c’est-a-dire
(8.55) NQFle=sup E[Q%, | <[f¥]
{ X.)€D(E)

pour tout x.

9. Processus de Markof invariants par rapport i un groﬁpe transitif.
— Comme généralisation des processus invariants étudiés au para-
graphe 2, nous considérons un processus de Markof sur un ensemble £
tel qu’il existe un groupe G de transformations (1,1) = de £ dans
lui-méme qui est transitif sur E. Sur E un o-corps og, invariant
par rapport a toutes les transformations de G est défini; c’est-a-dire
X €0z sit X €0y pour tous les t€ (7, ot

: def
(9.1) rX:Ens{m]xeX}.

(Un cas particulier important de ceci est celui o E est une sphére
dans un espace a un nombre quelconque de dimensions, G étant le
groupe de toutes les rotations de £ dans lui-méme. ) Nous considérons

(8) Voir aussi R. G. Cooke (1950, p. 31) (2.4, II) et pour le cas des matrices finites
Olga Taussky (1949), et ceuvres de date plus reculé indiquées dans cet article.
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alors une matrice de transition P (par conséquent Py>> o pour z € E,
X eog et P =1) qui est invariante par rapport i toutes transforma-
tions de G.

(9.2) PZ—pit
pour tous les t € G.

Nous choisissons arbitrairement un point a€E et définissons H
comme le sous-groupe comprenant tous les = € G laissant @ invariant

def '
(9.3) H:Ens{reGl:a:a}.

En posant pour toutr€ &

def
(9.4) FT(:H':H_—-Ens{m'mg neH, T}zEHj.

Les ensembles /7 sont mutuellement disjoints et ont G comme
réunion. Evidemment

teF,, rteH=F.=H, F;nFoZoxtvelF,2teFu=F,
En utilisant 'axiome du choig, nous choisissons arbitrairement dans
chaque F; un point représentatif unique y.; soit A 'ensemble de tous
ces poinls représentatifs [ par exemple dans le cas des rotations d'une
sphere dans R, de centre o et de rayon 1, ot @ est le point (o0, 0, 1)
et 1y et my sont des rotations autour de I'axe des z d’angles respectifs
9 et ¢, alors que 7 est une rotation autour de 1’axe des y d’angle 9, o, ¢
ct 0 étant les angles d’Euler; A est 'ensemble de tous les 0 avec, par
par exemple 0 < 0 =7 ].

Pour tout z € E, il existe un 7€ G avec ta—x; doncuny€A et n,
7' € H, avec t =nyn'; donc 2 =nyn'a =nya, puisque a =a, n' € H.
Si nous avons aussi £ =, y1 &, alors

W=yTinttmyied,  dol yi=wyiayn'eHyH, dod =7

puisque les points représentatifs sont uniques, de sorte que vy est déter-
miné d’une facon unique par z € Hya, cest-a-dire par z =nya (ce
n’est pas le cas en général pour n). Alors (9.2) entraine, en

def
posant py= Pg,

(9.5) Pi=PY%=Py, avec V=rvn—1X
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Py est aussi completement additif et > o avec pyp=—1 et aussi [a cause
de (9.2)]
(96) PY :pn v
pour tout n€ H et Y ey
Pour tout T'c A tel que HT a € o5 (ces T’ forment un o-corps op sur A)

on pOS@
def

(97) qr':PHra

de sorte que g est complétement additif, et >0 avec gp=1.
Alors pour un ¥ donné et un I' €cp variable, pynur. est complete-
ment additif dans T, >0, et < gp et peut, par conséquent, étre écrit

sous la forme

(98) PY{'\I/I‘H :‘/I: qd‘.’ l;{’ ’

ou I} peut étre choisi >0, =1 et s’annulant sauf pour y*€#¥, Pour
tout ¥ e oy fixé la fonction 7}, est définie sur A excepté pour un ensemble
de mesure ¢ nulle et mesurable ca. '

Nous introduisons maintenant :

 Hypothése A : Les quantités /], peuvent étre redéfinies de telle facon
qu’elles satisfassent (9.8) et qu’elles soient définies pour tous les y €A
et tous les ¥ € oz comme des fonctions & valeurs uniques de leurs argu-
ments, pour } fixé mesurables oo en y et pour y fixé complétement
additives en Y. -

Selon Doob (1948) une condition suffisante pour ’hypothase A est :
L' est un ensemble de Borel dans un espace euclidien et ¢y consiste en
tous les sous-ensembles de Borel de E. Les [] peuvent étre interprétés
comme des probabilités conditionnelles, 4 savoir comme la probabilité
pour que x € ¥ sous la condition z € Hya.

Hypothése B - H est un groupe topologique compact.

Selon A. Haar (1933) (c¢f. ausst J. von Neumann, 1934, 1936;
L. H. Loomis, 1945), I’hypothése B entraine 1’existence d’une mesure
de Haar, a savoir d’une fonction d’ensemble invariante a gauche, non
négative, complétement additive, définie sur le o-corps oz engendré par
tous les sous-ensembles ouverts de H, en outre bornée et déterminée
d’une fagon unique a un facteur de proportionnalité pres.
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Les hypotheses A et B sont simultanément satisfaites, par exemple si
E est une sphere euclidienne & un nombre quelconque de dimensions
et G le groupe de toutes les rotations de E dans elle-méme.

Hypothése C : 1° Pour tous les {€A et y €0y constants, [, est
une fonction de n € H mesurable.

2° SiT eoy et Keog, alors KTaeoy.

Par ces hypotheses G, et Cs le o-corps o (donc aussi o) est lié avec
la topologie sur H.
Si py est la mesure de Haar normalisée sur H, de sorte que py=1, G,

l; =f“J-d~q l;”

pour tous les ¢ et y. A cause de (9.6),

ZP'Ki l%i)’

est une solution de (9.8) de méme que 5, d’oir aussi £. Donc, &, satis-

entraine Pexistence de

faisant (9.8) et hypothase A, nous pouvons prendre £ au lieu de & et
omettre le trait. Alors nous obtenons

(9.9) l.:q_}, = l;;, pour tout neH, jeA et yeo;.
En prenant dans (9.9)
y=KTla, avec Kcop,, I'coy, jeT,

L1 est, pour K variable, completement additif, > o, borné, invariant
par rapport  tous les n € H. Donc il a aussi les propriétés d’une mesure
de Haar. Donc m} étant le facteur de proportionalité

r prop

(9.10) BeTo= mtI: Mg = m5 I iy

uisque mh=o0 sauf £ e I. De plus &1, =15, dou mi=1.
puisq r plus iy r

L’extension de &, & 5 avec y arbitraire donne
(9.11) 1§.=fpd,] fa%e.
H

En substituant dans (9.8) avec I'= A, on obtient

(9.12) p’=qu"an”dn e,



192 D. VAN DANTIZIG.

et finalement par (9.5) '
— e a
(9.13) Pﬁ—'/A‘qu‘];{Hdn " :’.

ol 75 représente 1’'un quelconque des 7€ & avec 7, = 2z. D’un autre
coOté, il est clair que (9.13) satisfait & nos conditions.
Nous avons donc démoniré :

Turorine 5. — Si G est un groupe transitif de transformations de
E dans lui-méme, s H est le sous-groupe de G laissant invariant un
point donné a € E, px la mesure de Haar normalisée sur H et A un
systéme de représentations des classes bilatérales modulo H (9.4) de
H dans G, alors que qp est donné par (9.7) et si les hypothéses A, B, G
sont satisfaites, alors toute matrice bornée (K, E) qui est invariante
sous G, peut étre représentée sous la forme (9.13).

Si, en particulier, & est simplement transitif sur E, c¢’est-a-dire si
H se compose seulement de I’élément unité, A= G et (9.7) et (9.13)
simplifient en ¢ = pp , et

(9.14) P =fqd 137,
P Y

Si, plus particuliérement, £ et G sont identiques, nous pouvons poser
@ =1, T, = & et nous obtenons gp = pp et

(9:15) Pz =fpdj_ 17
E
Si G est commutatif et écrit additivement, ceci conduit a (2.8).

10. L’identité fondamentale de Wald pour des processus stochas-
tiques arbitraires. — Exactement le méme argument qui conduit a
l'identité fondamentale de Wald (5.17) s’applique si £ est un espace
euclidien a r dimensions, z et y sont des vecteurs réels et £ un vecteur
complexe & r dimensions, £z est le produit scalaire. Il s’applique égale-
ment dans le cas plus général ou E est un groupe abélien additif et
E==t1+1Es, oU & et & sont des homomorphismes sur 1’ensemble des
nombres réels, c’est-a-dire pour tous les z et y dans E, £z est un
nombre réel tel que

Lz +y)=tiz+Ey (i=1,2)
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Nous pouvons résumer notre résultat dans le

Tutorene 6. — St E est un groupe abélien (additif), si ko, By et s
sont des homomorphz’smes dans le groupe additif des nombres réels,
SEE=F1+ i85 et 9(Eo) <o et mf (Eo—Ei)x>—oo Uidentité

(3.17) a(zo nfc =1

est satisfaite

Une généralisation partielle de ce théoréme a des processus stochas-
tiques arbitraires, déterminés par les probabilités de passage Py % 3
satisfaisant & (2.1)-(2.4) est obtenue comme suit :

Nous faisons ’hypothése supplémentaire que, lorsque le pomt chemi-
nant arrive 4 'état z,_; (n>x1) aprés avoir passé si n>x2 par Zg,...,Zn_a,
il existe une probabilité A7y % pour que ce point soit absorbé, donc
une probabilité '

gy oens Lot —— Ly vaey Crom
Bl et = Ay

pour qu’il ne soit pas absorbé.

En outre, nous introduisons les quantités auxiliaires Uy~ ™ et

Ty *= interprétées comme les probabilités conditionnelles pour que
la catastrophe C n’arrive pas sous la condition que le point cheminant a
passé par Zo, ..., Zn_1 et a é1é (pour U) ou n’a pas été (pour 7") absorbé
en Zn_y. Fmalement nous définissons C}% -~ *— comme la probabilité
conditionnelle totale pour que C n’arrive pas sous la condition que le
point a passé par Zo, . .., Zn_1-

Pour calculer Cy» pour n>>1, nous remarquons qu’il y a deux
cas complémentaires : ou bien le point est absorbé en z, 1 (probabilité

e n—t) auquel cas non-C a la probabilité Uy -+ #»~, ou bien il n’est
pas absorbé (probabilité Bjy-~*-) et C n arrive pas (prubabﬂité

oo @) alors il saute dans un « petit» ensemble dy (probabilité

e eoin=t) et il vit heureux jusqu’a la fin des siécles (c’est-a-dire C
" n’arrive plus plus tard, probabilité Cjey*»—=7). Donc nous avons

(10‘1) Cﬁ’;""l'"—’=Af‘;{’;""‘r"—‘ Uzr,';,),...,:c,,__,

+B(‘L"g’,...,‘t,,_1 T'L(?":),...,n-,._,fp('l;'L,,... .d CT"’ ,1,‘_,,y
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Pour 72 = 0 nous avons une équation similaire avec la seule diftérence
que les indices supérieurs excepté y font défaut.

Pour simplifier les formules, nous omettrons les indices inférieurs
(n) et remplacerons la suite d’indices supérieurs zq, ..., x, « par un
seul symbole 7 (parcours). (10.1) devient ‘

(10.2) Cr= A% Uﬂ-i-B"‘T“fPﬂ‘). Cry,

Par substitutions successives, nous obtenons un développement
formel pour C%, = étant donné (en particulier aussi si 7 est « vide »)

(10.3) C“:AﬂUﬂ—i—BﬂTﬂfP‘TJ.‘A“%Uﬂ3‘1+BT~Tﬂ

X/ PZ}Y Br Tnylfpga‘?Aﬁ"“y’ URyiyey . .,
1 X
»
» ) " k £ ¥ .
:2‘kBT‘ Tﬂj Pﬁr}.‘B‘ﬂJiTﬁﬂxf...fpﬁjx.~.3dﬁ:1Au31..._1‘;;UTC}',..._)"..
0

Pour que ce développement soit convergent et soit une solution de
(10.2), il est nécessaire et suffisant que

(10.4) RT::BnTnfpg.,BmaTﬂnj"--fPW~-~;,‘;:;« Cryien

tende vers zéro lorsque 2 — .

En vue de généraliser le théoréme 2, nous considérons des solutions
du systeme d’équations (10.1) dans les inconnues GZy == ol les U et
les 7' ne sont pas nécessairement des probabilités (bien que les A4, les
B etles P le restent) mais peuvent ére des suiles de fonctions (non
nécessairement bornées) arbitraires réelles ou complexes.

Taroreme 7. — Si - A. pour tous les n et tous les 1= (2o, ..., Zn_1) € E”
tl existe des nombres réels Uy, Ty tels que :

A.1. TF> o pourtout n et tout me E7;

A.2. U= o pourtout n et tout = € E";

A.3. Tg‘ngy Uy < U§ pour tout n et tous les me E” avec B7=£ o.

Si : B. les fonctions T, U™ sont définies pour tout n et tout =€ E*
si 8 et ¢ sont des nombres réels non négatifs et si :
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B.i. 6<1y

B.2a. |77 £ 077 pour tout n et tout ™ € £

B.3. |U™| £ cUj pour toul n et loul w € £",

alors les équations (10.2) ont des solutions C= C(U), données par
(10.3), qud satisfont a Uéquation

(10.5) C™(U)= U~
pour tout n et tout w, si et seulement st

(10.6) Un:Tnj PyURY

pour tout n el tout m avec B™z£o.

Démonstration. — En écrivant
(10.7) Q% = BrT~ P, sx = B™T5 P%,
A.3 devient
(10'8) fQ(I)zdyU(?YéBnUg7

d’ott découle l'existence du membre gauche. Les termes de la somme
(10.3) avec Ty, Uy au lieu de 7', U sont > o. Le (k~+1)*™ terme de
celte somme est <~ la méme expression ou le facteur A™+"% (qui est
1) est omis, d’ot, par (10.8) avec Ty, ... yr_y au lieu de = et y; au
lieu de y < le k'™° terme avec A™+--Yi~+ remplacé par B™7:- "1, La
somme du &®™¢ et du (k—1)2"° terme est =< le k™ terme ot le facteur
ATk~ est omis. En continuant de cette sorte nous trouvons que la
somme des premiers &k 4+ 1 lermes est < U de sorte que la série est
bornée, donc convergente. En désignant sa somme par C} nous avons
alors 0ZCF < Uy et aussi o< R , < U} ot R} ; est I'expression (10.4),
avec T et C remplacés par 7 et Co. De B.1-B.3, on conclut alors que
les intégrales dans (10.3) aussi bien que la somme de la série existent
absolument el que

RT L O0KRT -2 0kUT,  dod  lim RF=o
’ k> o

de sorte que (10.3) satisfait & (10.2). Mais si une solution de (10.2)
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satisfait 2 (10.5), (10.6) est valable; c¢’est un résultat banal. Si, d’autre
part, (10.6) est valable en méme temps (10.3), nous avons

n
(10_9) Un Cri= ln‘;(:e[Bﬂ Uﬂ_ZkIQgﬂf“.fQﬂyl.u_;)i';r_;—iAﬂy,...;)'k U‘Ity,...yk]
1
n—1
H N O TYpese Y1
=,£';‘:[Zf G, o
1

> { BT ..._)'kUﬁrg...:Y[;_j'Qﬁ).l e Xk Uﬂy-,...g'k.;_,}

Ay grs

+f02ic\,f' . j QT;}‘,‘.._:y’}..n—:Bnyi...y,l U‘ity,...)',,].

Les expressions entre accolades s’annulent a cause de (10.6), (10.7)
(avec myy...¥r—1 au lieu de @ et y au lieu de y). Donc elles restent
nulles aprés des intégrations répétées et la premiére somme entre
crochets dans le deuxiéme membre de (10.9) s’annule. Le dernier terme
entre crochets est absolument <02 U}, donc il tend vers zéro, ce qui
démontre (10.5) et le théoréme. ‘

Dans la démonsiration du théoréme 7, le lemme 4 (Appendice, § 8),
n’a pas 6té utilisé. On peut donc s’attendre a ce que le théoréme 7
n’implique pas completement le theoréme 2. En effet, dans le cas parti-
culier du théoréme 2, nous avons

Ty wens Tyt o P Cne Loy vers Vnid o A W gr ey But o PTr
jp("a7 "}E“‘PX" 1 A(’:} etz g Pt B(no) t== B,

(10.10) ) §
{ U-(’}']o)’ ceer®ng U-'"n-—x, T?;?), PP .Y Tl‘n_a.

Les conditions du théoréme 2, excepté (5.8) sont satisfailes, mais le
théoréme 7 devient

(10.11) . Cx(U)= U=

si et seulement si
(10.12) Ur= vap-;{,, vr
de sorte qu’il reste a prouver que

(10.13) : c=(U) =fC§yUY,

ou C% est donné par (3.2) si (5.8) est satisfaite
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En utilisant le lemme 4 (Appendice, § 8), on obtient (10.13), ce qui
esl une généralisation directe de (3.3) pour tous les U? satisfaisant &
B.3. Ainsi nous voyons que ’ensemble du théoréme 7 et du lemme 4
implique le théordme 2. Il semble que pour une généralisation directe
du théoréme 2 uue généralisation du lemme B avec f* au lieu de f
soit nécessaire (). “
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