
Iterations markoviennes dans les ensembles abs traits/ 

PAR D. VAN DANTZIG ( 1 ) ET G. ZOUTENDI_JK (2). 

PREFACE. 

Au colloque International sur le calcul des Probabilites et ses 
Applications, tenu a Lyon en 1948 sous la presidence inspirante de 
M. Frechet, l'un de nous presenta une forme generalisee de la methode 
des fonctions generatrices, appelee la methode des marques collec­
tives [ 1]. Dans un travail plus recent [2] cette methode fut utilise·e 
pour deduire les proprietes des probabilites d'absorption ( ou de 
premier passage par un sous-ensemble) pour les chaines de Marko£ 
stationnaires clans un ensemble abstrait arbitraire. Inspire par les 
recherches de M. Frechet [3], !'auteur du premier Memoire appliqua 
sa methode e. a. aux iterations bernoulliennes. Or, avec une certaine 
modification, on peut generaliser ces resultats aux iterations marko­
viennes clans un espace abstrait arbitraire E, en faisant usage du 
calcul matriciel generalise et des matrices collectives, developpe 
clans [2]. 

Nous obtiendrons comme resultat principal la matrice collective 
des nombres d'iterations ( ou sejours ininterrompus d'une longueur 
finie arbitraire clans des sous-ensembles donnes, qui constituent une 
partition denombrable de E). De celle-ci on peut deduire toutes les 
proprietes qu'on veut des nombres d'iterations plus speciales, comme 
nous le demontrerons par quelques exemples. En outre, clans le 
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paragraphe 6 il sera possible de considerer les resultats principaux 
de la premiere partie du Memoire [2] comme des cas speciaux de 
notre theorie. 

f. LE CALCUL MATRICIEL GENERALISE. - Soit Eun ensemble arl;iitraire, 
aE un a-corps de sous-ensembles de E, contenant E. Considerons une 
fonction ( disons : reelle) M, definie sur Ex as. La valeur qu'elle 
pren~ sur un element (x, X) de Ex as (done xeE, Xeas) sera 
denotee par M}. Supposons : 

1 ° Pour chaque Xe a E fixe M} est une fonction mesurable de x 
par rapport au a-corps aE; 

2° Pour chaque x e E fixe Mi est une fonction a-additive de X. 

Une fonction M; satisfaisant aux conditions 1° et 2° est appelee 
une ma trice (generalisee ). Le calcul matriciel ordinaire peut y etre 
applique en employant l'integration de Lebesgue-Stielljes-Radon au 
lieu de la sommation, pourvu que toutes les ntatrices dont on s'occupe 
satisfassent a quelques conditions simples. Celles-ci sont par exemple 
remplies si les matrices sont bornees, c'est-a-dire ont la norme finie. 
Celle-ci est definie par 

def ""' (1) JIM JI= sup sup ,:_n JM:U, 
x { Xn} 

ou { Xn l parcourt toutes les partitions denombrables de E en sous­
ensembles mesurables et disjoints .X1 , X2 , •••• 

Rappelons quelques-unes des proprietes principales de ces normes 
( voir aussi [2]). O'n a 

(
2

) {JIM+ NJJL-JJMJJ + JJNJJ 
II cM II= I c J.JJ M II (c etant un nombre). 

Pour une matrice M non negative (Mi:::::,,_ o pour chaque x et X), 
on a 
(3) JI MJJ = supM-Ji: 

~-

et si Met N sont non negatives 

(4) JJMJJL-IJM+NJJ. 
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Nous ecrirons MN pour le produit matriciel generalise de deux 
matrices Met N. 11 est defini parses« composants >> (MN)"¾ 

(5) (MN)·"' rleriM•· NJ: X dy x, 
E 

ou clans le membre droit la meme notation a ete utilisee que clans [2]. 
Dans cet article (§ 8) on a demontre, par exemple si M et iV sont 
bornees, que : . 

1 ° MN est aussi une ma trice ( done satisfait aux conditions 1 ° et 2° 

ci-dessus) et 

(6) IIMNIIL'.:IIMII-IINII; 

2° la multiplication matricielle generalisee est associat~ve 

(7) 

c'est-a-dire 

M(NQ) = (MN) Q, 

Une matrice speciale est la matrice unitee I ayant les « composants >> 

(8) 

Ona 
(g) 

I.x· def { I Si XE X, 
x-

0 si x~X. 

IM=Ml=M. 

Plus generalement on peut definir pour un ensemble arbitraire A e cr E 

la ·matrice I~, determinee par 

(10) 

et l'on a 

(11) 

( I 2) 

( l 3) 

(14) 
(15) 

si Ar.B =o. 

( I ).x· def 1,2· 
AX- A(\X 

1 { o si x~A, 
(IAM)f = (IA):iyM_f = :-c 

E Mx si xeA, 

(MIA)I= r M·Jy(IA){=M}nx, JB 
II IA II- I (A~o), 

IA In= IAnn, 

IAun= IA+ In 

Journ. de Math., tome XXXVIII. - Fasc. 2, 1959. 
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Une condition suffisante pour la convergence de~" (M,,)~ pour 

tout x et X est la convergence de ~" II M,, 11 · Dans ce cas, N"'x_ = !in (M,, )"Jc 
1 1 

est une ma trice aussi. Il en resulte, en particulier, que si II M II< 1, 

done d'apres ( 6 ), fl M" 11 L II MIi"< 1, M" designant la nieme puissance 
"' 

matricielle de M, !iM" converge et est la seule inverse ( a droite et 
0 

a gauche) de I - M 

(16) (l-M)- 1=~nM" si IIMll<1 

Une equation integrale de la forme 

M=A+BM 

peut etre resolue par iteration si II B II< 1, 

M= (l-B)--1 A = !inB"A si II BIi < I. 

Si la_ matrice M depend d'un 'parametre set si, pour chaque xeE 

etXEcrm 

( d M). x def lim _: l ( M ( s + h) )'f - ( M ( s) )'f l 
ds h'roh 

existe et si dd~ est aussi une matrice, uniformement bornee dans_un 

certain intervalle de valeurs des, alors on ales regles de differentiation 
suivantes · 

(19) 
d dN dM 
ds(MN)=Mds +-;J;N, 

n-1 

d .,,, !i M.dM .,,, . -(1u")= i '-1,_,n-1-1 
ds ds ' 

(21) d (I - M)-1 = (I - M)-1 dM (I - M)-1 

ds ds 

2. LES ITERATIONS MARKOVIENNES. THEORIE GENERALE. - Considerons 
une chaine de Markof stationnaire ( et discrete clans le temps) sur un 
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ensemble d'etats E. Elle est determinee par les probabilites de tran­
sit.ion P';. lei P"i<_ est la probabilite pour qu'un systeme passe dans une 
seule transition d'une position x e Ea. un etat quelconque appartenant 
a XE cr E, ou, en d'autres termes, qu'un « point mobile >> « saute >) 

de x dans le sous-ensemble Xe cr E· Supposons que la fonction P"fc 
satisfait aux conditions 1 ° et 2° du premier chapitre et que 

(22) 

Done 
(23) 

{ 
P§:_"::::o,.o pourtoutxeEetXea-8 , 

P:E = 1 pour tout xe E. 

IIPll=1. 

Supposons, en outre, que le point mobile peut continuer sa route si 
et seulement si un evenement determine •v a lieu, disons qu'un feu 
rouge change temporairement en vert, et que le fait que 'V ait lieu ou 
non sera decide chaque fois au moyen d'un jeu de hasard, avec une 
probabilite z < 1 contre 1 - z, independante de toutes les autres ( 3 

). 

Done les sauts s'arretent si le changement de feu n'a pas lieu et a 
chaque moment il ya une probabilite 1-z pour que les sauts s'arretent 
et le processus soit fini. 

Soit donnee une partition denombrable \ B, l de sous-ensembles 
mesurables de E 

B,,()B11 =o si "r'=fl-· 

Definition. Une iteration de la longueur l~ 1 clans B,, est une 
eventualite qui arrive si et seulement si a l moments consecutifs, le 
point mobile part d'un etat de BA c· ). 

Une iteration est appelee complete si elle n'est pas partie d'une 
iteration plmi' longue. 

('l) Dans [ 2] on avait admis que z soit une fonction de l'etat ou le point se 
trouve. La plupart des considerations presentes admettent une meme generalisation. 

( 4 ) Si l'on fait usage de la definition evidente qu'une iteration de la longueur l 
clans B). a lieu si le point mobile se troupe clans BA a l moments consecutifs, il 
faut convenir au cas ou Jes sauts s'arretent de ne pas compter le dernier etat. 
Par suite de cette convention les deux definitions sont equivalentes. Elle n'est 
importante que pour la derniere iteration. Vair aussi la note ( 0

). 
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Utilisant la terminologie des deux articles [ i J et [2] nous intro­
duirons un autre evenement auxiliaire e, que nous appellerons 
« catastrophe >) - disons que le feu se derange ( designe brievement 
par « feu noir >) ). Nous supposerons que chaque fois que le point 
mobile aura accompli une iteration complete, il y aura une proba­
bilite determinee, dependant seulement du type et de la longueur 
de !'iteration, pour que e arrive. Si !'iteration justement completee a 
le type ), et la longueur l, cette probabilite sera 1 - s1.z ( 5

). 

De cette maniere il sera possible de classifier les iterations par 
rapport a leur type et leur longueur. 

Done sH est la probabilite de manque de catastrophe a condition 
que: 

1° le point mobile saute au moins l fois ( [::::::,,. 1); 
2° on obtienne une iteration de la longueur l clans B;.; 
3° elle soit complete. 

Un point mobile qui commence ses sauts en un etat xe E peut 
accomplir une iteration complete du type Met se trouver apres cela 
clans Xe crE pendant que: 

1 ° il se trouve aussi clans A1. = E - B;., de sorte qu'il a quitte B1. 

pendant le [iemc sa ut; 

2° il se trouve toujours clans B1,, mais les sauts s'arretent par suite 
du feu rouge. 

La probabilite pour que 1° soit rempli est zl ! (In,P/IA, )1; celle 
pour 2° zl ( (In).P)iln/1 -z) );. 

Done, denotant par (Si.t)l la probabilite pour qu'un point mobile 
qui part de x accomplisse une iteration complete du type ),l apres 
laquelle il se trouve clans X sans que la catastrophe n'ait eu lieu, 

( 5 ) Dans [ 1] on denotait cette probabilite par 1 - h 1• D'ailleurs la catastrophe 
y fut liee aux iterations semi-completes au lieu des iterations completes. A cause 
de cela !'interpretation probabiliste de R1, et la demonstration de la formule (59) 
dans [ 1] ne sont pas correctes, quoique le resultat soit bien exact (Note de 
D. van Dantzig). 
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{ S;.d'X:= z1s;.1i / (lni.P)')dypA, + (1- z) In, )f 

= z1s;.1 r I (ln,P)' )d, { I - zln, li JE 

ou, en notation matricielle, 

Pour la ma trice des probabilites S,. ( 0
) pour qu'une iteration 

complete d'une longueur quelconque ~ 1 arrive dans B,. sans 
catastrophe, on a 

Sl, aussi est une matrice bornee et 

II S;, II L 11~1 (zlni./(l -zln,) II= II zln, II= z < I 

selon (4) et (16). 
lntroduisons 

done· 

(G) lei et par la suite ii s'agit toujours de matrices dont les composants denotent 
des probabilites pour que l'eventualite mentionnee arrive, apres laquelle le 
systeme se trouve dans !'ensemble donne et a condition qu'il parte de l'etat donne 
et que la catastrophe n'ait pas lieu. Brievement nous ecrirons : la rnatrice des 
probabilites pour que .... 

Si A et B sont les matrices des probabilites pour que c1 respectivement cl3 arrive, 
alors, en cas qu'il s'agisse d'un processus de Markof comme ici, le produit 
matriciel AB est la ma trice des probabilites pour que d'abord C1 et ensuite o?, 

arrive. 
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et l'on a 
(29) II <I>i. II < I 

si t < 1, c'est-a-dire z < ; , ce que nous supposerons. 

Soit enfin Cl la probabilite pour que le systeme, commenc;ant en x, 
fasse un nombre ::::::,,. o de transitions et termine ses sauts clans X sans 
que la catastrophe n'ait lieu, et CJx la probabilite pour que ce meme 
evenement ait lieu, et que d'ailleurs le systeme parte d'un etat de B),• 

Alors, C et Ci, etant les matrices correspondantes, on a evidemment 

(3o) 

pu_isque le systeme ou bien ne part pas, ou bien part d'un des Bl,• 

Dans cc dernier cas le systeme accomplit- une iteration complete du 
type)., suivie ou bien d'un feu rouge, ou bien d'un depart clans un Bµ. 

avec p. "F ).. La ma trice des probabilites du premier de ces evenements 

est wi.( 1 - z ), celle du second est w<~ C:u., puisque les probabi-
µ.;,o1. 

lites c;x sont les memes apres une iteration d'un type ). "F p. qu'au 
commencement. Done 

( 31) Ci,= <I>), ( ( I - z) I+~ Cµ.) = <I>), ( C - C),) = (I+ <I>), )-1 <I>,, C. 
[J,;c ), 

Posons 

(32) 

et 

(33) done R,,= 18 • R, 

Remarquons que 

done, grace a (4), 
(34) 

Alors 

done 

(35) 

II R), 11 ..-c::::: 11 <I>), II< 1 · 

II R II= sup II R,.11 ..-C:::::sup II <l>),11 ..-C::::t < 1, 
I. I, 

IIRll< 1 
I 

Sl Z < -• 
2 
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A cause de (32), (31) s'ecrit C,.=R'l.C, et (3o)devientaumoyen 
de (33) 

(36) C=(1-z)l+RC, 
C 

OU -- =U-R)-1 • 
I - Z 

Nous pouvons develop per : 

done 

IC z = it -~>·····A·Il RA,· 
i==1 

En utilisant (34) et (29), on deduit aisement 

(38) I C z = it ~At,.·••''• Ii cili., 
o A;,·t--),i+t t==.1 

Le coefficient de z" du membre droit est 

n k k 

!ik !i'A,; ... ,'l.k !.11, .. ,,tk ]J (In1, PY•si,t,, """' ~v lv=n. 
1 

En· considerant le coefficient de ]] s1?1 clans cette expression on 
'A,l 

obtient la matrice des probabilites P,nimu pour qu'il y ait pour tout A 
et tout l exactement m,.z iterations du type Al ( longueur l clans B,), 
pourvu que le nombre total de transitions du systeme soit n 

(!. 1,,tlm,,z=n). 

Jusqu'ici les S).l etaient des probabilites indeterminees, introduites 
pour classifier les iterations. En substituant proprement pour les Si.t 

on peut deduire de la matrice collective C toutes les proprietes qu)on 
veut des nombres des iterations plus speciales. Par exemple, si l'on 
n'est interesse qu'aux iterations de types et longueurs speciaux on 
peut poser si,z= 1 pour toutes les iterations qu'on ne considere pas. 
Ce procede est appel~ demarcage complet. En outre, il est possible 
de combiner les nombres des iterations qui ont une propriete 
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speciale. Par exemple, si l'on n'est interesse qu'a la longueur des 
iterations ( done pas au type), on peut poser s,.t= St pour tout A. 
Dans ce cas le coefficient de zn s;" sera la ma trice des probabilites 
pour qu'il y ait pendant n transitions exactement m iterations de la 
longueur l. Ce procede est appele demarcage incomplet. Par demar­
cage complet on perd toute information par rapport aux iterations 
concernantes, par demarcage incomplet on la perd partiellement. 
Dans les paragraphes suivants nous donnerons quelques exemples. 

Remarquons d'abord que demarcage complet des marques de 
toutes les iterations ( c'est-a-djre substitution de s,.t= 1 pour tout), et 
tout l) donne, selon (28), (32), (34) et (36), 

R).=ZlB,P, R=zP, 
( 39) 

I_+ <P),= (I - zlBi.P)-1 , 

__2__ = (I- zP)-1 = ~11z"P11 • 
1-Z ~. , 

5. LE NOMBRE l\IOYEN D'ITERATIONS DE LONGUEUR ET DE TYPE DONNES. -

Considerons des iterations du type Al ( ayant la longueur l clans B,.). 
Supposons que le point mobile part de x e E. Soit mM la variable 
aleatoire qui denote le nombre de fois que le systeme commeh<;ant 
en x accomplit une iteration complete du type Al sans catastrophe 
et termine ses transitions dans X(7). 

L'esperance mathematique de m)J peut etre trouvee par differen­
tiation de C par rapport a sH, suivie d'un demarcage complet de 
toutes les marques. En utilisant les regles de differentiation ( 19), 

(7) N aturellement !!!:),t est dependante de x et X, ce que nous ne denoterons 
pas pour simplifier la notation. Done la probabilite pour que !!!:V soit m est la 
probabilite conditionnelle pour que le systeme, partant de x, accomplisse m 
iterations du type A et de la longueur let termine ses transitions dans X. Elle est 
un composant d'une matrice. Si x et X sont donnes on peut calculer l'esperance 
mathematique de m)J• Celle-ci est aussi un composant d'une matrice mais cela 
n'est pas vrai pour l'ecart quadratique. Celui-ci n'est pas o--additif en X. Des 
symboles soulignes designent des variables aleatoires. 
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(20) et (21), on obtient 

_I_ ac =_!_(I-R)-1=(1-R)-1 aR (I-R)-1, 
I - Z as)J asu as)_/ 

an - aR,, - a I ,I',. (I m. )-1 i - (I ,I',. )-1 aw), (I ,I',. )-1 -a -· -a - -a j 'P), -1- 'PJ. - + 'IJ'), -a + 'P), 
s;.1 S).[ S),l . s;.1 

pendant que 
a<I>). _ ~l(J· p. )I as)J - ~ B;. • 

Done, d'apres (3g ), 

00 111-l n-l-1 
= ~nz" -:£.1Pi(ln,P/Pn-l-i_ 2 ~t pt(In,P)l+1pn-l-1-t 

I o o 

+ "$ 0P'(lo,P)'+'P"-'-Hl· 

Le ter,me entre accolades est l'esperance conditionnelle &1111mH 

de m1.t, le nombre n de transitions etant donne. 

Comme pour chaque n, (P")''fs = 1 il suit que 

l
n-l n-l-1 

(4o) '. 6,,1m1.i)i= ~t P1(181 P)Z-1 lnl. - 2 ~tP1(1n1.P)ll81 

0 0 

+ "I:P1(In1 P)l+1In,1·". 
o E 

ce qui represente le nombre moyen d'iterations du type Al a condi­
tion que le point mobile parte de x et saute n fois. 

Si E est !'ensemble de tous les entiers positifs, si les eventualites 
sont independantes, B1, ne comprend que l'entier ), et Pl81 = Pl,, on 
n'obtient pas de ( 4o) la formule correspondante pour le cas d'inde­
pendance. En effet, nous avons prescrit l'etat initial et cet etat compte 
pour !'iteration initiale, ce qui est impossible dans le cas d'inde­
pendance. C'est pour cela qu'une iteration du type Al qui commence 
a l'etat initial [ i = o clans ( 4o )] donnera des difficultes. 

Journ. de Math., tome XXXVIII. - Fasc. 2, 1959. 
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Cette difficult~ peut etre resolue en introduisant des probabilites 
initiales, c'est-a-dire en supposant que l'etat A sera l'etat initial avec · 
une probabilite p,_ ( 8 

). Alors on obtient de ( 4o) 

&,n1!!!:_l1=(n-l+1)pt- 2 (n - l)p1_+ 1 

+ (n-l- 1)pf:2=Aq;_ l 2.+(n - l- 1) qd, 

avec 

ce qui correspond a une formule bien connue qu'on peut trouver, par 
exerpple, dans [3] (le n° 3i9). 

4. LES ITERATION~ o'UNE LONGUEUR ::::::,,. r DANS UN ENSEMBLE B c E. -
Supposons que la partition de E consiste en deux ensembles B 
et A= E- B. Demarquons completement toutes les iterations de A 
et celles de B qui ont une longueur< r. Demarquons incompletement 
les iterations de B d'une longueur ::::::,,.r. Done posons sA,= 1 pour 
tout l, sBI= 1 pour l < r et sBI= s pour [::::::,,.r. Alors le coefficient 

de s1' z" dans le developpement de _____Q_ donnera la probabilite pour 
1-Z 

qu'il y ait exactement h iterations d'une longueur ::::::,,.r dans B, le 
nombre n de transitions etant donne. On a 

qin= LL z1(1oP)fsBt= zl0 P(I- zI0 P)-1 - (1 - s) zr(lnPY (I - zl0 P)-1 

= ( Z - K) (I - Z)- 1 ; 

si nous posons Z = zl0 P et [{ = ( 1 - s)z,.(10 P/, 

I+ <Po= (I - K) (I - Z)- 1 , 

done 
Rn= ( Z - K) ( I - K)-1 = I - ( I - Z) ( I - K)-1 , 

R = Rn+ RA= Rn+ zIAP, 
1-R= (I- Z) (I -K)-1 -.dAP= (I- Z-zlAP+z l°APK) (I-K)-1 , 

( 
8

) Cette difficulte n'existe pas si pour une iteration clans BJ, on ne compte pas 
le nombre de fois que le systeme part d'un etat de B), mais le nomhre de fois 
qu'il arrive a un etat de BJ,. Pourtant de cette maniere on n'a pas de connection 
avec la theorie d'ahsorption developpe dans [2]. C'est pour cela que nous avons 
choisi notre methode ( voir, pour la connection en question, paragraphe 6 ). 
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C --= (I - R)- 1 = (I - K) ! I - z(P- IAPR) l-1 • 
l-Z . 

= ! { - (1 - s) zr(InPYl !ii ~p (- 1)P (1 -- s)t'.z/11"-f-i n::: 
0 

= !if' (- r)P (1 - s)P!itzPr+t { I - (1 - s) zr(InPYl Y)::}, 

p 

ou nous avons pose 

(r)_ • • i,,, r i--k I p l Yp,t-!i,,, ... ,,P !] P IAP(InP) P P 

( 4 l) p 

( o < p L. i; k =!iv i, et o L. k L. i - p), 

Yn= pt et Y~J= o si p < 0 OU p > i, 

= ±" zn !ih~o s"!ip~h (- 1)/J+h (~) { YJ,','~-,.,, + (InP)" Y/.!.i,n-1-p ), 
0 

ou les sommations par rapport a h et p se terminent, puisque YJ;,-1 = o 
sip>i. 

Soit 

Q(ll)( • 1) def,..., , h ( )P+lt(p) / y(r) + (I P)ry(r) l B r, ti - _,.;;.,/=" t - I Ji l p,11-rp B p,-1,11-rp , 

al ors \ Q~'1 (r; h) i~ est la probabilite pour que le systeme, partan t 
de x, soil arrive dans X apres n transitions, pendant que h iterations 
d'une longueur~,. ont eu lieu dans B. Si r=1, Q~1(1; h) est la 
matrice des probabilites pour qu'il y ait h iterations dans B, le 
nombre n de transitions etant donne. 
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Le nombre moyen d'iterations ~r clans Best !i"h\Q~1 (r; h) ll, 
sin est donne. 

Ce nombre peut etre calcule directement : 

_r [aC] =[a(I-R)-1
] =(I-zP)-i[aRnJ (l-zP)-t 

I - Z as s=l _ as .=1 as s=1 

et 

[
aR ] [ aK ] a: .=1=-(I-Z) (I-K)-'a;(I-K)-1 s=l=(l-zlnP)zr(lnP)". 

Done 

1 [ac] -- - =(l-zP)-1 (I-zlnP)z,.(InP)"(I-zP)- 1 

I -z as. s=I 

= ±nz"f'±.f Pi(InP)"Pn-r-i_ n~

1
Pi(lnP)"+1pn-r-l-il· 

,. . l o o 

Soit mn<,.1 la variable aleatoire qui denote le nombre de fois que le 
systeme accomplit une iteration complete de longueur~ r clans B et 
termine ses transitions clans X, s'il les commence en x. 

Alors notls avons pour l'esperance conditionnelle de m~> si le 
nombre n de transitions est donne 

(43) / &(ni.!!:.'fi1 ll= !ih h/ Q<Ji'1(r; h) ll 

=} itP'(InPY pn-r-i_""i:Pi(lnP)"+1pn-r-1-i):" 

l O O X 

et 

(44) 1 &(nJ~~-i (·1 =} itP'(lnP)"-:Jn_''i'. P'(lnP)"Inl·". 
l O O E 

Si r = 1, on obtient l'esperance conditionnelle du nombre d'itera­
tions clans B, n etant donne 
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a. LE SEJOUR TOTAL DANS UN ENSEMBLE B. - Si l'on ne s'interesse pas 
aux iterations clans B, mais seulement au nombre de fois que le sys­
teme est clans B (° ), on peut poser sBI= st et demarquer les S).z 
pour B,. ;F- B. Alors une iteration de la longueur l clans Best comptee 
l fois, de sorte qu'on obtient le nombre total de fois que le point 
mobile est clans B. 

Done posons sBl=sl et s,11= 1, 

<1>8 = szlcP(I - szicP)-1 , I+ <1>0 = (I - szI0 P)-1 ; 

R 0 =szI0 P, RA=zlAP, d'ou R=z(IAP+sl0 P); 

C ~~ -- = (I - R)-1 = (I - z(IAP + slcP))-1 = nzn(IAP + sicP) 11
• 

I-Z 

Done le coefficient 

(46) 
'I 

ou 
~vfv= k et ~v iv= n -k, 

de :zn: s" est la ma trice des probabilites pour que le systeme accomplis­
sant n transitions soil k fois clans B. 

La duree moyenne du sejour total clans B peut etre calculee 
directement 

ra(I- R)-
1

] = [(I-R)-1 aRc (I- R)-1 ] = (I-zP)- 1 zI0 P(I-zP)-1 

as s=:I as s=:l 

n-1 

Done si !!:.c est la variable aleatoire qui denote le nombre de fois que 
le systeme partant de x, est dans Bet termine ses transitions clans X, 
on a pour pour l'esperance conditionnelle de !!:.c 

e) L'elat OU le point mobile se trouve au moment OU les sauts s'arretent n'est 
pas compte [ voir aussi la note ( •) ]. 
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et 

(48) 

6. LE PREMIER PASSAGE PAR UN SOUS-ENSEMBLE Ac E. - Dans [2] 
(§ 3 et 4), on etudia les proprietes de la matrice collective DA (i 0

) 

dont le composant l DA\~ denote la probabilite pour qu'un point 
mobile, partant de x, vienne apres un nombre fini :::::::,,.ode sauts pour 
la premiere fois en un etat de A, appartenant aussi a X (u ). On 
demontra que la matrice DA ~st idempotente et que, si A 2 C A1, 

(ig) 

Pour obtenir une connection entre celte theorie et la theorie 
developpee dans le paragraphe 2, il n'est pas necessaire de marquer 
les iterations. Done, posons sA1= 1 et sBt= 1 pour tout l. En d'autres 
termes, supposons que la catastrophe ne peut pas avoir lieu. Mainte­
nant on deduit aisement la relation entre la matrice DA et la 
matrice Sn des probabilites d'iterations completes : le point mobile 
part de x. Ou bien il est deja dans A, ou bien il est dans B et doit 
accomplir une iteration complete dans B finissant dans A. 

Done 

ou, com me IBSB= SB, 
(5o) 

En considerant cette formule il est clair que la matrice DA est idem­
. potente (puisque IASB= o et SBIA est nil po Lente). 

Soit ensuite A 2 C A1 , done B1 C B2. 

(
10

) Dans [2] on ecrivit CA et Tau lieu de DA et z. En outre, T pouvait 
dependre de x, ce qui est aussi possible dans nos considerations [ voir Ia note (3) ]. 

( 11 ) Si A est un ensemble « absorbant » on peut interpreter (DA /I comme la 
probabilite pour que le point mobile, parlant de x, soit absorbe dans A f'\X. 
Cette. terminologie a ete utilisee dans [2]. Pour un A arbitraire Jes memes 
formules sont valables si l'on fait usage de nolre interpretation. 

(1 2) Voir la formule (l~. 1) de [2]. 
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Une iteration complete dans B2 , finissant dans A 2 ( ma trice des 
probabilites SB,lA.) peut avoir lieu : 

1° parce que le point cheminant part d'un etat de B 1 et accomplit 
une iteration dans B1 , finissant dans A 2 ( ma trice des probabilites 
IB,SB,IA,= SB,IA,); 

2° parce que le point cheminant part d'un etat de B 1 ,· accomplit 
une iteration dans Bi, finissant dans Ai -A 2 .........:. B2 - B1 , a pres laquelle 
il accomplit une iteration dans B2 , finissant dans A 2 [ matrice des pro­
babilites Iii,SB, (IA, - IA,)SB,IA,= SB)A,SB,IA.]; 

3° parce que le point cheminant part d'un etat de B2 - Bi= A 1 -A 2 

et accomplit une iteration dans· B2 , finissant da_ns A 2 [ matri~e des 
probabilites (IA,-IA,)SB,IA,= 1.4,SB,IA,J. 

Done 

OU 

OU 

la premiere egalite de ( 49 ), que nous avons demon tree de nouveau. 
La deuxieme egalite de (49) est une consequence triviale de (5o). 
Done les resultats des paragraphes 3 et 4 du Memoire [2] sont des 
cas particuliers de notre theorie. 
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