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SUR QUELQUES QUESTIONS DE LA THEORIE
MATHEMATIQUE DU CHOIX PONDERE

D. VAN DANTZIG

Professeur a I’ Unzversité d’ Amsterdam, Stichiing Maihematisch Centrum
Amsterdam

Quelques semaines aprés la fin du Collogue, nous parvnint la nouvelle
du décés de M. Van DANTZIG. Le texte de sa communication nous rappelle,

de facon bien vivante, avec quelle énergie et quel humounr, cet éminent mathé-
maticien aimait défendre ses theses, chevchant a convaincre ses interlocutenurs

tout em comprenant leurs raisons. C’est avec émotion que nous publions ce
texte modifié selom les ammotations d'un exemplaive retrouvé parmi ses

paprers.

ResuME. — Les esquisses d’une théorie de la décision, qui serait mieux nommee
« théorie mathématique du choix pondéré » ou ars ponderandi, se heurtent a
un certain nombre de difficultés : champ des possibles mal délimité, probabi-
lités inconnues, préférences intransitives dans bien des cas. Les utilités sont
le plus souvent mal définies et non archimédiennes ; on ne sait pas les mesurer
ni, souvent, les ordonner méme dans des cas trés simplifiés ; l'utilité d'un gros
risque n’est pas mesurée par son coflt ; le résultat aléatoire d'un jeu n'est pas
équivalent & une espérance mathématique de gain.

Ces difficultés sont mises en évidence par l’analyse de quelques exemples :
le probléme des digues, un probléme de stocks, un duich book, quelques points
de la théorie des coalitions ou l’auteur suggére quelques points qu’il faudrait
introduire dans les modéles pour les rendre plus realistes.

SuMMARY.—The drafts of a theory of decision, which could be better qualified
as the ‘“‘mathematical theory of weighted decision’ or ars ponderandi, come
up against a certain number of difficulties: fields of feasibility ill defined, unknown
probabilities, intransitive preferences in many cases. The utilities are most
often ill defined and un-Archimedean: it is not known how to measure them
or, often, which order they have to follow even in highly simplified cases; the
utility of a serious risk is not measured by its cost; the random result of a game
is not equivalent to a mathematical payoff expectation.

These differences are clearly illustrated when a number of examples are ana-
lysed: the dike problem, an inventories problem, a Dutch book, some points
from the coalition theory in which the author suggests a few items to be included
in the models in order to make them more realistic.
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I. INTRODUCTION

mathématique élaborée des décisions est pro-
rancaise. C'était en 1785 que M. J.-A.-N. CARITAT de
1t son « Essai sur I’ application de l'analyse a la proba-

CONDOR RC F T p ubh
bilité des décisions rendues a la pluralité des voix ». Une partie de la
héorte fut reproduite en 1812 par LAPLACE, qul de coutume, oubliait
mentionner son Précn seur, et en particulier en 1837 par Poisson

e — ol ;e ne regrette pas — devoir dire que la France
upérieurs, car la théorie de CONDORCET est a peu
ent fausse E e repose sur la supposition que les membres
ar mal, par emmpie ont une probabilité constante de donner un
1gement vi a erroné indépendant de la nature du cas special en
sidération, et par ailleurs que ces jugements sont indépendants 1'un
D autre part, c’est bien comprehensible, CONDORCET
devai liser ces suppositions implicites, afin de pouvon' se baser sur
la -@stnbutmn dite binomiale ou bernoullienne, car c’était a peu pres
la seule qm %tait connue a ce temps-la. De méme, 1l est tres possible que
nos descendants considéreront nos théories modemes comme comple—
ement fausses, et nous reprocheront d’avoir voulu appliquer des theories
mathéma tiq préexxstantes aux problémes pour lesquels elles €talent
rop crt *mﬁnt &m}p}l fide

ft que pius d’un siécle plus tard que la premiére théorie
aléatoires dépendants (« enchainés ») fut developpee
pa MARKOF et ce n'est qu’assez récemment qu'une telle théorie géne-
ralisee, connue comme la théone des processus stochastiques, s’est répan-
lue dans .’E@ monde pénétrant dans presque tous les domaines de la
nathematique, méme de la science, méme de l'organisation sociale et
ique, mé€me, oul, de la vie.
Le suget Sur lequel les organisateurs du colloque me demandaient
: ﬂer icl était « la mathématique de la décision ». Il est évidemment
,.ﬂ. > de donner dans le temps reserve pour cette conférence une
zd iom.ame éten.du nt de mentionner les innombrables publi-
parues recemment, dont presque chacune serait digne d’étre
discu pius ou mms amplement Puisque, d’ailleurs, je ne peux dedier
4 ce domaine quune partie tres restreinte du temps ordinairement a
ma disposition et ne peux que m’en occuper par ci et par 1a, je dois me
rﬁstremdm é& quelues aspects assez speciaux dont j’ai pu prendre con-
5ance un peu plus intimement, soit par quelques-uns de mes travaux
rsannels soit par ceux de quelques -uns de mes anciens eléves.
- Or, puisque cette théorie, ou plutét cet ensemble de théories, de
éme que Eeur application se trouve aujourd’hui dans une phase de
opement bien turbulente, et puisque les initiateurs de ce colloque
désarai@nt qu ‘aussi une attitude de critique soit représentée, il me semble
utile de dire aussi par-ci par—lé. quelques mots sur leurs bases loglques

et parfois sur leur manque de base logique. Toutefois cela peut entrainer
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une déception pour quelques lecteurs, & savoir que cette conférence
sera. trop « verbale », qu’elle contiendra trop de philosophie et trop peu
de mathéeématique.

Les théories modernes des décisions proviennent de I’article « Zur
Theorie der Gesellschaftsspiele » de J. von NEUMANN de 1928, quoiqu’on
doit ajouter qu'un peu avant lui, dans quelques notes, restées presqu’in-
connues jusqu'a ce que M. FRECHET y attire récemment l’attention,
M. Emile BOREL avait publié des idées s’approchant d’assez prés de la
theorie de Von NEUMANN. Il est superflu de mentionner le fameux livre
de Von NEUMANN et MORGENSTERN, quoique selon M. GIBRAT le nombre
des personnes qui en parlent est bien plus grand que de celles qui ’ont
lu. Il n’est pas plus nécessaire de mentionner le livre de A. WALD sur
la « Statistical Decision Functions », ni les livres publiés par Tjalling
KooOPMANS et ses collaborateurs, et bien d’autres travaux.

Le nom « théorie de la décision » n’est peut-étre pas trés bien choisi.
Pour prendre une décision on n’a pas besoin d’aucune théorie : chacun
peut prendre une décision, soit-elle fatale ou non ! La difficulté ne consiste
pas a prendre une décision, mais A soupeser bien les différentes mesures
quon pourrait prendre, et a faire une étude comparative quoique non
necessairement quantitative de leurs avantages et désavantages. Un
nom qui exprimerait mieux la nature de cette science serait donc « théorie
mathematique du choix pondéré », ou aussi « Ars ponderandi ».

Le principe de la théorie est comme suit. Supposons qu’une personne
(peut-étre un individu représentant un état, une entreprise ou une autre
communaute) a le choix parmi plusieurs lignes d’action afin d’atteindre
un but determiné. Au lieu de « lignes d’action » on dit le plus souvent
« stratégies ». Supposons connus : 1° ’ensemble de toutes les stratégies
realisables qui peuvent servir 4 ce but ; 2° la probabilité d’atteindre le
but lorsqu'une quelconque de ces stratégies sera suivie ; 3° I’avantage
quantitatif d’atteindre le but ; 4° le coflit de suivre une quelconque de
ces stratégies.

Les données 2° et 3° déterminent l’espérance mathématique de
'avantage liée & une stratégie. En prenant la différence avec le coit
on obtient la balance espérée de l'avantage. On choisit alors parmi
toutes les stratégies réalisables celle-ci (ou, lorsqu’il y en a plusieurs, une
telle) pour laquelle cette balance est aussi grande que possible (« maxi-
male »). Remarquons que cela exige que '« avantage » et le « cofit » se
laissent exprimer au moyen d’une méme échelle, et que celle-ci soit addi-
tive, c’est-a-dire qu’ils suivent un axiome archimedien. Plus généralement
on peut considérer au lieu d’un but déterminé un ensemble de situations
qui peuvent résulter d’une ligne d’action. D’ailleurs on peut remplacer
les donneées 29, 39 et 4° par une seule : soit connue pour une ligne d’action
quelconque un nombre déterminé, qui représente 1’espérance de la balance
des avantages et des désavantages qu’on obtiendrait lorsqu’on suivrait
cette ligne. Cette espérance est donc une fonction déterminée sur 1'en-
semble de toutes les stratégies, et on choisit celle-ci (ou une telle) pour
laquelle cette fonction est maximale.
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Du point de vue de la mathématique le probleme est bien simple :
il s’agit de déterminer le maximum d’une fonction donnee sur un ensembie
donné.

II. LE PROBLEME DES DIGUES

Mentionnons un exemple, dont j’al eu l'occasion de parler aupa-
ravant {7), (8), (z0). Il s’agit du probleme des digues. Considérons une
partie des Pays-Bas protégée contre la mer par une digue. Cette protec-
tion n’est jamais parfaite. Quelque haute qu'on béatit la digue — et sup-
posons pour raisons de simplicité que ce n’est que la hauteur d'une digue
qui compte — il reste toujours la possibilité qu’elle sera insuffisante et
que le pays sera inondé. Plus haut on construit la digue, plus chere elle
est, et moins probable l'inondation, donc moins haute devient l'espé-
rance du dommage. En effet, on prendra la somme pour toutes les années
futures des produits de la probabilité qu'une 1nondation parvienne
dans cette année par la valeur actuelle de la perte qu’elle causera, Avec
quelques restrictions on peut admettre que tout cela est connu en fonc-
tion de la seule variable A déterminer, a savoir 'augmentation X de la
hauteur de la digue.

Dans la figure ¥, R représente la valeur actuelle de la perte totale
en fonction de X, et I le cofit de rehaussement. La « balance » est donnée

par K, ici l§ somme (au lieu de la différence) de R et I. Elle atteint son
minimum K pour X = X au point A.

Or, en réalité la situation est beaucoup plus compliquée, puisque la
fonctgf)n R depend de plusieurs parameétres que ’on ne connait qu’'assez
grossierement. D’abord la probabilité d’excédance d’un niveau quelconque
n'est pas constante au cours du temps. On sait qu’elle croit 4 cause de
la montée séculaire du niveau de la mer due a la gelee des massifs de
glace polaire et de la baisse du sol dans les Pays-Bas. Mais on ne connait
pas la valeur numérique de cette croissance. Il existe des théories géolo-
giques qui servent a expliquer et & maitriser quantitativement ces deux
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phénpménes, mais ces théories-lA ne sont pas incontestables. Que doit
on faire dan's un cas comme celui-ci? Attribuer d’apres BAYES et LAPLACE
desﬁ probab111té§ _a la verite de plusieurs théories qui se contredisent?
Mais ces prgbabﬂltés ne peuvent qu’étre choisies tout a fait arbitrairement.
Ce quil faut faire — ou tacher de faire — dans un cas comme celui-ci,
ce n’'est pas choisir arbitrairement une distribution de probabilités, mais
changer la « stratégie » tellement que le résultat devient (autant que
p0351'b1’e)’ indépendant de ces paramétres inconnus. Dans I'exemple
considére on applique ce principe en ne tenant compte que de la proba-
bilité d’excédance qu’'on a aujourd’hui et en adaptant les régénérations
futures des digues aux niveaux relatifs qu’on constatera a ces temps-1a
Or, de cette maniere on ne peut pas disposer de tous les parameétres
insuffisamment connus. Il reste encore un degré d’incertitude considé-
rable. En utilisant les valeurs les plus favorables de ces paramétres qui
nous paraissent realistes, on obtient une courbe « optimiste » O pour K,
tandis que l'ensemble des valeurs les plus défavorables donne une courbe
« pessimiste » P. Evidemment il y a tout un continu de courbes inter-
mediaires (fig. 2). De nouveau la question se pose : que faire ? Une fois
de plus la méthode la plus séduisante pour le mathé-
P maticien c’est d’attribuer des probabilités déterminées
(ou des « poids») a tous les cas possibles. (ou aussi
V choisir un « index d’optimisme » selon L. Hurwicz),
et de faire comme si le minimum de ’espérance
mathématique ainsi obtenu est I'optimum vrai. Or,
on peut d’apres Von NEUMANN prendre le minimax, c’est-a-dire le
minimum de la courbe la plus « pessimiste ». C’est en tout cas I’attitude
la plus prudente, quoique nous ne puissions prétendre que « la nature »
s’efforce autant que possible de ruiner notre pays.
Quoiqu’on sait qu’en général il y a bien d’objections contre la méthode
minimax, le cas présent montre un aspect en sa faveur. C’est que les
courbes K = f (X) montent beaucoup

plus rapidement vers la gauche que
vers la droite du minimum. Donc en

sous-estimant 1’abscisse X du minimum,

le «regret» f (X) — f (X) est beau-
coup plus grand qu’en la sur-estimant
d’une méme quantiteé :

(X —a)—f(X)» (X +a)—f(X)".

Pour cette raison une sous-estimation non-négligeable est beaucoup
plus désavantageuse qu’une sur-estimation peut-étre bien plus grande.

0

1. On peut considérer le « regret » comme la partie de la perte totale
qu'on doit attribuer & notre ignorance partielle concernant les valeurs des
parametres.



— 134 —

Mais ce n’est point du tout le cas dans toutes les applications, ou I’allure
des courbes peut étre bien différente de celle de la figure T. Puisqu’une
grande précision n’a aucune raison d '€tre, parce que notre modéle mathe-
matique montre une simplification assez forte de la reéalité on conclura
seulement du principe d’optimation ? qu’il est désirable de ne rester
beaucoup au-dessous de l’abscisse qui rend minimum la courbe « Desst-
miste ». Toute conclusion trés précise serait tout a fait illusoire.

Je passerai sur plusieurs autres difficultés et objections qu’on
pourrait faire et des généralisations possibles de ce probleme.

En 1954 J. MILNOR a comparé quatre procedes de decisions @ Ceux
de LAPLACE (équiprobabilité), de (Von NEUMANN) WALD (minimax),
de Hurwicz (index d’optimisme) et de SAVAGE (minimax regret), et
il a dressé un systéme d’axiomes trés intéressant auquel il veut soumettre
toutes les décisions. Je voudrais y ajouter les trois conditions — de
nécessité assez vagues — mentionnées ci-dessus : éviter une précision des
conclusions non justifiée A cause de 1'imprécision des données ; rendre la
conclusion autant que possible indépendante de petites variations dans
les données, et se contenter d’une solution « suffisamment bonne » mais
sub-optimale, au lieu de chercher « la » solution optimale fictive.

I1II. LE PROBLEME DES STOCKS

Depuis les travaux, déja classiques, de P. MASSE (1946), de ARROW,
HARRIS et MARSCHAK (1951) et de DVORETZKY, KIEFER et WOLFOWITZ
(1952) le probléme de stockage a obtenu beaucoup d’attention.

Qu’il me soit permis de me restreindre a un seul aspect, que je Crois
étre plus ou moins neuf, et qui, pour ainsi dire, est encore « sous construc-
tion ». Il s’agit d’une recherche, pas encore publi¢e, de M. G. de LEVE,
un de mes anciens éléves, laquelle semble permettre de traiter une classe
assez étendue de problémes de stockage. On suppose que les ventes de
plusieurs marchandises peuvent étre décrites au moyen de fonctions
aléatoires stationnaires, et que les temps d’attente entre les instants ou
une commande est faite et ou elle est délivrée aussi sont aléatoires. Alors
la situation entiére se laisse décrire par un processus de MARKOF station-
naire dans un ensemble déterminé (par exemple un espace R a une infinite
de dimensions, tel que toutes les coordonnées sauf un nombre fin1 —
aléatoire — sont zéro). On choisit une stratégie qui consiste en un sous-

2. En francais la plupart des verbes dérivés d’un adjectif (presque toujours
du positif) sont formés au moyen d’un préfixe, p. e.a-grand-ir, em-bell-ir, a-mélior-
er, ra-fraich-ir, etc. Quelques-uns sont formés au moyen de fier (latin : ficere),
comme magnifier, vérifier, intensifier, ou de -iser égal-iser, normal-iser, etc.).
Des formes comme minimaliser, qu’on rencontre parfois semblent difficiles a
justifier. Le « Petit Larousse » mentionne « maximer » et « minimiser ». Je
propose d’utiliser systématiquement pour «rendre maximum » etc. Maximer,
minimer, optimer (analogue avec libér-er, doubl-er, quadrupl-er, etc.) ensemble
avec maximation, minimalion, oplimation.
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ensemble A de R, utilisé comme « région d’action », et une régle d’aprés
laquelle on transfere le systéme aléatoire dés qu’il entre dans A a un
point appartenant au complément de A. Alors on peut démontrer sous
quelques conditions non trop restrictives que la suite des points successifs

ou le systeme aléatoire entre dans la région d’action est une réalisation
d’une chaine de MARKOF stationnaire dans A. On suppose connues les

probabilités de transition dans R, de méme que le cofit accompagnant
une réalisation quelconque du processus et aussi le cofit d’une utilisation
de la strategie (partant d’'un point quelconque de A). On choisit une
« régle de terminaison » (« stopping rule »), par exemple en convenant que
Je processus sera. termine des que le stock se réduira a zéro. Alors on peut
approximer le processus de MARKOF dans A par une suite de processus P_
qu'on obtient en convenant que le systéme ne sera rejeté en dehors de
A que #» fois ou plus et qui d’ailleurs sont assujettis 4 la régle de terminai-
son choisie. On peut attribuer l'espérance mathématique de la perte
totale pendant un intervalle de temps donné aux points successifs
(aléatoires) ou le processus entre dans A. L’espérance de la perte attribuée
a la n-1eme action est alors la difféerence des espérances de deux processus
Pn-, et Pn. De méme on peut subdiviser le temps enj périodes lesquelles
aussi sont attribuées aux points de AS3.

Soit ¢ le quotient de I'esperance de la perte attribuée et 'espérance
de la longueur attribuée a la période de temps. Les espérances se rap-
portent a la distribution absolument stationnaire du processus de MARKOF
stationnaire dans la « région d’action ». Sous des conditions non trop
restrictives, mais par exemple, entrainant l’ergodicité, on peut montrer
que la stratégie est optimum, pour laquelle ¢ est minimum. En tout cas
on peut juger si une stratégie déterminée est préferable a une autre ou
non. Enfin, sous des conditions convenables plus restrictives on peut

s’attendre 4 ce que la stratégie S optimale se laisse déterminer comme la

limite pour n —» oo d’une suite de stratégies Sp, quine sont optimales
p o Vg . . . 2

que sous la condition supplémentaire que le systeme ne sera rejete en
dehors de A que 7 fois au plus et que les dernieéres » — 1 decisions ont

été prises a cause de la strategie Sp-;.

Tout en admettant que plusieurs questions concernant cette methode
n’ont pas encore obtenu de réponse, on peut s’attendre a ce que cette
idée de M. de LEVE se montrera bien fertile, et qu’elle admettra des
généralisations pour la perturbation stratégique des processus de MARKOF
assez généraux, accompagnés de pertes continuelles.

IV. CRITIQUE DE QUELQUES PRINCIPES DE LA THEORIE

Dans les parties suivantes de cette conférence je veux discuter
briévement les principes généraux de la « théorie de la décision ». 11 va

3. Au lieu du temps on peut choisir une fonction croissant indéfiniment
avec le temps, laquelle est indépendante de la stratégie a suivre.
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sans dire qu'une discussion exhaustive exigerait un livre comme 1’essai
excellent de Luce et RAIFFA (1957).

L’applicabilité de la théorie de la décision doit elle-méme é&tre consi-
dérée comme un probléme de décision. Et il semble bien que jusqu’ici —
mais cela peut tres bien changer lorsque la recherche opérationnelle sera
trop commercialisée — elle se justifie puisque le colit d’une telle recherche
est tres souvent insignifiant en comparaison avec le gain qu’elle entraine.
D’ailleurs, du point de vue de la science, on ne peut pas nier qu’elle a
beaucoup contribué a I’éclaircissement des idées sur le comportement de
I’homme envers le choix entre plusieurs lignes d’action dont l’issue est
incertaine,

D’autre part, cette élucidation a laquelle le génie de Von NEUMANN,
WALD et bien d’autres a tellement contribué, est encore loin d'étre
parfaite. Au contraire, les objections qu’on peut et qu’on doit faire contre
les principes méme de cette théorie sont trés nombreuses. Je n’en mention-
neral que quelques-unes, dont plusieurs ont été discutées déja par d’autres
auteurs.

Plus d'une fois d€ja j’ai eu l'opportunité de m’opposer contre I’emploi
dans la statistique des soi-disant probabilités subjectives (ou, d’aprés
SAVAGE, personnelles), donc des probabilités qui ne s’appuient pas sur
des donnees observables, mais seulement sur le jugement personnel d’une
situation par un individu. Je n’y reviendrai pas ici. J'y veux seulement
ajouter que l'etude objective — ou plutédt aussi objective que possible —
des probabilites subjectives a sans doute une grande importance. Des
recherches tres intéressantes de cette nature ont été faites p.e. par Mos-
TELLER et NOGEE (1951), C.-H. CooMBs and D. BEARDSLEE (1954),
S. VAIL (1954), KALIsCH, MILNOR, NASH et DARLING (1954), D. DAVID-
SON et P. SUPPES (1957) et bien d’autres.

Au lieu de soumettre les probabilités subjectives 4 un systéme d’axio-
mes on pourrait méme se demander comment elles dépendent du méta-
bolisme, de I'équilibre hormonal, de la traumatique psychologique et
du complexe d’Oedipe d’une personne. Sans doute, une question d'impor-
tance pour la theorie des décisions est de se décider si I’on prendra une
decision avant ou apres le diner, et laquelle quantité de vin qu’on boira
sera optimale. Mais on ne peut guére maintenir que « I’art de pondérer »
se réduit a des questions comme celle-ci.

La plupart des nombreuses axiomatiques qu’on posséde aujourd’hui
exigent l'ordre complet, soit des probabilités, soit des utilités, soit des
activités possibles. Or, en demandant cela on oublie qu'un homme — &
part méme le changement de ses désirs au cours du temps — n’est pas
une unité indivisible. Méme sans faire des expériences psychologiques
on peut savoir que les préférences d’'un seul individu méme 3 un seul
instant peuvent montrer des contradictions semblables & celles qu’on
connait depuis CONDORCET dans les préférences d’un groupe. Supposons
quun mathématicien a le choix entre trois postes. Du point de wvue
scientifique 'ordre de préférence peut étre A > B > C, tandis que pour
son epouse elle serait C > A > Bet pourses enfants B> C> A. Puisque
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I’'individu s’identifie plus ou moins avec sa science, avec sa femme et
avec ses enfants, ses préférences individuelles en tant que savant, en
tant que mari et en tant que pere de famille se contredisent de la méme
manieére. Exiger que ses préférences personnelles soient cohérentes
équivaut a exiger que celles d'un groupe le soient. Donc condamner une
telle inconsistance comme « irrationnelle » c’est s’¢loigner complétement
de la réalite de la wvie. D’ailleurs on peut rencontrer ici les instabilités
connues de la theorie des coalitions. Supposons que le collégue le plus
important avec lequel 1l espére collaborer a A meurt soudainement. Alors
il peut tres bien arriver qu’il n’ira pas a B, mais qu’il choisira la solution
la plus agreable pour sa femme. Cecl peut arriver p. e. lorsque 1'ordre de
préférences A > B > C existera ensemble avec l'ordre de préférences
Sciences > Femme > Enfants. En effet, ce qu’il fera dans la plupart
des cas, ce n’est pas ordonner ce dernier ensemble S, F, E, ni résoudre
son probleme au moyen d’une stratégie dite mixte, mais chercher une
solution en dehors du schéma donné. Par exemple il cherchera des moyens
afin que, tout en acceptant A, 1l peut rendre la vie a A tellement plus
agréable pour sa femme et ameliorer tellement 1’éducation & A pour ses
enfants que leurs ordres de préférences se changent.

Quant a la notion d’utilite ou, d’aprés A. PARETO, 1'ophélimité,
un mot ayant l'avantage d’éviter les associations avec ’emploi du mot
« utile » dans le langage quotidien, plusieurs auteurs veulent la rapprocher
a. celle de la « valeur morale » de Daniel BERNOULLI, laquelle dépend de
la fortune*qu’on possede. Soit U (a/A) 'utilité d’obtenir une somme d’ar-
gent a (positive ou négative), lorsqu’on possede A. Alors ou bien les utilités
d’obtenir successivement plusieurs sommes &,, d4,,... @y ne seraient pas
additives ¢ ou bien il existe une fonction # (A), telle que :

(4.1) U(a/A) = u(A + a) — u(A),

c’est-a-dire elle ne dépend que de I'utilité du capital total que 1’on possede.
Supposons #(a) non linéaire, et supposons qu’on joue une série de jeux
de hasard identiques ou l’on peut toujours gagner une somme d’'argent

a ou zéro. Lorsqu’on a gagné m® jeux d’entre %, I'utilité sera devenue :
(4-2) un (A) = w(A + ma),

donc un nombre aléatoire puisque m est un tel. Evidemment la suppo-
sition qu’'un jeu sera a somme nulle ne peut se maintenir que pour un
seul jeu. Car lorsque les deux joueurs possédaient au commencement les
sommes A et B ayant les utilités #(A) et vy(B) et qu'on a

(4-3) WA + @) — uA) = y(B) — v(B — a)

4. Ce n’est pas irréaliste, sans doute, mais en admettant cela la réduction
de Von Neumann d’un jeu a sa forme normale ne serait plus possible.

5. Les aléatoires sont désignées par des lettres surlignees, les wvaleurs
qu’elles prennent dans une réalisation par les mémes lettres non-surlignees.
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cette relation peut servir a déterminer a, et elle n’entraine nullement que
(4-4) w(A + ma) + v(B — ma) = u(A) + o(B)

En général deux personnes ne pourraient jouer un jeu a somme z€ro
que pour une mise bien (quoique peut-étre non uniquement) déterminée.
Par exemple pour # (x) = v (x) = log x (x> O) (4.3) entrainerait ¢ =0
ou a = B — A, c’est-a-dire lorsque la supposition de Daniel BERNOULLI
est valable, le seul jeu & somme zéro (des utilités) entre deux personnes
serait un pari pour I’échange de leurs fortunes contre le status quo. Pour
#(x) = alogx +c¢,v(x) = Blogx 4+ ¢ « > O, g > 0O, on obtient
aussi & part de a = O une seule autre valeur de a entre —A et B.

A cbté des difficultés souvent discutées de I'impossibilité de transférer
des utilités, il y en a donc des pareilles lorsqu’on veut 7épéfer souvent un
méme jeu, tout en interprétant les enjeux comme des utilités.

Plusieurs auteurs croient devoir attribuer une utilité déterminée
(positive ou négative) au risque lui-méme, en comparaison avec la secu-
rité, ou aussi — comme le fait p.e. C.-H. CooMBs — d’admettre une prefé-
rence pour une forme spéciale d’une répartition des probabilités.

En considérant le fait qu’on veut souvent payer des sommes posi-
tives simultanement pour obtenir 1° un billet de loterie et 2° une assu-
rance contre des pertes monétaires, 1l me semble qu’on devrait plutét
admettre des utilités qui ne satisfont pas & 'axiome d’Archimeéde. Afin
de comprendre le phénomene susdit on doit considérer : 1° que les dépen-
ses quotidiennes — et souvent aussi les revenus — sont soumises a de
petites fluctuations et qu'une dépense spéciale pour un but déterminé,
qui ne dépasse pas — ou pas beaucoup — la dispersion, est souvent accep-
table puisqu’elle peut étre considérée comme une telle fluctuation, ou
compensee par une petite économie dans les fluctuations ; 2° qu’en consi-
dérant la vie en premiére approximation comme un processus de MARKOF,
1l existe des sous-ensembles de 1I’ensemble de toutes les situations possibles
qu sont — toujours approximativement — stochastiquement fermés,
de méme qu'on a la perspective de rester pendant sa vie dans un tel
sous-ensemble fermeé (un «niveau de vie » déterminé) ; 3° en achetant
un billet de loterie comprenant un grand prix, on achéte en réalité une
probabilité perceptiblement positive de sortir de son sous-ensemble
(presque!) fermé et d’entrer dans un autre énormément plus apprécié;
4° en achetant une assurance on achéte en réalité un moyen d’éviter
d’étre rejete, contre sa volonté, en dehors de son sous-ensemble (presque!)
fezglné stochastiquement vers un autre qui est énormément moins dési-
rable.

Dans les deux cas on paie une somme de ’ordre de grandeur des
fluctuations quotidiennes en obtenant ou bien une probabilité sensible-
ment positive — c’est-a-dire étant considérée comme quelque chose qui
arrive parfois, quoiqu’exceptionnellement, dans le cours ordinaire de la
vie, et non comme un miracle — d’un gain énorme (entrée dans un niveau
de vie beaucoup plus élevé), ou bien la prévention certaine d’une perte
énorme aléatoire (rechute 4 un niveau de vie beaucoup plus bas), ayant
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une probabilité sensiblement positive. Dans les deux cas on ne se soucie
point de I'espérance mathématique du gain ou de la perte évitée (le
plus souvent on ne connait pas du tout leurs probabilités), mais seule-
ment de leurs grandeurs absolues, et du prix selon le cours du marché
que l'on doit payer, en comparaison avec les fluctuations quotidiennes.
Cette consideration est confirmée par exemple par le fait qu’on n’acheé-
tera pas, disons, une assurance contre une perte monétaire : 1° lorsqu’on
est trop pauvre pour payer la prime sans deéséquilibrer son budget,
20 lorsqu’on est si riche qu’on pourra subir une telle perte éventuelle
sans difficulté trop grande.

Il est clair que dans un modeéle mathématique de ces différences
tres grandes on les traitera comme infinies, c’est-a-dire qu’on omettra
I’axiome archimédien.

V. UN « DUTCH BOOK »

Dans un livret assez récent les auteurs (DAvipsoN and SUPPES)
disent que jouer sans tacher de maximer l'espérance mathématique de
I'utilite est un « Dutch book », une expression qui ne m’est pas connue.
Etant donné que l'anglais emploie le mot « Dutch » de préférence pour
designer la stupidité, 'avarice, l'ivresse ou d’autres traits de caractére
semblables, je me suis demandé si ce mot désigne ici la stupidité.

Donnons un exemple. Considérons un jeu ou le joueur ou bien gagne

2 avec une probabilité ¢ = 1 — 4, ou bien perd% avec une probabilité 4,

les gains et les pertes étant exprimés comme différences d’utilités apreés
et avant le jeu. (Or, nous pouvons les identifier ici avec les enjeux moné-

taires). Donc le gain aléatoire G est donné par :
g 2 avec probabilite ¢

(5-17) G = 2 -g avec probabilité 4
I'espérance p = p (p) du gain est alors ¢ = ¢. Supposons que le joueur

peut déterminer librement la probabilité p, pourvu qu’il dépose aupa-
ravant la somme a payer s’il perd. Lorsqu’il suit la méthode mentionnée,
I' etant sa fortune, il doit donc maximer ¢ sous la seule restriction

(5.2) 1 < F,

e n qs . . I
c’est-a-dire choisir £ = F ou p = —. Remarquons que les

b F - 1

regles du jeu empéchent que la probabilité p de perte soit zéro. Or, cela
signifie qu’il doit mettre en jeu toute sa fortune (naturellement finie) :
s'll perd, il est ruiné. Cet « optimum » est unique.

Supposons qu’il joue ce jeu un grand nombre de fois. Alors sa for-

tune Iy apres # jeux devient aléatoire, & savoir dépendante des gains
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et pertes antérieurs. De méme les probabiliteés pn.,; (% > O) devienme
aléatoires. Supposons la fortune initiale F, donnée. La probabilité de
gagner dés le commencement % fois en succession est alors

_ F M

5. 3) | q —_ “}T‘ e e e oo T ( I — — .,_...._.._................_....._..,..)_
( . k fI! kaI—}—I U F, + 2k — 1
Or, cette probabilite tend a zéro pour # —»co. Donc la ruine du joueur
aprés un nombre fini de jeux est certaine. Dés qu’il est ruine, disons
“n =0, on aura ¢n,, = O, donc Fn.; = O. Donc il n’a aucune possi-
bilité de se récupérer. Il n’est point du tout nécessaire de supposer qu'il
joue une série de ces jeux ; on peut tres bien admettre qu’il ne joue que
de temps en temps, disons, le samedi soir, parfois, et qu’entretemps il
a d’autres revenus. Ce n’est que si ces autres revenus entre deux jeux
consécutifs croissent plus rapidement que #'*€ avec ¢ > O que la
probabilité de ruine ultérieure reste << I.

Supposons maintenant qu’il ne tAche pas de maximer le gain espere.
I1 peut alors disposer librement des sy, toujours sous la condition gn <
puFn ... Par exemple il peut choisir pour chaque # ¢n = O. Dans ce
cas-ci il ne perd rien, mais d’autre part il ne gagne rien. Il peut aussi choisir
par exemple.

(5-4) 8 _ 22 F
Pn
Ici les g, ne sont pas aléatoires. Alors, dans » jeux la plus grande perte
e
possible est X e F,. Donc il ne sera jamazs ruiné, tandis qu’il
1 Pk

gagnera dans le cas le plus favorable 2%, et que ’espérance de son gain
sera

-X 2~ E T
(5-5) = o ;:‘3 i

donc bomée, environ 2F, pour un F_ petit, mais en tout cas positif.
Evidemment il peut varier sa stratégie de beaucoup de manieres sans
risquer sa ruine, et en tenant toujours une bonne chance de gain. Mais
ticher de maxwmner le gain probable serait la chose la plus stupide qu’il
pourrait faire.

Cet exemple ne sert n1 a désapprouver des recherches intéressantes
de DavipsoN et Suppes, ni a rejeter la méthode de maximation de
I’espérance du gain en général.

- Drailleurs 'exemple a été choisi un peu « extrémiste » pour élucider
I'idee. Méme sile cas de perte n’entraine pasla ruine totale mais seulement
un deétriment tres serieux, il ne serait point du tout sage, non seulement
de tacher de maximer I'esperance du gain, mais aussi de I'approcher trop
du maximum. Une augmentation modérée de Yespérance du gain ne
vaut souvent pas que l'on risque un perte peu probable mais désastreuse.
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Dans les cas comme celui-ci 1l n’existe pas de méthode de décision
généralement applicable. Le principe minimax ne tient compte que des
pertes désastreuses ; le principe de maximer la moyenne n’en tient compte

qu’insuffisamment.

VI. LA THEORIE DES COALITIONS

En vertu de la théorie grandiose des coalitions de voN NEUMANN
et MORGENSTERN on a remarqué qu’aujourd’hui la grande politique est
beaucoup trop difficile pour les politiciens.

Est-ce qu’elle ne l'est pas pour les mathématiciens ?

On sait maintenant que, nonobstant ses grands mérites cette theo-
rie a plusieurs défauts, et 1l y a déja quelques travaux, quoique pas
encore tres nombreux, qui servent a ’ameéliorer.

ILa faiblesse principale de la théorie est qu’elle embrasse trop.
D’abord, en 1928, vON NEUMANN n’a voulu donner qu’une théorie des
jeux de société, quoiqu’il était conscient déja de la possibilité d’appli-
cations d’'une teneur beaucoup plus ample. Mais depuis on a voulu
appliquer la théorie telle quelle, et sans altérations profondes, aux
situations économiques, sociologiques, militaires et politiques, et des
lors la théorie est trop simplifiée pour pouvoir représenter les phéno-
menes réels. Mentionnons quelques-unes des déviations principales.

I. Dans son article original voN NEUMANN n’a utilis¢é que les gains
momnétaires. Depuis la. notion économique mal définie au possible,
«'utilité » a été introduite dans la théorie des jeux et des coalitions. Ce
n’est qu’au moyen d’expériences compliquées que les psychologues ont
pu tAcher de déterminer approximativement les « utilités » qu’un petit
nombre de personnes attachent a quelques réesultats de jeux extrémement
ssmples. Dés qu'on veut considérer des situations plusréalistes personne
ne sait s’il est possible d’attribuer des utilités consistantes aux issues
des actions, et si oui, quelles sont leurs valeurs numeriques. Il serait
donc bien utile de se débarrasser dés que possible de cette transplantation

monstrueuse.

2. VON NEUMANN a choisi le principe de maximer l’espérance du gain.
C’est un principe bien naturel et seulement si @) l’espérance est basee
sur une répartition de probabilités qui représente un caractere reel du
jeu, par exemple I'invariance de la méthode de jouer par rapport a un
groupe transitif de permutations (comme dans le cas des dés sans biais,
des loteries bien controlées, etc.) ; b) le joueur joue un grand nombre de
jeux indépendants, mais non nécessairement identiques ou meme sem-
blables, de facon que la loi forte des grands nombres se laisse appliquer ;
ceci implique une condition de négligeabilité asymptotique stochastique
des jeux partiels, donc cela exclue les jeux isolés impliquant une pro-
babilité positive d’une perte désastreuse, tandis que les probabilites
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trés petites deviennent automatiquement negligeables ; ¢) le joueur se
garde contre les possibilités de déviations considerables dans un petit
nombre de jeux entre la valeur réelle et l'espérance mathématique,
comme on le fait dans la pratique actuarielle en formant une réserve
spéciale. Car en réalité le joueur n’a aucun intérét réel a I’ espérance mathe-
matique du gain, mais seulement a l'issue reelle, donc stochastique, et
ce n’est que la loi forte des grands nombres qui justifie le remplacement
de la derniére par la premiere. (Dans les applications €économiques cela
revient 4 ce qu’on répartit ses placements sur beaucoup d’objets a
peu preés indépendants, au lieu de jouer son va-tout). (Cf. 'exemple du
§5). Remarquons que méme dans le probleme des digues I'emplo1 de
’espérance de la perte n’est pas facile a defendre.

3. Lorsqu’on va au-dela des jeux de société on rencontre beaucoup de
cas ol la considération d’une seule valeur, par exemple monétaire, ne
suffit plus. C’est déja le cas dans les applications a la statistique. D’autant
plus dans la théorie des coalitions, ou le désir du « pouvoir », de l'estime
et la reconnaissance des autres, «le panache », jouent un réle, parfois
exorbitant. Ici on rencontre les mémes difficultés que par rapport a
I'utilité : il n’y a pas de moyen de mesurer ces valeurs-la. Il y a deja des
efforts intéressants, p.e. de HAUSNER (1954) a introduire des wvaleurs
multidimensionnelles, et i1l serait tres desirable d’aller plus loin dans
cette direction-la, en étudiant un ensemble d’issues d’une action, qu
n’est que partiellement ordonné, et en ne cherchant que des stratégies
« dominantes », mais se restreignant aux stratégies « non-dominées ».
Considérons une population, disons de poissons. Ils ont deux utilites :
la préservation de I'individu, et la préservation de 1’espece. Mais qu’est-ce
qui est optimal : qu'un petit nombre peut vivre bien pendant un an et
est alors dévore, ou qu'un grand nombre peut se maintenir pendant dix

ans, en menant tout le temps une vie miseérable ? Les implications de
cette question pour l’espece humaine sont evidentes.

4. Le probleme de la stabilite d'une régle de décision a été introduit par
H. SiMoN (1952). Dans un cas spécial du probléme des stocks 1l se sert
de la theorie des servo-mécanismes pour obtenir qu'ou bien les fluc-
tuations du stock ou bien celles de la production s’amortissent ; dans le
cas quil etudie 1l est 1impossible de prévenir des fluctuations grandes de
tous les deux. Il serait tres désirable de généraliser et d’approfondir
ces reésultats et d’aborder les problemes de stabilité en général. Une
methode pour faire cela consisterait a se servir de l’analogie avec la
mecanique rationnelle, rendue stochastique, en rapprochant le principe
de minimer l'espérance de la perte avec le principe de HaMmirTon. Le

cout total correspond alors avec ’action ; le cofit par unité de temps
avec la fonction de ILAGRANGE.

5. Sur les questions de stabilité des coalitions il n’existe encore qu’un
petit nombre de travaux. Sous les conditions de voN NEUMANN et



—- 143 —

MORGENSTERN les coalitions sont extrémement instables, beaucoup
plus qu’elles ne le sont en réaliteé.

Souvenons-nous que d’apres VON NEUMANN (1g928) chaque jeu a »
personnes détermine pour chaque coalition virtuelle C (c’est-a-dire pour
chaque sous-ensemble de '’ensemble E des joueurs) un nombre »(C), la
valeur de C, telle que pour deux sous-ensembles A et B disjoints
quelconques

(8. 1) v(A-+B)> v(A) + v(B)

donc v est une fonction d’ensemble « sur-additive » sur E. En passant a
un jeu equivalent on peut toujours supposer que »(X) = 0 des que X
contient un joueur au plus. Alors v(X)>o0 pour chaque X € E et v est
une fonction non-décroissante. Le jeu est a somme constante (ou a somme
2éro) s’'1l y a egalité dans (8.1) des que A +B=E ; i1l est wnessentrel s’1l
y a égalité toujours, c’est-a-dire si la fonction v est additive, ce qui est
équivalent avec v(E) = 0 et avec v (X) = o0 pour chaque X C E.

Une wmputalion est une distribution du revenu total v(E) sur les
n joueurs. La somme totale 2(A) qu’'une coalition virtuelle A C E obtient
est une fonction additrve d’ensemble :

(6.2) L(A+B) = 2(4) + 2(B)

des que A et B sont disjoints. Dés que les membres d’'un ensemble A
peuvent, en se coalisant, empocher une somme, a savoir v(A), qui surpasse
la somme 2(A) qui leur est imputée, I'imputation est instable. Pour qu'une
imputation 2 soit stable, il est donc nécessaire que

(6.3) 1(A) > v(A)

pour chaque A C E, tandis que 2(E) = v(E). On déduit facilement que
chaque imputation est instable pour un jeu essentiel a somme constante.

6. Plusieurs auteurs (e.a. L.-S. SHArPLEY, H. RAIFFA, R.-D. LUCE)
se sont occupés des questions de stabilité des coalitions et des imputations
« justes » en un sens ou un autre. Puisque la difficulté ne peut étre encore
considérée comme résolue, il est trés important de continuer ces efforts.
Peut-étre on pourrait ticher d’incorporer dans la théorie quelques
phénomeénes qu’on peut établir pour les coalitions réelles plus ou moins
stables.

a. Il y a des « noyaux » naturels de coalitions, p.e. des groupes lin-
guistiques, éthiques, religieux, nationaux, professionnels, géographiques,
etc. Donc parmi les coalitions virtuelles quelques-unes se coalisent plus
facilement que les autres. Une (parmi plusieurs autres) maniere d’incor-
porer ce fait dans la théorie serait de considérer 1’ensemble des « joueurs »
comme un ensemble distancié, et d’introduire une « force coalisante »
diminuant lorsque la « distance » croit.

b. On pourrait aussi tenir compte de ce qu’a part des « coalitions
naturelles » il y a aussi des « disalitions » naturelles, qui peuvent étre
caractérisées par l’adage «non tali auxiho» ou « Je ne veux pas jouer



— 144 —

avec toi ». Si 'on se méfie de quelqu’un, plus il promet en imputation,
moins on est enclin d’accepter 1'ofire.

c. Les coalitions possédent une sorte d’«inertie ». Il «colte »
toujours quelque chose — soit au sens matériel ou non — de rompre

une coalition.

d. Lesimputations étant en réalité des fonctions continues du temps,
on peut remarquer que la stabilité d’une coalition 4 un instant détermine
ne dépend pas seulement de l'imputation 4 ce moment, mais aussi des
espérances des imputations futures. En particulier la dérivée premiere
joue un rdle d’importance (« Ce n’est pas encore bon, mais ¢a va mieux
déja »), mais aussi la valeur asymptotique prévue.

e. La « valeur » d’une coalition C est le revenu dont elle peut
s’assurer lorsque tous les autres joueurs se coalisent aussi. Mais souvent
ceux-ci ne se coalisent pas. Alors il est bien possible que C peut obtenir
plus que »(C). Mais on ne sait pas combien puisqu’il n’existe pas de
théorie des jeux a plus de deux personnes sauf celle qui se réduit a celle-ci
au moyen des coalitions. Un phénomene curieux de notre age est qu une
coalition C, qui peut disposer de ¢(C) > v(C), diminue sa propre 2(C)
pour le donner & une coalition disjointe B, afin d’empécher celle-c1 de
s'unir avec une troisieme A, sans que B entre en coalition avec C. 1l
serait trés intéressant d’avoir une théorie mathématique pour ce phé-
nomene-la. En général on peut remarquer qu’en considérant ces phe-
nomenes on volt l'importance des imputations s’agrandir et celle des
valeurs s’évanouir.

7. Ars ponderandi et les décisions politiques.

Est-ce que la théorie mathématique de la décision, ou du choix
pondere, est-ce que la mathématique, est-ce que les mathématiciens
peuvent contribuer a la solution des problemes actuels de la politique
internationale ?

D’abord le pronostic n’est pas trop favorable.

« Le motif qui nous a fait adopter ce principe, est la grande proba-~
bilite que nous ayons moins de changements, moins de grandes révo-
lutions a attendre pour I’avenir, qu’il n’y en a eu dans le passé : le progrés
des lumieres en tout genre et dans toutes les parties de I’Europe, 1'esprit
de moderation et de paix qui y régne, 'espéce de mépris ou le machia-
vélisme commence a tomber, semblent nous assurer que les guerres
et les révolutions deviendront a ’avenir moins fréquentes... »

C’est ce que CONDORCET écrit en 1782 8, sept ans avant la révolution
frangaise, dont il tomberait victime lui-méme, et peu avant les guerres
Napoleoniennes. Qu’est-ce qu’on peut attendre des hommes instruits

6. Mémoire « Sur l’évaluation des Droits éventuels », Hist. de I’Acad.

1782. Citation d’apres J. Todhunter, 1865, A history of the mathematical theory
of probability.
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dans la mathématique lorsqu’un homme comme Condorcet peut tel-
lement se tromper ? C’est vrai, il n’était pas un grand mathématicien,
ni un homme pratique, mais un idéaliste aimable et abusé, et malgre sa
perspicacité en analysant les phénomeénes de « la décision » et ses décou-
vertes comme celle de l’incohérence possible des décisions a pluralite
des voix, on ne peut guére lui attribuer un sens critique trés développeé.
Mais ce sens manquait aussi & un génie mathématique comme LAPLACE.

Et aujourd’hui ? Il est vrai qu’aucun mathématicien ne peut
résoudre rigoureusement, ni méme approximativement, les problemes
de premier ordre de la politique et que la politique moderne est beaucoup
trop compliquée pour étre traitée directement par des méthodes mathe-
matiques. Il est vrai que pour les problémes véritablement importants
on ne connait, méme approximativement, ni les utilités, ni les proba-
bilités, ni méme les « régles du jeu ». Il est vrai que pour ces problemes-ci
la theorie de la décision telle quelle n’offre presqu’aucune aide, car un
véritable probléme de décision souvent n’est pas : déterminer 'optimum
parmi un ensemble préconcu de stratégies, mais : frowver une nouvelle
stratégie qui, autant que possible, est (& peu prés !) préférable ou aussi
bonne que toutes celles qu’on connait. Il est vrai, enfin, que les mathe-
maticiens — et j'y comprends les « théoriciens du choix pondéré » —
tendent parfois a surestimer leur science, et qu’ils sont assujettis aux
mémes influences politiques, économiques et idéologiques que chacun,
quolque souvent ils savent mieux éviter d’en étre entierement maitrisés.

Mais pourtant ! Ils ont obtenu un tel savoir théorique et pratique
de juger les décisions a prendre dans une situation donnée d’apres leur
merite, et aussi, d’en trouver d’autres — auxquelles ils donnent la forme
de systemes d’axiomes — qu’on ne peut que regretter que leur savoir
et leur expérience ne soient pas plus directement utilisés lorsqu’il s’agit
des décisions vraiment importantes.

Il est difficile de s’imaginer que les « pondéristes » — s’i1 m’est
permis d’introduire ce terme ici — feraient autant de fautes et d’aussi
graves que les politiciens professionnels. Et toutefois : la politique,
qu’est-ce d’autre que 1I’Ars ponderandi ?

Amsterdam, Centre Mathématique, ma1 1959.
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