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Overzicht van ontmengingsmethoden voor twee normale 
verdelingen * 

door W. Molenaa r **) UDC 519.2 + 518.5 

Summary 

Tlze para111eters of a 1nixture of ti1,,o normal distributio11s ca11 be estimated in 

sei1eral i1,ays from a sa1t1ple of grouped observatio11s. Various 1nethods, already 
knovt.'n i11 the literature, are listed and compared. 

After a,1 i11troduction and a state111ent of the problem, mo1nent estimators, 
graphical methods and maxi1nu111 likelihood esti111ators are me11tioned. Some 
re,narks are made on the advantages of the i 1arious methods, and on classification. 
The results of the methods are co,npared in five representative exa,nples of 
mixtures. 

Inleiding 

Het is bij veel statistisch werk gebruikelijk, een gegeven waarnemingsreeks 
te interpreteren als een serie aselecte en onafuankelijke trekkingen uit een 
onbekende kansverdeling. Als men de aard (analytische vorm) van deze ver­
deling heeft vastgelegd, zal men proberen de parameters uit de waarnemings­
reeks te scl1atten. Zo neemt men dikwijls - met of zonder voldoende motivering­
aan, dat de verdeling normaal is, en men schat vervolgens verwachting en 
variantie. 

In diverse situaties is het redelijk, aan te nemen dat een aselecte trekking 
heeft plaats gevonden uit een mengsel van twee verdelingen van dezelf de 
(bekende) aard. In <lit geval kan men uit de steekproef de mengverhouding en 
de parameters van de beide componenten schatten. De hierbij gebruikte tech­
nieken kan men ruwweg indelen in grafische methoden, momentenmethoden 
en meest aannemelijke schatters. In de literatuur vindt .men deze drie soorten 
van ontmenging o.a. beschreven voor normale, exponentiele, binomiale, 
Poisson- en Weibull-verdelingen. De grafische methoden zijn ook bruikbaar 
voor meer dan twee componenten, mits er niet te veel overlapping optreedt; 
men behoeft het aantal componenten niet tevoren vast te leggen. Uitbreiding 
van de andere methoden, tot een vast aantal componenten, is in principe 
mogelijk. Maar bij deze methoden wordt het oplossen van de onbekenden een 

*) Lezing gehouden op de Statistische Dag 1965; op enige kleine aanvullingen na is deze 
tekst dezelfde als die van Rapport S 344 van de Statistische Af de ling van het Mathematisch 
Centrum. 

**) Mathen1atisch Centrum, Amsterdam. 
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hachelijke zaak, door het vele rekenwerk, maar vooral door de afwijkingen 
tussen waargenomen en verwachte aantallen per klasse. 

In dit rapport wordt uitsluitend gesproken over het ontn1engen van twee 
normale verdelingen. Verder is verondersteld dat de gegeven waarnemingen 
ge~g,·oepee,·d zijn in klassen van breedte b. Het is geen beperking b == 1 te stellen. 

Notaties, formulering van bet probleem 

Gegeven: voor k = 0, 1, ... , K vallen fk waarnemingen in het interval 
(a -r- k - ½, a + k + ½); deze waarnemingen zijn een aselecte steekproef uit een 
n1engsel va11 twee nor1nale verdelingen n1et verdelingsfunctie G en verdelings­
dichtheid 

'! 
g(x) = ---:::=exp 

u 1 2rc 
• (1) 

Gevraagd: schat de vijfparameters -r, µ 1 , µ 2 , o- 1 en o-2 . Het gestelde probleem 
is eenduidig oplosbaar: bij een dichtheid van de vorm (1) behoort niet n1eer 
dan een parametervector, zoals bljjkt uit een stelling van TEICHER [16]. 

Wij voeren nog in 

n 
K 

def 

l\f omentenmethoden 

def 
en xk = a + k (k = 0, 1, •··, K). (2) 

KARL PEARSON [I 1] stelt de eerste vijf momenten van de verdeling met 
dichtheid (I) gelijk aan die van de steekproef. Eliminatie in het stelsel van vijf 
vergelijkingen met vijf onbekenden leidt tot een vergelijking van de negende 
graad. 

BURRAU en STROMGREN [3, 15] gebruiken de eerste vijf kumulanten; via 
diagrammen en tabellen vindt men twee hulpgrootheden waarmee men schat­
tingen van de vijf parameters kan berekenen. 

RAo [13] gebruikt in het geval van gelijke varianties een methode van 
CHARLIER [ 4 ], die gebruik maakt van de eerste vier steekproefku1nulanten 
ki (i = 1, ... , 4). Men moet dan, b.v. door iteratie, de (unieke) oplossing met 
-k2 < x < 0 zoeken van 2x3 + k4 x + k~ = 0. Als nu d 1 de negatieve en d2 

de positieve wortel is van d 2 + k 3d/x + x = 0, dan is t = d2/(d2 - d1 ), 

m 1 = k 1 + d1 , m 2 = k 1 + d2 en s2 = k 2 + x een schatting voor de parameters. 
In het geval van gelijke varianties kan men ook een hulptabel van STROMGREN 

[15] gebruiken, of de diagrammen van PRESTON [12] of SITTIG [14]. De laatste 
geeft ook diagrammen voor het geval van gelijke mengverhouding (met even­
tueel ongelijke va1·ianties ). Ben momentenmethode voor het geval van gelijke 
(eventueel onbekende) verwachtingen vindt men bij AGARD [I]. Als beide 
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verwachtingen bekend en ongelijk zijn is er een n1ethode van CHARLIEil [ 4 ], 
ook beschreven door CouRT [5]. 

Grafische methoden 

VAN ALPHEN [2] beveelt aan de frequentiecurve voor het n1engsel met het 
,,tin1mermansoog'' te splitsen, en daarbij als hulpn1iddel scharen van normale 
curven te vervaardigen. 

HALD [10] merkt op <lat voor een nor1nale verdeling, dus met i- = l in (1), 

geldt 
--· 

?cr2 ..... 1 

(3) 

mits de klassebreedte niet te groot is t.o.v. de standaardafwijking en de waar­
genomen freq uentie fk niet te veel afwijkt van de verwachte freq uentie. Voor 
een normale verdeling is de grafiek van Iogfk als functie van x k d11s nagenoeg een 
parabool met as x = 11 1 en vor1n bepaald door a 1 . Zet men nu voor het mengsel 
fk uit tegen .x-k' op halflogarithmisch pa pier, dan kan men deze grafiek in twee 
parabolen splitsen; meestal is aan een der uiteinden de ene component veel 
sterker vertegenwoordigd dan de andere. Uit de parabolen bepaalt men µi 

en er i2 ; zij leveren tevens voor elke k een splitsing fk = fk( l) -f-- /,c(2), d. w .z. l,c(i) 
waarnemingen xk in de i8 component (i = 1, 2). Men schat de mengverhouding 

nu met t = Lhc(I )/n. 
k 

DAEVES en BECKEL [6] merken op, dat het uitzetten van f1c/n tegen X1c op 
(cumulatief) waarschijnlijkheidspapier voor een norrnale verdeling leidt tot 
een hyperbool-achtige curve, die symmetrisch is t.o.v. de verwachting. De 
grafiek van het mengsel kan op grand van die s ymmetrie in twee dergelij ke 
curven worden gesplitst. Men beschikt dan weer over fk( 1) en fk(2), en de 
mengverhouding wordt geschat zoals bij HALD. Voor de afzonderlijke waar­
nemingsreeksen {x1c, fk(l)} en {x1c, f1c (2)} kan men de verwacl1tingen en stand­
aardafwijkingen grafisch schatten, door de cumulatieve verdelingsf uncties uit te 
zetten op waarschijnlijkheidspapier: de daarbij te vinden rechte lijnen snijden 
het 50 % niveau in x = tli en het 15,9 % niveau in x = µi - er i (i = 1, 2). 

WEICHSELBERGER [17] vindt voor een normale verdeling, dus -r: = I in (1), 

uit (3) de relatie 

= Ak + B Ax + C, (4) 

waar A, B en C geschikte constanten zijn. De grafiek van f1c+i /f,c tegen xk op 
halflogarithmisch papier is voor i- = 1 dus bij benadering een rechte lijn, die 
bet niveau y = log 1 snijdt in x = µ 1 en het niveau y = loge in x = µ 1 - a 1 -
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V oor een mengsel kan men in de grafiek meestal de twee samenstellende lijnen 
onderscheiden en daaruit µi en ai schatten. Als men in de grafiek een hulplijn 
trekt, kan men na enig rekenwerk ook de mengverhouding schatten. 

EssENWANGER [7., 8, 9] past met de methode der kleinste kwadraten een 
normale dichtheid aan bij een aantal punten (xk, fk) en splitst de zo verkregen 
component af. 

l\.'leest aannemelijke schatters 

De volgende methode om iteratief de meest aannemel,ijke schatters te vinden 
is voor gelijke varianties beschreven door RAO [13]. Als 0 = (-r, µ 1 , µ 2 , o- 1 , a 2 ) 

de parametervector is en ~ de stochastische variabele met verdelingsdichtheid 
(1), dan voert men in: 

K 

log L(0) .... ...., fk log Pk(0); 
k=O 

o log L(0) 
ae. 

' 

e ( k = 0, 1, · · ·, K) ; 

(5) 

(i = 1 ? . .. 5) ' ... , , . 

Voor de meest aannemelijke schatting {) geldt Si(0) = 0 voor i = I, 2, ... , 5. 
Laat 0° een grafische of momentenschatting zijn en stel d0 0 - 0°. Bij 
verwaarlozing van I dO 12 t.o.v. I dO I en van 

aPk(O) aPk(0°) oPk(B) . 
- fJO. t.o.v. fJO. v1ndt men: 

l l 
ae. 

' 
..... o s aPk(0°) 

1=1 J 

• 

Pk(0) Pk(0°) j J Pk(0°) ae j ' 
,.. 

k Pk(0) 

aPk(e) 
-- rv rv 

ao. i 
(6) 

5 

I ii( 0°) d0 j, 
j=1 

waar 

• 
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Nu geldt, als 

X 

( 1 2) d exp - 2 u i1, 
(J. z - 00 

Xk + ·½-

g (x) dX = (7) 

waaruit 
8Pk . 
ae. voor z = 

' 
1, 2, ···, 5 direct volgen. 

V oor de Electrologica X l rekenmachine van het Mathematisch Centrum is 
een ALGOL-programma geschreven 1net als invoer de paren ~--c,c,fk(k=O, I, ... , K), 
een beginschatting 0° = (t 0

, 111 1 °, 1n2 °, (s1 °)2 , (s2 °)2_) en vier constanten e 1, e 2 , e3 

en M. Voor m = 0, 1, ... worden achtereenvolgens berekend: 

5 

d01n uit "--J Iij(0'") d0j = Si(8'11
) 

j=l 

( i, j = 1, · · ·, 5); 

(i 1 . . . 5). ' , , (8) 

De iteratie wordt gestaakt zodra of M stappen gedaan zijn, of een van de 
voorwaarden 

log L(0m) - log L(0m- 1) 
-

log L(0'n) 
(9) 

of 

voor elke i (10) 

vervuld is. Zodra I 1 - s1/s2 I < 10-ei is, wordt s1 = s2 gesteld en verder 
gewerkt met vier vergelijkingen met vier onbekenden. Als de iteratie, zeg na m 

stappen, gestaakt is, produceert de machine de schattingen voor de parameters, 
de geschatte standaardafwijkingen van deze schattingen en de bij de geschatte 
parametervector behorende kansen. De uitvoer bestaat nl. uit 

1, 2, • • •, 1n); 

li""i 1(01n) ~ cr(0'F) (i 1, 2, · · ·, 5); 

p {a; < a - ½ em}; 

Pk(0m) voor k = 0, 1, ···, K~ 

P {~ > a + K + ½ em}. 
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V ergelijking der ontmengingsmethoden 

Bij de keuze van een n1ethode om het besproken ont1nengingsprobleem op te 
lossen zal n1en zicl1 o.a. laten leiden door de aard en omvang van de waar­
nen1ingsreeks, de beschikbare tijd e11 rekenapparatuur en de vereiste nauw­
keu1·igheid. De volgende opm.erkingen over bezwaren en voordelen van de 
genoe111de n1ethoden kunnen daaro111 slechts aarzelende aanwijzingen vormen 
voor de practict1s, die bij ieder ontn1engingsprobleem zijn eigen we11sen en 
mogelijkheden als voornaamste leidraad zal moeten beschouwen. 

De ._~1·afisc/1e 111etJ1ode1z van HALD en DAEVES & BECKEL zijn beiden weinig 
tijdrovend en reeds voor steekproeven van enige honderden waarnemingen 
redelijk nat1wkeurig. Wie eenmaal een verzameling papieren mallen x 2 = 2py 
voor diverse p-waarden vervaardigd heeft, zal vermoedelijk aan HALD de voor­
keur geven: daar is een grafiek voldoende, te1·wijl de andere methode ook nog 
het cumulatief uitzetten van de afzonderlijke componenten vereist. Het op _het 
oog aanpassen van twee nonnale curven (VAN ALPHEN) eist het vervaardigen 
van een schaar curven n1et twee paran1eters en een begaafd timmer1nansoog. 
De verschillen tussen waargeno111en en verwachte frequenties worden bij het 
vormen va11 quotienten zo geacce11tueerd, <lat WEICHSELBERGER~s methode 
alleen bij vele d uizenden waarnemi11ge11 een redelijk resultaat oplevert. In een 
voorbeeld van deze auteur telt elke component 6000 waarnemingen; in onze 
voorbeelden van 400, 1000 of 2000 waar11emingen voor beide componenten 
sa.men, leidt de methode tot tamelijk dwaze uitko1nsten. De methode van 
EssEN\.V A NC.ER eist f ormidabel rekenwerk, zelfs bij gebruik van de in [9] ge­
geven tabellen. 

Alie 1no1ne11te1z1;1etlzode11 hebben het bezwaa1·, <lat het vierde en vooral het 
vijfde moment uit kleine steekproeven niet nauwkeurig kan worden geschat. 
De weinige waarnen1inge11 die ver van het steekproef gemiddelde liggen geven 
hier de doorslag. In onze voorbeelden 1, 3 en 5 wijkt de oplossing volgens 
BURRAU dan ook sterk af van de overige scl1attingen; in de voorbeelden 2 en 4 
leidt de methode tot een negatieve uitkomst voor de variantie. De co1nbinatie 
van veel rekenwerk en het tussentijds gebruik van diagrammen is ook niet erg 
aantrekkelijk. Zodra men het aantal onbekenden tot vier kan verminderen 
door gelijke varianties of gelijke mengverhoudingen te veronderstellen, worden 
momentenmethoden veel attractiever. De oplossing van RAo's derdegraads­
vergelijking (bij gelijke varianties) kan men vermijden door BURRAU's tabel, 
PRESTON~s diagram of SrTTIG's diagrammen te gebruiken; l1et werken met het 
diagram van PRESTON is het eenvoudigste. In de voorbeelden verschillen de 
resultaten van de vier methoden meestal maar weinig; men ziet daar tevens dat 
de uitkon1sten nog tan1elijk bevredigend kunnen zijn, ook als de varianties 
niet onaanzienlijk verschillen. SITTIG's methode voor mengverhouding ½ blijkt 
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n 
'T 

/J,1 

TABEL 1 

Steekproefaantallen, paran1etervectoren, waarnen1ingen. 

Vb 1 

1000 
0,386 

-1,03 
0,95 
5 
3,3 

3,895 
0,51 
1,52 

Vb 2 

400 
0 41 , 

-1,75 
2,3 
1,25 
1,3 

1,274 
3,18 
0,96 

Vb 3 

2000 
0,696 

-1 
0,5 
1,75 
1,87 

1,807 
0,83 
0,94 

Vb 4 

1000 
0,35 

-2,2 
3,6 
1,2 
3,8 

1,608 
3,61 
0,32 

Yb 5 

1000 
0,5 
0 
0 
1 
4 

1,372 
0 
0,25 

------~---,----------~---,------~- ·- - -~----~ ..,__ __ 

-13 
-12 
-11 
-10 
-9 
-8 
-7 
-6 
-5 

4 
-3 
-2 
-1 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 

2 
0 
2 
4 

13 
14 
19 

21 
44 
60 
70 
72 
86 
91 

102 
107 
77 
68 
48 
52 
16 
13 
8 
6 
3 
2 

1000 

I 
17 
36 
36 
56 
35 
58 
64 
57 
33 

7 

400 

1 
5 

27 
78 

198 
337 
430 
344 
283 
161 
94 
30 
10 

1 
1 

2000 

2 
6 

15 
45 

114 
147 
113 

61 
61 
67 
73 
68 
52 
45 
42 
29 
30 
9 
7 

11 
3 

1000 

1 
0 
1 
5 
2 
3 

11 
10 
12 
28 
36 
60 

185 
259 
197 
68 
32 
22 
24 
18 
11 
10 

3 
0 
1 
1 

1000 
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nog n1atig goede uitkon1sten te geven, ook als de 1nengverhouding 0,4 of zelfs 
0, 7 is~ in voorbeeld 5 waar werkelijk i- = ½ is levert de n1ethode niets op omdat 
het vierde mon1ent te groot is. De methode van AGARD voor gelijke verwach­
tingen we1-kt bevredigend, maar is nogal gevoelig voo1· afwijkingen tussen steek­
proef gemiddelde en verwachting. 

De iteratieve bepaling van de 111eest aa1111e111elijke scl1atters verloopt alleen 
naar wens, als de beginscl1atti11g al vrij dicl1t bij de meest aanneinelijke waarde 
ligt. Vanuit een ander beginpunt vindt men misschien een relatief maxin1um 
van log L, en nog waarschijnlijker is dat het iteratieproces gaat divergeren; dit 
laatste gebeurde o.a. in voorbeeld 1 vanuit de exacte gegevens (!) en in voor­
beeld 2 vanuit H.'\.LD's schatting. De genoemde verwaarlozingen waren in die 
gevallen blijkbaar te grof. In de overige gevallen waren na vier interatiestappen 
log L tot in 8 a 10 en de parameterwaarden tot in 2 a 3 significante cijfers 
constant. Het proces vergt vrij veel rekentijd, a.a. omdat de normale verdelings­
ft1nctie voor veel argun1enten n1oet worden berekend. Een grovere groepering 
van de waarnemingen vern1indert de rekentijd, maar betekent natuurlijk verlies 
van infor111atie. 

Classificatie 

Als men na afloop van een ontmenging nog een nieuwe waarneming ~ = x 

trekt, kan n1en zich afvragen aan welke con1ponent deze moet worden toe­
geschreven. Het antwoord wordt bepaald door de locale mengverhouding : 
het aandeel van de tweede component in het mengsel is in het punt x 

l-1: (x-µ2)2 
-----=exp 
a 2 J2n 2a~ 

e(x) = --~--------. 
g(x) 

Men kan direct afleiden 

sgn e'(.x) = sgn 

(12) 

• (13) 

Voor gelijke varianties en J.l 2 > µ 1 zal de functie (! monotoon stijgen van O tot I. 
Voor ongelijke varianties overl1eerst aan beide buitenzijden de component met 
de grootste variantie. De figuren 1 en 2 geven Q(~~) voor de parametervectoren 
,,ML v/a H. of R." en ,,ML v/a B.I'" van voorbeeld 1 (:zie tabel 2), die ongeveer 
even aannen1el_ijk zijn en .resp. gelijke en ongelijke varianties hebben. De 
figuren zijn door de rekenmachine vervaardigd, met een zgn. plotter. 

Vooral bij gelijke varianties en grate afstand tussen de verwachtingen kan 
het zin hebben, alle waarnemingen uit het gebied G 1 waar Q(.x) < 0,05 is aan de 
eerste component toe te schrijven en alle waarnemingen uit G2 (g(x) > 0,95) 

Statistica Neerlandica 19 (1965) nr 4. 256 



TABEL 2 

Resultaten van de ontn1engingen. 

VOORBEELD 1 
exact 
ML v/a B.I 

I 

st.afw. 
ML v/a H. of R. 

' 

st.afw. 
Rao= 
Burrau = 
Preston -­
Hald 
1 Norn1ale 
Burrau I 
Burrau II 
D&B 
Sittig ½ 
Sittig = 

VOORBEELD2 
exact 
ML v/a R. 

st.afw. 
Sittig = 
Rao= 
Preston = 
Burrau = 
Sittig ½ 
Hald 
1 Norn1ale 
Weichs. II 
Weichs. I 

0,386 
0,878 
0, 110 
0,245 
0,126 
0,244 
0,244 
0,22 
0,280 

0,785 
0,789 
0,307 
0,5 
0,21 

0,41 
0,416 
0,031 
0,40 
0,415 
0,417 
0,414 
0,5 
0,30 

0,61 
0,48 

P.1 

-1,03 
-0,03 

0,31 
-3,28 

0,85 
-3,213 
-3,213 
-3,30 
-2,7 

0,3 
-0,124 
-

10,122 
-3,7 
-2,048 
-5,071 

-1,75 
-1,772 

0, 137 
-1,863 
-1,834 
-1,828 
-1,839 
-1,437 
-2,3 

0,5375 
-1,7 
-2,7 

5 
4,14 
0,14 
3,50 
0,25 
3,526 
3,526 
3 564 

' 
3,61 
4,050 
4,101 
4,094 
2,8 
3,870 
2,956 

1,25 
• 

1,305 
0,077 
1,290 
1,231 
1,229 
1,227 
1,497 
1,04 
2,346 
1,55 
0,84 

0,95 
2,67 
0 95 , 

1,46 
0,60 
1,432 
1,431 
1,33 
1.7 

2,907 
2,995 
1,9 
2,648 
1,728 

2,30 
2,181 
0, 114 
2,138 
2,220 
2,227 
2,221 
2,512 
2,0 

2, 1 
2,1 

a .• ... 

3,3 
2,23 
0,99 
3,50 
0,25 
3,526 
3,526 
3,564 
3,61 

2,443 
2,396 
3,6 
2,609 
2,956 

1,30 
1,305 
0,077 
1,290 
1,231 
1,229 
1,227 
0,987 
I 8 I , 

1,7 
1, 7 

log L 

-2822,521 
-2817,889 

2 p x vg x2 

27,01 21 0,17 
20,17 15 0,17 

--2818,079 20,96 16 0,18 

-2818,089 
-2818,089 
-2818,120 
-2819,443 
-2820,255 
-2820,275 
-2820,520 
-2828,275 
-2830,561 
-2832,941 

-888,043 
-886,933 

-887,234 
-887,814 
-887,866 
-887,927 
-891,101 
-897,183 
-911,717 
-918,997 
-941,764 

20,97 16 0,18 
20, 9 7 1 6 0, 18 
21,06 16 0,18 
22,84 16 0, 12 
25,36 19 0,14 
24,90 15 0,05 l 
25,32 15 0,044 
38,11 16 0,001 
45,59 16 0,0001 
51 , 0 7 16 2 .1 o-5 

12,27 
9,38 

10,28 
12,26 
12,39 
12,55 
17,73 
26,35 
54,71 
74,04 

124, 11 

9 0,20 
4 0,052 

5 0,067 
5 0,032 
5 0,030 
5 0,028 
4 0,001 
5 0,0001 
9 < I0-5 

5 < I0-5 

4 <10-6 

--•------•-~----------------------~~-----N",~;<,--
VOORBEELD 3 
exact 
ML v/a H. of R. 

st.afw. 
Sittig = 
Burrau = 
Rao --· 

Preston = 
S. . 1 

1tt1g ·2· 

Hald 
Burrau 
D &B 
1 N 01·n1ale 
Weichs. 

0,696 
0,740 
0,055 
0,75 
0,761 
0,761 
0,765 
0,5 
0,705 
0,286 
0,765 

0,722 

-1,00 
-1,204 

0,139 
-1,193 
-1,139 
-1,138 
-1,119 
-1,487 
-1,35 
-1,732 
-1,19 
----0,55 6 
-1,2 

1,75 0,50 
1,601 1,285 
0,065 0,212 
1,593 1,356 
1,637 1,295 
1,637 1,295 
1,651 1,275 
1,552 0,375 
1,50 1,30 
1,232 --0,262 
1,63 1,15 
1,938 
1,64 0,4 

1,87 
1,601 
0,065 
1,593 
1,637 
1,637 
1,651 
1,836 
1,47 
1,971 
1,47 

1,70 

· 4179,227 
-4175,968 

~4176,038 
-4176,101 
· . 4176 l 02 , 
► 4176,222 
-4176,301 
~4177,647 
--"""+4-181,123 
-""+4182,306 
-4183,573 
-4198,487 

12,56 11 0,32 
5,90 7 0,55 

6,05 7 0,53 
6,23 7 0,51 
6,23 7 0,51 
6~49 7 0,48 
6,72 7 0,46 
8,85 6 0, 18 

16,65 6 0,010 
7,15 6 0,31 

20,82 9 0,014 
57,87 5 < 10-5 

------------------- ---- -·-- -·------· ~----------------··---
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T ABEL 2 vervolg 

7" log L 

VOORBEELD 4 

exact 0,35 2,20 1,20 3,60 3,80 2710,731 21,60 19 0,.30 
ML via H. of D. 0,354 2,197 1,117 3,214 3,818 2707,978 11,43 13 0,58 ' 

st.af·w. 0,031 0,089 0,093 0,266 0,155 
D&B 0,342 2,,25 1,05 3, 15 3,95 2708,828 17,56 14 0,23 
Hald 0,361 2,2 1, 14 3,2 3,61 2709,690 19,48 13 0,11 s. . 1 1tt1g 2 0,5 1,818 1,639 4,410 3,319 2719,495 38,96 14 0,0004 
Preston 0,73 -0,768 2,246 6,869 2,246 2772,628 155,95 14 <J0-5 
Sittig -- 0,73 0,766 2,247 6,872 2,247 2772,664 155,95 14 <I0-5 

Weichs. 0,447 2,05 1,28 2,28 2,95 2804,235 339, 70 9 <I0-5 

1 Norn1ale 1,296 4,078 2824,620 257,78 18 <10-5 

-·-·~--- --- ·--~--,·-- -- ---~------ ---~ -
VOORBEELD 5 

exact 0,5 0 1 0 4 2275,991 28,35 16 0,029 
ML v/a H. of D. 0,590 0,036 0,967 0,225 4,109 2267,902 14,20 13 0,36 ' 

st.afw. 0,03 l 0,054 0,059 0,212 0,191 
Hald 0,6 0,0 1,04 0,15 4,168 2269,125 16,51 13 0,22 
D&B 0,552 0,025 0,90 0,2 3,8 2269,795 15,39 12 0,22 
Weichs. 0,622 0,0 1,30 1,6 3,44 2325,245 153,51 10 <10-5 

Burrau 0,997 0,118 2,599 ' 0,312 9,323 2421,240 326,25 9 <I0-5 

1 Norn1ale 0,114 2,736 2431,101 321,23 12 <10--5 

aan de tweede. Als de verdelingen minder duidelijk gescheiden liggen blijft op 
deze manier een te groot indifferentiegebied over; men kan dan beter elke 
waarneming ~ = -"'-" met kans e(x) aan de tweede en kans I - e(x) aan de eerste 
component toewijzen. 

f 
p(x) 

0:,8 

qb 

o,4 

0,2 

-to 0 

Fig. 1. 

10 X ., , 

+ p(x) 

o,8 

o,6 

0,4 

-10 0 10 ,c ;i 

Fig. 2. 
Locale mengverhouding p(x) voor de schattingen ML v/a H. of R. (fig. 1) en ML v/a B. I. (fig. 2). 
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V oorbeelden 

De besproken methoden werden toegepast op vijf voorbeelde11 van n1engsels 
van norn1ale verdelingen. Zoals 11it tabel I blijkt, versc11illen de voorbeelden in 
aantal waarnemingen, in verhouding van de standaardafwijkingen en in de 
verhouding van het verschil der verwacl1tingen tot het harn1onisch ge1niddelde 
van de varianties. On1 eventuele beinvloeding bij de grafische metl1oden te 
voorkomen, geschiedde de keuze van de pararnetervectoren en de prod uctie van 
de aselecte steekproeven buiten mijn voorkennis. -1 n tabel I vindt n1en de 
steekproefgegevens, waarbij de,, waargenornen '' aantallen sotns vrij aanzienlijk 
afwijken van wat uit de onderliggende verdelingen kon worden verwacht (zie 
ook de x2-toetsen voor de regels ,,exact'' in tabel 2). Dit geeft een goede ge­
legenheid om iets te constateren over de robuustheid van de diverse n1etl1oden 
tegen dit soort afwijkingen; vooral voor WEICHSELBERGER is het resultaat vrij 
somber. De extreme invloed van een paar uitbijters op momentenscl1('.1tters 
blijkt bij het derde en vijf de voorbeeld. 

Ter vergelijking van de aanpassing werden x2-toetsen uitgevoerd, waarbij het 
aantal vrijheidsgraden varieert met bet aantal aangepaste parameters maar ook 
met het aantal klassen: steeds werden alleen die klassen samengevoegd die 
een verwacht aantal waarnemingen van minder dan vijf hadden. In de kolom 
log L van tabel 2 vindt men bovendien de logarithme van de aannemelijk­
heidsf unctie; de verschillen in log L tussen de ontmengingen van een voorbeeld 
vormen een criteri um <lat vrij goed met de x2-toets blijkt overeen te stemmen. 

In tabel 2 geeft ,,exact"' de onderliggende mengverdeling aan en,, 1 Normale'' 
het resultaat van het aanpassen van een normale verdeling. Verder duidt ,, ='' 

de hypothese van gelijke varianties aan en ,,½'' de hypothese van mengver­
l1ot1ding ½- Bij de meest aannemelijke schatters ,,ML'' is vermeld van welke 
beginschattingen werd Ltitgegaan, terwijl l1ier tevens de geschatte standaard­
afwijkingen zijn vermeld. Als een methode twee verschillende uitkomsten 
suggereerde, zijn die onderscheiden door ,,I'' en ,,II''. Wanneer een besproken 
methode bij een of 1neer voorbeelden niet is vermeld, betekent dit dat er geen 
of onzinnige resultaten werden geproduceerd 1). 

De figuren 3 en 6 t/m 8 (door de rekenmachine vervaardigd) geven telkens 
de onderliggende verdeling (curve 1), de meest aannemelijke grafische schatting 
( curve 2) en de meest aannemelijke schatting ( curve 3). Voor voorbeeld 2 zijn 
daarentegen zes curven geschetst, in de fig11ren 4 en 5. 

1) Dit geldt niet voor bet ontbreken van Burrau -- en Rao = bij voorbeeld 4. 
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Fig. 3. VOORBEELD 1: exacte verdeling ( curve 1 ), beste grafische schatting (Hald, curve 2) en 
meest aannemelijke schatting (curve 3). vergeleken met het histogram van de waarnemingen. 
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Fig. 4. VOORBEELD 2: exacte verdeling (curve 1 ), beste grafische schatting (Hald, curve 2) en 
schatting Weichselberger I (curve 3). vergeleken met het histogram van de waarnemingen. Zie 
ook fig. 5. 
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Fig. 5. VOORBEELD 2 vervolg: schatting Weichse/berger II (curve 4), schatting Rao = (curve 5) en 
schatting Sittig -~- ( curve 6 ), vergeleken met het histogram van de waarnemingen. Zie ook fig. 4. 
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Fig. 6. VOORBEELD 3: exacte verde/ing ( curve 1 ). beste grafrsche schatting (Hald, curve 2) en 
meest aannemelijke schatting (curve 3), vergeleken met het histogram van de waarnemingen. 
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Fig. 7. VOORBEE.LD 4: exacte verdeling (curve 1 ), beste graftsche schatting (Daeves en Beckel, 
curve 2) en meest aannemelijke schatting (curve 3), vergeleken met het histogram van de waarne-

• m1ngen. 
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Fig. 8. VOORBEELD 5: exacte verdeling (curve 1 ), beste grafische schatting (Hald, curve 2) en 
meest aannemelijke schatting (curve 3), vergeleken met het histogram van de waarnemingen. 
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