
Integratietheorie van Hamiltori-.Jacobi . 

De ve:rgeli jking van Lagrange, 

Bescho:J,W een stelsel .illet r..,, 

lijkingen van Le.grange luiden~ 
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In het 1,ijzonder geva.l, da.t de · a:rbeidsci0,9fficient.c n :::,ieh 

afleiden uit eenfunctieP van 91' 9r< er1 t B enw;eJ O'!f) d.;, 

volgendl:? wijze 

1.t oP 
3 cj ,¾. 

I 

gaat de vergelijki ng ( 1. 1 ) (hrer in 

1. 3 I ft ~:A --;;A -o) (vergeliiking ven. Lagra~~'.~ 
·--.-,/':/2 

wa.arin 

l.'-1 P-
.L 

de functie va.n Lagrange is; 

tiaal, We onderstellen in het wrlgende a.ltijdl d.;;'(t EH' een···1t1.ne:.{,_ · 

tiache p(,tentiaal be,sta.a.t 1, die niet identisch\ da,t is yri,~~ alls 

. waardell va~k ~ K' q" en 6 , nul ia. In het geva1 • da:, P n_➔-ai 
- .ha.ngt van q en. niet expli~iet a,fhan}~e1.ijlt .is yat.1 r,. , :is p h~1 



qf 2·. c:-

waar 

l Jr. - 'dt I n - .ap 
(partieele afleiding beteekent 

hier, dat_ o~ en t constant 
It. 

gehouden warden) 

( /Jk heet de bij c/' , behoorende 'impuls) , Schrijv:en we nu 

Z.3 . I H - ·. k· t I . 
II ' - - ffe.. C/ - ,.) i J 

- l 
H = (Funotie van Hamilton)) 

dan ia dus 

""'I IJ 
_/ /1..1 0 ;',., - 't 

ll- l :. ~-· 0 t Cl,/ 

.,o .I< •k . • . 
Is derhalve ),_..,, als een functie van 9 ~ f/ te schr1jven- waarin 

t niet expliciet optreedt~ dan bestaat er een eerste integra.al: 

H = constant . 

Indian T' een homogene quadratische dunctie der 9 k is _ 

(zoos.ls b. v. in bewegingsvra.a.gstukken z.o·nder bewegenden dwang} 

met coofficienten die van ~e 91<. ; doch. niet nog extra van t; 

a.f·hangen,. dan is 

2.5 

· en is P alleen .a.fhankelijk van de c/( en niet van -b en efk 1 - dan 
volgt VOOl" pk. ( z. z ) 

l. 6 pk -== T/( " 9 Ii } 

zooda,t 

H ·== 1v T - t = -i T-T + P = T + P .. 

In dat_geval stelt dus de Hamiltonsche.functie H de totale 

energie voor en:wiJ schrijven· 



( 

Er bestaat dus ~en energieintegraal · I-/-;: i,, ws.nneerJ T ·:, ~- ·<i1 

een _homogene quadratische functie der 9 I'< is met coefficienten 

die eventueel wel van de 91<.. , masr niet expliciet van t e.Inhan~ 

· gen en b~vendi en P e'en funct i~ · is iJ · die alleen van 9 k , maar · 
•k 

niet van ,l en van de Cf a.fhankelijk is. 

Voor'beeld: 

l)Vl,t 

Ring met consta.nte . hoeke.nel,..:.0 : 

heid draaiende om verticale midde-1 
'.• :.· /:;. 

constant is een eerste ·integraal, de mechanischa be-

teekenis hierva.n is niet gemakkelijk in te zien. Zaker is ·· 

. H niet . de totale energie T-P· , w~nt deze is veranderlij~ 

cmdat het mechanisme > dat · w constant houdt, e:nergie toe- : -~. 

voert en afvoert . . 
28 methode. S"trilzett.en. 

J. / 
rp z. .. ,t, 
/ ::: _!_ 'Wt, 1? & . 

L 

L : . . . ~ 
Kracht : Hor izontaa.l m w ~ ~ 0 = 7n, W: x 

Verticaal :-- 'l'h-j . 
Dus:· _ 

P I Z .t / 2.-'2) :t. _1_•; a. ✓) "D,.~,.. 
1 :: "'. t ~ w X + ~ {I !J ::: .- I ~w /l.. . ~ · o - ~ ff:. <.,QV tr 

fJ z •..t. - .t .. .t, 1:) 

A., = i .• ??t.,, n e +- i .""'- /.AJ J.. R ~ fJ 1:- '}'YI.,' "- e-tr;/ B 

H == i ·1n -ttJ~ i ~r/A,}·7?.L~ te_ trr1-7 72 VHB::: 11'+ P_= e. 

Er blijkt · dus dat d~ c,onstante die. bij de eerste, o:ploes'ings: 
.. . 

methode gevonden werdi de beteekenis heef't van de tot~le_ . . ~ . 

en~rg:i,e beoordeel t van .}:iet standpunt van .den W«:tarnemer, :_.di~ 
. . . .. ··L::~ 

. me.t · .a:~n rirtg meebeweeit ..... 



4 _. 

O:pmerking: De constante in H-:::. e la.at zd!ch niet altijd doci:-,C' 

omzetten van het probleem op zulk. een eenvoudige wij2e a.ls 

tota,le energie dui den., 

De kanonische vergelijkingen van Hamilton. 

Keeran we nu terug tot het geval, ~t alleen gegeven is 

dat' de kinetische potentiaa.l lfi bests.at. Oit 

) I I 7 . . 

en 

d "c> K. 
dt 07Jt 

?;£ 
?iq x-

fr. • k 
Do onbekende van. het probleem zijn f' en f ; gevraagd is, de.ze 

a': A functie -van den tijd te bepalen door integratie van. ( L/. I ) 

btj gegevem biginvoorwaarden: 

qK::. qk 

1 t :::: t I' I () 
·j. t.j k voot' • 

f K 0 
Cf ::: l/)'' 

0 I 

Nu zijn echter volgens ( 1./.L) dep;. funoties van 91<,, 9k en t ,,_ 
r11en ka:n dus de 9 k (zonder integratie~ eenvoudig door o:plossing 

der vergelijkingen ( L/. 2, ) naa.r de i/' ) in 9k , jJA en t uit­

drukken" :M. a. w,, ala onbekenden van het probleem mogen we ook 

be::lchouwen q k en ;'o A, en gevraagd is dan 9 deze a.ls f'unctl es va:n 

den tijd te bepe.len bij gegeven biginvoorwaarden: 

a'< - 9/(. ( I 

LJ ;:-- Cl 

.. ~ '-') 

f>A 
,! \ ·--· t~I ~ ! ., ,, 

Da ,-iv vex·gel5 jk.inge1:1 ( L/. f ; ,, van de tweede o:rde in 11<. laten 

z; oh 11,1 d ~.e:ncne:ceenkomstig overvoe:ren i.n 2 ?t, vergel:tjkingen in 

en /.) \ van de e ers te orde: 
I fJ ,1 

Alge:meen is, wanneer -6 cc,,nstant gehouden wordt en c/' enf',,\ 

~K ~ 0 
met n q · en CJ t:; \ tcienem.en I de toanam.e va.a X,,, 

l I ,J \ 



~ ;;~·1-~ 1t \:i 
.( we gebruiken. J' inplaate van d.. om Mn te geven dat t ootl"l":,'." 

etant gehouden wordt) dus 1 op grond vt\n ( l/.1 ) eh { 'I. !l ) 

0P -• tit ;·K 
rJ Iv := /o J<. o 9 t- 1b /<. Cf 

5.,2 

of 

Daar echter 8teads H )! als funct ie van C/k. , P.>.. en t opgev~ 

bij differentiati.e oplevert 

5.~ 

V()lgt 

Di t z i : n de ~-:nt1onieoh_~,~ergel i j~i ~~!~. van het prob le em (Hami 1 ton 

·1c13-t1.) ~:.ij z.ijn afgeleid uit de verge1ijki.ngen iiran Lagrange en 

o~~akaerd ka~ men de laatete ook uit de eerste afleiden. Dever-

2;e1:i ;jli:.i.t1gen 1an !,a.grange en de kanonisnhe vergel:l.jkingen zi.jn 

dus aequivalent. 

Bta·~. dat /-l 
'1 X ·I -, , d.:L€· __ : ni.at ,, 

zi.ct 1a.:~t ::;ahrijven als een functia van /'>.. et.t 

e:xp1 i.ciet bt~vat. Dan volgt uit ( S: S' ) 

f,rn ;1e hal:t;•'.'1 een tweede c·r:itariu:"1.1 voo:r het beetaan van een. E?er-.. 

• ~ta :int~graa."1 1-J:::,c .. gti.,0•1dan, 

die -t 



beva.t, dan bestaat er een eerete integraal . H =- e ~ 
Wij bewijzen da.t deze beide criteria identiek zijn: 

() I< .J<. .L t Indt·en A., ala functie van '1 , Cf en o de . niet 
' ' ~ 

bevat, dan. beva.t H a.ls functie van /J>.. ' r en t ciet 

eveneens ntat expliciet en .omgekeerd. 

'f,;:' o.l 

I 
b.3 

6. l/ 

h.s 

Bewj.js: Volgens defini tie is 

due 
•. · · 1< k.. ~t "' afv ;:~ · 
~ H ~ dbl., a f- hk. d..Cf - q_ d..o - ~-.; - 1J J: d,t .. 

/,... I r, 7J r k I d'/ . 7} v 

Tengevolge van ( /. 3 ) en ( J,. Z ) is dus 

d H :::: d../11< 9x1:- ft: r.l9K- f 1< ri,,9k_pl< oti/'-~ cit 

= (ib ak _ ii .d91:: +-~ 
r1< -, r1< . d -6 

Oit• ( 5'. '5' ) volgt dus 

zoodat 

- -

expli""." 

de -/:; 

ws.ari.n links f>- en rl<. co~sta.nt gehOtlClett worden en roohte 
,r.1 k. -~ .k. t; en '7 . 
Eel, :ir.eehar1isch prubleem met ~ gr.a.den van v-rijhaid ver­

ei.scht rlerhe.lve o-i;,loss-tng van J.,, 'h., differentiaa.lve:r,g,,li,ikingen 

~,an de eerste orde. 

··--

. I. ' Voor het 1atere is het ve.n belang op te m3rken, dBtH(f,/o.,fr; 

nooit een homogene f1rnctie van den ~stan grasd in /o 'tan zijn> 

111. a. w, 1at nooi t kan gelden 

Itu,.a13rs dan zou volgens de stelling van ~uler voor homogene f'unc­

t tes 



. moet~n zijn of 
•· 

,sou due identiek aul moeten zi.jn, wat tegen de onderatel . 

op blz. l ie. 

VnQrbeeld 1. Ale eerste voorbeeld behandelen we 

ging van een masaapunt onder den invloed van een kraeht­

veld met een gegeven arbeidsvermogen van plaats P 1 

afhankeli,ik van .z , :/ en X~ , Hier is 

ml, I ( • .t .:i -~) 
;:: ~l ??1, X f- ':J r X. 

I • q = x. /:>, = ,1i- ~ 

1'" = 'I p,._ ::: '>ti, i 
q1-::. ( P3 -= ,,,,_ X. 

H =- fi< 1/t.- t = -r ~ (:it+ y"',- {') + p 
I I i., .t ..,) 'P '7' p = 1~ \ f, , .. f.t +·f3 . t- ... =:"' +- • 

De vergelijkingen van Hamilton luiden: 

"Jf •• 
j - .::::-'ln.X, . 

dX J 

7:H . 
-- :::: - /o, 0f . I 

t:jd. 
II 

1 H d 

~=q . 
.) 

(~~tr. ciil~). 

Opg~!.!.: Behandel hetzelfde probleem met bolcoordtnaten. 

Voorbeeld 2. AlA tweede voorbeeld ne:men we weer den ring 

met maesapunt, blz. J. 

7.etten we den toestel niet stil, dan is 

1. ., H ~ ~ ,~ (!T _ ,A/· R. it;•~ ~j) J- ,1 R Cir.tr . 

De verge)iJkingen van Hamilton luiden 



8.1 'dH • 
~=-p. 

· io - ,,,,.,. w i. R, ";j;,,, 8 u-t e + tm fR. Ji,,_ 8-= -~ 'R. e 

191,, 7?, tJ°: ~ (}IY,,,j ~ (} I- rm, wt!?.. Ju,., 8 CtM' B 

,1o ' fa . . -
• n~ "[} l.;, - . ~ 

·rn,{L m.R. ,(, (~ier een identiteit) 

Orn een algemeene methode 

1,a.n· een stelsel vergelij~ir.igen in den kanont~ .· 

den we d0z.e tot een variatievergelijking. 

)?J_~~:.!a tJ~~~e li j king en I van . Hamil to h. 

De vergelijkingen zijn. opgelost wanneer de 9-k. en dua ~~ ... 
'K . 6 q (of de fA) als functie van bekend zijn. De stand van 

s·celsel is• op ieder oogenblik gegeven door de n, getallen q1 , • 
?t, . 

9 . Men kan dit anders uitdrukken door te zeggen dat alJle 

mogelijke etanden een ,ruimte van 11., afmetingen )( ~ vormen met ' 

de ooordinaten 91 , • • , • , 9'lv. Dez_e ruimte noemen we de coor 

!!!!tenr,1!~-~::.. Go.at men van - zekere beginvoorwaarden 

uit" dan beeldt zioh het verd~re verloop va.~ de beweging af 

een krC;J.1ll1T ! .. n de X '}1J , de baan der beweging, en bij ieder punt 

van die kronnnc:i hoort een zeke:re waarde van -b • In i$der punt i 
",,•J 

ir, de richting van de kromme vastgelegd door de differentiale:ri~ 
' ' d ~•,!., .1t: ~,: c/ , ., • • · .0 , · 7 dat is dus door de q , of ook door de fa).. 
. k -k 

daa.r deze immer.s met de q en f:: samen de q bepalen. 

der punt der )<',,,1.; gaan in iede:re riohting oneindig veel banenJ : 
0 

i:@llers door e~n andere keuze van JoAkan men bereiken dat 

ten tijde t:.: ,;i alle met eenzelfde factor ve:randeren. De 
/,,• 

t.:ing in· q ,.. verande:i:-t dan niet, maar het verdere verloop van 
r? 

baa.-u we1. 

Voorbeald: Vrije val met gegeven b 

. richting, De Xh is hier 
l :: .,,. ~ 11.:::- Y . 



/ 

t 
/ 

~ I. 

, 

f; ,' 

15; ban.en, hier de .bekende kogelba.nen, zijn 

. pare.1>olerr, die in het beginpunt alle de­

zelfde raaklijrt hebben. 
• ' 'flll ,~ 

Neemt men nu de X,,,,+ 1 gevormd door q1, • • "·" 1 

9 ~ en t , , dan ligt het gavai anders. Daze 

ruimte noemen we de film.ruimte. Willen wlj 
van · 

dan een punt, bewegend in een vlak, de film 

ruimte construeeren, dan ma.ken we een film. 

van de baweging, knippen de plaatdes uit en maken er een drie-

dimensionaal pakje van. De stand van het stelsel wordt in de 

filmruimte X it. -,. 1 eveneens gegeven door een kromme, de wereld-
. ·k t ~iJn, Veranderen de q ten\tijde = o all~ met eenzelfde f~-

tor, dan veranderen niet de verhoudi~en de/: tl'/a,: · · ~ · · : df ; 
maar wel de verhoudingen de/: d71.,: • ·-" • :d7'H-: dt zoodat de begin­

I'ichting van de wereldlijn w:el verandert. · 
I 

Voorbeeld: In het vor~ge voorbeeld is 

de snelheid voor iedere baan een andere 

constante. De wereldlijnen zijn dus 

ook weee parabolen, maar deze liggen 

alle in andere vlakken. Hun projecties 

op het .!t y-vla.k zijn de banen in de. 

vorige :figuur. 

Daaruit volgt, dat in de wereldfilm 

door ieder pL1nt een bij het probleem passende wereldlijn in ie-
, 

dare richting gaat en men zou geneigd zijn daaruit intuitief te 

besluiten, dater door twee voldoende naburig gelegen punten in 

de wereldfilm ~en en slechts ~em wereldlijn gaat. Teruggebracht 

tot de X ?t, zou dat het vo lgende beteeke_nen. Zij n t1 . en 62., twee 

~~geven ti.jden en ~ en P:<.. twee gegeven punten der )(,u , dart 

zal er :i."l het algemeen e~n en slechts ~~n baart zijn 1 die ten 

·tijde -b1 :ln P1 begint en ten tij de t,t in Pi eind:i.gt. 

ffl Voorbeeld: Is in het voorgaande voor­

beeld het punt ten tiJ' de 6 -in x 'f I 
I 

I 
() 0 1 C Ii 

, y ten tijde t 
I . 

ri·------'-...L 
en moet het punt-} 

bereikt .. we>rden, da.n 
.t 1 

ts 



I /C1. l 
() St- " l'JJ.;,_ ,. 0 v, - ~ 

. - t, 
I o 

. t', 

6 " en uit deze vergelijking volgen i, en ~ eendeudig. 

Deze intuitieve beschouwi~g moet nu door een exaote ver-
- " . 

vangen worden. Daartoe beschouwen we een willekeurige baan tus-
k. . 

schen de p11nten q en 
1 

~K. 1 die doorloopen wordt tu.sschen t. en~ 
2.. - I 

en vormen langs deze baan de inte~· 

graal 
t 

to.L J t, cU. 
t; 
I 

Ondersteld is dus, dater een kinetische potentiaal ~ be­

staat, deze mag expliciet van t afhangen. We beschouwen nu een 
\/ Jc r-1< l<tl<. naburige kromme i.11 de /\% tusschen de punten 9 -f-o '( en 9 +- q 

I I L 1-. 
die geen mogelijke baan behoeft te zijn en vormen de integraal 

over die krowme, echter in de on~erstelling, dat t:, constant ge •···· 

houden wordt, d.w,z. dat men hat punt 9"'- op de eerste trajecto-­

rie, dat ten tijde t bereikt wordt, het punt qi<.+- b<jl< en dezelfde 

tijd t op de gevarieerde kromme corresp(?ndeert. Bij begin- en 

eindpunt van de gevarieerde kromme behooren dus ook -b en 6 .. 
t ~ 

In dit geval is de variatie van de integraal 
t t 

0 j I.', tlt =I J" ,C di 

-b t -6 
t ~ I =/ ( ~ <J9 k-/- }&, (} t) ,i/, ( m,,,Jd~ ~r-t"' _,_,a) 

f 0,3 I i (f 

=j((d. l.S.)rc/-1--Mt1>r.}di ( ~w.~v. 
l a 09x vff ( l!..2 '< ) . r t ot:. I< ( ;>,e ~) J qk.. - h dq • . ::. J cl (o""p <f q ) = W/t= f ~'! t: f ~ 

Uit deze ve~gelijking volgt: 
e 1. Vallen begin- en eindpunt van de baan en de gevarieerde 

kronnne samen, dan is 

1 (), '-I 



de ~iltonech_! · ~ 
9
!~ie.tievergel1J~i~ (o 

Wel genoe:md.het Hamil.tonaob~ 1tariatie:prinoipe) .. De vergelij 

ts de eerstt, noodzakol.ijka voorwaarde Yoor het extreem (mxi 

~f miriim~) zijn van t.i( l,ti,i; , Om te onderaoeken -~f' werkel~jk 

extreme we.arde optreedt, :sou n1en nog EHms moeten difterentie: 
It 

:ren, Dan blijkt 1 dat 1rerkelijk een minimum optreedt indien )' ·. 

q k nlet te ,rnr ui t ellcaar liggen. Ia </1:. op de baan gegeve:, · 
~ I .. :." 

beste.a.t er- e(m grenawaarde voor q" 1 bet bij 91< behoorende 1Ii 
L i ~ 

~~'P.':!"1~ ~ w::.A.rbi j / l.uit niet meer minimu.m is, blijven we diob~t 
k l'fl.J: ,-

t.er blj ~l dU!'l diot brandpunt, dan is ;' "'....,c minimum en ~r be-• 
I 1< ~ 

:?'~l:tl~ -~~~-~ l.i; dat geval_ t,u:schen c/ !~ ~K !_~ __ d~. infinitesime.le : 
f ... 

omgevi ng (fo i'.' gegevon tra;\ ectorie geen andere dan deza ba81l~ die,, 

~-~--~~; interval t· tot t dr>orloopen ke.n worden .- Is qi< het bra~~ •'""·'•·•-.. ,. ___ ,.,., .... ~,-~"''~''~'"""'"'""'"'•"''-- ~ "'-'"""''' ~ .. -....,,_,, ___ ~-··-··~-••,o-- ~ ,·-- %, .·:_•-0 

k Ir r< · ·' 
i;,t·nt van q dan gaan er doo:.:~ q · en q meerdere infiniteaime.al / 

I f ]., 

nabu.rige be.ne!lt die a11e in het inter•.ral f tot £. doorloopen ·; 

kunnen worder1 .. 
l~ :: 

Er bestaa.n du.a in totaa;t. oo wereldl.ijnen, door elk alge-"; 

11 '.Hm ga1egen run.t der '" ::i- ;-1 filmruimta gaan er 0011,., • Kiezen we 

'"'" uit deze oen stelse1 van oo zoodat e.r door ieder a.lgemeen ge ... 

legen p~mt ·1 5aat 1 da.1'1 t10e::iren we dat stelael een _co~..r~r~~nti~. 

,.-t:~~·, ware·1\lli;j•'1en, Ir1 onze ge'ti,011e ruimte-1 (n .. ft::: 8) hebben WEt 

ietEt de1•,:reli;i':"B n1et d.e rf)Ohte liJnan. l!~r besta.an oo<v' reohte lijw 
~ 1/ ! ne!'l., 1or:· c1.::. pur.t gs..e,n er 1X1 , Kiezon wa c~it de ,'7.:;J er .:X> uit, 

~oo,~at d.r.:or f.,Jk sd,~er!~t~n 1~:eh,gen pu:nt etin li;j'1 ge.e.t~ dg,n heet 

i.at sta:iseJ. e,;n-1 ccr~~ruentie. Vocrbeeld. e.lle tlOl'lll&ler, ,ran een 

e.]lipsoJ.de 

Vqorb•e\'.:ld \ran eal'l brar1r.l:;rnnt. Jt~en rtassapu:,t ka!l zooder nit• 

wr:md.i;~~(-: krac!hter1 en ~ond~r wri ivi•1g be-negen ovt:lr een vast 
. 'l ., 1 , t &'"' T_; ,.,.f t, i oo..,(>pp·',r•,.1ac mets racd 11,. 'I en q z jn b.v. thi bo1-· 

van den bol I de snelheid langs etnt ... 
tr£jaot~~i~ is co~stant 

6 ~ •,!ft--... 

;:.:!jn ,~: en .bl in het algemeen 

elo·.sht~ tvrne tcajectoribn, d:!.6 ~:,:a:rot:i!n een. grooten cir}ce1 

vcr::),~··.1 ( cUt l igt ,:t'tri da bi.j zo11do.re kmuse v&.r! het 



en is in bet algemeen nie~ noodig; verg. bet vorige 

beeld) en due kunnen beide in t - t doorloopen warden, 
1. -!/Al J..Tt 'R, _lk A }J 

men ale beginsnelheid kiest f = _ resp. f-= · ~ -~ 
'- . I , 

De beide be.nan liggen eohter niet infinitesimaal naburig. 

Zijn echter A en 1:> diametraal gelegen, clan zijn er ()0 vee' 

bar.en, die_ alle in een tijd ~ - y doorloopen kunnen worde 

en· bij elk van deze zijn er andere aan te wijzen, die er 

elechts infiniteaimaal van versch1llen. 

28 De Hamiltonsche varie.tievergelijking ( to·.'-/) is aequivalent 

met het stelsel der k.anonische vergelijkingen ( 5.f ). We be­

hoeven slechts de aequivalentie met de vergelijkingen van La­

grange aan te toonen, want deze zijn immers met ( S.s) aequiva-

lent (blz. S 

.A,, I 
I/...,, 

dus 

). Uit ( f0.1/) 

! t !, dt:-::o 

volgt 

t. 
t: 
I 

o=j (ij'{ c,,'9\ r1Jktr;a6 (omdat -I; constant geho11den wordt) 

-/2.l =J{ ~fit(rj ar- li 9~)-(ft ~ )01'J dt 

=-(f-~' v1k - (--a~' oq" +-ff¥~ -ft ;4Ja9kdt. 
9 Yt::~ J- 9 /"=f , 9 1 

De eerste twee termen vallen weg wegens f 1 ~ :=. O ; tf f k = O en 
1 ,., 

gezien de vargelijking _moat gelden voor iedere ba.ankro:mme en 

voor iedere keuze der 6 i"' v,"'lgt 

c:l 7Jt ol 
/ J...3 ;Jj 0 ,,-k - ~ii :; D • 

Bij ean wereldlijn behoort in elk punt nog iets anders, 

namelijk d.e waarde van f i:I: in dat punt, genom.en langs die lt 

lu is volgens ( ).o 3 ) 

',' ' 

1:s een ~if:tere~ff i•lve>r.. ,ran de eerste 01:<i• :tn 9.k\ 
. t:··t.' ·.•· ,·.· ·•. '. 
wtit ·t.,:::~i.,•:.t~~ting~n · Dan, beteekent die 
i'.'.'h{l3t~·~t:~:tl,jf~'./ . JC • ' '. 'I 



. differentiaalvorm 

13.I X t>lx +-lj oL:J f- 'Xh, 

wa.arin X l/ en X functies van :JC. , !J en ~ j1jn 1 meetkun-, ,~ 

dig een 2-richting wearin de ver:plaatsing dx , "1/ , dr., ge1a--

gen moat zijn 1 opdat de differentiaalvorm nul wordt! 

13.t 

Omgekeerd be:paalt het veld van de 2-richtingen de di:fferentiaal-· 

vorm slechts op een factor na. 

Bijgevolg bepaalt f dt _ in ieder punt van de filmruimte 

een %--richting, die zeker de richting van de bijbehoore·nde 

wereldlijn niet bevat ( want ,C df: is immere niet · nul). (Men 

moet· niet vragen of de n-riohting soms loodreght op de wereld~·­

lijn is. Hoekmaten en lengtematen zijn in de .X11;+I niet gedefini­

eerd)., Maa.r E.~ bepaalt., 2ooals we bewijzen· zullen> de ?i--rich-­

ting de uitdrukking /;df:; wel, al is het dan oDk niet eenduidig., 

Zij namelijk de ?1, -richting gegeven door de· verhouding 

13.3 

. ( Cv , - - .• C.Jf; zijn dus gegeven grootheden, C0 he·ert de di-
/D er-, "' 

mensie ;.,., --1 en ,..,,, , e...t > e.3 zijn dimensieloos), da.n zijn in 

de eerste p~aa ts H en Jo A al vast op een onbekende f'actor o,( 

na bepaald 

. 13. l/ . 
J 

en nu moet bovendien nog aan de vergelijking 

: volda~n zijn. Wij vinden dus bij substitutie 

ct. e, .. -.H ( fl.. c,,, qk.t) 

· ~:~i4~-'a :11~rg;•;1-j~ing ka.n IA. steeds worden opge1ost, behal!e 

~;hi~~~~iat; fl, · ~~m~gel'4e · runct i e van den ~era ten . graad · 

):~~,va),. (lat° :~ohtef. zooe.i's ·We op blz. 6 



14. :~ 
''':I 

zagen 1 nooi t kan vorrkomen. De vergelijking voor ()( ae.l in het~1t! 

algemeen meerdere wortels hebben, meelltal ie H van den twaecl.4 

graad in PA (niet noodza.kelijk hom0geen) en dan zijn ertdua al 

tijd twee wortela. De wortele 0( zijn funotiee van q,c en 'h . 

Bij e2.ken reeelen wortel in een bepaa.ld punt 9k., t der film­

r,1imte, die niet n11l is, behoort een differentiaalvorm f dt , 

d.w.z {ingevolge 1.2..'/) zekere· bepaalde waarden van H en f'A # 

£Ji t ( S. S ) vt,lgt e:ihter da.t q I< een :funotie van f> A , t/ an /; 

is, zoodat elke reeele wortel in een punt 9k , t ook q 1<., dat 

is de richtin.g van de wereldlijn daar tar plaatee, vastlegt. 

Bij ell\'.EP'l 1·eealen worten beh()ort dus een bepa.alde richting van 

de plaatselijke wereldlijn. Bij complexe wortels behr)ort na­

ti1u.rlijk in een reeel mechaniach rraagstuk nieta., d.w.z. de 
. . 

pla.atselijke 11.,,-richting die tot oomplexe wortele zou vJeren is 

voor ,en reeel vraatstuk uit te schakelen. Reeumeerende hebben 

we dus: 

l Bij elke richting in een punt der filmruimte b'ehoort 

~~n enkele 11.,-riob.ting, zoodat bij een wereldlijn in die 

gegeven richting een differentiaalvorm ,edt behoort in de 

?t- -richting. lit is volkomen bepaald, niet slechts op ee11 

factor na. Om fdt uit de gegeven richting, dat is 
; d 2. "1.n'lt., .1-1; • I< dy: f : ..... r~7 : «-- te bepe.len wordt uit </ eerst f>- bere ... 

-
kend met beh11l'p van C I.J.. ) · of ( '-/. 9... ) , daarne. H •1it 

H =- H (A, ) q\ t). 

2. Bij elke gegeven n -riohting in een pun-n der filmr,lim­

te behocrt een bepaald aantal (bet aantal reeele niet ver­

dwijnende wortels der vergelijking (/3.6)} waarden van 

I.. ,lf: , welk a.ant~ ook ·nul kan aijn, en bij 1edere too~" 

nige waarde van t ctt 4eia enkele bepsalde riohting, de 

.plaa~eelijke richting van de bijbeb.00rende warel4lijat ' 

:,:'lf'''t"', ' ,' . 'i ,' ' '··,' '",l : :.·' 

. J!#U.1:len ~•· ,c.. -x.-ioht11'ig~ die in een bepaald punt bij de•.r'f .. 

\i~f~½~,~f3~:_tfoo:rt de' ~egevoee1de 'l&,-riohting noa•* 



-✓ -

omgekeerd de richting, de to~~~.~-~ richting van de %' -rich­

ting. De toegevoegde n. -richting is e$nduidig bepaald, de toe­

gc.:,::vcegde r:t. cht ing ir-; echter 1~eerduidig bepaald en lean onder om­

standigh0den ook ontbreken. 

:E;en punt der f ib1r11h:nte met een 1'1.., -r:i.cht ing heet een ~ 

!!l~n~, en eer1 wereld.l:i jn met de toege­

voegde ,J,, •--richtingen in ell-c punt erbij 

heet een e~~mentenrij.Da.n gelden dos 

.d.e volgende stellingen: 

en de richting van de wereldlljn aldaar. ---·---·---· 
b .. E19n gegeven element is element van een aanta.l elementenr1 jen 

dat gelijk is aat1. het aanta.l reeele wortels der o( -vergelij-· 

.. !Ci Y!g. 
, .t~• 

Er bestaan in hat geheel oo ~ elementenrijen, door elk al-

gemeeri gelegen punt e,<,'n, ,. Een stelsel van ()01'1, elementenrijen 

zc,oda.nig, dat er doo-r elk algemeen getegen punt ~en gaa.t,, heet 

ee:n congruen!ie van elen1entenrijen, li~en dez·gelijke congruentie 

is in het algemaen zoo, dat de <n- -riehtingen zich niet aaneen-• 

seha.kelen tot c,1;:/ X h, , is di t ~el het geval, da.n heet de congru-• 

entie X"i1., •-vorrnend. Dit is een bijzonder en voor de mechanics. 

zeer belangrijk geval. 

De meetkundige beteekenis der kanonische vergelijkingen 

is nu de 

i ,. j 
.,.J,1 

vclgeride. De vergelijking 

dc;k- oH ,,1_ 
<,A~ I -· ··-~ Clt, 

0 f'k. 

legt de richtir1g van een wereldlijn door een p11nt vast» indien 

in dat punt de differentiaalvorm J} dt gegeven is; de vergelij­

king 

cln = - Ell olt 
,A . o9>-

de different:taa.lvorm ,C dt in een voigend punt van de 
. . 

· · : ~e:r.el.dld;j n vast. 

Voor'beeld; 
,,; i,, ·' ,,;"'· :~· ' ' ' 
. --.;t,•'-•,, 



krachtveld 

De cA - v0rgeli jking luiclt 

. , 
fb.J.. 

or 
' 

1h,3 

Daze ver?;elijking heeft alleen r~eele wortela, wanneer 

/6.7 e. .l o p CL .),, 0 
-A..J.. - -(J ,.,,..., -

is. Dat di.t zoo 1s spreekt vanzelf, aangezien C0 , • • • , c,:., 
evenredtg zijn met -H , fa, , • • • , I',,,,, , is de voorwaarde 

nameli:ik gelijkwe.ardig met 
.t. 

- I 6. s /-I: 2 f T = ( f .. T) ~ 0 

en i.nderdaad kan in, een reeel vraagetuk f -T niet imagi­

na.ir worden. 

De wortels van ( / 6.3) zijn · 

I 6 • 6 o( -= ~ (- ~C. t V :_,...~--~ t-r.c-9.,.-_-2,-,,..-p-). 

De filmruimte is vierdimenaionaal. Is in eenig punt .t,. , !:I 
'X. , t een drierichting gegeven door de vergelitJ.king 

• 
• K 

en 9 

tl.e 



I e 
11.1 dx : dy : ri'X. : dJ:: =:. c.1: c 1..: c3 : -~ -:-~---_-+ir:--=ea ,_-~-~i=;;;;E.~ 

V fr )M. 

Noemen we de bijbehoor!3nde snelheden 'f en f , dan volgt 
l. ,..-, 

c-1 ~'It'=: 1f' 1J-;- 21: v-: +-ir v-:: e, ~ J..P e~ 1. P c3 2.P _ x.P 1 ,.7.. 1 1 ,, :l' 1'- 1..1.. ,J ,._J zr ~ -I- cJ: 'lit. + c'- ?fl, - 1H, • 

De snelheden (die dezelfde richting hebben) hebben dus tot 

product ?J.. . Voor het vraagstuk van de kogelbanen (blz .g ) , 
is P = ~!:I . Bijgevoog hooren die twee ba!!en bij elkaar 

wa.arvoor 

Voor !f =- o wordt P::. D • Dab wordt de eene snelheid nul. 

Men ziet aan di t v,;or3eeld dat de constante in P meedoet, 

De wereldlijnen zijn natuurlijk van P onafhankelijk,maar 

de stand der toegevoegde richtingen niet, immers 

en H bevat } . Verandert men. P met een constante I da.n 

draait de 3-richting in eenig punt om een bepaalde vaste 

van de kemze van de constante onafhankelijke 2-richting • . 
gel_egen · in de 3-richting van -~ , !/ , !i<, • Deze 2-rthting 

is gegeven door c, : GA,: c.:,3 == fo, : />'- : p3 en staat dus in de • 

X 'j ~ -ruimte .. loodrecht op- den snelheidsvector. 

De Eikonaalfuncti~s .. ________ ,__....,._,......,.._. 

' "\/' : .. -~~ 
Aang_ezi~n er door een stel van twee voldoende nabnrige pun-

. • k . ·. f\ . 

ten 11< en 1 in X'Jt ~lechts ~en e;/dig aa.ntal banen gaat, die 

juist in dert (voldoende korten) tijd tusschen t1 en 6,._ doorloo-
. Q q> t: . 

pen kunnen 'wdrden. ,ie '/cc:.'f\C 4 t een (in. b.et algemeen meerwaar-
.. , ,:1t ' 

, '' dige) funotie van 9\ qi< en van de tij-
.. t I .t. 

q.en f en · ~ .. 

.,~ij due· een wereldlijrt gegeven, begin-··• 

·'ii&ftde in .het punt qk. ten tijde t:;:.. ~ 
·, . ' ' () . 

zij het p,.1nt tentijde t in het pt1 

,,i-.e··,, .•...... ~a-n die lijn. ban leert de varia.-

( 10.J ) 



18. I 

t J/t cl-t -= f 1< J'c/,. -P;. f q ". 
0 0 

V 
0 

Aange:~ ien nu t, 

__;~ ( k. K t t)' 
f/h R = I /,t,t = 

t 

/., 9 ) q ) ) " J 
' 0 

I,; 

volgt (da..~r de tljd cor1etant 

en due 
0 

. cl R. 
.> c17,K 

C, 

Houden wij nu q k. en l constant 
0 

dan wordt 1(. een functie ve.n 
k C 9 en t , i.vaaruit vo~gt dat 

O Ii • 0 

/J d.R cJR ~ ,,._ _ J! h •I< 
"-· :: d.J. = ---t + -:-. I< 'I -· -;:Jt + , ... fa 9 .) 

c;; ?) Cl'( 111.s 

zo0dat 
C 

1a. 6 
JR :: - H. 
~ 

Nu 1nat zic1.1 H schrijven ,als een functie van rt(.. P,\ en 6 
!'· ', 

(blz. 5 ) en uit ( fi?J-1) en ( l!?.6) vnl~t due da different 
0 

aalvergal ijking voor JG als functie van qi< en t 

r ·-,;,) -·· ---;--~·8 
rJ 1?.. · /{ 7J R .1. : lli ::::-_ --H ( q ' -- , ,.,,_ : 

. ' df"'- _: . ..,.._.________ ' 

Dit ie de vargelijking van Ha:milton~Jacobi. De algemeene 
' ·-----·~-,----·-, ,.,.._.,_ ... _.___ ··-·-----

lossing van een dergalijke partieele differenti&alvez·gelijki 
Jc I•; 

bangt in bet algemeen niet, zoo&l9 die van ;ti g.ewone differe 

· tiao.lvergelijking, van een eindig aantal oonsfamten &;f, maa.r 

.,b99at willekeuti.ge funotie~. (Voorbeeld: V x V' = o ; op.losa,i • 

;,_, 9!:'i6~fP_, ~ /' een willoke~ige tunctie is). Een bij 

<~19):••' t>pl~siq, ie ~de e,en of arul•re :rune tie van Cf~ 01;1 t; .:: · 

- -'18J' l).•blffll ,_, SS\911 ""8 118}-de, -r ee11 <ij\Wl 
f :J~,i~n\~',,:t4;~;,:.\f' t:, 4\tbtingt, een stel vatt ri,tc.Hr,'. 

~"~)i~; . ,,,_. i: f(,~ 1i t, t · ... n_. t,.~eenunteft1n 
'.};;.~.~<::1 k, ~ , ti~:. .... o, , , b ~ £. 



d.L een fu.nctie, die niet •1an 6~n punt :me.s.1: van twee a.fhangt. 

Zij bastaat voor alk st,:1 va~1 t\"H3fi punten, die ni.et te ver van 

elkaar ,,er'lvi:·:derd :~i.:i'';. en nl~t 'bi;jzorider liggen.,, en ie de inte:-­

la\1gs de ·;;,ereLd.1.ijri die de punt.en verbin.dt. 

di..e bi·j-:,;onder 1Jg.~en, d,w ;L ,rn.artuBschen g1~en wereldlijn Jr.Oge-• 

JJjk ir. D3 tweepu'1ts.f::l"lcti.e :tn de "tNreltlfU.n~ beet de aenvc,1di.§_ 

,,.. t· \ '•·'} ,, .. . J ... _ (~' 

{1 

R. De eer.voudlge ei~onaalfnnctie i.s niet de algea:e':?!1,3 OJ;> 

'1"'·7') lossi n~ \rtu:1 , . tr / , . Ws z,1 l lan nu aat1toonen .; dat ri1a11 lede:re w:U ... 
:,, r I '\ lekenrige onJ.osr:ii ng ( 1 t/, t:·) met behu::J:p van l?.. kan oonstrueeren 

'· 

We gs.an due nit v~n ( I~ ~t,, de vergelijlti.ng '''•/,, 

···-· 
' ' / ,.,k ') k t \ 

/-/ ( ·J ' ~·A ' / {) t. 
I 

onafhanl::elijl: va.11 eentg mechanie-:.ih probl~en1 met ldnetische potan"• 

t1 , ... ·t . v c)R h . . h ., a:1...,, vm9.rvan we e::)rs,., ,u g1n:~en. oo:r ;~·9-;.. sc r1.1van we r,, 1 

r,1a~:ir rm allet~n als verkarte notatie, Met ,'lame mogen we ,rolatrelrt 

" niet al a•:i.11'1 1~1pen, .lat er tusschen /:::>\ e:n q'· kanonisl"lh3 vergelij· 
/ ' 

kir-gen h:.,sta,:.n, a.Ileen ( ·f~;.Z/) is gege·,ren, dat wll dus ::;eggen, 

de fun'.'!t ie H ( qJ /1:; f. ) en n:i.et_r: aruletie. Van ,'-/ z ij s11oen aa11»· , 

gt:n·,,..rrien, da·t .'le functiJ niet homogeen vcan den eersten graad in 

//., i <Cl DOO"' ,"},. ... ,;;;, ... 

d \/ 
i.s in elk punt er '"',i H 

bepaalt elke ~'·t. -riohting 

maer stellen waarden · ~~ 

een ?t,.~~·lohtir~ vaatgelegd. On,gekeerd 

in een 1mnt in dat punt nul 'I eer1 of 

0 R. · 1 ·· ·· · t 11 , =-- e11 we v·o.utomen, n1e a .een 
, 3 '" - ·--------

&en fa11tor na. Is ne.m&lijlt de .)t, ---rlohting vastgeJ.egd door de 

gegsven verhouding ct> : , , • 

·;.i ~ <i t 0 j 



en dit, geeubetitueerd in ( 19.L ) , voert tot 

J., o. I - cl.. c0 ::::.- H ( 9 \ o'.. e;,.. i t), 

de rA -vergelijking vsn blz./J. 

Gaan we ui t van de een of andere willekeurige maa.r beken~", 

oplossing R ( 9 J t) vsn ( 1J. I ) . Neem een PU:nt ff~ t op de X,c;l 
(I . :,¥:, 

R. ( qJ t ) :: c • Daar ter plaatse_ valt due de door ~ , PJ.,. ":;\ 
paalde ,~, -richting samen met de ,,a. -richting van de X?t.. • Door \I 

lij 
dit punt gaan we l''lll eene een kromme construeeren, die ovaral a&1t••1l 

, .. :; 
! de differentiaal\tergelijkingen i 

de/\_ 7JH (P.19Jt) .lo.2 -'~ 
«,C - -- 0/JJt 

zal voldoen. (Dit is aen willekeurig vrije de.ad). Aangezien /1;.. 
niets anders als een afkorting is voor e)~ en -~; in elk punt 

~u ~ ~, 
der X +I bekend is, is ....:2. een functie van qi:.. en(; geworden 

K lp~ . 
en hebben we due te maken met een stelsel van 1t gewone diffe-

rentiaalvergelijkingen van de eerste orde. Oploasing leve-rt d~ 

gezochte krom:me en bij verplaateing van 9K , ! over• X"'met de 

vergalijking ,?. ( '1, t) = r.. een stelsel v:n r:xl'"' krommen, door 

elk punt der X?'!, e~n, Nu -ie f>. :: ~ , dus . 

''f'' 
cJp>-(q,t) ·e> ?JR(9,t) 'JH(q,t) 

'dt -=~ --Tt-:.- rlf"X. 
1..n .. s 

c) 1-1 { P, 1, l) "iJ H ( p //, t ) a /J "-
- - 7J '{ r;_ eJ p 1e. crA 

en 

tO,t/ cJP'A. ·- r>p~ 
:t ~-1-;. - cq >.. • 

Subeti tuaer• men ( 2,.(). 'I) in ( ..to . .3 ) dan volgt op grond van 

·-;;p>i. eJpA tLq-. dt,;..,· oH 
lo.s 1T +- o9k . ([J; = "ell: = - a~ • 

Zijn dus de kro.-n vast1$elegd door de ·eerate· kaaonia.ohe · 

lijking ( tO.t) ~ de.11 geldt voor de ver&.nderiftg v,;,.n/>: 

10.'0-6, de tweedei kODOniacu. vex-gelijki!)S ( to:.r}. Dtil 
,, .':.:, ' ,, /, ,,, ,, 

do vergel~jk:h.1rg ( ~1-•'L·l~• tif it1og. n~•~ ·met ten aeel3alni,ot1· pW. 
.· .. . . . h ·. •· .... ·•· 

""' 



bleem te ma.ken ha~, zijn we dus vanzelf gekomen tot een stel 

vergelijkingen ( to. Z ) en (1 O. S), die als kanonischa vergelij 

kingen van een mochanisch probleem met kinetische potenti.aal 

kunnen warden opgevat Nu hebben we al eezien, dat de kanoni-, 
:;.,.,...., . 

sche vergelijkinr;en t•en stclsel va.n 00 elementrijen bepal 

heelemaal ona.fhankolijk van de specie.le oplossing 'R.(zt) waarvani 

we uitgingen. Uit al deze e1ementrijen warden er door de oplo' 

sing R.,, (qJ t) j11ist een congruent ie van elementrijen 11i tgeli 

en wel j11ist een ·~wodanige die X:11.; --vormend is (blz. /6 ) . De ' 

wereldlijnen van deze e1ementrijen zijn vastgelegd door (.t.O.J.: 

en de ex/ X,i, zijn gegevl3n door de vergelijking 

21. ✓t 

Be:pal en we nu - d le eens larigs een wereldlij n van de 

congruentie 

otR == ?>R._dt-;-.~ d'lk 
7J t ?19" 

::: - H ( p)q., t) df:f fa1cd1/(-= l(f;f, t)db 

waarbij voor faA de plaatselijke waarde langs de wereldlijn, 
olc 
fi)\ 

J.l.3 

ingevoerd moet warden, dus 

'/(,I at)-~ (q t)""' f (- 11 (f,'l,t )-1-A 9) d/ 
ln 0 >t1 J. 

. Q 'J, 
41 0 

Dit is echter juist de waarde van de eenvoudige eikonaalfu. 
I K t ~ · tueschen 9 , .; en a 1 t 1 We hebben dus de 

0 o I 
• kregen: 

Zijn•de wereldlijnen en de eenvoudige eikonaalfunctie 

SlUPlll van een probleem bekend, da.n verkrijgt men een Oploss 

R \'l'an, de differentia.alvergelijking van Hamil ton-J·scobi, 

op een voorgesehreven (niet ongesehikt gekozen) X,v in de t:i. 
r1.1imte ee.n gegeven oonstante waarde C. aa.pn&~mt/ op 4f.':h: 

"' ,, ' "''\ ·,,__',,/t·.:'•,.,,.'. 

d<1 •i~~" ~net11eer de O~!!&Nlln;t ie der wereldlij~,~c 
,"" ',/ ·;,, ·f~ii: 



,:~ 1' 6 an -.: n u i t: 

2 

E:t'c di t punt , 
--r· 

... :e ge-.:,~, df,,,11 :, tinc:ti, .. /t ,,t,t'l,:;:t u.•in t(:;dt)~· :nnnt t'.IUn ~~Htdi I f'inwaa:·de 

,!n.ncbi ·yc,en;t d,18 toe" de ... ~ ... ••-"-•""" --~-·~--......... _,,,.,,. ... , 

r...;;,,.., .,..,.,~"t .... ~,n ,.,., •. ,..·1 1 'lz·,·~l•·•r•d"' "·c1, ""' · :',.~~,,'~-.J:~.~:~·.:_: ... ~.~ t .. e,. ,; -::~• •• -t,~ ,_t: .H ,.,t,. .... ,, t,..,,,,:., 1 aJ ~ 

\~ . 
'll·••e'·t· ,,., .; (.,c;;..,, ,i. J., J\ ,l ol:;.,.i ,.r.._ ,1,,t.::, 

'\:/ , +n·i" ,:...::.i, .. •,r 
' \ ._;~ ....,.,_, i;.,. .._ .... ,, ( t;•·,,e•,','p,11.n. ·l,>,·L -f'•·inrd· .. , e l . . . ,,,- '\,,il \,. ""' .. ~, ,,., ~~• 

d,·,:--- de e.1 re~kt'.mf:'t o.:.kom:1a I noemen. liet wo;:,rd eikont:il'd wbrdt j 11 d.6 
,. .. """' q ........ , .• , . "" --- ······-·· ______ , ..... 

b1z, . .l ,26). 

V belanzriJke StBlllng. AJ:e /\% 

Jm:1t, dus :: 

Gri;j;Jt 1•.a,1 ·1i't, ht!,'3te·:sr;:J v!l.u o·.::'·-~ el.em,::rntri;:rm 
~ ......... ~- ,,, ,,,, .,_,,.,., .. ,_, ...... , ... ,_,._ ,,~--·--.... "--- .,_ ... ,.,;, .. ,~-----.·-.,.,, ................. ~ """'" 

b7!'L ie z:codan1f:~ 1.iat; er ,Jf!n X,., be~ta.e:t zo('ldat in tede.-::- puut 
-·- .. ,., ........ ,"_,, ____ ..,~,-,, ... -, .... - •. .,, ............. , . .._,.,, .... ,..,-... , .. ""' ,,,,,...,,,., .. ,,__,.,.,, ~ ..... ~ .... .,,,,,._..,,.~~.,,.""'"~--....... ,,,,, , ........ ----..--... -, ... , .. , .. ___ ........... . 

i;. .: X1 .:i ·'> ·, { ,,.l.-l· ,. ,.. •· i;; .• ~' s:. .,•, ,_, .. ,t1• .. , S"' n 8. 'it " .,.,.. .:: • .-,. .. .1.1.8 >· u 1:J ;> --r., .. '-... •"-•ln.,.:, liY\.,.t, Ci ... , ... , ... e,,.,...,,, lJ "'me V .\. /.1:lv,,· .u:;._~,. 
•-•-"'••••-~ • Ji., __... ,,,,_,..~ .. ,...__., .......... _..,. __ ,_ ...,,_.,,.,,.,_,.. __ ,,...,.,_ . ., • ._, ,. • .,..._..,,_,,..,.,,,._,,,..,,.,,_,_,,., • .__,_.,,.,.~ ... ~•,...,.•,-•-->•-••·-.-.--"~'..,..........,_l~~ 

d •✓ d . ·'A-ti • .... ' l'l ""' o ,"\w I an r-o:rmet: a.ne,X> '>'\, •·:t:·1c,.-:i.:ngen ,rfUJ a . a tXJ 
'''"'""'--'"" # 'j:•• "'"'-••·••-.,,......-.,,.,.,_ .... .,. .... ,.,,.,,~- ,.,..._,_,.,..,,.,,..,.,,,~rt•"'rN<.,.,.,.....,,,_~,.._...,,.,,._""~ •• 

. .::~~-::~. :~~:' .. ~~~-~~--~:~:~:.. . .:.=:::"o./ X,>.t !:m .is duH da co tJg;cnent ia ."t"A,n 

'W;en trtj en X '1. A v..::1rmend. 
·' 



Oplneaing V811 ee1 mechani RCl\__E!2b lee~.!Ueh.!.1\:&~i=.!'P::....::Y.x:8.:.:..:.n.~"--,'::~.....,,, 

integral en. ---~ 
Gesteld nu eens dat e.e eenvondige eikon.a~functie 

• 
Rare. Dan zouden de 2, ·;-v vergelijkingen 

Ii 3 . ,· d k ( 'I)! , t ~ E) - b . ~~ ( 9, ! : ~ ~~ = - b K 
--.. ~--- - r.t) 40!1( t;, 

3 9 ,, ~ 

K 
ems in eta.at atellen G.e 9 an f>1c uit te. drukke'a,J1s fu1o.-t~•>' 

van t en ;i ~ integre.tieconstanten fa1e , tJt:. en den ,~:Jd ~ . 
. . . C • ,,., . , 

daarmede Ure dan bet probleem opgel,~t. · 

Wie levert ons .Jchter de eenvoudtse eik¢nealturiotie? Bi 
1 • • ..• 

de verge}ijking van m~:milton-Ja.eobi., wanl eefl wi1;J..~Jt..!P.!.i.i! op-

!osairig va.;-:i., d'9ze vergelijki rig, dit311.,, wezenJ,ijke·◄d i. nlet IP' 
(;:4ftl gerin~~e:r a.e.ntal •.rervangba.re) .,c.~nstalien bevat, Is daarom 

' .~· 
nog de e naalfunctie riiet. vok de verga.,U;jkl:ng 

. 0 . t 

,l'-3,!l. ll -= f !: dt 

" 
' 

hel'1)t pne niet zonder meer, vrant om ·c1e ir.rt~l te v.o~en h 
' , . 

11en we lo wer3l.dl.ij~n .noodig ~!!:!":'t dip. zi,~ no§ Ci.et hken6,, a 

het, prob.leel\ nJ:~~ opge1os1: ~s . .&~ is· eo . cMii ':Bevar \t&&q''q 

we "k. (met ~ ) wel kunnen bepf len en ~1 it~ ,.;-o:a.) •·NDU 
we &i over ?J, eerste i~t~graJ.e• besohikkeza,· die ·a,f zeke~ 

te noemen voorwae.rde vold,oe~. Met 11., eerste iategJ:llen kun· 
~ ,' ~ 

k• . . , 
we de 1 en dus aok de P>,, Jls f'uncti'9'8 van 4e r .e;n t: ' 
var ~ integr&tieconstanten. rltd1·ultken: 



d1.e :,_n, integralen de 9" en de /J>. in t kunnen worden uitge­

drukt. Meer dan Z 1k, onafhankelijke aerate integralen kunnen 

dus niet zijn). Stel nu dat we ,,c., eerste integralen met 'It, 

gratieconstanten hebben. Dan la.at zich aantoonen dat onder 

standigheden de differentiaalvorm 

!.'{./ J: dt = t dfl< - H ( /., fJ t)dt 

· flan volledye differentie.al is in "1* en dt , 
bebu.lpvan (J..$.JI) 1n9k. en t uitdru.kt. 

Ga.an we terug tot 3 afmetingen in de gewone ruimte. 

drtJ.kking 

ie· een volledige differentiaal ind1en;;; "rotatievrij" 

.d. w. z. wanneer 

· 1 - rT - d .,). . 'd w-..,. 0 "'i N,iJ.l 
~ "W' = y x 1Ar::. 0 j ,,,.,,, z. 7iy - di° :. OJ ..,.- ~ 

In dat geval is echter de integraal 
! ct 

'-"·" -f iif. di,= I 1Vj d;,:.+ fMl. "9+ ~el«. 

tueschen P en.. ff one.fbank~lijk van de keuze van. dan w 

tuasehen p en f't . Is -W• till een volled.ige d.iffe:r::entia.' 

. }./{.S - W• df..::: t1./ ( tx.J!j;X,) 

dan eijn de door ~ , ~ , ~ bepaalde 2-richtingen 

de gewQR& ruiate de 2-richtingen .L op der.t plaatseltj 
. . 

vec,tor 1:iJ" ) Xi -vormend. Dat zijri ae echter O?k ~a ... 

op een niet oo~tantan ·ractor er .a.a, ... ~•n .. ~u~ 
rentiaal i&: 

i.n ,t, · ,biit~r. :~~-. ••toi:-f 
lit ', ' ·'' ' ·~ '"' ':·\·;,,· ,, ' : ., '' ,, { ', ,::_:.:£ J, 

·.;:~;:·····. 



veld dat nog niet rotatievrij hoeft te zijn. Dit ael1'4e 1 
gUt ook door voor da X •H I i is ean differenti&al vorm cl 
~ d t j- w;_ dl' get~ev en, dart kan het veld 11' , ~ s i j n: i3 

;'\i{,i 

18 rotat ievrij en d.u:] X'"' -'!Jormend; t.'",dt + 21 d9>.. is dan eeia.,;,i 
] vol] ed.ige differentia.el. 

28 ;{?'v -vorn,e,1!.1 1 dooh niet rotati.evrij; 
e V 3 niet i'',:. -Yormend m1 due ook niet rotatievrij, 

In de beide la.atete gevallen .ie 1w;;dt.;. ~ "-</' geen volle 

In het iierE1te geval zou do keuze van den integratieweg 

t,1a.acher1 z: ei1 {i vrlj zijn an n~n zoi1 due geet1 wereldlj.jn 

behoeven te bemen. 0,:pdat /; rlt na subntitutie der eerste inte-~ 

gralen ( £. J.J ) ean volledige diffarentiaal in qi< en t 
t 

•-H:, 1 J'"') ln rota.tievrij zijn, d.w.z, er moat g&lden: t, ,1 

,'l5. ;I 
;:, tJ a/ 

!: = -1!...'' 
19'/\ 'd 

:.b. +-
~ t 

~ H (9,t) 
-··--·-r- ::::; 0 . 

"'oq 
We zullen ae.ntoonen dat ( 1.S, :J.,,) altijd vervul.d is, wanneer a.an 

( 1,,,y: l) voldaan is. Ga daa.rtoe uit van de kanon1ache vergelij 

king 

en he·t 

Volgens de k&noul!;!Che vergelijking { S'. S ) is eohte:t 

2.5.b 9'~ ::. ·~J.P:L!J . 
" 0/'Jt. 

Ind;ten nu ae.n ( lS. I ) •oldaaxr .,oet. sijn. kiln 

, 'cl 

:l 



van elke.ar af,. dan ontste.at 

"'6.1 !.h_ 01--1 ('l)t> 
"bt1 + 19 ~ 

wat te bewijzen was. 

De voorwaarden ( .J..,S. I, J.,) zijn te sterk, we zullen namelijk 

toonen, d.at men slechts behoeft te eisohen, de.t -H , /,., , X_,; 
~ . 

-vormend ie en dat d&e.ru1~ dan vanzelt de rotat;le'frijheid Vall,1-

-H , f,>,. ; du-B het volled!g differentiaal zijn-van ,e tl:I: vo 

Ga namelijk uit van dtSn der x'h, van -H, t '· d.at is dud 44n 

X 11,. die door aaneenvoegen van '"" -ric~tingen der elementen 

n eerste integralen ontstaat. De 111 -richting van dese X,._ ie 

elk punt toegevoegd aan de plaataelijke richtifij$ van 44n der 
I)&, . 

00 wereldlijnen, die bij de 11; eerste intagralen booretr en 

waarvan deze ?f./ aerate integral.en het r:l:Chting•veld d.oen kenQ 

Conetrueer nu ale op 'blz. tf ia gesob.ied: de eiko11&altunotie· ,t 
• 

die op de gekoaen X ,,_, de oonstante waarde C &andeeat. Dan i&'~, 

gebleken, ( J.. /, 1.,) 

'l'&&rin 'vt>oi- P"A de p,laatselijke ne.rde D10est "1-den 

welke lf&&rde niet juist ~1t de f1- bekeade eerat& integralen 

volgt. Daaruit vol.gt dua, dat bij eliminatie vu fa>. met beh 

van i,a,., eerste integralen /!3,dt een volle41grditterentiaal 1.• 

mite de congruentie der elementrijen deaer eerste il:rtegl"«u. 

X.,.,-vormend is. De rotatiavri.jheid ve:n-H, p;.. -.olgt kn • 

Ia b.et veld -H Jfa). l dat bi~ fll eerate iat~tl,eir 'b 
Xtt, -•Ormcuxl d&n is het ook rotatievr,1j . lien· atgt 

de '11 eerrste integralan wift tvolutle" aijll. td-6 is - . .· , . 

• 
ellminatie 4er /)>.. een voll:$dtge ~,tf~~l~-
Zijn de ,,.,· •e;rat, •. attg~•ln 111, ... ~ittt~, ; ~L: 

door 1nteg1"at.~♦,:;1r• i,, (4~::•1j'O ~1'f.;,1,~. ck: ,x,;•, 

• ti•> 4~~ ~-~~Jidl,,.~,. I , ;,~~!' •• • ' C •• • •• l 

.· . . •·· ··., •< ····'1,:•.•· G;}f"' 



Verandering van de integrstieconstante verandert niets a.an de 

ligging der aequiskalaire Xn.., . Da.t R. a.an de vergelijking v 

Hamil ton-Jacobi vo1doet la.at zich 110g aens toetsen. 

Eenerzij is 

an deu::z i j ds · 

dus inderdsad: 

" 
.) 

C 

is 110g niet eenvo,1.dige eikona.alfunctie 7l .. Wa zullen 
a 

m1 aantoonen, niet al1een de kennis van R, > ma.a.r 

1·eeds die van R · ge1ijk staat met de kennia van de o:plossing 

van. mechanische probleem.. R bevat 1'1/ integratiecomi3ta.nten 

C'A , die uit de ?i,, eerste intee7"alen gekomen zijn: 

We bewij.zen dat 

is. Inderdaad 

6 

k.omen de ui t de ee·rste in'tegra1~n ( Jl J~ 3 ) , dw, is 

~ fl 71/1, 
~ ¾ 4CA 

en ·l)t.jgeivo lg 



er 

z 

ie van. 

i 

:l 

ls.ten 

van 

en 

1t, aerate integralen. 

) 



Heeft men ee~ willekeurige oplossing Fl ( 9~ t.,cJ\) der vR 

lijking van Hamilton-Jacobi met 1i, integrati&oonstanten, da.n','.~ 

stellen de vergelijkingen 

resp. voor (a) de oplossing met X. -n, integratieoonstanten -l~ c.A 
van het atelset der kanoniscbe vergelijkingen 

:::::.:> 

,., 

en (b) een stel van ,n., eerste integralen (in-involutie) dezer 

vergelijkingen met tJ1.,. integratieconatanten CA • : 

Achteraf blijkt dus dat er bij iedere oplossing der verge- , 
t 

lijking vart Hamilton-Jacobi met w integratieoonstanten een I 
stel van ,;,t; eerste integralen in involutie boort, so,odat int•-1 
gratie van t ttt na eliminatie van /'A met behulp van fil.§ eeretej 

_ integralen juiat die bepaalde oploeei11g levert. Dit is ook meet~ 

kundig in te zien. Bij een bepaalde oplosaing R hoort een 1 

X~ -vormende eongruentie van elementrijen (blz. t I ) en het ;i; 

r6ohtingaveld van de wereldlijrien dezer elementrijen is' equiva- 1r1 

lent met 11; eerste integralen in 1nvolutie (bls. 1.3, ) . 
;W,' 

Hoe vindt men nu uit de funotie 7l de eenvo11dige eikonaali 
0 

f11nctie ~ ? Daartoe m.oet men integreeren tusschen de grenzen 

t , q en t J 9 maar dan ook d• integratieoonstante GA weer 
0 0 

wegwerken. Dit kan pas wanneer men over de volladige 

( iy./ c:t1) en ni.et slechts over de 1t,, eerste 

Want da~ zijn de q" ala funotie van t , c.A en ,t, nieuwe 
I< 

integratieconstanten .g bekend. 

Verder_ ·1s bekend dat · 9k. ten tijde f de wae.rde ·9K 
• 

2.9.'{ i"::: IK(f,C.>..l'K) 
0 

en ui t de l ?t- vergelijkinten ( J.j.J ) ·•n { ,Y. , .. ) kunnen dt.1ES 

en lie ale funqties van cj" , b , <,'< , b ,opgelost 1'0rden. 
0 



30·:~f 
~ \i 

Men vindt de ·eenvoudige eikonaa.lfnnctie X. uit '/?,. door te·. 1;/ 
----·'f/1'. 

int-egre(::ren tusschan t J •1k en ·t qk an de. i~tegratieconetanten·,~i 
,.,. .... _ .. ,,, ...... ~........ .... ....... •-···-•·"'-~-·-" .,.-.. ,._..,__ tJ tV .. ,) ' --- -··-··-·-·"'------- • -·- ___ ,_,,,..., '.-:..:/: 

"''' 

c,'\ .:ta eliroi1:1eeren ... !:!!..~_beh,1lp v.~2:.2.!_...;.':f:_!,£,!,~(!d~~!:ttegratie ;:: 

1ran lrnt probleam ver:kregen verge1ijki.ngen. 
"" _,, ••--•--•-,.•-«•-•·-••H•·-•••• •-•-,•-,_ -•--<'•.«- --- Y••o• ••-

In t.egenatelling tc)t li~ is du.a 76 pas bakend, wamllij$l' bet 
{) 

i:•robleem opgeloBt is en kan R derhalve niet yoo:r de oplosstns.:; 

gebruiltt ·t:;.io:rden, 

t'l :::n,,..·, 11s1· e ""'"""' \,;' ......... .. ....... , dat de oplosai ng tot "Z., 42.uadraturen terug,-} 

gebracht is, \"fanneer men 11, eersta integralen met 1\.1 integrati:, 

consta.nt'3n kent, die in invo1uti.e zijn, d,w .. z .. opgelost naa:r;,A 

aan ( J..5 ./) voldoen of, wat hetzelfde i.a, die tot )( n -=-vormende . 
• 

congruentiee ,nl.n elementrijen behoc,ran. Dit kan nog beter ge~­

zegd woz·den" lndien twee funoties 9', en 9'..t vanf>.., fk.Em b 

de vergeJ.ijking 

jO./ ( 'f, > <f 1) = ~1i ~ 01 -a /'1, 
/, . ) \. UP, , 'fJ..) is het ~aaksymbo_<;_.!_ van P6iss~n,, clan noemt men de tune? 

ties ii'l involutie, De 'hi ft.1ncties _,._,,, .. , .. ,_,, .. ._, __ _ 

zijn a1lean d,at1 allen met elkaar in involutie, wanneer 

dat i:>1dien hat etelsel 

~ dj~ = o 
""1 

t$n ~~!~ is van het atelsel 

3~.s 
', ,, 

ei1 indten de f\lnctias 'l'A ill involutie sijn_. ook de 

moa,~ ~ijn .. DeJu-u,lt vol.gt du~ 4e atelling: 
;;;·t:: .. '\''· ' : ',• .,· JI ' ',, .,.:.··, ,' 

De oplossing Ml!. de tanol'jit!ol!,8 'v"ergeli.jti.•n. 'f&.tl .' --------.. ~...,..._·---•--"1""'f'"~:"'!."""'--:--~--.. --------, .. · :, ,'' ', '':·.<: .: '• :: ." ',•;,('__";; \·' ' '' ' ' -.-, ' __ _:,-
. .... . · .qUie.~en, indie11 men besohik:t 
.. ' ~~~~''"'.'.--~----­'i, .,. >-. -~::'.-i·:_>::.'::iz'-l.:'-·\•;_::::~>,-, · 



over 

/, 3 

:t 

I. 

) f 
/ 

:= O,fj 

is 

t d 



Zijn dus t:::: t:.1 en 9 : CA. twee earete in'tegralen, 4an is 

J9,./ 
( < F, ~),H)-,,-{< 1,H),F){_(H,J:),fl)=-(f.'!J. J-ar ~) = 

=-~i<Fi1)J 
waaruit volgt: 

.... Zijn F :::. c, ·.!!!, ~ -= t..c, ~ne eerste integralen, dan is, 

~ ( F, ~ ) een eerete 1ntegraal . 

Voorbeelden: 

1) Planetenbeweging . 
.. 

4 ;:_*~~-£LHL8L)} .e: f .. p 

,jJ...1. 9 1= ' j 9,..·= (j 

. t .. 
P, = ft\. 't ; f A. :::: ,.,,, t It 

H = y;;_ (I',)"+ '~ts7J (P,.) ':. ~ t/ . 
Eei-ste integralen (tu 1nvoluti6) 

I ( .... : I 't,) tt,.,,M,~ E ~_,/4 t ,;,.,, ,"£. + J.t 8 - -,r-::: -::: const$.nt (En&rgieintegr&11.1 

t LiJ = c :::: constant '(mome11"4,ntegraal): 

Uitlrukking i tJi, i 

t, r:lt = - H di: I- P, '!-9 '1-/'.t. t:1,9 ,_ 
. . . ' . 

·· . = ... H ,1,t.+ '"'i "*·t- ""~", '" · 
·l ,1 

,~t bllf.ul-p, ~~ :«-. :~e:rste 1~•~~•,; ~4'::~~ 
,:,, ~ ,,'' - ' ',: ' ,i s ' / • ,:, < < ' ';, \', .:]\t ·geset' la · · · · ·. · '1 



waar 

..t'-.I /( E) i,E i•'- c.J. 
..;.J !f.,JCJ :: -;;:;c +. + - "il-

,G tit is nu een volledige differentiaal: 

33 . .t 

en de Oploeaing van het probleem luidt: 

JJ.3 

E 3. l/ · 

of 

etj 

13.S 

waarin de vier integratieconstanten £, C. J C 1 

Met beh11lp van deze vergeli-jking rm 

J3.t 
-&I e, = lj~ . ~ \ +- e~ 
.- <) l 'I Z;'-t:::f 

' 

laten zich de vier oonetanten in tJ ~ J 8, t J J en 1 
drnkken en deze uitdrukkingen., gesubstitueerd in de tussehen. ··· 

grenaen t , J J ~ en b, ,t, 9 genomen in~egraal voor 'It 
( 3 3. J.. ) levert R, . De bewerkil'.18 la.at zieh. hietr natuurlijk n 

elementair uitvoeren omdat de integralen elliptisoh zijn. 

2) Cycloidale r:,linger van Buygana. 



-.... 
~-

- ) 

is 

-· 
t ·- 'I --

- .t 
I- ,l ·~· 

i 

•• :-:: _,. im .::: " 
·~· een i it)' ~· 

{A) t tV ,::, 

( ..:. .J. (eerste ) ,,,,,,,. Wi., 

- ( ). -
ij an zijn a in een d.er 

'1 
' ..l . ... tl> 

' ::::: ' c, ) ) 



is echter steeds vervula, want alleen dan is 

JS. t H: /Jtw\/-= H!tt.-T !;, P= H~lf 7'P =- (r-PJ' > o. 

I -H .. s dua de verhouding y zoo gekozen ala met een reeel 

in overeenstemming is, cr-PJ>o)dan gaan er door y , t 
bij deze verhouding behoorende wereldlijnen. 

De 11i tdrukki ng J.: <ii: wordt 

35.1 

Met gebruikma.king van de eriergieintegraal gaat dit over in 

due 

JS.'/ R., -= J- £ dt t-V t"'E-1o>w'-f'- '-1, 
0 6 

Om R te vtnden Sttbstitueerl' men hierin de voor r gevonden 

oplossing en integreert tusschen 9 J f; en tJ t, 
t . o o I I 

-fl =f- E cl;t 1-,,,,., b) A u-d (_wt+-, )A w t!#-d (wt +fl) tt.t: 
t t. 

.3 5. s ; I-/ ,ti: + ,._ t u,J t c,.., t '""; ,I,/: 

.:: £ j c,n t (wi Hf )d t-~ ,_{ f cA:,,. t: ( w t 1-'f )-""- ~ ( w ~ +'I) 1 
t 

,waarna £ en ., ~ met behulp van (J'I, '/4_,e) en 



a 

·< ,1 <, • I 

7 i 0 

9 = 9 +: "b';{t-t) 
0 0 

9 ~ = 9 l, + 1\ ( t - ~) - ; ff (_ t '- t) j_ 
f..i 

e 

) en ( :3J .. ·an in . ] + . 
) 

'-· 
1nvo .u~.1e t 

I \. ( ft) j_ vol t· zj .. :J n I ,I en . 
\.. / 

. 

Jt ,._ 
J..f1 +- O. 2/:i;_ - O.D - J..."Ht,. I::::: -:l?n..,. 

·.li tdrukking J) wordt 

B ·tj ikmal'ting ,ran de eer~te integralen ( 36. 3-·Z) en ( 36. 3 -I J 

in 

I ,o 

Inderda.ad ,,ormen de vergelijkingen 

j 

"alt ~- ~ j t t-: .~ e,_, t 1-J 
C.1,, 

~, 
de oplossingYis 

?7?... . I . ...t.· e 
. 7tt . = - J.. ~ c., - '1+'-;l--t a.+- j e.t t - 1-;;:_ c{ -~ j'J 

(~ 1~! t f c;._),_- ~j !I == -1-/ .. 



ITi t .de oplossing der eerste integral en 

31/, I 

la.ten zich c, en c~ v indf:111 a.ls fur1ctie van :J:'.,,9 J t1 % J ~ J t 
C ::= 1n., ~- "f 

, I ~-~ 
31,t 0 

.t. 
Y ~ lj +- I fl I t -t) c-t = tpyi,, o "i:" L . " - + m j ~ . 

t - -6 

37. 

C 

Worden deze w~arden gesubstitueerd in/rl rLt en wordt gein-

t egreerd t,1sschen de grenxen ~) ~ .> 1 > X-J y J t; dan ontstaat 

de eenvoudige eikonaalfunctie· 

0 i I i( 3 ) {x--~/- ' I (Y-~)'-
'"D - m, - ti t - i) + ·- t t: ,J... -; .L t + f\., - ;,_'f (f O . I., - 0 "" t., - d 

+ x 9 (t- ~) (Y-~)-j;1(t-t)~ · 
J 7.3 

I 

Inderda4d is ~ 
0 

31,'I 

-;,,/?., = - '>¾ ~--=t -~ 
J),%- . f; -t -

() 

#-:: -= ( :=: +-19 (t-t )):: ~-J. 
(,) 

3J5 

4) fu~t in een centraal krachtveld recht evenredig met den 

af'stand 



,a. 
Vergelijkingen van de tweede orde: 

•• ~ - ii 
3 0.1 :Jc,; + I"' ~ ':: o i c,e-c.. . 

Oplossing: 

Eerste in~egralen 

!./ I == H-£ :::() 

~ ff, = f3 9 '--P1. ?3- c, :::. 0; e,,J.. 
'Al t t t. t o t J • 
~ yr, ::; f' t,,, { q f) t- ( /J,) - ~ I =: 0) tt • 

j~i. 3 

Bijgevolg is: (zie 31.S) 

(Yt1P)=o j (\jl;,J):::~; (J2,Jj)::o 
Ji.'-/ 

( l,' f): -~ ~ f ( ?, i- ",) j ( i 'f }-~ =-r (~, I- I,) "'-: 
Voor de haaksymbolen bestaan de volgende betrekkingen: 

J&.S 

j a. 6 

( Pt j l/,.,) -= </1 f- c, j c,<£' 

( 1/li, '1/f) = _o j Cljd 

( $')1 ) 1/'J) -:::; () ,) 
(!/,, Y{) ~). (fJ.,-1-4,) j er-­
( 'lo 1/IJ) = -l (JJ.., +a..,) 

( ~IJ J}. 1.) -::. - '"-14' t ( S"J + CJ ) j eye. 

( Y', ,Jl,) = 1/fj.,.. """"- ¼ - -l,."-
J 8. 8 ( 'ft> JJ.,_) = - ( J)_I i- 11. J ) ~J_ • 

l I/, J .Q.l): ..n~ ~ ~a. 



Jg .1 

39.'L 

39.3 

Jg.r 

3!J. b 

. Jg ,J 

( ·lj!, ) S2,) = 0 

( 1ft) Jl,.,) ~ - 2 m r ,._ ( </1.. +-t~) cyt ... 
( V,; J23) == ft m~ '-- ("3 +- tJ) 

( J,, 3 2. ) ~ o j ey-d. 
( 1,)~:(,)::: () ; ~. 

( 3 fl%) -:. - f' 1W j ,ti. 
( f i > V) -:; 0 ; l -+ i . 

(3,J'f,)-=o \ 
( 3,, f.f ;.) ~ 3 8 +- tJ Ctfcl. 
(fn <fJ ): -(31+ l,,) 

( 31J lft) =~~ ( }1. t-di.); eyl · 
( 3-" :, r,) = o , i =1= ; 

(f1>.Q1)-::-o } 
( 1, '.ll~) "',µ. ""'( 'l1 r dJ) fjJ_. 
cf,, nJ) = I" ff\, ( ,~.,.. d,1.) . 

(~,><f1)::: 0. } 
( '?_ 1 ''f J.) ::: fY/ l + ~3 . r · 
( 1 1 l 'f .3) = - "I. 'J., +-d,, 

. ( l. J Vt)-: - ir,,.,. (!,+ ',); ~ . 

. ( lil V/J) :: o j l + i 
\ ' (;·t}ft?tJ 

./.' 1,',," ',, 



" De 16 hier aangegeven eerste integr&len zijn rtatuurlijk niet 

alle one.fhankelijk, aangezien er niet meer d&n 6 onafhankelij 
,, 

bestaan kunnen (blz. ) . Bijvoorbeeld is f/, .,rhankelijk 

yO,._ en ~ en j van Y, , 'l.(i. en ¼ . 
De uitdrukking t dt wordt 

.. ,,, \ 

Men.kan nu op t•l van verscbillet1de wijzen drie onathADk.elij 

e1:3rste integralen neJten., die in involutie zijn. Jti.eaen wlj J'r 
1/{ en 1/:j , dan gae.t felt over in · · · .;;;l 
Ii (J ; I D .t It I) t} I l: I.. t ~ i. r ,,--. ~j 
1 O~ 1. /•.., d.:l :=-~ (7e1 1-1:. 1 + "'K.,J ;t!.i11--vl1-14- .._ ~ dx r ", +r u. :1 
waa.ruit volgt 

.. 

gelijk.wa.ard:i!~ met 

ljo,S ,,_ : ~ ;JM..(f t - p;; t); o/1-· 
I'-' . . 

de oplo~ing van het proble9" en 

1/{J.t ·- _ ~},,,,. - /;;: (l,1♦ 111 + l,'); - H. 
""· ,, ' 



moeten nu 

t: 
in 

I, l 

:i.:icht 

de / 1 ) J~ 
y J 
() (l 

en ~ 
en t 

a.ls functies van ~ , & 
worden bepaald en gesubstitueerd 

Men vindt tenslotte 

f .t)· •t 
t.'l 

t.: dicht tot 

~ 

t dan wordt 
I() 

behoort tot nul voor A·~, o en At-,. o 1: 

::: o een onei ndig groote snelheid zou geven en dus geen 

van een ijn kan bepaJ.er1. 

vergelijldngen 

3 

ott 

vorman 

I. 

--

' . 

op1ossing en 

~ _ 1 ,µ,~~ {:..C1:Xl + 6i x %+., t:.t .!}~l: .0 -~) :: 
Jv ,I~ it. ( t - ~) ~-JA,- { t - ~ ) . .·. 

~-- .: i,r,.r.:1.[_,,}·- f f-JC.~.r_(;-~)t] ) 
~H\,r Cf ,..i) 

of met beh,Al}) van ( 1./0.1) 

"' -f: "'/ I" -"-! ,#,,. ~ (.t< {; + o( I)-I ~,: -~ { ,,_. t,,. al. I~ 

; .t, .t H :::. ... , ~ mr 4 Jc~ .:C ~ • · 



Hal1'.!0gene formuleeri~ van een meollanisah probl~~~-

Wp heb\en s;uiett at 'h«t :pi-obl,,.· tt~erkomt op de be~ling , 

e.er ~xtrame.len ,a:an d.$ ui tdru~tng ,edt · , d .·, ~s. de itromml/11:1:· 

lis filmruimte wearvoor de 11itdru.kkingj..0(9"; 9\t)dt 
waarde heef't;. Nu is 

H,taelf de vo. 
dit &8".:l a~k', 

l '' / .. ' ' ti• ' ' ' Jitjt ¥ 

"18~' 1~. ~~; .~ .. :::~ 
t.•11':·;,ia~, ., 

' •' -~di\~ die,i< \ 



Ui t ( -1 ) volgt 

1/.3,I 

1J' 1E~·tl ee,1 ~3;.::rBtr,;;; lnto,;;!;r'~le.1 .. --- __ , ,,, -···-·-··· 

.f. ' .. 
q 

• •"· ... o. 
/ (J 

h ~ • 
I ~• ,\,1 {) '.:: - ,ti,.,, 

I ~, •. 

De 3e1·stc 
' i f . . () 

J .1 , 
~ I 

, · bevat ten f 

-~ t' Ji - J) verueli.ikin~an \!6".o:,:arai:tW1i al1een de variabelen,. , ., 0 ? .:, ~... , 

en :1ebb£:n den ::~a.nonis(..1hen vo:rn1 Deze ve,rgo1:1ki. ngen 

staan due O'.'.:l'.." vrner in verbe.nd rn;:t Jen variatievergeJ.l,ik:i.ng ,in de 
4 ?t·~I 

nverkort(:" filmruimte van t(i , •, :;'l en t:-' w en vrnl vindt 

men den i nte,:,::rand van deze nie1.n!e ~.rariatievergelijki,'lg 11it de ge., t 

wone betrekki1'lg d.iP. altUd tusschen /tdt en fdt meet best 

en die hior l11idt, -:i1anneer wij /; 
' _, 

I ( rl tie van .. agrange in ,; Q 
I j 

rf 
schrijiren voor de nieuwetfunc-- , 

., .¾'-
en c; ) en Jr, voor de nieuwe 

eik0naalfunctj_e die in de verkorte fillnruimte 

wae.rui t ·vo lgt 

I, ~ -M- P i /rJ I -t · .I:, ' 11' t ) . 91,, 

7 j, f t ( {\ 9 J t) := I\-• (,_ q I q J 1 , , - e'h, 9 

in welke uitctrukking 9 ?tJ ale functie van { 1 , q ,1 e.,'l; an t 
moet worc1en geschreYen met behulp 1ran de vergeFiking 

of o,.;k met b,;;hulp van de daarmed9 ge1iJkWaardige vergelijk1ng 

in welk Jaa.tste 



44. 

t gesc~1reven moeten word.en met behulp van de vergelUkingen 

1.1,s;.1 i ::; : .. ' , 'L -I . J ✓ 

* ' De niauw•.i fµnutie van Hami i ton Jt ( Pi. , 9 ., t) wordt gevonden 

dJor in de 011de i'1r1ctia ;ti., , die q,,,, al niet meer bevat 

"1'1, =- en te stellen: 

'J'l,l ,·t*(fi-,ii..Jt,',:: ~; (P~Jc'>l_. ,9~,l;). 

Het ni.eu'Ne va1•iatie:probleern lever~ a, ec:tren;ialen in de verkorte 
f H..-1 

filmrnhute der 9 > • • • J9 ; 't: In die ruimte beataan due voor 

toel~ent oo ,t(.?1.-1} extremal en. iedere:'. waa.rc(. r die men aan ci'L 

De wez·eldlijn:~n in de onverkcrte fil.1.;1ruimte voldoen in da eerste 

plaa.ts aa.n de t( ?i.. - 1) nieuwe vergels,\ikingen van Hamil ton en boven­

dien a.an de v<~rgeliiking ~~...: 9 ,i. welke vergeli,i'!eing links 9.., niet 

meer bevat. Hieruit volgt 

1 a de eytremalen in de verl<:orte filmruimte z1jl'1 de 

"prc,jecties" in de richting van de coordinaat 9'11., vu.n de werald­
o;"'" 

lijnen in de herkorte filmruimte 

2:, is 

. 
J 

K-::: t, . •. l ?'t, 

een w~reldlun, dan is 

41.J, 'I {'·= I' (t) , .£:: I) .. ·} -n. -; 

de genoernde -projectie, due een extrema.al in de verko:ete film­

ruxmte. 

1/'-I.S 

/. j)./l( 9·-= !' t) 

1~ :::- /~(t) f C4Y,~ 

is 'eve'rteeris een wereltjliin, wa,nt. de veri.gel;~kingen vt'.'lfloen Sl'.'r"IW 
. . : . .. . . .,., ·. . a,1 • ,...;.. ·• .. 

a.an de nieuwe vergel~jk1,~en· van ~ilt.on als a.an ~ = 1 · _&a_,. 

dit laatste omdat ~{'~ ' ~· ~'I,,,,, . !lie · 1,T1&er beva.t. Blj elJte e · .. 

maal bo6;en dus 00 1 

,.:• " 

. lfaard&n ,~n ~ ooJ.,.., 
,
1:t i/~:.\;:f ~,<! LL>: ~1:~t}< .:~-:;'.:;i:\t; .. :~;: ,\,., 

we~,ldlijaen, J ~ ~- .J,n to~a.al VC'O·r al ( 

••'lid.;tijnen zijn. zobpl'1 ,bet behoo,rt . 
, '.}, ,': ,,,,J,:, I , , 



4 6 . De ,ve.reldlijr..~n gae.r.1 dus ir1 elke.a:r over ·oij de tre.na-

f t . 9"1, ____ 9t)t,+ ·"'···-~-ormg 1e ~ C-b'n<;,vvrvx,. 

'5 8 , Aangezien 

.fl =; J- :/t. ,1 t ,j h tlq' t t.,_ rt: J J:, ":it + e,. r,. = 1t \ c,,, q'" 

gaan de hy:pe:rop:per'ITlakken Jl-:- ~I evenael\s in elkaar over bi.i dE 

transforma.tie 9'11,,-. c(,,,+ cont3tante. Zi,i sn\iden de verkorte fiJ mruim-
'11. • a1't;' 

te 9 =o in de .,'t,h-J :--n, = t-Hr~/. • De (n-1) -richting hoorende 

bij een i:n111t van een exti .. ernaa.l in de vei·kort~ filmrt11mte ie dus 

ae dotn:-s·C\~de van deze ir;;/t de ·n -richting der bijbel1ourende we­

re ldlijn. door dat 1mnt, 

m,fl 1i, 

Zijn er meer cyclischa c0ordinaten, 9 ;'". J 9 dan zi.in e: 

n, -?n, ee1·ste integral•.3n 

'-I 5. '- f 'J?,,,, 1-, =- c1't, ti , • · · · ; fa'h, = en, 

en de niettYltl f1J.nctie van La.grange is 

JD* ~ .l Ji) l. ' 'ht-f,I • ,e. ) . • 'ht,+J • " p f, '/S.3 /v (7~9 Jt)= -J,..,(q}q ,q. , ... ,q )t -~,.,9 --... -e,._9; 1::-::: , ••• ,,,,. 

• t>t,-1-1 • 71., -I . l. 
in welke uitdrukking q ) · · • J Cf a.ls funoties van 9 , q , 
c;,._f-J, · • •, C.?t. -ttt.. t moeten worden geschreven met behulp van de verg~ 

lijkingen 

e ! •• , • 
f>c.rl "' 

of ook met behulp van de ~eo.e gelijk:wa.ardige vergOliJkintf 

d" . '1,,1.f I c) 1' . ,., - -=9 j•••·j-=9 
<)e.fft,,1-J --a e ~ 



46. 

in walk laatste geval de Pi lL == IJ·"'; ??t.) als functies van 
-l .I, t ' 9 ; 9 ) c1?t,rJ J" •• J c.?!., en geschreven moeten worden met behulp van 

de vergelijkingen 

'f{I ~ -h- . i::1;H•)'7?7.,' 1) 
'otj v - r'-' > 

* -1. ' • 
De nie11we functie van Hamilton J't (fi_,9,i:); l-.)./,=J>'"';?'>!., wordt 

/\/J '111,fJ 'h, 
gevo11den door in de 011.de funotie rfu , die q J • .. ; c; al niet 

meer bevat, p'J'Jt, ti ;:; e"" t-J J • • • • J jJ n :::: c'fl,, te ste llen 

Nemen weals voorbeeld het eenvoudige geval van een gewoon 

mechanisch systeem zonder bewegenden dwang met een cyolische 

coordinaat 

(De constante ..Jt, met dimensie [Ail 
dimensie [f 1 te geven). 

Dan is: 

en 

de 

• 'JV 
waarin de waarde van 9 moet warden gesubsti tueerd, die gevon-

den wordt uit 

zoodat 

,. ', .. * 
1 ) De 0vergang van ~· · tftt ,e heet in Enge.land 11 tra.n~forma.t 

van Routh", in Duii;s~b.iand utramiformatie van Helmholzn. 



.... , . 
en daaruit volgt, dat het probleem van het wegwerken van den 

cyclischen c0 ordinaat (the ignoration cf the ignorable coordi-
* nate) in de uitdrukking UR voor £ ook termen van den eerete 

graad in de flucties bcvat en er dus uitziet als een probleem 

met bewegenden dwang (mosing constraint). Een cyolische ooordi­

naat introdt1ceertt dus schlinbaar bewegenden dwang. Bovendien 

komt er rlog een term bij die de flucties il.iet be'Vat, en die men 

dus bi.i. - ~ kan VQegen. Men zou due ook kunnen tra.<Jhtan ..f' weg 

te werken dr or het invoeren van cyclische hulpcr-r,rdinaten d, w, z 
l(c[J1.,,~ 

de kra.chten weg te wer!feii.Ymet benulp van verborgen bewegingen. 

Dit idee van Her~ heeft alleen fo:rmeel eu'Jces gehad. 

De eerste integ~aal 

Bestaat er een eerst.e integraal 11:1' dan bevatten zoo-

wel ~ ala flt den tijd t niet expliciet (zie blz. en 

l/1,/ d1' JJ( cJl - ::: 0 . dt 'C. o. - - -dt at J e 

Aangezien t op denzelfden voet behandeld mag worden ala de9'( 

volgt daarui t nu dus onmiddelijk dat de t zioh laat wegwerkan 

en dat de integrand der variatievergelijking der extremalen in 

de coor-dinatenruimte wor<lt 
~ ~ o A 117,t d% -:::. _ ftdt 1· PA d.9 -1- It tit = P>-d? . 

) 

Deze extremalen warden dus gevonden 11it ·de variatievergelifking 

'11,J) 

met de bi,icondi tie 

Daze extrema.len zijn de '.->il',~ 1jecties van fle wereldlijnen op de 

coordinatenrui:mte, q.at ij , dus de baneli. Worden de./;.. 

met behulp van 

t kemt b4er ·· niet :121eer .. voor j, de.n 
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geeft daze vergelijking aan hoe de banen in den t~d doorloopen 

worden. De wereldljjrten zelf gaan in elkaar over bij de trauafor-- ... 

matie t ➔ t +- constante 

t I 
I 

I Ti:{O. 

: 1,J,1 ~dtf-· 

De vergelijking ( '/'/. ! ) heet gewool"lllik de variatievet'geli.i-

ki ng van :Mau:pertuia en is gevonden door Euler. Aangezien pAt1.9"' 
tie dimensie van een werking heeft (.liht/'!f-') s:preekt men nok 

wel van het nprinoipen van de kleinste' werktng. De varie.t:i.ever- ' 

gelijking ( L/ J.J) hrengt dus tot uitdrukking dat lange de werke­

lijke wereldlijn de l\jnintegraal van de11werktng" extreem ( in wer­

kel\jkheid minimum) is, wanneer tot vergeli,1king alleen wereldljj-
" 

nen worden toegelaten, wa.arvoor '1t de conatarite waarde Jt heeft: 
),.. . 

Schri,jft men c/ voor j f;,.. rl9 ·wanneer t uit deze u1tdr,1kking 

met behulp van ( 1/,Y. LJ) geelimineerd is, de.rt volgt 

Lf f}, I 1l -=- - /4 t +- J. 
Jc. bevat dus t alleen in den eereten term ·en de.ar11it volgt 

' 

dat de hyperQppervle.kken ~ =constant in elka.ar overgaan bij de .i 
I • 

transformatie 6 ➔ t+~ en dat deze hyperoppervlakken de 

coordina1tenr11imte sni,iden in de Jt1",./ J S = ~ , Nae.st Jl 
wordt ..J ook wel eens neikonsalfunctie" genoemd. Daar Jl a.an d.r:) 

vergeli.iking van Ramj.lton-Jaoobi voldoet, vc-ldoet .,,/ dus e.e.n de :' 
. vergelijking 

. '-I?. 2. 

De vergeFiki:ng ( l/1./) · drukt u.it, ,mt. d.e ooordiriatenruimte 

J:?t, ( . t = co,uit1;ant) do~r des e -1',a, ge~,4en wo:rdt in een 



stelseI van Jt?l.-/ , dat ala stelsel inve.riabt ii en waarraa 

e.xenrplaren opsohuivan en elkaars plaa.ts inl'lemen, wanneer de ' 

coordinatenruimte in den tijd opsohuift Acor de filmruimte. ». 
figuur is uitgevoerd voor t'/1., = :l , de f-X"h-l ztjn kromm.en.TDe 
bij elke kromme ve.n h:et stelsel behoorende we&rde van JG \renll'l­
dert echter met de~ tijd. V~rvolgen we met h.et oog de kromme 1 

. I 

die bijvoorbeeld bij R:::o ho-ort, dan zien we cle kromme b~eaen. 

Comb ineeren we nu beide figu~n • ii'! de ooordin-.ten _;t?'I,, , oan 
I '>'i,•I . . ~-komt er een stel van oo :...-ast& krorm:DJ•, ·~ banen, •n 

van oo 1 ..t?L-J , wa.arvan e+k -exemplaar 11'dinvidu",l b_e,;eegt, 
'. • ti 

maar dat ale stelsel onvere.nderJ;- t:1it1tt •. De Z?i,-/ waarve.or 

Jl == o is, is ten tijcls t:::: o gegevea ·ooo.- de v~rg•JUking J •. 
en ten t~1de f =: 'y dool" J-: 1t f en neemt dan 4e p;_;;..te 

• 
voor i:-:::. o de kronune ~ag waarvoor '6 == 1' f was. 

a'- R~3 
f 'R:2 

R::i 

, . 

. \ 



voo 1 d kiezen we weer -----

en 

i 
door 

Dan is 

J 

en 

4 

--

een wil. 

--

=-

en 

. 
J 

is dus een oploseing van de 

Het is een andere opl0ssing 

o~k andere eerste int 

en: 

or 

waarde van en i , da.t voor een 

en een bepaalde totale 

stelsel van oo 1 .h,t in 

en deze snijden de Jclj -ruimte voor 

00 1 krommen van den derden · graad 

so. 6 ( 

t:::: t in 
f 

) 3 
lp1 • 
<I • 

Deze krommen zijn allen congruent (da.t is een 

dit speciale vraagstuk) en ontstaan 

in de richting van de 

de krommen zich allen 

-as. 

met 
J 

r tcej 

X. -as. .hat 



51. 
-~ µ .-·•' 

~ van bewe,ging uitsluitend voor de beweging in de Jt --riehting. 
Het stelsel b\ibehoo?ende werel·dljjnen is gegeven door: 

de banen dus door 

d-!f v;-;:, Vt I u "l 

5"1.2- - C- - ?r>-j ~I di - ) 
J 

1i11'8.a.ru.it volgt 

·' 
of 

SJ. l/ ( 

Dit is een bundel :pa.rabolen, Hat zi,jn de ba.nen voor al 

gingen waarb\i de .,'IC. -snelheid een gegev·en co 
' ,;~~,µ 
(de totale energie een gegeven Constante l is. 

zijn gelijkvormig en raken aan de as :: y de 

plaats. der hoogste punten die bij de :t. -snelheid 

tale energie i te bereiken zijn. 

orthogonale tra.jectorien van deze 

derdaad volgt ni.t ( .6 
I I 

( ·-., 

iteit der bei 

snJjkromrne ( 

se VO 

is e 



( SI. s ) . Het is van belang op te merken dat beide stelsele n.1 
J ---.. 

veranderen, wanneer men de willekeurige conste.nte die in I zit 

anders k:i.est. 

De waernemer tn de ,:.. 
I 

een constants snelheid 

1- ruimte ztet de snl.ikromme ( fo.6 ) set j 
in de richting va·1 de 1 t'HSitieve 

--:,.r 

X. .. -as Joopen, te:1·wi_1l de banon ( f/. 7 ) vast bJ.1;)ven s,tean, 

De integra.tietheorie van Hamilton ... Jacobi. 

Bij de integratie der kanonisohe verge1i.ikingen 

i-;· 1 ""':,, ':' 
,j ·~ t' 

,.,,,..,, ....,, ,':-; ., .,,,.. ~ A 

1 igt hat voo r de hand te trachter1 de integre.tie te ve1·eo1'hrondigen 

dcz,r van de 

coordinaten 

,i.: 
1, over te gaan op handig· gekczen anderi:t ni:.1~•d,~akel~ke 

t{ ~· t Cf ; die functies z~jn d.er 9'' em eventueel. van 

1 'e k ht 1 ~ ., of m~n oo·k de Ii .i< w .. n ~an ec er vee vera.er g .... an en v:i:·agen ;:;' ..., 
,I 

en de 

b, 
I i\ 

It I\ ~ te_g_~lUk kan transformeeren tot 1.· en J}_ op zood.anige 

w\ize dat er in die nieuwe va.:riabelen ook weer vergeli.Htingen van den 

; . ..:anorlischen vorm bestaan 9 w~arin den inplaa.ts van ft(/>Jq; t) een nieu,,,. 

we functie 'lc( Y: \~, t) o:ptreedt en wannee1~ da.t mogeli~k is gab1eken 1 

trc.chten die transforma~;ie zoo uit ti; voeren dat de functie ft zoo 

eenvoudlg moge:::.i,1k. wordt. 

:E~erst toonl';;n ·~ve a.an dat er inder.daEtd transformat.ieo bestaan die 

den vorn1 der :;.,.:.anc,nische ver3el1.~kingen invariant. Ia.ten. Deze aatete 

7.1h'1 aeq1Jivalent met da variatie vergeli,1king van Hamilton i.) 

waarbij de tre.jectorie gevarieerd wordt in de Jt,v 
We zullen eerst aantoonan, da.t de kQ,Mnisohe vergellikingen evenzeer ..... 

a.equhralent zUn met ( .f'l . .1.,, L we.nneer men de va:t•iati& u.itge,roerd 

denkt in de ~ ~ -dimensioaale ruimte ~'J.h, der f' >-. en· 9 1"' 
Deze ruimte heet de· pbasenru;imte (Gibb~) en in dfe .ruimte bepalen 

.. " -----
opv·olg.· ende ws.arden .van. · · •.. h· .._ en ok. ale .z- t · t r"' '1 ... .i uno 1e va.n eveneens ee 



wa.a!"blj de trajectorie ge·iT1l.rieer0. WDrtlt ill d~ x"l1 
We zullen eeret aan.to_onen, dat, de kanf,nisd.1.~ 1rergel1jki 7}8t'.:'ri ~i,\~1'1-­

z.ee:r a.equivalent zijn_met ( S3.1 )_, 1nanl'leer .wen. de ";ar:ia:tie ·;.11tge- , 

voerd de_Jlkt in d~ J.. :n- d.imel'lsionale r;~imte X.t. 11 d.Q::- f.:,. ~n '~ 

Deze :r.u.imte heet de phasenrµ.imte {Ci bbs) en 1 n a.l.t, ruimtt:1 r·ep~-

len de opy-olgencle waarden van p >-· a1s .fu.nctie 'fan t: 

eveneens een kromme j de phasenbaall. In d.i~ phasenr:::imte wn:·cte"I'! ~ >. 

en ~ K onafhankelijk van al.kaar ge,ra:rieerd waarhij t o,;; i).sta?').t ge­

houden wordt.Dan ie 

.n.1 ~ 5(1',; '_ ;ff.) J. t= 5 d '.• f ~• + f> ~ <t{' -~ ~, wdi-.;f. d~, dt 

= SL~l<-~)~r.~L w .... ~ )~1l<Li 

wae.rv.i t v-olgt ... da.t deze ~arie:ti e dan. en a:'.1 een dau s:a~ds 1:ei·­

dwijnt wannee:r de kauoniache verg~.lijki ngen 

oH .. - = -. r ). 'd_'l ~ 

ge1den, 

'"oH 0 I( -·· :::; 

~ 'o Par: 

Ui t het irerdwijne~ aer \fa~-r.i a tie mag m.e·~ :r),t}g n1.et h:,s1 ...t! t Hr', , 

dat S ~ di nu ook in de phase"-ri.,j_mte ee,1 

hoeft dit niet het geva) .ttijn aJ.s 5 f«t. 
. ..l!l-: 

t& een minimum ie: lwmex-svne phase.nru.:i.mte 

m1u1muro is .. ZeJfs :,;:--

K 
.mogelijkheden ~an ve . .tl.atj.e_,daar f >- f::n. 1 d.ae.:::· {,,11af'hs."'lk.e'l..1j.~ 

~ ~t 
,·~e,n elka.a:.r worden gev13.:--.iee:r11 .Ee:rst de l:ij"voorwa.a.nie _ p,. ='d;>. ~J-ti·-

~erl5t deze mogel.1,jkhed.en Dat een maximum 0.f m:~ nJ.m~un d""c,x· -~:,r:'. -:·,rJ• 

s chijnse 1 tJp het oppe::rv-J ak ~ ': i. 1. - '- ~ y = o 

z • o weliswaa.r d. y = o . mti,a:' t:1' 
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nan gaat {f~-6 ) over ir: 

.,-5: I h, (' d" "' .PK d.1 Kt· 1/\ rt 1 ,.: t .. L~r J/. q I< .... u"' 1 tJ K • ~ r, i (I . ?,;'-c . '#Cflif .._, "t ) 
vn.to:rui t volgt 

ui t. wrjlke •,. '>1 + I vergel1Jk~-ngan men cle P.>,. eo da <£' I< . Ale fu.11c-

'r i.c:f: ··Jan de f">- , de ~ K aYJ. t on 1( n1a fua~iti~ v·an ,~e 
L;) 
. > t 

Men ka.n een t:r: .aneforma t 5 o v. an /., 

die. den vorin der k~nonisd··e ,c. liikirigen invarlaflt laa:t. 

,rerkrijgen, d::or, ui tgaa:nd.e 1ra'\ 1:\1;11·1 wi l.lekeu.rige fuuot1e 

-V(1, 't'i t} de ve.r:ge.hjh:ingen ( .f".5'.-'.. ) op ta setu:ijirer. ,:,l' 

uit '1eze .P;,. ., (f>K e.1s f1J.t.C'l.f,Jr5 fA 
I( 

van I 9 en 
;, ,... 1.1_, ' ri. ) ,1;· i:•n :\ ala funct:lo ,rnn J. • '-t: en l" t.tt bart1tanen 

t,, 

!ien noemt dergeljjkr) t.rarlsf\::,"ma.t5.t:S 1Jo,,ta0ttl~a(t8i .. o.r.·nw.ti&f.i 

De con:tacttransforme.ties vo:r~·1111.;in <'en~roel!.1 ti w z. hat stel­

~el. ·ui.'l.n alle contactt.ranst'o1·:wat1.os vo:dr.o~ ... e.a.n de eit1 1Jheo.· 

' ,,. 

2 ., De identj.sche t:rlint:.~t'o:rmutit.' behoort Ult h~t stal se1. 

3 De mnkeerir.tg ·ve1.u ~oc•;;>r.e t.ransf'o1•mat.itt ,rau hat stola&'J , f 

weer een t:re.usf'orme:tie van h,Jt !:1t.i;:im~1. 

·1fat apreekt ,ranzelf,dat ae Cf I( ,1iot, meer dt➔ ·n,teeluuus ff&'l 

ft<)odsaltelijko t,;obrdittate,l vt1.~ het meoha,1ieohe P!'C·blem hebbo"' ns1a:,·r,1 

~,~~!•-, · •• :'lfalftl; ctie• v~n ~• · 1 ~ en event11eel. ·vats , .. ·~ 
,,,,·< ,,. , /:k(.~;)' , .:,:,, ) ·. , 

ge:·'b~anJi'ormatias 1 die .1oord1'l6te111 
< ···-•--·I'(--'"~., .. --~ 



t.acttrao.sfo:rma.ties. 
n· It' 

Bij de af'leidi ug hebbe~ we e.llee in 9 , (f en t ui t•~ 

g~dru.kt e11. zijn dienovereenkomstig ook tot een tur\,.rtie 'Y£9,.q. •) 

gekomen.Dit is niet noodig,men ka~ ook allea uitiruld«ni i11 ,.. 

willakeurige der va.:riabelen /,. ., 9 1<: ett 11 willekeurige dor 

variabele P,>. , (r If en krijgt de,,: de volge~de stel.liag: 

~-. 'J ~ . willekaurige uit_ ;~ , 1" 1 due i'l. he~ algemeen 

~~':~aele coordinate'1, ten d'lele i.nrpulsiee e~ :e,. de b!J!?otoorendt. 

1mpulsies -resp.. coordinaton en :9erdeelt men evenuoo w1llek,.'1rig 

YfiJ!t) ~ 

nische ----·-------vergeljjkingen 

. v K· ti 

- X>-1· ~ 

• ,r ~ y" - = + '().XI( 

1/oo:i:·beeld i 

3" 
;,; 

Neem v·oc>r ae de ' voor de .Y. >,. ·de h .. 
voor de 'j ~ <.le q~ 

voor de X.). df: p )I 

dan kee:ren we ta.t~ug tot het tioveu .(.)mf:chrf.wen gaval. 

Voorbeeld. 1. 
Net314 voor de 

. I( 
de 

' I< :, 
· voor de .x. )i. de f). 

voor de 4· de e, 
·roor de 

), . ,, 

de Cc~ 



1~. ( .io dau een tu.not ie 11,,~ e). I t) en we hebbe& 
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we i een 

f dq 
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t ·~ ~ 'Jf' t 'di 
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voor 



::~ l"J ). 
_.. ff., .... 

• 

~ f "( ) 9 ~ Cf 

~ = h I; 'Q f '<(~) 
r ., c> '£,. 

:k ~ H 
f 'Yq) == ff~ iu de iden.t1aohe tn.utoratie 

overgaat. 

De bedoeli-ng is 11u sooda~ige oontaottrauafora.tiee te vin­

clen, di o K ~Do eenvo:idig .t1~gelijk ma.ken. H«-.t moo1ate ie /f'- <> te 

maken.De kanoniache vergel~ki-ogen zouden dan luiden 
• 
p>,.. 0 

on de oplossing ware door onmiddelijke iutegratie te vinde.:i 

s&. s 

.r&. 6 

0 .~ ,~- ~ 
P~ -: _ E ~ ,. . '() '41 ,. 

,,-~ = - ~t,1/-, I:) 
1)6 

De laatste vergelijkillg ia echter,wauneer we de waard• va'O ·;"' 

,ai t de eerste vergelijJd'Q& eubat1ta. .. re-. •• 41ttere11ttaalve:rg►: 

\:utltins voor /<. , ~~• ,.1ie1ut:t;~~ 'I , .. <f !! t ~~~: 
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~J a \a gel eidelijke zeltontvouwi'kg ftft ffft oont'lflti"&llltoftlillt 

(Whit t,e.Mr blz . 304) . 

~-ljzonde.re gevallen van iutegrat1e Yol.geae Bailto'I - Jacobi. 

IYldieu I-/ ui tgedrukt in />- en 'I It niet aplioit1: t bna~ 

baetaat er een eerete integraal 

• 6 I. I fl. H 

Em w~ bebben gezien,dat de oplossing van de vergelijkittg van 

H6milton - Jaoobi 

6 ,. J. . }f . - 1( If ., ~l) 
dan van den vom 

ie, waq.r S voldoet aar1 de ·.iergelijkiQS 

...;/) Q & ) • 
61.'f /t, t,lf, 1'7 = J-1. 

Mao. oehoeft due nu nog elechte een functia St,'') te bepaleu, 

di a 11-:t ·trerde);"'e <Jt'ins t.a.rtten be•,a.t .. 

1 eta derge, ijks treedt nu oc,k op wan'l'leer d,11 der MQds&ke­

lijke oot\l'&inateYl oycliBch is,d w. z. in de uitdrukkifl! voor r 
in 91<, Q " en t niet ·•;oorkomt (de e.fgeleide oaar t mag 

I t . 
wel ·L,orko.men) ls 1 die cyclieche eoOrdinaat, dan it de bt)be-

hoorende vergelijking van Lagrange 

6,.s­

en daaruit volgt.,dat ook ;f nist veu, ,, atb&Ugt: 

1) H • 1/ --·;,.. 0 

Er is due een eerete iutegraal ~ aaeu kl.a voot 1l ._,. 
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= ½.,., t",. .. i • .. ,\,,. .. "" , .. J ... ,( 11 ,;, ,._ •, .. ~·J• 
t X .B l y \,.'" • ~ 1+ ,. r ? t,#0 fJ) 

(zie voor de herleiding van w, , ~ eu ~ bet yrug­

stu~~kenboek). 

f' .. -;-l- t; 

63.1. 'It IS T,. f. E .. ,.,.. ~ I. T {1tt f. t.+ {f .. ,~ •11 .. 1A) /J: ·: 
t-f {A ~l:J t' l>c.J-IJ) f Lt' t Bf 1.- ..a ... .,,;; ♦-i'✓ 
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Hieriu is \ de een of and.ere onbepaal.de functie ... van r~ en 1" 
Voor ~ 1 ge1f t 

. ~ = "i>H •K "-"'" d?: 

0 K 
i ;(. = f'1 • j~ ·;; 

11. l I d """' Jr ll •. n. f!..1...-f]l.;, , ,ir "'t ✓: 

u' l):J. • . '!.b Jr , f IC =- r ,11( .. -r ,I( = - r "r ·;:; 
~,,. d J J 
~ - r .J:!. - - (' '!...b!. - -p '!_b.!. • J 
'i) :.wH • 'D ,t: I ti c I .JT Ai 

llu kan /.J. 1.. 'ff.., met behulp van de ,,,, t-1. vergelijki -agen 
117: ti. 

,,. j 'i>i j -< (("'-
; • • ~ • l....+1.~ ,v ....... i ~ !.1-

d ~ .tr 
,Jr 

,I. If. 
net e.ls de Jr {t•:t., --·, ") worden uitgedrukt als fuuetie van de 

? .( en /' .( .Me'l ka:n. due voor f o.emen 

waardoor de /' geoormeerd 'PD:rdt. Voor deze genormeerde j 
<Jcbri,r,'j"' we / ,H ct t 

.,., i (~ .. ,,.,) = ii H • ;,i'i: r~--· 
I( J « ... , 

~I µ o/. fl+I ~ ~ 
'C - ,i't eh+ Jr p~ tit.+ f-n•~ d,t: , 
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We gaan :u direct tot eon andere eenvou4iger} 

'd f. . ~ l -a.!:f • ..:. , ._.,..:. e• ~ 
'7>- .. act -'-·· 

7s;1.. •. i,O . ,h 
.. ._.,.. ·e ~·· . .,.,, ... 

kunnen we eeavou41ger -

15 

o•er.Daar 

. ( -£. t • I. I.IJ J " t i • • 41(. It ' • I. 7 S'. 3 (/ • · - « - e 'C + ,. .... e • - .,. ~ l •·' x ,. .. ... • 

(men overtaigol( slob. er do~r 11itscbrij,,en van,dat ~ op gro'Qd 

van de idntt:••~t,.Z· S' -1 ia) ot 

.tit•t" 

sj.r., . 1..:. ~• - ii -~ (-ttltzt-~\d .. 
• l .:. & ,. - l ~ (7) l Cl ( ,_ ;..1) .. " 

, eu mea • l: vervangt door r,- f Cf, ; cyol. en .. ""' e. door 

· If. <vers. 1•· ' >. 
Dau ie i~erdaad 
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