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In he? bijzouder ﬁ@va¢, dat de arbeidsco %ffi@i@ﬂtfﬂ ”luﬂ lat
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afieiden nit sen functie L wen ?R s ék en £, &n wel op @&fﬂ
volgends wijze . i
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de functie van Legrange is; ook wel gencomd da kinetischs’poten.
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tiaal. We onderstellen in het wclgende akti]d dat er

tische pntentieal bestast, die niet

i

den sch dst is

!

f—'\
&

- : K : f . -
rearden van > 4 en T, mal iz, In het geval
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hangt van ¢ en uniet explzclet afharielijk is van

- gewone arbeidsvermagem vain plaats.
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Is derhalve fJ als een functie van 0 en y te schrijven w&arln

£ nlet expllﬁlet oPtreedt dan besta&t er een eerste 1ntegraal

H = gonstant.

indién T een nomogene guadratische dunctie der ?k'is_
(zocals b.v. in bewegingSVraagstukkén zonder bewegenden dwang)v
‘met coofficienten die van @e‘qk ; doch niet nog extra van_ht |

afhangen, den is - o o -
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In det geval stelt dus de Hamiltonsche functie /1 de totale

energie voor en wij schrijven




Er bestaat dus een energieinfegrsal H= %, wanueer!/ *l

” , : K ~
cen homogemne guadratische functie der 7 is met coefficienten
K

die eventueel wel van de q

‘gen en bovendien i? een functie is, die alleen van;gk', maar

, mear niet expliciet van [ eihen-

e K

niet van £ en van de 9 _afhankelijk is.

Voorbeeld: -
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ff = constant is een esrste integraal, de mechanische be-

"

teekenis hlervan is niet gemakkellgk in te zien. Zeker 18-;
ﬁf niet de totale energie / Zj want deze is veranderligk
omdat het meehanlsme,dat~a) constant houdt, energie toe- .
voert en gfvoert, | | |

2° methode. Stilzetten.
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br b113kt dus dat de eonstante die- b13 de eerste 0p10$81ng8
methnde gevonden werd, de beteekenls heeft van de totale  $

feaengle beoordeelt van het standpunt van den waarnemer 'dle

'.met den ring weebeweegt . -
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Opmerking: De 'cons‘t&nte in H=c¢ leat zdch niet altijd doc ™
omzetten van het probleem op zulk een eenvoudige wijze als

totele energie dulden

De kanonische vergelijkingen van Hamilton.
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Keeren we nu terug tot het geval, dat alleen gegeven is

dat de kinetische potentiaal /\: bestast. Uit
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De onbekende van het probleem zijn 7/< en 9;}( ; gevraagd is, deze
a's functie van den tijd te bepalen door integretie van (4.7 )

b1.j gegeven biginvoorwaarden:

K K
/ 9 :? é
sﬂfni/ K K voor é::’o .
q- =Y

Nu zijn echter volgens ( 4.1) de p, functies van gk , y'k en T ,
men kan dus de q'k (zonder integratie, eenvoudig door oplossing
der vergehiijkingen ( 4.2 ) neaar de é‘K ) in yk , Py en T uit-
drukken. M.a.w., als onbekenden van het probleem mogen we 0ok
veschouwen C/)‘ en /a)\, en gevraagd is dan, deze als functies van .
den tijd te bepalen bij gegeven biginvoorwaarden:

K
7 =9
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De 7, vergelijkingen ( & 7 ), van de tweede orde in 97 laten
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voor Z= g . -

zich nn dienovereenkomstig overvoeren in X % vergelijkingen in
. .

qd” en P van de esrste orde:

!

Algemeen is, weanneer b counstant gehouden wordt en q.k‘ en/bA

met SqK en c\/g,\ toenemen, de toename vem }@
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‘.( we gebruiken d\ inplaate van d om aan te geven dat & con-
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stant gehouden wordt) dus, op grond van { 4./ ) en ( 4,2)
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Dear echter steeds 4 , als functie van G, P en z opgevat, —
bij differentiatie oplevert
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Dit ziin de kanonische vergelijkingen van het probleem (Hamilton

1834) Zij zijn afgeleid uit de vergelijkingen van Lagrange en
omgekeerd kan men de laatste ook uit de eerste afleiden. De ver-

“#elijkingen van lagrange en de kanonische vergelijkingen zijn

dus aequivalent.

Stel dat H =zich laat schrijven als een functia van ) en
K
ij , die t niet expliciet bevat. Dan volgt uit ( 5,5 )

® A . ,
56 dizdg By Gl = prddriep =

en we hebben ecen tweede criterium voor het bestaan van een cer-

ste integraal H=c¢ gevondan,

Is H een functie ven py eng” | die ¢ niet expliciet




bevét, dan bestaat er een eerste integraal M =e.
Wij bewiizen dat deze beide criteria identiek zijn: |
Indien 4 als functie ven qK, q"K en & de t niet expli-
cist bevét, dan bevat H als functie ven p) , 7k en Z de T

eveneens niet expliciet en oOmgekeerd.
Volgens definitie is

o= ,/bk (7;'}<- /\? (‘7&?,"{3&)
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Feo wechanisch probleem met
eischt derhalve oviossing van A % diffeventisalvergelijkingen

rin 1iwks,ﬁ% en ¢° constant gehondev worden en rechts

graden ven vrijheid ver-

van de eerste orde.
Voor het laters is het ven belang op te merken, datkfé%ﬁgé}

nooit cen howogene functie van den eevsten srasd in /b kan zijn,

wm.a . w. dat nocit kan gelden

Lok H <U{ P:9 f) = o H (/b*’ AR

Tuoers dan zou volgens de stelling van Euler voor homogené fune-

tims
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4 zou dus identiek mul moeten zijn, wat tegen de onderstel
op blz. & is.

Voorbeeld 1. Als eerste voorbeeld behandelen we de bewe-

ging ven een massapunt onder den invlioed van een kracht-
veld met sen gegeven arbeidsvermogen van plaats Vd , 8llee

afhankelijk van x , Y en % ., Hier is

r? ; A §
Y > A . i o
L M{%/m,(m.f § )

P *mé%&AMW4u :
L2 TLP /zm()a 4 fm’kﬂj Y i

q;: e (wwywjfm de % - «wﬁ’y)

XK
§ =Yy Py = my

H = b ,(fummw +g/ ‘)+P
| g,
- & (P hep) e PTAP

12 M‘

o~
?’*
‘Q
b2
—
{

“‘v/ [
}&3

De vergelijkingen van Hawmilton luiden:

ez Oy 5% S-m% @%f,

Opgave: Belhandal hetzelfde probleem met bolcoordinaten.

Vnarmaali 2 Als tweede voorbeeld nemen we weer den ring

mat maseapunt, blz. 3.

Zetten we den toestel niet stil, dan is
/[ p*
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Ve vergelijkinzen van Hamilton luiden
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o=@ ! Smm = ——p . (nier een identiteit).

van een stelsel vergelijkingen in den kenonische
den we ¢oze tot een variatievergelijking.
Ve variaticvergelijkingen van Hawiltoh.

B PP P ——

De vergelijkingen zijn opgelost wanneer de 7"' en dus cq*’;

o 4

¢ (of de ) als functiec van & bekend zijn. De stand van
steisel is op ieder oogenblik gegeven dcor de » getallen 97/
7 " . Ven kan dit anders uitdrukken door te zeggen dat all@e

mogelijke standen een ruimte van 2. afmetingen /\{%vormen met

s b i
de coordinaten c,f A N g . Deze ruimte noemen we de coordi

natenruimte. Goat men ven EEdk zekere beginvoorwasrden

D B MRS 3 S I

by f

v-m b=t

i

uit  dan beeldil zich het verdsre verloop van de beweging af op
een kriomr in de ;3’\% , de baan der beweging, em bij ieder punt
ven dis krowms hoort een zekere waarde van ¥ . In ieder punt

i& de rishting van de kromme vastgelegd door de dlfferentlalen \

£ 4 ° .

gty e »’"4" dat is dus door de 4§ , of ook door de b, ,

daar deze immars met de 0 en £ samen de q'h bepalen. Door iex
der punt der ,\,w gaan in iedere richting oneindig veel banen,
i.mmers‘&oor aern andare keuze van /;,\ kan men bereiken dat de g/'
ten tijde =0 alle met eenzelfde fector veranderen. De rich

3
ta

ting in ¢ " verandert dan niet, mear het verders verlcop van

Voorbeeld: Vrije val met gegeven be,

D

Fichting. De X, is hier net X,y ~vle
i B 4= o ‘
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gegeven tijden en 23 en.f% twee gegeven punten der X/

i

' De bahen nier de bekende kogelbanen, zijn

’ ~ parabolen, die in het beglnpunt alle de-

i1 | zelfde raaklijn hebben.

Neemt men nu de)(ﬂu+, gevormd door q’,...e;

?%'en t . dan ligt het gaval anders. Deze

\E ruimte noemen we de filwmruimte. Willen wij
\ X

dan Gen puﬁt, bewegend in een vlak, de film
ruimte construeeren, dan waksn we een film
van de ﬁeweging, knippen de plaatges uit en maken er een drie-
dimensionaal peakje van. De staﬁd van het stelsel wordt in de
filmruimte~x?z+, eveneens gegeven door een kromme, de wereld-
}Eﬁga Verandsren de ék tentijde t =0 alle met eenzelfde fac-
tor, dan veranderen niet de verhOudiﬁgentiyﬂeiyzz-~ . 3047
maar wel de‘verhoudingeneiqjh¢7% s Zdﬁmfﬁiézcodat de begin-
richting ven de wereldlijn ﬂg}_varandert.‘ K
Voorbeeld: In het vorgge voorbeeld is
de snelheid voor iedere baan een andere

‘//m\\\ ‘ constante. De wereldlijnen zijn dus

ook weei parabolen, masr deze liggen

/&7% \\ g alle in endere vlakken. Hun projecties
% |
T2

- op het X Yy-vlak zijn de banen in de.
f////// N : \:3 vorige figuur.

N Daaruit volgt, dat in de wereldfilm
door icder punt één bij het probleem passende wereldlijn in ie-
ders richting gaat en men zon geneigd zijn desruit intuitief te
besluiten, dat er door twee voldoende naburig gelegen punten in
ée wereldfilm &én en slechts éém wereldlijn gaat. Teruggebracht
tot de ,xﬁ, zou dat het volgende beﬁeekenen Zijn €, en &, twee
dar

T et T 1

z8l er in het algemeen één en slechts één baan zijn, die ten
0

tijde é} in L; begint en ten tij&eé@k in fi eindigt.

?% Voorbeeld: 1Is in het vcorgaande voor-

en moet het punt x , Y ten tijde ¢

¥ |

! N o beeld het punt ten tijde f in X, g ,
|

| ) ‘

' ;k . 3 o . f

vereikt worden, dan is
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¢

en uit deze vergelijking volgen ¢, en 5& eendeudig.

Deze intuitieve beschouwing moet nu door een exacte ver-
vangen worden. Daartoelbeschcuwen we een %illekeurige baan tus—
schen de punten 7k en 7K, die doorloopen wordt tusschen é en%f

’ - en vormen langs deze baan de int e~

% oy : graal
A

7 | 10.2 U/F Aﬁ oLt

Ondersteld is dus, dat er een kinetische potentisal Xf be —
staat, deze wag expliciet van £ afhangen. We beschouwen nu sexr
K .
naburige krorme in de X% tusschen de punten 7k +«57w en 7"*3‘?‘(
7 / 2z 2

die geen wmogelijke baan behoeft te zijn en vormen de integrasl

over die krorme, echter in de onderstelling, dai 2 constant g=
houden wordt, d.w.z. dat men het punt gK op de eerste trajecto-
rie, dat ten tijde b bereikt wordt, het punt ¢+ ¢" en dezelfd e
tija t op de gevariecerde kromme correspondeert. Bij begin- era
eindpunt van de gevarieerde kromme behooren dus 0ok ? en g

In dit Peval 13 de var1aﬁ1e van de integraal

J Anéé /é\a(dc

Yy

::Z/ (a;—,; (5‘7 5;? 7g )[{é (WéWf:Mm worols

; {d k 9£¢5 vm%wndzmﬁ o
,/fg(ﬁ ) T } -k (R ( d’q'ﬁ ).
- d,( é'q) (W%fg’ (3“7{6- .
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Uit deze ver”e113alng volgt:

18, vallen begin- en eindpunt van de baan en de gevarieerde

kromme samen, dan is

10, Y ;/,&;ztz 0.




)it is da Hamutonaeha mnm variatiewergelijkiug (w
wel genoemd het Hamiltonsche variatieprinecipe). De vergelijki

is de aerata noodzekelijke voorwsarde voor het extreem (maxi
of minimum) zijn van f LAt . Om te onderzoeken of werkelijk
extreme waarde optreedt, zou men nog eens moeten differentie
ren. Dan blijkt, dat werkelijk een minimum optreedt indien ?
qk niet te ver uit elkaar liggen Is 7 op de baan gegeveu,
b%staat er een grenswaarde voor ; s het bij 2" behoorende

brandpunt, weerbij /A4t niet roor minimem is, blijven we dich~

ter bij ?k den dit brandpunt, dan isuflﬁté minimum en er be-
i

/

steat dvs in dat geval tusschen qk en z in de infinitesimale ’g
omgeving der gegeven trajectorie geen andere dan deze baam, die.

{ Ao

runt van qk dan gaan er door ¢° en ? meerdere infiniteslmaal
f

naburige banen die alle in het interval t tot i doorloopen

in het interval ® tot ! doorloopen ken worden. Is q het branﬂ

el

kunnen worden.

Er bestaan dus in totaa;:xfh' wereldlijnen, door elk alge~?
rzen gelegen punt der.x?bf, filmruimte gaan er oo " . Kiezen we
uit deze een stelsel van 00  zoodat er door ieder algemeen ge-f

legen punt 1 gaat, dan noemen we dat stelsel een congruentie

van wereldlijnen. In onze gewone ruimte(ﬁbfi = 3) hebben we
iets dergelijks met de rechte lijnen. Er bhestean ooy rechte 1ij-
nen, docr ell: punt gean er OOL . Kiezen we uit de aoq er'yozuit,
zoodat door elk alzemeen gelogen punt 4én lijn gaat, dan heet'
cat stelsel een congruentie. Voorbeeld: alle normslen van een
ellipsoide
Voorbeeld van een brandpunt. Een massapunt kan zonder uit-
wendige krachten en zonder wrijving bewegen over een vast
bOIOprrvlak met straal Ri . ?’ en q}'zijn b.v. de bol-
coordinaten € en Qf , XL is get boloppervlek. De banen
zijn alle groote cirkels van den hol, Q? snelheid langs sen
trejectorie is constant Zijnl4 en 13/1n het algemeen
slechts twee trajectorien, die samen sen grcoten cirkel

vormen (dit ligt aan de bijzondere keuze van het voorbeeld:




12. %
en is in het algemeen niet noodig; verg. het vorige voor-

beeld) en dus kunnen beide in %"}E doorloopen worden,mwg

men als beginsnelheid kiest % = AB resp.¥= w i J

Pe beide banen liggen echter niet infinitesimaal naburig.

'XA

Zijn echter A en B diametraal gelegen, dan zijn er oo veel‘
baren, die alle in een tijd % *}5 doorloopen kunnen worde
en bij e},k# van deze zijn er andere aan te wijzen, die er
‘slechts infinitesimeal van verschillen.

2® De Hamiltonsche variatievergelijking ( 70.¢) is aequivalant

met het stelsel der kanonische vergelijkingen ( 5.5 ). We be-
hoeven slechts de aequivalentie met de vergelijkingen van La-

grange aan te toonen, want deze zijn immers met ( 5.5 ) asequiva-
lent (blz. § ). Uit (70.Y ) volgt
&

2
/3. [ 84t

~¢tT

0/(?; CVQ 3 a,c 2809 /)dé (omdat ¢ constant gehouden wordt)
ok
Y /{afh& +d (555” (& »-.-.k>d'q }dé

_ /aﬁ) : (%g L:; 5? . /{;‘; & gyﬂ }(Yy ot

Le eerste twee termen vallen wWeg wegens o*’g" . det {'=0en aan.

gezien de vergelijking moet gelden voor 1edere naankrumma en

voor iedere keuze der 59 vhlgt

: ”
/23 ‘ 2L D{«.a'& = 0.
’ dt Dg g~k

Bij een wereldlijn behoort in elk punt nog iets anders,
namslijk de waarde van f At in dat punt, genomen langs die li;m
Wa is volgens (4.3 ) “

‘?!,2.‘/ | /@dﬁ mdef? 'f"f’k"{?k

| “ dﬂ-‘? is een dif‘f’emntiaﬁlmm van de eerste oxde in ?""“"

> wem:mg tm dria afmetingen. Dan beteekent die



~differentiaalvorm

18,1 Xﬁ(xf”g/ﬁLj"‘"Zdﬁ‘a

v/
waarin A

¥

, L/ en A functies van X , 4 en X zijn, meetkun-
dig een 2 richting waerin de verpleatsing Zx , 2y | A% gele-

gen moet ziin, opdat de differemtiaalvorm nul wordt:
/3.2 Nadx %17/"9”‘29/4”-

Omgekesrd bepealt het veld van de 2-richtingen de differentisal-
vorm slechts Op een facto:c' na.

Bijgevolg bepsalt /\, dt . in ieder punt van de filmﬁuimte
esn 7.-richting, die zeker de richting ven de bijbehoorende
wereldiijn nist vevat { want L dt ig smmers niet nul). (Men
moet niet vragen of de % -richting soms 1oodr9¢ht op de wereld-
lijn is. Hoekmaten en lengtematen zijn in de X.M_, niet gedefini—
cerd). Masr hier bepsalt, zocals we bewijzen zullen, de % -rich-—-

ting de uwitdrukking £t wel, al is het dan cok niet eenduidig.

Zij namelijk de ™ -richting gegeven door de verhouding

13.3 et te,,

O ¢, 2ijn dus gegeven grootheden, C, heeft de &i-
sie LI A e e

mensie A« en £, & [ &  zijn dimemsieloos), dan zijn in

de esrstes plaats H en ’/0,\ alvast op een onbekende factor o

na bepaald

134 H = Re, 5 pr=de,

en nu moet bo\réndien nog aan de vergelijking
13.5 H:.H(/J,\:?K,t

', voldean zijn. Wij vinden dus bij substit@tie

‘7’3,6 : o(c; ~.=‘-H <0< ey qu%)

"an u;x.t daze vergelljkmg, kan 9‘\ stee&s worden opgelast behalve*
hetf geval dat H een homogene functie van den eersten graad

*m zi;}n ean gev&l dat ech‘ter zoogls we op blz. g



14,
zagen, nooit kan vorrkomen. De vergelijking voor X zal in het
algemeen meerdere wortels hebben, meestal is M van den tweedmﬁ

graad in A, (niet novdzakelijk homogeen) en dan zijn erlus al

i
tijd twee wortels. De wortels X zijn functies van g en ¢

raimte, die niet nul is, behcort een differentiealeorm v@odé ,

d.w.z (ingevolge /4.4 ) zekers bepaalde wearden van /7 en f, .
Tit (5.5 ) volgt echter dat q}R een functie vean 0, | q" en L
is, zoodat elike reeele wortel ia een punt qk R ¢ ook ék, dat
is de richting van de wereldlijn daar ter plaatse, vastlegt.
Bij elken reecelen worten behnort dus een bepaeide richting van
de plastselijke ﬁareldlijnﬂ Bij complexe wortels behrort na-
tuurlijk in een resel mechanisch vraagstuk niets, d.w.z. de
plaétsalijke N, :richting die tot complexe wortels zou voeren is
voor Ben recel vraagstuk uit te schakelen. Hesumeerende hebben
we dus: | |
1 Bij elke richting in een punt der filmruimte b‘ehoqrt
| één enkele %N -richting, zoodat bij een wereldlijn in die
gegeven richting een differentiealvorm Ldt behoort in de
% -richting. £dt is volkomen bepaald, niet slechts op een
factor na. Om fdt uit de gegeven richting, dat is
aiff:dyzr«w-oltfm: d% te bepalen wordt uit g;'K eerst A, bere-

kend met b-ehulp van ((F.2 ) of (4.2 ), daarna H uit
H "-:'JH (/b,:\ :qu t)‘

2. Bij elke gegeven M ~richting in eem punt der filmruim-
te bshocrt een bepaald aantal (het aantal reeele niet ver-
ijnende wortels der vergelijking (/3.6) ) waarden van
)GAL& , welk aantal ook nul kan zijn, en bij iedere z‘oada»-g
nige wearde ven Lot &én enkele bepaalde richting, de
plaatselijke richting van de bijbehoorende wemldlijn;

' We zullen de 7 -richting, die in een bepaald punt bij de ri';m

"”‘9 g@ ﬁamm}.ij@ hoort de toegevaegda MW-~richting noemen,




- -

omgekeerd de richting, de toegevoegde richting van de »w ~rich-

ting. De toegevoegde 7 -richting is é&énduidig bepaald, de toe-

geveegde richting is echter meerduidig bepaald en kan onder om-
standigheden ook ontbreken,
Een punt der filmruimte met een 7v -richting hest een ele-
ment, en een wereldlijun met de toege-

"
;&33 voegde s --richtingen in elk punt erbij

&:5? heet een elementenrij. Dan gelden dus
| de volgende stellingen:

&. Een elementenrii is volkomen bepesald door één van zijn punten

\,\ y,

en de richting van de wereldliijn aldaar.

b. Een gegeven element is element van een zantal elementenrijen

dat gelijk is aan het asantal reeele wortels der o -vergelij-

king. |

Er bestaan in het geheel of%'elementenrijen, door.elk al-
gemeen gelegen punt oo™ . Een stelsel van 00 elementenrijen
zaadanig, dat er door elk algemeen gefegen punt €én gaat, heet

gen congruentie van elementenrijen. Een dergelijke coungruentie

is in het algeween zoo, dat de s -richtingen zich niet aaneen-

schakelen totocfxqb , is dit wel het geval, dan heet de congru-

entie ,X,b»vnrmend. Dit is een bijzonder en voor de mechanica
zeer belangrijk geval.
De méetkundige beteckenis der kanonische vergelijkingen
is nu de volgende. De vergelijking
A5.1 dg" = BH dt
, K
legt de richting van een wereldlijn door een punt vast, indien

in dat punt de differentisalvorm X?a/.é gegeven is; de vergelij-

king ‘ ,
| 5
R f’éP,\: f%g oLt

lagt dan de dlfferentlaalvorm LAt in een volgend punt van de
“iwareldllgn vast.

Voorbeeld

aeld l van blz r A punt in gegeven conservatief



L10.§

krachtveld

101 H=T+P= L (p'splrpi )+,

De A -vergelijking luidt

s L D e pt et 4
/6.2 -oc, = Lo aer L = Gt
of

16.3 L fa.mg o<+~—--»P 0.

Pleze verselijking heeft alleen reeele wortels, wanneer
, 2 . RS X
16,45 g_.,‘:,?h:{io
ig. Dat dit 200 is spreekt vanzelf, aangezien £, , . . ., C,

evenredig zijn met ~H , p ,« <« P is de voorwearde

nanmeliik gelijkwaardig met

b5 HEaPT=(PI)zo

en inderdaad kan in een reeel vraagstuk F~T niet imagi-
nair worden.

De wortels van (/6.3) zijn

16,6 o(-m-/ i l/ e, -..ZmP)

De filmruimte is vierdimensionaal, Is in eenig punt % s 4

% , T een drierichting gegeven door de vergelifking

16.¢ Cidca ?-Cld{/f(ija'/z,fcpdé:g)

- dan zijn de blgbehaorenda waarden van ~/ , b; en ék

R e—
WH::”_'M% + G |/ mtel

TE T o -zomf

=& (- Bl [ mte} s
fé.é? ~MpT E’L< F ....-E;‘L ~imP

Z:gagewau daow



7%', Ax:dy: dx dtz e co +V}; z-—

Noemen we de bijbehoorende smelheden %" en ?5’“ , dan volgt

P ey 2P P
- w‘#%«v’vzfgﬁg%x .é_m,m,z
7?..2 3)’;}“ f‘ ?):fj& 2‘1: /3 3 c-l- b e Vo +CL Jor. T Vg

De snelheden (die dezelfde richting hebben) hebben dus tot

product &wf . Voor het vrasgstuk van de kogelbanen (blz .9 J

]

is [) = %7}/ . Bijgevolg hooren die twee banen bij elkaar

‘J‘V&B.I'VOOI‘ )
113 pre gy

Voor yr.o wordt P:—.D . Dah wordt de eeme snelheid nul.
Men ziet aan dit voorjgeeld dat de constante in P meedoet.
De wereldlijnen zijn natuurlijk van P onafhankeli jk, maar

de stend der toegevoegde richtingen niet, inmmers
17.4 CrC €ty = pifyipy-

en H bevat P . Verandert men P met een constante, dan
dreait de 3-richting in eenig punt Om een bepaalde vaste

van de kedze van de constante onafhenkelijke 2-richting,

gelegen in de 3éx;ichting van X , Y , % . Deze 2~r£éhting
is gegeven door ¢, :C i ¢, =4t b 1 b, en staat dus in de
963’% -ruimte loodrecht op den snelheidsvector,

~ De Elkomaalfunctms

Aangezmn er door een stel van twee voldoende neburige pun-
ten oI en k in X slechts een e;;dlg santal benen gaat, die
juist in den (voldoende korten) tijd tusschen ﬁ en £, doorloo-
pen. kunnen" worden is wa Ldt een (in. het algemeen meerwaar-
| 1’ dige) functie van q 4" en ven de tij-

z
den t en t

+Zij dus een wereldlijn gegeven, begin-
nende in het pamt q ten tzgde L= é
' f“‘en zi;} het punt tentigde & in net p«mﬁl‘;
qk van die lijn. Den leert de veria- :

evergelijking (/0.3 )




¢

. b o~ &
184 «x/&{,z& = dg wfkdz
Aangerien nu

2 ‘ PN SN S )
' T AT S L «/ B ¢ £ L
;f U}» 7 /{ = / V. £ 7L GG E\f 3 Qj PR B

volgt (dsar de t1jd bij de differentiatie ¢ constant bli 51t )

0 o~
2 QK ¢ kP ?\‘
oy § o { . o
18’3 SR = 2= g4 STk &9
Dok S AR
i <]
en dus
. ,0 . ‘0
P& / kl - b ) {\J R
70.% oo e A Pr
i»; U«/’ H
&

Hmdam wij na <I? en g constant dan wordt % een functio venl

c] en b | maamit volgt dat

&

o_dR _IF Ma kIR -k
1d.0 NETE T o ¢ =g PRI
zo0dat

7R
0.4 Hp o=t

Ya leat zica H schrijven als éen Tunctie van r; , 2N en £ j
(blz. & ) en uit ( ”( MY en (18.4) v“]zgt dus de diffamntif

B
aalvergalijking voor /L als functie van ﬁ en

: . ‘
- ) 7 ©
g )% i (g% 2R
/(Ap J i LB R
ot \ 5“5#

Dit is de vergelijking van Hemilton-Jacodi. De algemeene op-

e

lossing van een dergelijke vartieele &iﬁ"erantiualvergelijkirf
hangt in het algemeen niet, zooals die van éﬁgawmn@ differen
tisalvergelijking, van een eindig aental conctamten &f, maar
bmﬂt, willekeurige functies. (Voorbeeld: X %% =0 . oplossin

’”J‘wﬁm&t/’ , wear O een willekeurige functie is). Ben bi;}m

"‘%ﬂ’ eamtmmrz q en ?J &fham@t een stel van 00 "

118 In de filmxumta ml%!q yxﬂ,t een tweepuntsfunctie




AFsE

d.i. een functie, die niet van één punt maar van twee afhangt.
Zij bestaat voor elk stel van twee punten, die niet te ver van §
elkaar verwiiderd zijn en niat bijzonder liggen, en is de intae 
grasl van Lot lanzg de wereldlijn die de punteﬁ verbindt.

Afhankelijk van de keuze der functie // kunnen er panten zijn
die bijzondsr ligmsen, d.w. z. waartusschen geen wereldliin moge-

lijk is. De tweepuntsfunctie in de wereldfiim heet de eenvoudig

8ikonaaifunctie. Men ziet gemakkelijk in dat

% (q",q"jt,ﬂ R399 ¢E.¢)

kK
R(9,4,88)=0.

19.1

G

De eenvondige eikonaalfunctie R is niet de algemerne op-
lossing van (/4.7 ). We znullen nu aantoonen, dat man iedere wil-
D
lekeurige oplossing A (V,t) met behulp van R kan czonstrueeren
We gaan dus vit van de vergelijking ( /yn?)
19.2 3¢ = L’l(" ) "’t)

(4

onafhanlelijlic van eenig mechanisch probleem met kinetische poten-
tiaal, wearvan we eerst nitgingen. Voor %;ik schrijven we p, , |
maar na &lleen als verkorte notatie. Met ;ime mogen we volstrekt
niet al sann=emen, Jlat er tusschen fk en 7K kanonischa vergelij-
kingen boestacn, alleen (74.]) is gegeven, dat wil dus zeggen,

de functie 7 (4, % ) en niets anders. Van 7 zij alleen aan-
genomen, deat de funetic niet homogeen van den eersten gread in
ﬁh is. Door

P
103 JR R

3

Pt Dz_;"

is in elk punt der)/n*, een o ~richting vgstgelegd, Omgekeerd
bepaalt elke 7. -richting in een punt in dat punt nul, een of
meer stellen waarden"%.é , g& en wel volkomen, niet alleen Op
een factor na. Is namelijk de jv -richting vastgelegd door de
gegeven verhouding ¢, :.. - - 1L, , dan is

9y 937‘3 oe '%%:o(c,\




&«

en dit, gesubstitueerd in (/42 ), voert tot

0.1 ma(CG:H(‘]Ks“",\:é'))

de A -vergelijking van blz./3 .

Gaan we uit van de een of andere willekeurige maar bakandﬁ?
oplossing R (9, t) wvan (791 ). Neem een punt ZK’g op de X"*,
R (‘7, t)=c¢ . Daar ter plaatse valt dus de door %.% N ham:é
paalde n ~-richting samen met de % -richting van de Xo . Door
dit punt gaan we nu eens een kromme construeeren, die overal aa’n??

de differentisalvergelijkingen

20.2 ﬁ _ oH(P¢)
9Py

zal voldoen (Dit is een willekeurig vrije dead). Aangezien A,
? AR '

- niets anders als een afkorting is voor ﬁﬁ’i en {;’-’3 in elk punt

der X bekend is, 3"7 een functie vang* en{  geworden

n+i P

en hebben we dus te maken met sen stelsel van %2 gewone diffe-

rentisalvergelijkingen van de eerste orde. Uplossing levert ds

gezochte kromme en bij verplaatsing van (/K, ¢ (}verdeX met de

vergeliijking 4 («7 t) = 2 een steleel van oo™ krommen, door

elk punt der )( één. Nu is //3)‘ = 2__@ , dus

29"
9/3;\(9’,6')__ 0 df?(w) 3//(/;)&)
THE T T 5, T3E T T T o
20.3 2t 29" ot g
__QH(RGE)  oH (Pgt) ap,
on o Dy 5?7
204 P _ Vpk

?1(] - an'\

| Subsntuaerz} men (Z20.%) in ( 20.3) dan volgt op grond van (Xd.,z,);-f}

20.5 OPx PP A9t _dps M
ot g~ dt ~ dE T By"‘\

Zijn dus de krommen vastgelegd door de eerate kanonische ve

1ijking (20.2), dan geldt voor de verandering van ‘p‘ r mw



L0 B
bleem te meken hac, zijn we dus vanzelf gekomen tot een stel
vergelijkingen (20.2) en (Z0.5),die als kanonische vergelij
kingen van een mechaenisch probleem met kinetische potentiaal
kunnen worden opgevat Nu hebben we al gezien, dat de kanoni-

[,

e - .
sche vergelijkinmen een stclsel var 00O elementrijen bepaxam

heslemaal onafhankelijk van de speciale oplossanmzwjfsz&arwau
¢ 4
we uitgingen. Uit al deze elementrijen worden er door de opima%
sing ?E(@g;} juist een congruentie van elementrijen uitgeliaﬁ'
en wel juist een zoodanige dierx;b .vormend is {(biz./é )
wereldli jnen van deze elementrijen zijn vastgelegd door (4£0. z.}

en de@m{}gb zijn gegeven door de vergelijking

. y BT .
;(i },,. / /Q { ‘f‘j Z”x’ = Cend .,u}z,f

Bepalen we nu% d R eens langs een wereldlijn ven de

congruentie :
. 0{;1?";: :‘;)mg:.df .)/L c’f? M

2.4 of agk |
= < H{ b9, t) at +pAgS L prg,2)at

waarbij voor ﬁA de plaatselijke waarde langs de wereldlijn,
2R
Bg* 9 :

! ] AP
1.3 R(Ge)-R(9,¢)= /\(*”(Pf%iw)*‘f’k")"'f"

q)‘w
Dit is echter juist de waarde van de eenvoudige eikonaalfunch

ingevoerd moet worden, dus

Itusschen ?K, z' en §> , , We hebben dus de stelling ver :
« kregen:
Zijn de wereldlijnen en de eenvoudige eikonaalfunctie

sxieny van een probleem bekend, dan verkrijgt men een oplossi
R van de differentiaalvergelijking van Hamilton-Jacobi, d
op een voorgeschreven (niet ongeschikt gekozen) Xﬁ;in de ﬁi“
ruaimte een gegeven constante waarde C aanneemt,

de wijze:

1. constueer de congruentie der wereldlijnanﬁ_ :



22

, wier toepevoegde %2 -richting in het snij:

punten der ,va
punt mec de 9 -~richliny der ﬁms sgpenvalt. Niet alle )<W
z2ijn dus ale uwgiwqiih brnikbanr; zii moeten aan de voor.
waards voldcen darn aan han . richting in ieder punt een
resele riehtiry; toegevosgd [s. Verder zijn ef in het aige- |
meen meccdere stel ien van wereldlijnen mogelijk, men kjsza%
er dan &én uit.

2. stel in ieder punt dier kromwe /0 gelijk aan @ ver-

meerderd met de eenvoudige e¢ikonaalfunctie tusschen het snijpunt
en dit punt.

Je gevorden iunectic K voegt aun ieder ﬁunt @en getallenwaarde
toe, de diffurentinulverge iiking van Hapilten-Jacobi ngggmggQL

aan iedere combinatie van eern (niel ongeschikt gekozen) X, eu

e A ———— ————.

eon punt cen getal!oenwaarde toe, n | de waarde van de eesnvou-
aize eikonaaltnnetie tusschen het snijpunt van de wecrelclijn

7 I
door het punt met de X 5, en het punt zelf. De algemeene oplos-

sirg dozer vergelijking is dus een >\7w ~punt-functie Trekt zich

de X% tot een punt samen, dan krijgt men de tweepunte-functie,

de eenvondise eikonaai, terug. De algemeene opleossing kan med
' g 3

dues de alzemecene egikonaa' noemen. Het woord eikonaal wordt in de

literatuur soms voor beide begrippen gebruikt.(Bijv.H.der Ph. V-

blz.126).

7it de constructie van de functie 7@ vOOr €en gegeven XW
met vergelijking Rif?,*):: 0 uvit de eikonaalfunctie volgt nu nog
een belanzrijke stelling. Al 1eX}, met vergelijking ,Q(%t):d
die men tenslotte vindt, hebben in ieder punt een % -richting,
die toegevoegd is aan de richting van de wereldlijn door dat ;
punt, dus: '

Y
&

- ‘ . L9 . %
Grijot ren uit hmjstelsel van o0 elementrijen een congru

entie zoodanig dat er &én X,,_, bestaat zotdat in ieder punt va

die X n 42 7 -richting van de clemeantrij aamenvalﬁf‘matf ai

. N &4 $ . Fon ‘
de Xw , dan vormen alle oo " ~rictingen van alle oam“

.Samen een stelsel vanod X.,u en is dus de congruentie wgn e

‘mentrijen X, -vormend.



Oplossing van eep mechanisch probleem met behulp ven 7, cepste

integralen.

Gesteld nu eens dat de eenvondige eikonanifunctie bekend

xare. Dan xoud%ﬂ de 4 v&rgeiigkinﬁ@n

« «f‘?,f ©5 Wfﬁ 1,%5)
5. 32 b e M s
i w B R j &. J’ .a‘? Yo
?
ons in staat stellen de ? en jkﬁ‘ uit te drukkem.als f&ﬂ“@&ﬁm

ven b en SR imtagrati@emnﬁmgﬂt&nkbk, ﬁ an dem tiid ﬁ
: ' 0

: H
decrmede wars dan het probleem opgelast.

Wie levert ons cchter de eenvoudige eikonaalfiunctie? Nie
de vergeiijking van Hamilton-Jasobi, wany een willekeurige op
losseing van deze vergeliikivg, dien W@m&w%ijkaﬁéé\im nget @oo
cen geringer asntel V@yvangbare}rﬁgn&taﬁxan bevat, ds daarom

F
nog de eikong aalfunctie riet, Cok de vergehijking

235@. , ,;Zi i i f{??f?
Y

@

helpt ons niet zonder m@ei, want ow de iﬂt@&@%&l te vormen ﬁﬁ

ben we do weraldlijmen noodig .gn dig zajﬁ nag,ﬁie“ hﬁk&ﬁﬁ alf
het probleem niet opgelost is. &% is @nh%ﬂr éém ‘peval wa&xb;
we R (m@‘t ?% ) mel kuonen hepai.an en dat m%at &ma;l m

we al over s eerste integralem beschikken, aie ek

; zekexﬁ na
te noemen voorwsarde voldoen. Met % &erata;;ntegrﬁﬁan kun
we de §* en dus ook de P, als functies van de ¢f.en ¢ e

rar » integratieconstanten witdrukken:

» \ s K K/ Ky a ..
1330 Py= (055 en) f §= ¢ S

?z eerste intagralem%%ﬁnman Q@taex&ﬁffj""




die g, integralen de ?K en de b, in & kunnen worden uitge-
drukt. Meer dan £ 7 onafhankelijke eerste integralen kunnen e
dus niet zijn). Stel nu dat we 9o eerste integralen met 7 int
gratieconstanten hebben. Dan laat zich aantoonen dat onder om-

standigheden de differentiaalvorm

291 Ldb=gagk- 1 (L9, 8)de

"een volledige differentimal is in af?k en &t , w’anné%%nﬁ mﬁ{
behulp ven (23.38) in gk en € uitdrukt. ‘

Gaan we terug tot 3 afmetingen in de gewone ruimte. De uity

drukking - .

i9.2 W: dx + W ely+ W, dg =~ wdE

i® een volledige differentiaal indien & wrotatievrij" 3.3

d.w.z., wanneer

V= TROF oWy duw, ]
ﬁl?ﬁs '@4M{¢a'a-}7xuur::05 d.s 2, ﬂﬁzr_~ z 0;

In dat geval is echter de integraal

244 fw.dw [wdx,+%olg+wd%

E:

tusschen P en. @ onafhankelijk van de keuze van dan weg

tussehen ,P en @ . Is -3 dZ een vcll@@ige differentiaal’
245 - di = odf (%,9,2)

dan zijn de door ) , wf , ¥ Depaalde 2-richtingen (in

thlﬁ&l is:
1446 ‘»w.@m G"d/(l’ 3&)

Dﬁn is echter hﬂt vam M‘ mmm m&ar" “
dms @em v@r&zz )



veld dat nog niet rotatievrij hoeft te zijn. Dit gelfde
gaﬁ; ook door voor de X%+,; is een differentiesalvorm
W dtfuy d7 gegeven, dan kan het veld 22 , s« 2ijn:

18 rotatievrij en dnm,\,,y»vormend;u;dtmﬂdg is dan een
volledige differentiaal.
2° X,, -vormend, doch niet rotatievrij;
33 niet }(% -vormend en dus ook niet rotatievrij.
In de beide laatste gevallen is wW,di+ ugdyA geen vollaﬁ“*
differentiael. |
In het eerste geval zou de keuze van den integratjeweg
tusschen P en @ vrij zijn en men zou dus geen wereldliin
behoeven te hemen. Opdat ,@ At na substitutie der eerste inte-
grailen (£J3.3) een volledige differentiaal in 7* en t gzij, moat
/{}fg’ J...an rotatievrij zijn, d.w.z. er moet gelden:

$
ﬁ:f.'f % = .éf’\

12150 21 K ' - - : .

We zullen aantoonen dat ( 25 2) altijd vervuld ig, wanneer aan

( 25.7) voldaan is. Ga daartoe uit van de kanonische vergelij-

5.3 5w . 2H(AYE)
: 27K J .

zot het linker 1id om in

: BA ’af)\ s K
A5y £
X5y =5t 502 9

en het rechter 1id in

A5.5 %H{f 9,¢)  QH(A,E) 2f .
'aq | ? Py YA h
Volgens de kanonische vergelijking ( §.5 ) is échter
156§ PHLkL) |
0Lk 3
Indian m aan (&ﬁ { ) valﬁa.m met miju, knn ; - @mx

ﬂrvangen wardan Trak:&: mm na ﬂie ?61‘?&%!1& (.?;5' 91




van elkaar af, dan ontstaat

0 A oH (9, t)

wat te bewijzen was.
De voorwaarden (1J. 7,2) zijn te sterk, we zullen namelijk m
toonen, dat men slechts behoeft te eischen, dat —/ f)« , Xm
~vormend is en dat daaruit dan vanzelf de rotatjevrijheid vanm .
"‘“H f,\ ~ dus het volledig differentiaal zijn van zcotié' valgy;
Ga namelijk uit van één der X% van **H Zf}‘ dat is due één 4 :
X . die door aaneenvoegen van M -richtingen der elementen de
7 eerste integralen ontstaat. De n -richting van deze X, is i’ﬁ
2lk punt toegevoegd san de plaatselijke richting van één der

@o% wereldlijnen, die bij de 4 eerste integralen hoorem en

waarvan deze 9 eerste in’cegralen het richtingsveld doen kenn
Construeer nu gls op bhls. u is gasehied de eikomealfunctie A’;
die op de g&kzﬂmn X » de oonetante waarde £ aanneemt. Dan ia;
gebleken, (/. 1)

LIL AR =-H(pge)dt +p,dgc L p.g,8)dt,

waarin voor 4, de plaatselijke waarde moest wordeu ingevoerd,
welke waarde niet juist uit de 7% bekende eerste integralen
volgt. Desaruit volgt dus, dat bij eliminatie van H, met behul
van % eerste integralen A4t een volladig?ﬁifferentiaal is,
mits de congruentie der elementrijen dezer eerste integralen
X,, ~vormend is. De rotatievrijheid van-, f) volgt dan vam?

Is het veld ~4,p,, dat bij s eerste integralen behot

Ag, -vormend, dan is het ook rotatievrij. Men zegt dma,,

de 9, eerste intagralan nin evolutie" zijn. Ap dt is dan
. 8liminatie der p) een volledige diftf‘ammiml o

, Zijn de %awam integralen in ewnm‘tm dan vwﬁ:_
door integratie vm /@&ié (ﬁit zijn éﬁ% qmdr&tm‘@t
tie die natuuxlijk nimﬁ m@mrs m &m ‘ﬁﬁ 'V'am




""“vw
Verandering van de integratieconstante verandert niets aan de
ligging der aequiskalaire X, . Dat A aan de vergelijking va:
Hamilton-Jacobi voldoet laat zich nog eens toetsen.

Eenerzijds is

Z?(/ SZ o f'gg;x 7 >
‘anderzijds , _
K
29 2 d@:/@tét‘:o—ﬁé{t#‘/’kéf 5
dus inderdaad:
2R IR _ .
24.3 ST=-H5 5% =l
&
R is nog niet de eemvondige eikonsalfunctie X . We zullen
. ¢ 5
nu echter santoonen, dat niet alleen de kennis van A |, mear

,«,

reeds die van R gelijk staat met de kennis van de oplossing
van het mechanische probleem. }a bevat 7 integratiecomstanten

¢, , die uit de % eerste integralen gekomen zijn:

A7y R=R(‘?I§’5)‘3A>'

ﬁe bewijzén dat | &%
R K |

,2;i5‘ Tl 8" = condbond

is. Inderdsad is : 2 | 2
a QR _VE , TR K
dE Bc, ~ 9Cocn  dgFacy
| =2*R , 3*R 2H
A6 | B Jen ' A5%5E, Thy
_2*R | 9px oH
T 3toe, den 9Pk - .

~

Nu komen de £, uit de eerste iﬁ%égralenf(,z3p3), dus»is

0 2 JH  dpx
RILY L < 2 fox ‘521 e

dCA x

en bd jgevolg

»»»»» -

Bomi g Rl (?R
2?7 e ywmmlaeif)E




28.
omdat K san de vergelijking van Hamilton-Jacobi voldoet. }
Uit (2% 3), een vergelijking in ¢, & , ¢, en ¢~ | 1aten zi

N

de Q’k als functie van & en de 27 integratieconstanten zZonde

verdere integratie oplossen. Dus:

i
£

Een mechanisch probleem is tot 7t quedraturen (namelijk diss

noodig voor de integratis van Lot } teruggevoerd, indien men ,;

over 7 eerste integralen in involutie beschikt.

Men lette er wel op dat de stelling zegt pindien nisn beschikt"
er wordt niets gezegd over de methoden om 'oerste integralen, ,dimg
in involutie met elkaar zijn, te verkrijgen. Hoe die esrste in- g
tegralen te vindén zijn hangt van het speciale probleem af dat ,
men behandelt ; leiddraad zijn daarbij o.a. de verschillende tth:
rema's van het behoud ( van arbeidg, ‘van impulaié, van impulsmo-
ment )in de klassieke mechanica veelal verkeerdelijk .principes®
geﬁoémd, Principes of axioma's der klassieke niecha.nica ziin al-
leen K = @ |, actie = reactia,}W'é{lN) en de'bbtsingsformwi

le. Gaat men de mechanica veralgemeenen, verlaat men dus de
klaesiske mechanica, dan wordt dat natuurlijk anders, mem kan
dan bijvoorbesld de variatievergelijking van Hamilton of een ve:z*g
algemeening daarvan als variatieprineipe dus als axioma voorop-;l'f
zetten en zien wat zich daaruit laat afleiden.

We hebben hier K. laten ontstaan uit % eerste integralen.

Deze beperking moet nog opgeheven worden.. .
Gestel§ eens dat we ever een oplossing R (Q )b, C)\) der verg
lijking van Hamilton-Jacobi beschikken, zonder dat er iets ge-
zegd is waar deze oplossing of wa&r de ¢, vandsan komen. Dan
gean we te werk &ls op blz. /¢ , schrijven voorloopig als af-»
korting 3;2 = Py en bewijzen, als daar is geschied, dat er we

gelijkingen van den vorm



K
Heeft men een willekeurige oplossing R(‘?J ?5‘,0,‘) der verge

lijking van Hamilton-Jacobi met 7. integratisconstanten, dan

stellen de vergelijkingen

4.1 (a) é’ W (@) “/bk

K o
resp. voor (a) de oplossing met 27 integratieeonstanten @)% .

van het stelse; der kanonische vergelijkingen

aH _ 94 _ =k
S A P T

en (b) een stel van 7 eerste integralen (in -involutie) dezer

»

vergelljkingen met 7L integratieconstanten <C)

Achteraf blijkt dus dat er bij iedere oplossing der vergeu;
lijking van Hamilton-Jacobi met %v integratieconstanten een | |
stel van 9¢ eerste integralen in involutie hoort, zoodat 1nte-—
gratie van f 4t  ne eliminatie van /O,\ met behulp van die eersta
~integralen juist die bepaalde oplossing levert. Dit is ook mee’cg
kundig in te zien. Bij een bepaalde oplossing /& hoort een |

X,w -vormende congruentie van elementrijen (blz.Z/ ) en het
rachtingsveld van de wereldlijnen dezer elementrijen is equiva--‘:
lent met 7 eerste integralen in involutie (blz. 23 ).

Hoe vindt men nu uit de functie R de eenvoudige eikona.a.li;

functie K ? Daartoe moet men integreeren tusschen de grenszen

¢, 9 en t ¢ mear dan ook de integratieconstante ¢, weer
s ' 7 -

o

wegwerken. Dit kan pas wanneer men over de volledige integrati

(29./@) en niet slechts over de % eerste integralen beschikt.
Want dan zijn de q als functie van £ , CA en n nieuwe

integratieconstanten 'g bekend.
293 g":—.f(tjcl\,f).

Verdert is bekend dat’ gk ten tijde }95 de wéarde "g“ aanneemt:\
29.4 ?k= fk(t;acm*gx)

en uit de 22 vergelijkingen (29.3) en €29.4) kunnen dus de

Ld w

k ‘ : ,
en 4 als functies van q“ , &, qk , ¥ opgelost worden 'ﬂ



Men vindt de eenvoudige eikonaslfunctie }%. uit R door te

k
integreeren tusschen 33 ;4 en t B tyk en de integratieconstanten

@

C, te elimineeren met behulp van de na volledige integratie

van het probleem verkregen vermh]kingen

In tegenstelling tot R ig dus 73 pas bekend, wanneer h&t
probleem opgelost is en kan 72 derhalve niet voor de 0plossin$&

gebruikt worden.

Conclusie was, dat de oplossing tot 7 gquadraturen terug-
gebracht is, wanneer men n eerste integralen met 7w integratiﬁ
constanten kent, die in involutie zijn, d.w.z. QP&glost naar,b&“
aan (15./) voldoen of, wat hetzelfde is, die tot X,, :vormende
GOngruent;as van elementrijen behooren. Dit kan nog beter ge- |
zegd worden. Indien twee functies ¢, en P ven b, 9“ en &

voldoen aan de vergelijking

2 2@ 9 2P _
30./ (9, = ??’; Ef S a0

. ({'tﬂ,‘, %) is het hasaksymbool van Poissdn) dan noemt men de fumm

ties in involutie. De 2 fancties
30.2 % =pa-Ia (39

zijn alleen dan allen met elkaar in involutie, wanneer

30.3 ‘%*‘% =0

CZRY!

d.w.z. wanneer ( 25./) geldt. Nu kan men gemakkelijk bewijzen

dat indien het stelsel vergelijkingen
30‘} % (P:%t) =0
een gevolg is van het stelsel

36.5 | 99;\ (P)?;t) =0

en indien de functies ¢, in involutie 2ijn, ook da %
moeen zijn. Daaruil mlgt dns de amlling*

De oplossimg van de mgmach«e vergalijkmg@n wn«“

";en inﬂian men beachilct




over 7 onafhankelijke eerste, integralen

31.1 YL (p9¢) <o,

zoodanig, dat de functies V| alle onderling in involutie zijnu

De haaksymbolen van Poisson hebben enkele integessante

aigen&chappen, 7Zi3

31.2 Flpa.t)=c

een eerste iuntegraal der kanonische vergelijkingen, dat wil
zeggen, dat aan ‘ |

9.3 qx 3[’ s 2f L OF

ﬁk QPK ot =

o

identisch voldaan is, wanneer in deze vergelijking de p) en q"
uit de kanonische vergelijkingen gesubstitueerd worden:

2F OH _2H F F
J1.4 7”“ dpx 09" 9P« F e =°

- of

37.5 (F)H)f%g-:a.

Deze vergelijking is duQWQia,v. voorwearde opdet f=cC eer—
ste integraal is. Bevat £ den tijd niet explicdet, dan gast

zij over in
\.g/cé <f3ﬁ);’:a‘

Hieruit volgt:

Bestaat er in een systeem van iwee graden van vrijheid

een integraal H=¢ en ﬁhachikt men over een andere integraal
F=¢, aie % niet expliciet bevet, dan is (F,H)=0 er
% pﬁablmm Mat zich d:m tot (twee) qmdﬁ&mran mrugvaamn

@"

tht ds ﬁﬁf‘f‘[_ itie (30.1) bw;jm mmc% gmkk.alijic

31“?’ | 99’ (?zﬁx} ‘“‘" (?ﬁ) (?19”)

8 c? (‘W (Y, ﬂ))f (% (%9’))1“ (9 (%V")} 0- :




320
Zijn dus F:: é en ?: C, twee serste integralen, dan is

(A @),H)-«((wr){(m%) -(£32) (
=~ 2 (F9)

J2.1

waaruit volgt:

Zijn F= ¢, en g = ¢, twee eerste integralenm, dan is

‘%V

9ok ( - ’Q \ een serste integraal.

Voorbeelden:

1) Planetenbaweging.

T”" n <"2'z . ) /@: 7‘»#/'0
e o
3'24»2 g::% 5 1?:9

P = m’c 'pk-mz &
4

1
H= L () m“;)'zU’z)-—"%_..

Eerste integralen (in involutie)
/ o L ' & iy - p
T M ( % ,Lb 6 )-» 7{;‘ = E - constant (Emrgieintegradl}ﬁf

”'Zk'g"ﬁ = € = constant (momenkintegraal}:

.

Uitdrukking L dt :
Ldt =-Hatrpde'sp, g’

‘30 ;o
3 y ::«_Hdt.}.,mq':d&:fmﬁzédﬁ

Mat bahu:lp van de eerste xntegmlen wordt aem uitdmkkmg
gezet im ‘ ' (e

985 Kdem-Eets m’(%f)wwﬁ =




waar

33.4 f{faja)li)z fé; ‘__1

«{f 4t is nu een volledige differentiaal:

232 K= /,(,Dd/“-. £t+4?/7d®f%$gé+c

en de oplossing van het probleem luidt:

:?\33 .?f:f., ::wi / - /

iy 2P
334 57 = !f —tmb=mC,
of
a r =z /dib C
| J Zf"‘ /
335

4 6= % ZI*Z;

wearin de vier integratieconstanten E}c ) C ; en Q voorkomen

Met behnlp vean degze vergeli“jking Bn

d (St

o /’“alt._!;_ &
£] ?-«k 72 z;%f- 2

laten zich de vier constanten in 2‘5 ’2 51 t ff en § uitw

334

elementair uitvoeren omdat de integralen elliptisch zijn.

2) Cyclmid&le‘ slinger van Huygens.




34.

Neem o als variabele
39.1 Te L g™

dan is

| P- g R(1-ts96)= :;".l'?J* (niveagzl]igl)c door het laagste

o 2
Y2 040:4%4«2” W Z=4yR
H:mf._‘z,_ : 2
X

Kanonische vergelijkingen:

B L

n /b = 9 (hier een identiteit).
De oploseing luidt:

o) 9=Adin{wt+p); w Vg,

.y @ pomw A (W wt + ’;") (eerste integraal)

]
H =k Sxtn w"’A = constant (energieintegraal),
De wereldlij en zijn sinuslijnen. Geef in een bepaald punt der
rilewereld ¢ t de verhouding - H : /b
o J oo .

15 <M= RGs PedGs Gone, fogrven comtbomdon

dan is

34 4 ...o(cam..i_.o(cﬂ.m ')

De wortels zijn redel indien ¢l gt w,?& }“’.«;‘, ,deze voormear




is echter stesds vervuld, want alleen dan is

351 HEpwes i HZyTP< (T»P) >o0.

Sy~
Is dus de verhouding -+~ zoo gekozen als met een resel probieam?‘

in overeenstemming is, (f~P)>0 dan gaen er door @

@

, £ twee
[+]

bij deze verhouding behoorende wereldlijnen.

De uitdrukking A & wordt

. P
35.2 L dt ::q-Ha(z‘Hbff%
let gebruikmeking van de energieintegraal gaat dit over in

355 Lot =~ Edt tYimE-mFuty dg

dus

354 /E “-’-'-'b/)"'l/-:déf‘VZhE»Mw&?*' dy,

o b
om R te vinden substitueerf men hierin de voor g gevonden

oplossing en 1ntegreert tusschen ? ) a en 7 ¢

U

Rf Eaff}»mwAMéwf+y)4ww(wt+;o)¢é
255 g/" L dt+ 2 E eos* (witty)dt
%

< Efests (st sg)ats £ {diniwtsg)-dnr (w +9)]

S

¢

waarna [ en (¢ met behulp van (3Y.9a,2) en

954 7= A din(wEte)

o

in ¢,£,¢9 en § moeten worden uitgedrukt. Wij vinden dan
4]

35 %?.(?,f,j,f,)-f’;_’-‘w"[,m(t ey ()G x e (6 0]

Men kan deze betrekking ?,...... =constant en %.g,-/-} verlfzeeran

3) Kogelbanen. 0




e wdame £ _F alaT LA a2 P ¢ 0 "
Baginvoorwaarden: t-ﬁ}ﬁ 9= 07 , 9 "ff L e Y, Pyt
Oplossing:
' 1 1 :
Uog=gr% (%)
(2]

Terste integralen:

‘J 7’:P£~C{,::O
/

16,4 4] yf:/’ox;f-cmﬁf.~cl =0

, i 2 '

3) 2 = ()Y H(L)Famtegi-cy =0
(i) en (Y')zign iv involutie, evensens (¥) en (S1) . Niet in
involutie zijn ( \YV;} en (Q_)

343 OV 20 9y 2 20 2y 20 oY
99°  Op, 997 Opi °q" T g% Opy T

= 0.2p, + 0.2, ~ 0.0 -zm‘;. /= -—Z’m'}.

De nitdrukking Lt worat
3ty Lot = _Hdt+pdg'sp, dg*. :

Bij gebruilmaking ven de eerste integralen (36.3-2) en (J6. 3-7 )

gaat deze ovgr in

6.5 /(Dd e «-Mn ?Cﬁ-(« mal4C, ﬁ di‘—MJydf-/»gdzf-é-Mjffc’)dﬂ.
Dus |

Jo.4 /? /.z’xéuw ¢, Y L Ak L 4% t-__—c %- myy@ﬁ,lﬁiyi-@

Inderdaad vormen de vergelijkingen

am@~-..~0f77‘-ut = Consbani
* .

367 ae . | |
oR ij/ -e-q——ib- %V f*—y = Condbanf

R
de oplossingYis
PR __ b A

g FETT IR G RS ERIat ey
D st f.‘,.;/ (——m/ifcl) mfy*-H
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Uit de oplossing der eerste integralen

al x = %’-‘/‘ % (t-é’)

N c N / 2” L
Y g=yrle-t)-gglt=t")
laten zich C, en C, vinden als functie van Sl:,f/;t,% )fz,f

C:%'x\x

v}
. /
b€
3%.2 | Z )
- / -
Q:m J z+7§ tg(f é)
£ -
Worden deze waarden gesabstitueerd 1nfeé)zl5 en wordt gein-

+ mg -

tegreerd tusschen de grenzen %ﬁ,f{}‘lg , X, &’; , dan ontstaat

de eenvoudige eikonaalfunctie’

373

oy oo :a% .bﬂ-%
277 oY
A -4 \ )
33 -—-»""%(-————--t_t “}**zg(t'?) Z‘:me’“/w
0 o ‘

Ge oplossing en is

g ¢ - ﬂ)‘ 75: 1 ’_x...%,i’ m J-7 i ' I IL/ |
9 A N A Qe padd o L - ' T
AV N T =T (zf“é)’L 2 (TE zﬁ(é L)ty ‘

O e

4) Punt in een centraal krachtveld recht evenredig met den
;““"

afstand

x=¢’, y=q* %=q?
T"‘{”"(I 4-\9”“«!-:%&)

| P= »ﬁ-(x’w—q +z")
SFb gl P
s ‘f’f" . % c?aé

2

{(/a,) +(ﬁz)+(P3 )Zf- 'm/“ (x +y’*+cz )




38.

Vergelijkingen ven de tweede orde:
LR ﬂ,
‘ "n&' ' ! e ’ 1
Uplossing:
992 X =, din (/uf +%, ); el

Eerste integralen

48 = H-E =

2) %"’/6372‘/3.17%“3/:0} eyel. £
4 » -

3 V/ /“’1”' x(/‘i”) '//bf)%“’gf =9 "7&!' izt 7

38.3
flf} Q,},: Popytm /,4,"?‘?'73 r?cé'
_’_)j ?}z;ﬂ,‘,m?'cﬁjﬁtu/oiam/»t-éza‘;cgcf. %Wﬁ
éi} :7} = /,MJ W 7’\%1’;4475'%/3, w"’/‘"“ﬁ'dl 3'0;-3?“1. .ﬁ(ff&u
Bijgevolz is: (zie 3.5)
ry (%,ﬁ):o (yf f):o; (_Qué):o

5.8)=-% §fn..,u (1t4)5 (3.9)=- -2 - -Mﬁ:*‘)w

Voor de hasksymbolen bestaan de volgende betrekkingen

(50/)%)" %G+ ¢ :%"j

(Holi)so gt

(4% ) =0 )

306 (9,) = 2 (0, +4,) F ﬁyfz@
(4, ¥5) = =2 ()

307 (Ln8)=-mpt (g4, el
(¢,42,) - Yyt {;*. Yon

8.8 (%’ﬂdx"(ﬂz*%) 070—@
( ?il Q3)=: ‘Q&.*a’“&-

8.5




. jyg”

39.6

( W > .ﬂ.;,) 1’*27’1«’}"&(9&4"6‘—)
(VW J25) = #2 m‘;u,"(% +e5)

(ff’?:&) =0, ‘“’fw[
(‘?7’;?&) =0 ; ayof

(?é”%)am/[’l'm Jayaf
(§27)=0; C#

(y,,8,)=0 | g

(?H (IO')" 9
(% %)‘f,g*‘ga %%Dg
(fﬁ% -'-""(gz"'gz)

($0Y) =pom (9 +ola); gl
(g.[,avfd‘)::Os b:.;‘:d
(§1’Q7)=0

(gi,ﬂl>:/um(')z‘ +d3)§ A
( §’~~Qs)=/m<*zi+dz) 6?

(?Z“(ﬂ) =a
(7:592) = s+ } 7&'
(74> %) =~ 7, tds

(7,20;)=-2pm (Gt ) sepel



40.

De 16 hier aangegeven eeréte integralen zijn natuurlijk niet

alle onafhankelijk, aangezien er niet meer dan 6 onafhankelijk

bestaan kunnen (blz. }. Bijvoorbeeld is ¢, afhankelijk vi

g@a’en%én(}g van %y}%_ en V-

De uitdrukking Lat wordt
70.1 Lt = Hdt +pdrtp.oy+pyde.

Men kan nu op tal van verschillende wijzen drie ohafhﬁnlml:ijm
eerste integralen nemen, die in involutie zijn. K:.aman wij y

% en % , den gast LAt over in

\ . o B e —— ; 
Yoo Latee L (B b )it Y REp aia® s ol dly ol "

waaruit volgt ‘ ,
A 0 b 2 y A =
R:fd,dé:“x«?% £1+£l+£3 )t‘;‘%V{:-f(zmlg‘z* C’#Jn'f‘
f“’mﬁ- +eyed
. ’*/”’”"’ ‘% n

Inderdasad is

4o, 3

gelijkwaardi met

%*5' W*’" ] M’*(ﬁt*%é)j . 8




S Y

moeten nu de ‘%',‘, *)g,z_ en .3 als functies van X | y %

s

t , % 'Y , X en éﬁ worden bepaald en gesubstitueerd
r¢ o o b
in ? ,C dt ., Men vindt tenslotte
gt
° 2 m 2, o2 £ )4 ;;;,.:} )
A= =R (Gl Tl S it
,z,d-um:/f%(' -L:’ |
Naderen ¢ , ¢ , % , € dicht tot Xy , %, t dan wordt
& 0 o
0 : 8
4 @ B o~ o {.ﬁf)...
/1 - T/ 24t

en dit pedert zooals het behoort tot nul voor 4z-woenat—>o ,
daar .G{T =0 een oneindig groote snelheid zZou geven en dus geen
richt.lng; van een werkelijke wreldlijn kan bepalen.

De vergelijkingen

QR pm t)r) = & oged,
Y43 3_%,.%/‘(&’9(%-%#(% t)-x) =€, 5 eqel

off | |
by Jaz—/fm m/u(t zf)+}:w<f/u(t t) 7oé

vormen de OplOSS ng en

R ;A m (1 +'z"“) /Lm(xx+y{/+%%)m/w(t t) _

--__-—

R G T e (s

wsum,

1 il Eipemep (et
dorope (&~ i’)

of met behulp van (5/0. ZY

DR t t
2t T % pakis [Ex st (e )-8 W(’“ M)] 4

. Yoot




Homogene formulesring van een weghanisch probllem.

We hebben gezién dat hat ?problagm ﬁéarkmmt op de bepaling
der extremalen van de uitdrakicing Lot , 4.W.%, de kromed)/in
da filmruimtc wearvoor de nitdrukking f & {«g’:‘ﬁ g?’f,z:{}xié“ gen extreiy
wagrde heeft. Nu is Vv

g A
2.7 AR = ¢6 At = EEN nie

on 1ot ie Je hedoeling dst in deze uitdfkking de /. emsdmar-

3P .
| mede ook cé{ met behulm van de verhelijking p, = %;%’«,; worden u:é;**;

gedrukt Zls Tusbties van {;: Jiﬁ en de vermﬂdmgﬁ.yad tes .@ 2 4L,

De veriabele ?5 traeé.tm bi} deze formal Qerw&, ég meﬁ &@?’&M’ﬁw

wijze op als de variabe‘te (; é6n moen kan dit nﬁ:«g “‘m
+1 ,
spreken door t= q 5 ‘*35 Poys to wwﬁmM'm ‘Wimm
oév,iﬁsjy...b te la'aen laopanvan Tyoone, Mty ,; :

zoeken de extwma}.m van de mmm}mm@ #4 dg™ in s mmfm @
C}“ , wearbi] de ,b% gegewn ziin am mmwa W a ﬂm dexr

'verhoudl%,f der :ég N ﬁitgaamda wan dit ﬁ%m@f" ;.'ka'ﬂ men. zelfs ‘

de vergslilkingen wan, Mg,mnga an gak die van ‘
seeren 4 w.z. in g em ,hﬂ 8o hrsjvm zogdat de # |

re rol z-z:w' ‘gpeelt. Wa pfmwﬂ hiar allwﬁ ﬁ@ i

homgrene fo:mnleming toa mn vﬁrbﬁmd w
sahagmhaar goheel varmhilleﬁﬁe m&@mﬁw;
dma.ten en de en da’ varia%werg@m}tmg :

53% niet, dan haet 97 qgm\
kingen van E&:&

‘ ‘y#- * e

ﬁ@tmlfﬁe volat
dait gwal ook %m
dns |

) A +~ 2% -



43,
Uit ( 41 ) volgt

43.7 /b% = = mmm/

"

en gen cyclische coordinaat geeft dus onmmiddeliik aanleiding tmt

de vorming veun een eerste integrazl. De serste 2({n-) vergelij-

kingen ven Hamilton luiden nu

3.2 R Yy
L’ b ¢ s, ?I-r ”‘/
L _,«z.i {pi" Cn3 .(i)fi é. - lé;‘ J J
@9[) il
o =y o %. '3
en de twee overige leveren de verhouding d¢ : 4f:
4 .2 X
43,3 ,.g% y 0= = f -
. \hevatten / “
De serste ”( n~1) vergelijkingen mmm;&fkm{ alleen de variabelesw
/ﬁﬁ 5 §'£ en hebben den kanonischen vorm. Deze vergeliikingen

staan dus ook weer in verband met cen variatievergeliiking in de
. . 1 R ,

wverkorte” filmruimte ven 4§, - ,¢  en T , en wel vindt

men den interrand van deze nieuve variatievergelijking uit de ge-

wone betrekking die altijd tusschen Hdt  en Lot moet bestasr

¥*
en die hier luidt, wanneer wj /3 schrilven voor de unisuwefunc- -
. X £ A & ﬁ,*
tie van lagrange (in § |, ¢ en T ) en voor de nieuwe

gikonaalfunctie die in de verkorte filmruimte

»

U4 AR Lt Hprson gt ) dtt s’ = Laltee,ag”™; L =10, 7l

waaruit volgt
‘ ¥ . £ F n \ Y
43'5 /\/f({f% 9{25)::'@(9)?2?;t)"c%7
A

. s ) s ) £
in welke uitdrukking ¢ als functie van ¢, ¢ , G en 7

moet worden geschreven met behulp van de vergeliiking

| YA
1/315 aqn o

of 6:51& met behulp van de daasrmede gelijkwaardige vergeliiking
Y3y 2% _ 5™
dey, :
| welk ¢ 2k B : D S
in welk laatste geval 'de b als functie ven 27, 97, &, en



44,

t geschirevan moeten worden met behulp van de vergeliikingen

’Wﬁ
! L, N s 4 "
4y Sl ,b('- : L=, ml,
Dy
. i 2
. : o Lk :
De nieuws functie van ilamilton /0 (Qﬁ,§ , ) wordt gevonden

o 3 {\” R
dror in de onde functie 77 | die ¢ al niet meer bevat

b, = €, te stellen:

zi*&’{’ K ';"%/ B 4 £ = :’1?*’
!i { ' \‘:’ML 3 / 3 ,,v/‘ - i

s

' £
<i“i!?“3{:') G% 3 (-.? )xt) v

=

w3

Het nieuwve variatieprobleen levert #e etremelen in de verkorte
filmreiwte der gi'-'agn“g 2 In die ruimte bestaan dus voor
iedere wam:d., die men san ¢, tockent oo Y extremelen

De wereldliincn in de onverkcerte filoruimte voldoen in de eerste
pleats aan de (% ~') nieuwe vergeliikingen van Hamilton en boven-

AL o

@ p e - B e 2 %
dien san de vargeliiking §z;ﬁ:¢ welke vergeliiXing 11nksg?

niet
mzer pbevat. Hiernit volgt
13 de extremalen in de verkorte filmruinte ziin de

o 3 El 0 o - N - “;D
eprojecties” in de richiing van de coordinaat § van de wereld-

i
lijnen in de f“rerkorte filwruimte
27 is -
k4
4{‘4"“3 C;J ﬁ [1’) 3 l(::'?').-aj?b

sen wereldlijn, dan 13

4y y }! (2) Azl e

de genoende projectie, dus een extremaal in de verkorte film-

rafmte.
-
- 2
)
Lf ﬁé / 4 )
7 l:/'- .5. n Jjﬁ, 2 | ' / y
(7 = 7 ( L) F CongifniL

is evensans een We“eldliﬂ want, 6@ ve”gel kzngeu vrlfoen zoowe)

2k _ n
fan de nisuwe verg elﬁkingem van ﬁamx}tnn els san 5 =9 en

dit lsatste omdat %rm”'fgg"Q nie@ me@r bevat Bij elke extra;
masl hoogen dus oo’  wereldliijnen, z@ggmm ey in totaal voor alle

A

, waardan van ¢, oo wﬁrald;mnen zijn mamals het behoort.



4% De wereldlijnar gaan dus in elkear cver ol de trans-
N L ¢
formgtie (;' — 9 r + Conedounde .

56‘ Aangezien
. . R . *
Y1 A= |-datsfpoty’ v enq’s Latee, g Hreg”

gean de hyperopparviakken Sl = conél evensens in elkaar over bii de
transformatle 7 - g r-conﬁtante Zij sniiden de verkorte filmruim-
te q =0 in de «fvtq R = tonsd . De (n»/) -richting hocrende
tij sen punt van 2en ext“e~aal in de vevkorts filmruimte le dus
de doorsasde van deze 3@# de 7 -richting dsr bijdbehworende we

reldliin door dat punt.

verkpds

mew&ﬁ

‘&’%’Mfrm@) {
/}"3"2%"2./)?_7";/ o Q’ z Corredf
L‘/ﬂ » f = Qo
2 Awﬁaadiwfmmm.?f”*/
# %

. m .
Zijn er weer cyclische coordinaten, ¢ s, @ dan ziin e

7 -w searste integralsn

1/5.2 /bmf-/:‘cmf-/:"')/bn:Cm

en de aienwe funciie van lagrengse *s

455 a@({ﬁ?“gt\ O T BT SO Ity RN AR L ST

ok s R .
in welke unitdrukking g , -+, § als functies van g q

Cpupss** 2 Cpen T moeten worden geschreven met behulp van de verge

lijkingen ‘ v
& . 24 _ |

l/‘fl/ QTELH = gfmw PR :‘5;,,-'%“ 2%
%

of ook mei behulp van de daarmede gelijkwaardiges vergélﬁkingen

&' B DH . R
yss X _ s . gy

o / « PR ) nn o



46.
in welk leatste geval de A; ({=/.,)als functies van
773 ?ﬁ, Cprorty €y en Z geschreven moeten worden met behulp van

de vergelijkingen

. 1
Ye.i %C&:FL s b= Ay, )

® 2,y .
De nienwe functie van Hamilton A (PLJ?,é);le{=ﬂf~sJWL wordt

gevonden door in de oude functie A . die(fm+}~J 7%

vy Pn=C, te stellen

al niet

meer bevat, O, ., =& ., >

%
7.2 % (/bén?{é):' %(ﬁg’qécmw’““Je%‘t)‘

Vemen we als voorbeeld het eenvoudige geval van een gewoon
mechanisch sysgeem zonder bewegenden dwang met €4n cyclische

coordinaat
K)/\ = /J..--) Vel

o b, £ .
6.3 vff:—:%ﬂy)\k (?{)7‘})( ; e j)@) R ET RTINS VD

(De constante Jb met dimensie [AM] dient om aan;&kqudgk de
dimensie E@ﬂ te geven).

Dan is:
%y L= fhga (9485~ 2(4%)

* D oo T . . M
Ws L =p Moy (545597 + Mg, 4845 M, 67) 5707 -0

o P .
waarin de wsarde van 9 moet worden gesubstitueerd, die gevon-

den wordt uit

Y4.6 24 _ My, 4%) 6" + M, (97§ = .
99

zoodat
" g N.Dj e P x
Bk (RIS g g g -

1) » . . Xf i x . Bt
De cvergang van A - tét £ heet in Engelend ,transformatie

van Routh", in Duitschland .transformatie van Helmholz™.



‘""‘l"f w
en daaruit volgt, dat het probleem van het wegwerken van den
cyclischen crordineat (the ignoration cf the ignorable coordi-

¥ 4
nate) in de nitdrukking wxm woor A ook termen ven den eerstey

gread in de flucties bevat en er dus uitziet als een probleem

met bewezenden dwang (mosing constraint). Een cyclische coordi-

naat introduceertl dus schiinbaar bewegenden dwang. Bovendien

komt er nog een term bij die de flueties niet bevat, en die men
dus bi:‘i‘ -5 kan vpegen. Men zoun dus ook kunnen tra~hten F weg
te werken dror het invoeren van cyclische hulpernrdinaten d.w. =z

(of &, verdlanen)/
de krachten weg te weTkeiYmet behulp van verborgen bewegingen,

& |
Dit idee van Herz heeft alleen formeel succes gehad,

De eerste integraal H < 7.

. .
Bestaat er een eerste integraal %:% dan bevatten zoo-

wel A als A aen tija ¥ niet expliciet (zie blz. en )

: dX _ 2k I
2 ZF T2 T msY

Aangezien t op denzelfden voet behandeld mag worden als deq"
volgt daaruit nu dus onmiddelijk dat de Z szich laat wegwerken
en dat de integrand der variatievergelijking der extremalen in

de coordinatenruimte wordt

972 AR < - Nt + py dg™+ A dt = prdg’ .

Deze extremalen worden dus gevonden nit de variatievergzelifking
- [
,\ / WAy 3 / -
793) Jf/bAaég =0 "g%‘gf(ﬁffgjdlé@o)
met de bijeconditie

Yy.4) A (Prrg') = Z

Deze extremalen zijn de wirr. jecties van de wereldliinen op de

coordinatenrnimte, dat ij dus de baneh. Worden de Py in (4% ﬁ

met behulp van

yg.s /é,\::?“:i

‘ \ t komt hier niet meer voor), dan

uitgedrukt in gk en



. 48.
geeft deze vergelijking aan hoe de bansn in den tijd doorloopen
worden. De wereldlijuen zelf gaan in elkaar over bij de transfor- |

matie T — 7+ constante

-l :
: ? De vergelijking { 47.3) heet gewsconlijk de variatievergelii-

king van Maupertuis en is gevonden door Euler. Aangezien p)\d?"

de dimensie van een werking heeft (,,{%,Cﬁ’ff"’) spreekt men ook |
wel van het .principe” van de kleinste werking. De variatiever-
gelijking (4/.3) brengt dus tot uitdrukking dat langs de werke-
lijke wereldlijn de lijnintegraai van de,werking” extreem ( in wer-
kelijkheid minimum) is, wanneer tot vergelijking alleen wereldlij-
nen worden toegelaten, waarvoor 7 de constante wa‘arde?zheeﬁf

Schrijft men of voorf/»’,\ aéz]’\ wanneer © uit deze uitdrnkking
met behulp van ( #%Y) geelimineerd is, dan volgt

by 1 Rt +L.

R bevat dus ¥ alleen in den eersten term en daarait volgt
dat de hypergpperviakken ﬂ =constant in elkaar overgean bij de
transformatie & —> tilensd, en dat‘ deze hyperoppervliakken de
coordinatenruimte suijden in de %%‘,’J < eonstont | Yeest R
wordt TJ ook wel eens yeikonaslfunctie" genoemd. Daar F aan de )
vergeliiking iran Hamilton-Jagobi voldoet, vcldoet ‘éf dus aan da \\“
vergelijkiﬂg s

483“2 %(%qu):?z"

De vergeliiking (44 /) drukt uit, dat de coordinatenruimte

t = [ ‘ '
ﬁ% ( constant) door deze ffk &esneden wordt in een



wainde tgfed
P

7.
Arpon

ek,

F g

e

stelsel van /‘t%_f , dat als stelsel inveriaht is en waarvan de

exemplaren opschuiven en elkaars plaats innemen, wannaér de
coordinatenruimte in den tijd opschuift door de filmruimte. De
figuur is uitgevoerd woor o= 1 , de J«IW, ziin krommen f}}e ~
bij elke krorme van het stelsel behcorende wearde van /2 ‘vemn~~ |
dert echter met den tijd. Vervolgen we met het cog de kromme,

die bijvoorbeeld bijf=ohoort, dan zien We de kromme bewegen.

i

ven R =L

Combineeren we nu beide figuren in de coordingtien I,m , dan
komt er een stel van oo™ “waste krommen, ,d:;q banen, en een stel
van 0o’ xn-‘, , Wearvan elk exemplaar indinvidueel b_mveeg*é,
maar dat als stelsel onverandert bliift. De .2’%__ ; wWaarvoor

A =0 is, is ten tijde £ =0 gegeven door de vergelifking v’::{_g
en ten tijde t= ? door J#?Z’? en neewt den de ,piiamta‘ﬁin waw

.
t< 0 de kromme lag wearvoor Y6 =% ¥ was.

?2

voor




Als voorbeeld kiezen we weer de kogelbanen:

5071 P = = (RS (P +mg gt
en de egrste integralen

@ ""}
a) psmi=c, 5 []=[NLT]
§0.2
,@ H =4 = constand -(?&@&We% Emmﬁ@;«iw-g ).
In *8 Zit een willekeurige constante, die hier is vastgelegd
door ﬁ: 0 te nemen voor 72' =0 ,dwz. y=o

Dan is

a&d(f’ == bdt + A, dﬁff-/b& a(gﬁ“
50.3 o
~~§Oli'f—££{%fm f-m& 9’75{ a&/

en
Azm
504 A= s (8-mae); £54- s

is dus een oplossing van de vergelijking van Hamilton Jacobi.

Het is een andere oplossing als ( 36.6 ), we hebben hier echter
cok g andere eerste integraifl¥Eenomen. Voor een bepaalde
waarde van & en £ , 8at is dus voor een bepaalde X% ~Snelhai
en een bepaalde totale energie, geeft de vergelijking X =€ een

stelsel van oo/ JC in de filmruimte JQ met de vergeliking

505 (G=-Tt- C) W:: (5 ”‘fﬁ) Cus, foarameden,

en deze snijden de }cy ~ruimte voor = 55 in het stelsel van '

O’O! krommen van den derden-graad met de vergelijking
AP 3 e

Deze krommen zijn allen congruent (dat is een bijzonderheid var

" dit speciale vraagstuk) en ontstaan uit elkaar door tra.nai&‘i
in de richting van de X -as. Neemt ¢ toe, dan verplaat
in ‘de

de krommen zich allen tegeliik met een snelheid

L3fody

ting ven de Pa,sitieve'xq-é.s. £ is het totale agbmdsyﬁr
R SN H o - "ot/ i s A




o

——{ van beweging uitsluitend voor de¢ beweging in de X -riehting.
Het stelsel bijbehoorende wereldlijnéen is gegeven door:

8’% — -~ <, -

Db T wm T T <
511 P

2K

|
¥~
i
h
ﬁ
3
<)
i

2y,
de banen éus door

5.4 ;-f = --V%—”ll/fi%;y )

waaruit volgt

| - C‘ — L U*
5/,3 g%—_ W’ \ £‘.m§g = l/;?_: (g._%;u {/
of N /
<
N .?C-C‘) =~ - i.e—’-—- ""-iiz,—h 2
519 ( i iﬁ ( ™y

Dit is een bundel paraboleﬁ. Het zijn de banen voor &l die bewc

'gingen waarbl] de: 2:~snelheid een gegeven constange g%- is @

(de totale energie een gegeven constante £ ie. Al deze parabo’

zijn gelijkvormig en raken aan de as 3..ii_ , de meetkundige
.. R ¢
plaats der hoogste punten die bij de X snelhezd té en de k-

g P

tale energie ¥ te bereiken zijn. De smijkromme ( 5¢.4

orthogonale trajectorien van deze parabolen.

Inderdsad volgt uwit {(50.6 )

A
51.5 ﬁ‘:;~-V~m.—- (é qﬂ'?ej) &’.

Iy
De orthogonaliteit der beide stelscls VOl&% @%ﬂm%i?&ﬁﬁ




) s JE ‘
(515 ). Het is van belang op te merken, dat beide stelsels me‘é

.

veranderen, wanneer men de willekeurige constante die in f zit

anders kiest. i

De wearnemer in de %, Y ruimte ziet de sniikromme { 50.4 ) net

een constante snelheid %f. in de richting van de ypositieve |
X -as loopen, terwjl de banen (5/-"?) vast blijven ctaan.

De integratietheorie van Hamilton - Jacobi.

Bij de integratie der kancnische vergelijkingen

52, 9

ligt het voor de hand te trachten de integratie te vereonvoudigen
: K ~ .

dopr van de C}‘ over te gaan op handig gekozen andere nuodzakelike

coordinaten @k , die functies zijn der §~ en eventuesl van ¢

Men kan echter veel verder gaan en vragen of men ook de ?*

en de
. k 533
£ tegelijk kan transformeeren tot §  em A op zovdanige
wiize dat er in die nieuwe variabelen eok weer vergeliltkingen van den
kanonischen vorm bestaan, waarin den inpleats van # (fi’;‘i’; t) een nieu-
N, : - -
we functie /((5? {QZ‘“) optreedt en wanneer dat mogeliik is gsbleken,
trachten die transformatie zoo uit te veeren dat de functie £ 200
eenvoundig mogelijk wordt. .
Zerst toounen we san dat er inderdaad transformaties bestaan die
den vorm der kancaische vergelikingen invariant laten. Dezajﬁaats’ge;

ziin aequivalent met de variatie vergelijking van Hamilton i_é‘" ‘
i ( 1 ‘ }\ é ™Y » 4
52,2 63;/01/5)\ g9 ~;g(p)y)f)§df =0 A ety

wearbij de trajectorie gevarieerd wordt in de l,u 3
We zullen eerst asantoonen, dat de kfinonische vergeliikingen evenzeer
aequivalent zijn mef. ( 52.2), wanneer men de veriatie uitgevoerd ‘
denkt in de 2 % -dimensionale ruimte Ky, der pn en’ 93“‘ .

Deze ruimte heet de yﬁasénruimte (Gibbe) en in die ruimte bepalen

opVO; B K o |
p’tf lgandg‘,waaxden ’mju f’h en g als functie ven C evencens ee



zyn 2egervalient met de varianievergai:

e
&)
nte
43
i

530 Bﬂ}nf - Hlpathat = o

.waarbﬁ de trajectorie gevariserd wordt in de X,,‘

We zullen eerst aantoomen,dat de kanomische sergelijkinien even-
zeer aequivaleunt zijn met (53.1 )) nwanneer wen de variatie uitge- ,
 voerd denkt in de An- dimensiconale riaimits )(,_,, derT P_'\ en 7“ ‘

ADezel ruimte heet de phasenruimte {(Gibbs) en in die Tulnte Tepa-

. o ) ) ® ) - .
lsu de opvolgende wasrden van F)._ en 9 ~als fuastis van t

eveneeus €en kromme,de phasenbasn. in die rhasenruimte wnrden p,

K v 23 . ,
on g onafhankell.)k van elkaar gevariserd wasrhij t constast ge-

houden wordt .Dan is

§3.2 S(Px.x 32)‘“ S 5F>\%A“+ Pﬁ"“f‘%’% 5‘1““’3}5 op, dt
R RO (- R

waaruit volgt,dat deze variatie dan eun alieen dan sieeds wern-
dwijnt wanneer de kanonische vergelijkingesn
: oH - b
§3.3 eL)
2H

2p, = 9

K

#H

gelden.
Cit het verdwijnewn der variatie mag men neg niet be8i¢1iﬁn’

dat Sﬁ dt mu ook in de phasenruimte een minimum is.Zeif's Lv-

hoeft Ait niet het geval te%,un awsSth in de koprdinatenruim-

te een minimam is. Lmers\’ﬂfe pha&enrmmﬁe he*\hpu we veel meer

,mogeﬂlgkh@den van veariah? e daaz r) en ol dear «nafhaakelijx
Y . 24
‘ven eslkaar worden gevarieerd Terst de hijvooTwaarde p)‘ ?9 )i

.Perku dezo mogelijkheden Dat een maximum »I minaimum ddeT Zed o

nefren van bijvoorwasrden bed.n**ven kan worden is een g::w-’:wf..*'z wer -

schijusel Up het cpperviak x et ~Lpy=29 is In k=0 , yao
Z=0 weliswaer d-)lso _mbar er

S gren mammum van Yy (zaaeljunl



L] o
L ‘.
i De tijveovwaarde n=o voerty
\
' cen maximum, =z =o daarantemn:
N
\\ . Lot een minimuanyvonr de tijvoor-
%m,, E ;
1 waarde zs= 18 or noch maxim.x

‘ neeh miaiman
s
§
[}

o

We gaan dug nu ult vauw vergelijkingen ven den vorm

B Bipgt)
O - @ lry )

evi aigehen,dat it ( §3.1 ) volgt
o ’
P M , -
sex S [(B§- R(eq y)at-o

- - K ‘
en omgekeerd Drakken we alles in p)\ , & en z“ a1t oen

54

wordt het verschil ven {JF53.1 ) en (544 ) een fouctie ven P;l

(? : eu r WBATVOOX We schrijven
o X
£4.3 ;ﬂ[jzé?)"{/’* /)a?)“‘%gf”)?;zl/) -li(?q—%(p;(i)f)

en de eischt 18 dus dat

44 g jdl/fdiﬁ"a:d

d.wr 5. dat jth woor 8lln hrommen tesSschen htwee wrllekour RN

bn

geknzen punten dezeifie waarde heel't.Dit is echier dan eo A -
leen dau mogelijk weuneer {di ecn volledyy viffecentieal is

en er das een funoiic gf' ey ¢, f) bestoat, sou dat,

548 Y- fﬁ

Dit,gesubstitueerd in (§4.3 ) feadi to

1.6 pdgt- Wde s P a@ - Xat+ d ity

‘ . ‘ . X ®
We gaan nu alles uitdrukken in de Anel variabelen 7 ; Cf

.

&
3

Bt f ~en schrijven #



pan gast ¢¥-6 ) over ir
' VI TR ,
-.'5“"{;! /3[\, 0[3: 3 »P,\a a (:? 1 {/ - ’y:iﬁ)" YA .{* A G K 4o }?.,...V C? K - ?;W“V

waorull volgt

55 i J2 2V

YL

uit welke vmey vergellikiugen men daifi an de %’K» ele fuuc-

By Ly wm g . 3 K { » » »
cios ven de By, de 9 en T eon /X ais Maactie vaa de

IS ; b3 ) f B C
L e Lg en zan nolranen

Vasymee is de stelliing bewezen-

v , " 5
Men kan eern transformatic van /) L6t P ,
j Y / A L] %

die den vorm der kanouiscre yergeliiangen favariant laat

verkrijgen, dzor,; uitzasnde ven aen willekeurige functie

~7 ) . o . -

/7?,@5 f/ de vergelykingon (552 ) op te schrijven an
. . - . " . ¢

uit deze Jﬁ 5 %ﬂ als foncties van b, g en

» 2
- - . L " a 6% e . .
%. als Tunoctic van 1? , @ en £ Lo bersieunen

L

Men noemt dergelijke transicrmaties Coutagttracnsformer 168

De contacttravslormaties voruen €en _greeyp, d w2 het stel-
=2e7 van alle centacttransforpatics voldeer anan de eiwschen-
1 De resultante van twee na glkaar oitgevvesde transfaorma-

Lied vean helb stelse) ie wesr een Gransformatie van hed ste’ae’l

why

asrmatic behoort Lol hev stelsal .

i -

2. De identigche tv

,‘ﬁw

-1ty

&

3 De omkeering vaun ilccere transformatis van het stelsel g
W&&y een transformetie van hat %&mﬁmwiA

ﬁ@t wpraak% vang axfsﬁat°§@ ig n&wt meer du Heteekenis van

§ ﬁ§Qﬁmaka3 ke %mmv&inﬁtwm mam het mwmhaﬂﬁa~ha problem hebben, da

ﬁﬁﬁ?ﬁﬁtiﬁﬂfﬁlﬁ foor diﬁﬁwﬁﬁﬁw

kmt'

*@@ w&a mﬁ ? en eventueel van

,x&gx aen hﬁ mn&ar g&va@ vaﬁ‘ma



tactiransformaties .

'Bij debafle:iding hebbefm we allse ia ?”V , (f) v eu & S ulite
gedrukt on zijn dienoversenkomstig ook tot een funsiie V(g,Q, ¢
goekomsn.Dit is niet noodig;men kan ook alles uitdrukkem in m

K

willekeurige der varisbelen f, 9 an 7  willekeurige dec

yariebele .PA y C?K en krijgt den’ de volgende stellieg:

giﬁ;_}g-._,yk willekeurige uit. I 9" ;dus in het alg@man

ten deole coordinaten,ten deele impulsies en 2, de bijbehoorends

rpulsies resp. coordimaten en verdeelt men evensoo willekeurig

P} s QQK ovexr (%/M_gr_g} ]C;; en is tenslotte Y}ay y é) gon

£

Pungtie wan J“ , 4% en i den ie
X, = X 97 V
2
56,1 | _Z’ ch 14

‘ , % y, K .
s6n mntact‘txamef@rmum ,dnv.,zw voor . s L gelden =8 spnn

vischs vergelijkiugen

]
2 K-
ur = * ;K% ' [f?b&m« aly vW1M~)
) e
Je. 2 : (7
o~ ] I
ok Loy
DX d
Voorbeeld 1
x ¥
feem voor de g de 9
voor de X, -de D
o,
, ® .
voor de xj dge Q
voor de I% de P;a

dnn keeren we terug tot het boven omechraeven peval.

Vogrbesld 1

x

Néam fmar de g de

-

V' VQOI‘ i.s@ X, de

®
voor de ; ~ de
voor de A, de

e@;%:?’"



Ly ig dan eem functie V(f: £ , t) en we hebben

K« #+5g

Dot we inderdaad een contacttransformatie hebben volgt ul

S Y

| /7 47"._ Hit — P AQ" kot

= ? atq ?Va!i-—d(E {f’() 1»‘3)? d(f’

= d [V-PKL?K) = v_‘,utdﬁ‘%e dji;,w%&d.

Nemen we speciaal
- -G""“A

dan ontstast de transformatie
7Y

die een zuivere punttransformatie im de X.n is, omdat de
(?K zeen functies der P, zlin.
De identische transfornmatie ontsteat voor F }q)a ?K
dus voor V= ‘{?v?K
Voorbeeld 3. Neem voor de gi d b,
voor de ¥, de f}’(
voor de U 'ds Q*

}

voor de X, du P,
Er is dan een functie V{ f),,(,?n,é ) en we hebben
x_ _ oV
S .
Vo t?
X< %5y

‘Ook hier hebben we mdwdaad eeu contacttransformatie:

518



53
§01 oty Hat- B dQ T KAt dipg”) e 2 tpye
3th+ 2V

,*)1, 9? d@“d”“h‘?w

Memen we speciaal

KRS - K‘u ’

Ve -p. (@)
daa ontatant aa anivara ijani;i;‘}::gq;:;{"g;)g’;ym&,is}
L

f(q)

2 £%)

G

@

. 7
483 ?3
)\ ==

die coup f’”{@}m @

overgant.

S

K

iy

“ in de identische traunsformatie

De bedoeling is uu zoodenige contacttransformaties te vin-
den,dis K zo0 eeuvoudis mogelijk maken.Het mooiste is A =0 te

maken.De kanonische vergelijkingen zouden dan luiden

L o

# oy K
50y Poso 5 (P so

en de oplossing ware door onmiddelijke integratie te vinden

Fe.s f‘i = BMAAAZWWJ ; ({ ka Q,MM;;,M,J

» q g o A, . o P B /'; {u J
Een funetis V e At dusl doet bereiles zullua we /(0. »z‘v" ¢)

noemen .
1’3&’!‘:& »?‘.,1’““
=G F RO A ’éﬂ_‘i
/%Am 3?"
£8.6 P 2R
P ) na(?)’
~ ;
f:)""g - #[?:‘A? ér)

CR-
De leatste vergelijking is echter,wauncer we de wasrde vaun P
uit de‘ eerste vergelifking substituseren een differentisalverge-

lijking voor K ,di‘a niteluiteund ? ; (2’7 en ? Dvevat:

56?7 | :aa*;; (7)%&))




MW weer uit ap &a differentianlvergelijking vaun Hemiltouw-Jacoki ,
en het blijkt derhalve,dat A niets anders is als ~em eikonaalfunc-
tie,of eigenlijk 20" eikonaalfuncties,omdat er nogxn willekeurig te
kiezen ovafhankelijke parameters imn gittenm.

Nu hebben we vroeger gevouden dat een oplossing voor (#4.7)

met » intcgratiecounstaanten e"‘ voert tot de oplossiug der ksno-
nische vergelijkingen

59.7 28 o 4, < cmsbond.
Dit is precies wat we hier terugviunden:
5"?.,2 2 R)‘ = _P consdand
°¢
want
2 2K

’ e
De parameters (D spelen hier de rol van de constasten e 3

ziju inderdaad counstaunt,want "

® K Y7,
594 G? w iﬁﬁr ™ ©
We hebben dus de stelling verkregen:

18 K /7 ¢, Q k/ een oplossing veu de vergelijking van Hamil-
ton — Jacobi met »  omafhaukelijke iutogratieconstanten @™ en is
dientengevolge

59.¢ ’}({Iﬁ = B, = emotont

de oplossing der kanouische vergelijkingeun,dan gaan de kanounische

vergeliikivgen door de coutacttranaformatie

: DR
/b;\“ ’3?
fﬁ'.é » @R
~ 5 = -—-gq

over in de kanoniwhe{vergamk;mgm waarin IJ Q optradm iv plaate

ven /:) en ? en waarbij // wul gevouden is:

sy e

o
S



Gebruiken we de oplossing om de eenvoudige eikomaslfunoti

ﬁ?{?“'t, f'ﬂ {) te coustrueeren dan hebden we vroeger swv@@w‘

)
n,dnt
e 2R
iﬁ)}‘ £ aa?
o z ;f?
f‘/’ e e
§ A 2’ f; )
/

vergelijking met (55 2 ) leert dat dit eeon goutacttransformatie

, ;ooex
van ﬁh,y

ringstoestand ten tijde la f,
is8 dus een coutacttransformatie.

in p, 9 a voorstolt.De overgang van den bewe-

uaar don bewegingstoestand op een

willekeurigen tijd [
We zullon uog laten zien,dat dit precies de beteekenis is

von Gr kanonische vergelijkingen Neomt men in de vargalﬁking(s}a)

“en bet twoede voorbeeld op blz. §Y

é’ Y = ?.__.....__}f, ML.»{-)

/ 249"
a2 ?
(L ~ G Z/;}?» ! f?f.;}
R T F
7.7 [“:) A ~ 4 [0 2N 1
Ao.3 Vo= i g+ gy(yigfx}dmﬁ

dan cwend

o Y
e Py 2
[ » 7
ﬁ‘»‘:t”,i’/
w ® f&@ ,
© oy Lat
i / 2 £,

o inliaitesimnle contacttrancformetie, die slechts iufinitesi-
maal van da identische verschilt (Lie bla 57)

~E R, K
Schrijven we dus P, - prvdp, ﬁ“‘? “q + 9, ‘ﬁﬁ“ is

{
o5
: O{CaK = ?:"‘"I ﬂi\&



heele beweging van een mhmiw&i systeem is

Als o geleidelijke zelfontvouwing van een mnt*mmi‘amﬁi% ~
(Wnittaker blz. 304).

Byzondere gevallen van iuntegratie volgens Hamilton - Jaocobi.

Indiea 4 uitgedrukt in /6; en ?" niet expliciet ¢ bdevat
bostaat er een eerste integraal

b He #

en we hebben gezien,dat de oplossing van de vergelijking van
Hamiltou - Jacebi

b1, 1

_ }'{{7‘* ?R)

9».‘

dan van den vorm
L]
41.3 Rw«-—”ér 5{7“)

is, wear S voldoet aan de vergelijkiung

28 ¢

ol

ité"{'t/ ;'/K_/?’) oy = H

7
"f K
Mza vehoeft dus nu nog slechis ceu functie »5/9/ te bepalen,
die m-g1 vwerdere constanten hevat
lets derge’lijka treedt wu ook op wanneer éém der woodzake-

lijke coBrdinaten cyclisch is,d w.z. in de uitdrukking voor f

AN S T

in f“? 7” en f nigt voorkomt (de afgeleide uaar t mag

wel v.orkomeun) Ls ?1 die éyf:::"iimhﬁ colirdinaat,dan is de bijbe-

hogrende vergelijking van Lagrange

d 2¢ o v Comifant
5/, & AP 5‘;} I f ft
on daaruit volgt,dat ook ff niot van ?' afbmgt;q
. p .
6/, 6 ?m—m w e lb -

2

Br is dus een eerste iutegraal eu men kan ‘!fm&‘",R‘ uemen




)&J

v 51‘, R . /31 91. . R’ £7':' .-,’n)

Jegnhelitueerd 1n de vergelijking van Hemilton - .~oobi levert

2R’ 2R x
»5
fi0 == = ~7(<9f--»? By, 2

ey ’

In het geval dat # myet expiiciet van ¢ afhengt em 7:...)7““ |

sl ¢ oyclisch zijn,zijn er » esrate integralen (van eea zeer

bijzouder socrt) en mewn Yan voor R napan
9 ¢
62.3 R = *Ht*ﬂg‘}‘*"-'** m_?""f R/y‘.},

wazruit bl substisutie volgt

P »”
(52. & H = 7 /," i.'g-
/ H J k o
7 o
- R
uit welke vergelijking zich dow lsat opliossen.
” 7

ba.5 od R

en welke oplessing dus met één quadratuwr gevondeu kan worden
Een probleem ma: m-z cyclische coordigateuw kKowt dus neer op
édn cnadratuur
Ads vorrozeld behandalen we Je beoweging vag een tol orar
een volkoman zlad horizoataat viak.De tol 18 een homogeen
gmwentelinzglichaam en de =2i8tand van het zweartepuant tnt
“e punt is [ : /’._,)(Z is een vast cuﬁrdinatanstelsel,)(:‘7’;2"
eap stelsel 4at met de tol meebeweegt.We voeren de drie
Y

hogker ven Euler&,@ ¥ ia
(zie vraagstukkeuboek blz.6H9)

den 2,7, () ¥ en &

V. B voor ],l o dau is

Noodzakelijks codrdinatem gijn

Schrijven we A voor .):,-.Z. en{:'




ot od
bat T e fym 3 v fom 2 s fml et 87,
+ FAw! + hBw e A AW

= fm (4t i, L 8) v ) /?();'fn‘a’#«r 6')r
1“:‘{.8[';’9'&"6'%(;"* :.y;'tfmﬁ) |

(zie voor de herleiding van Wy , W, eun & het vraag-

stulikenboek) .
Ps w}‘fw y
63.2 = T*’-P Ew fom i*rlmx +(1mlm éﬂ,{ﬁ)b'.p

f.7-P

Nw is
por Hems
ho= T wmd
43.3 Ix ?.?f - 6‘;’+ﬁw6”3} e wm
Py = V (ﬁw‘é’fﬁm*ﬁ)yfifﬂmago
pe < 2 = (' )6

woaaruit volgt dat

= A
X = o P

b3y G o Do bobe?
Al o
& bs

=
909 o Lésnt v A
Dit geeﬁ; gasubatatuaﬁm in {632 )

s H#- Ji{{ f' rdpy o+ b— (. ”*“’a’ b ‘ﬂ&zlmﬁ

Awnt® nf ‘p+A
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¥ M Wi :
! i

en de vergelijking van Hamilton -~ mmbi inidt due

24 .li:_"?.&)‘* 1 ’0'*)

PR IR
gl/./ ? ¢ T 3 VD N

BWJ iy Gy "oy
R\ =

,.,MJI""“"’&“,_&)M@?) 3+m3-em9 (-]

De coordinaten x

18 derhalve van den vorm
£4.4 %)gwfz‘*a.,qu&xfdslfre,,yy/(é//,

waarin f, &

dit in (61/.1 );dan volgt .
]

] J f
"4‘4 J'a go " !iq ‘ﬁz
T Tt Tty

L S— malnt =0
Pt 4A @“ﬁﬁ* i

/
843 -—fi-fi;“p

= (M ekM*Hf‘ A)_Q(E, Qy,%%,%,% H)

PP B

zoodat

sl
~&
ey

/w [ eom KT « 6
JQ

BV

éﬁ’.g /(‘{mwfl‘*a,m Q&KQ"ag(ﬁﬁayyr*f[{i‘uﬁsaJa gry}

2
2R 2R ) +

s 2 90 en ;V zijn dus cyoclisch en R

., %, 4, eu a, coustanten zijm.Substitueert mem

i . i)
in (- L8 W2 Ecimp - Lot 105 %tv)

Hier hebben we nu een oplossing met 5 integratieconstanten.

Derhalve luidt de oplossing ;
M -
3—28 T e \fﬂfém«‘ﬂ?ﬂ ﬂ dﬁw. é; .“m“‘?l.-'mg‘
’é"& = xum‘fv 2t + A _Q ﬂy x; WM-.—@.«-“:‘
04y
L L N
SV 078 2 e )4 5 e
“ (? il A B 5

Asm b

‘Dearnaast vinden we nog § eerste integralen

,g;&w - ,Q"ﬁimww mwmwﬁ
By
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(?5..1'

2R '
M‘aalufiu'Mi"

DA
° R . ;
'é“‘i - Q}. E P“ = v L ) u;

"

3

49 » f’ = z/lqm‘9+ﬁcn'0))’;’? 1—8‘”9’

%
i

2 T h (D e gy < f Lint0r 4) 6

*

XL ¢ e T,

-

Problemen met een P efhankelij: van 9

. o

e splitsing ven {f’ in twee stukken waarvan het eene, T s
net srbeidsvermogen van bieweging eu het tweeds, -P ,het nege--
tileve arbeidsvermogen van plaats voorstelt is tot hier eigen-

1ijk alleen in het speciale geval gebruikt dat er eon enorgieirn-

tegrael was, dat i§ dus net geval waar 7 quedratisoh iw de 7”'

is met cosfficidanten,die nist van T athangen en £ tommincie
oK N - - ]
niet van ? of van t afhangt. {(Vul blz J 1)}.

» gasn nu het algemesnere g'wcu beschouwen,wearbij alleen

voriangt wordt,dat T guadratisch o 1o de 7

4 2 - R [ ol ba.y 7
6.0 T ; ﬂ;»:? g (g, bn.y )
X ‘ . : * x
en £ Yineair maar nist neodzukelilk homozeeu iv de 9 3
TP R
g{‘ 3 ) d = 77> ? h I BN

.l A . e - .k "
an wordy f een nie? Lowogen: funiitls der ¢ - van demn
. N - . . - ’ - “e " -
praad 2 wet coefficienten f,w . T, ec g, die van ¢ en
[ .
t  afhengen:

Ao i

olrs ¢ A
65y fa ff’fjny ¢ =9 -
Verder is
1) Op blz. 3 is eem fout te corrigoeren We hebben H= T*P wan-
neer 7  quadratisch ia de 7 is wet coefficieaten,die niet vm
A afheangen, en ]’ a.lleen van 9 en L afhangt .Er is een auarmf

 gicintegraal H, @ f .= mnstant wanneer bovendien P uiet van -

t . afhangt.



EDIf Lk
66. A= "ih = Niw? A

en dus
ie
, cx KA, o (e, Kpr % )
66.4 7 - M? (frrTy). (,7 Jrx® 1, xe s
Lew e leavate vergelljking volgt, dat
L L)
£6.3 7 = o (B M) (Pt T2)
en dus
o X o B o® ¢
Jély ;’('-[*’”?"iﬂin’fx*”)7 fﬁ"';? r““"f”*)

- KA
LM J (Pup, *2p T, "”x'a)*ﬁ

Te zullen voor de bersekining sauunemen dat de g, eu dus ook
de a constantan zijn, het algemeene geval voert tot het zelfde

resultsat maar eischt meer rekenwerk.De kaaonische vergelijkingan

luiden den: )

$6.5 ? 9/"& N M (f.\' ”*w)
. w?.,fi v 2 T 2
:ml;""’l’;

De eerste vabh dere u?rgt,?ﬁmv@m levert niet: nieuws op,ds ladtle

ste geelt echter in verbanl? mst (b1

s e X ;. A o
66. 8 [‘17 ;K ?’“ii’ﬁ..;“%,_]“f/‘%m LY

’3?” ’3 a73 ] a’h
oo M K’\.,c. 3”) 7/7 \, 9] 9” ?,;)
= — -t — -
Yexen we hew gaval dat ?‘ , l en 7 orthogonale carte-

sische ~0drdinaten in de gewone mlmﬁm zijn en dat dus

Ts fm[i * n v x.) ig,dan gaat de vergelijking over in

£6.8 - %(9_2‘,’: LAl 1(376_,911& (m 25

mE = ?7~ o/ or 9%

3) 5 o

Sehrijven we oa

66. 77 @ - 5‘,} 3 ;’a “Q(’o
j ’ ‘ ' A w »W'M/‘WL ‘e a
¢ &MM*



ﬂ 67.
dan outataat

6.1 wwéﬂ ('a 75‘%)._%;‘{1 B)ee(Ga-2 5 gt

o Pz
“@ bekenla vergalijking woor ‘e hewsging van massapunt met eleo-
trische leding ¢ in een electroumagnetisch veld met veotorpoten-

‘tiaal (ﬂ 5 qf; , % en scalaire potentiaal 9’; .Schrijft men

TGP T it bl ol
-Bx = ?w % wznmw ma/m&dw/d

’aoy DX

él;;/.z

Aan ontateal de bLekende vorm

67 3 o E w e afgf(s:,»}ﬁ%»%ﬁng ycf.

{

Gaat men derhalva uit wven }") ,Cie quadratisch maar niet

[r—

homogeen ia de smnelheden is en met name ook termen vau den eer-
pten graad in de swelheden bevat dan verkrijgt men bewamngavew

en_cen gewoon zwshthow; Gl 0s -
ggelljmngen die voor »=3 iu-sen-dacsorokes;aied-rerativa
‘9'6‘1?}-.,;'& el sely

shen-vera Juist den vora hebosu veu de eviecirodynamische bewo-

SN

glugsvergelijkingeu vour eeu guvladen massapunt.De electrodynami-

ca in don klassieken,uniet relativistiaschen vorm blijkt dus eeu

bijwonder gevel te zijn ven do gewone kiassieke mechanica.

o

De vitdrukkinag voor &,& word?
/1’;;/,1/ }(0;; Lo /A ijt? s *), 5{{"% G;*‘f"igt"’ t,;.‘é’,,é - a%
voOoY de impulsgles vindeun we
57. s po= 2+ 54 ,%y*@(
en voor K |
6v. 6 Ha fom ’(£‘+C?‘%§“,H»¢%
‘”{:; [,bx-g(,@}z@wga(;-a% %



4 68@
Uit {thz) volgt het eerste stel van vergelijkingeun ven
Maxwell:

s 8 S e ER—— ‘*” s m— - :.‘\
2y 2z A
491
s ".';5
S 2B 20y 8.
Qx 3";’ az
4

maar niet het tweede otel

27. 28, 28 ¢ ) '
4 — e & ___,,_____? gy e e s @ . . X
e D¢ ? ¥ T 3% ¢ "= ¢ 42 OL*S“)“Ju‘Q&d.
2¢. 2%, D& e Anlliid o o
D x ‘- ’c)w

" 2% ‘::{"f ’ ‘eﬁ&dngwidﬂm n(r

8.2

Q\g:

want de puntvormige lading

te maken met een oventuee) s
in het veld.

Homogenigesring.

Beschouwt mew de vergelijking

68.3  Fat. -Husop agt e Habepdgtenypdq”

voor den integrand in de intograal ( ‘:{’@M dan va.lt op,dat H

J
hiexr eenzelfde rol speelit ale sen pb  en L eenzelfde rol

‘a

HL5 80 g Je agneves K russrher de £ en de 7 komt ook

sterk uit 1w ce Filmra.mic wearia we ergenlijlt altijd werken em

. K L. .
waarvan ¢ su 4 49 goordivaten zijn.en methode wasrhij t
% 2 . . - L R - iy B N . " ﬁa\\‘ . 4 .
op denzelfdew voet bensndo d wordt ale de ;, wordt eem driun-
u""\.
gende  eisen weannzer de g de X ; an X van de gewone

o

raimte zijn en wanneer we s2en probleem relativistisch willen be-

hendeisn,d.w. o noo dat de behandeling invariaut is bij alle

. . , g 2 4 aagd . . o
transformaties,die - 1% y - 2 e ¢ invariant laten.

. ) wel .

De homogene methode bLagint au met 9 te schrijven in-
piasts van ¢ en f,,, inpleats van-# Verder spreken ws
dan af dat de indives K, 4 ux, /2 o, T ven I tot » loopen,

de indices &, B, ¢, 6 & &, ¢ dssrentegen van Z tot w+z Tenm




69.

slotte voeren we,om met differentiaalquotienten in plaats van
met differemtialen te kunnen werken een nisuwen parameter T iu,
die al naar den aard van het probleem op geschikte wijze gekozem
kan worden (bijv. dr'e e‘dti-d«‘- A'J&dﬁ" bij een relativistisch te

behandelen probl aam) mear die we voorloopig geheel wrij laten.

¥ ‘e
Dan voereu we een nieuwe functie ven ¢ en 7 in,
cedelinieerd door de vergeliking
)S\ﬂ d Wy d
T a T
waaruit volgt
(
69.4 Ap iz = Lo
2N
69.3
9 = fo
”2)
dr' ,
(Opmerking verdient dat }e homcgeen ven den eersten graad is

o
in ;%? zoodat volgana Euler inderdaud

4 2 %?
69. 4 /6"'.1z~9 - 4

Uit de vergelllkingen van Lagrangw

4 28 _ 2 X
@t 95" 24"

5?, 5

gescnreven in den vorm

2 Lde 'D(Xa‘éx

=

ng" @?

6? 6 a
volgt lan direct

d

AT

Verder is

. 2 0L 44
i L. ﬂf"r“' — "5y




e

-~ ?/-/
G[HE' ;C.),.«/;i c){?/f‘*,__:; 0('/5}‘9"2’50[&
70/ 21 /
@ ® ﬁé‘}'{
= _}7“0’?’(+ q’(dflh-}aw d+

waaruit blj optelling volgt
0¥ 24
P X S
) . L3 @ &
wearin bij differentiatie van f de ¢ em g en bjj differen-
tiatie van 4 de 7" en /?A constant gehouden worden.Daar ver-

g
Jé A

Aex
dH X . 2H ek 24 2H
/”,3 d é = ?/ak p + ’3?" 9 T 9{: s a£
is
2K dH_ dy,.,
70"9 | Bﬁ Q/ ‘é - T d+

en uit (67.3 ) volgt dus

dpas) d 2% 0% At _ 2

e o e R ]

7’0.5_ d’t dz_ ’adﬂ” at adF ? Myl
o i

welke vergelijking met | 6?.7 ) kan worden ssmeugevat tot

0 6 d/ba( _ﬁf af 9 ;—7
7 JT AT 95% T g

o ;

wf

; E dqg” ‘ x|

waerin ? na staat voor -'?~ {em nigt mesr voor 4 .
« & ad t

it is de vergel king van Lagrange in den homogenen vorm.
Bij homogens behandeliuvy is ev natuuriijk geen Hamiltonsche func-
tie meer in dev cuden ziu, waunt ~H is een van de impulsiea
geworden,de impulesie,die bii de coBrdinaat t behoort . Masr er is

. wel een vergeliking van Hamilton,namelijk de verzelijkiug

K = A ooy ™

*#

‘ / o
7‘.7 | }’bnﬂ T ’/7/ (_f/bx)? } ) %a(: 7, .-, L. i

dre we ook mear liever im eeun voxrm schrijven waarbij alle impul- |

{
i

& L 3 A IS 22 23 "%
? BBu deazelfden kant staan:



7%.

R S

}
/g (.P«?‘id)’ e (H(!’m‘}a‘)*hn) =0

Hieriun is (b de eeun of sndere onhepaslde fuunctie vau f:),‘ en ¢
! ,
Voor % goidt

! - QH o K do® 4T
? - 2 . ___{]a_’__
‘é"‘"f?h ¢ 1 fdz " de

X

2
2 28 dg™" dr
7 5?5‘}.;,” ¢ = V;‘zi: it .

/
o poy | 4T
2%-”"“—“"" .ﬁ_sar _ﬁ-—l-idt

. AT
Hu “ behulp van de »+2 vergelijkingen
u kan = ‘d— met ulp : gelijking

L, % « dg%
7ll~3 f‘ = 9;45 » /mc—'{e‘ A G ? Lo, ’7%
T

net als ds 29" ('l’wz,._--yn} worden uitgedrukt als fuuctie van de

?" en /b* Men kan dug voor f’ nemen

aE
74 L= dz

3 ,
waardoor de 5 Zeonormeerd wordt Voor deze gevnormeerde ;»ﬁ

%

schrijvon we }
dé dt_

& f (') = Iz H v aw Por
an g d

e ( L d !
dom poodqmt den 0 dg

STgT et gp bede tPe

of anders geschreven




1€,

Dit zijn de gehomogeniseerdes eu gonormeerde vergelijkingen van

Hamilton.Deze genormeerde is overigens niet de eeunige,die
de  kanownische vergelijkingen vervult Is bijvoorbeeld 5 $‘5

een functie van ,die nul wordt voor #®°° waarvean de afge-
" & " -

{ 3
leide naar ge aan 1 m (Buv,a.-a *5 , % en 4 con-

d

stanten) dan is rs (‘F(.s Tg wzoad&t ook ﬁ de kanoni-
sche vergel ki en vervult
S i;i g o

{3¢) {7 :&) h7) Lide.. JMM ”

Hebben we uwu op deze wijze een ? verkregeun,waarvoor de kanouni-

sche vergelijkingen gelden,dan is de vraag te beantwoordean hoe

nu de vergelijkingen van Hamiltou - Jacobi er uit zieun.Vroeger

hedden we

72.1 H/%ﬁ»?:f)*gj"”
eu dat wordt nu

122 HE 90 97) L
of "

723 }9(%'2’7%)“’0

voor genormeerde 5 .Aangezien echter iedere andere ﬁ‘ een
b2 )

functie van is die nul wordt voor ﬁ“ ,kan men evengoed
gchrijven
‘ﬂ«%' [?R md’) 0

7&.’/ ’a?h ’ 3 =

sarmede is dan ook Ge vergeliking van Hamiltou - Jacobi ge-
niseard.
‘ ﬁ“m@pmmmg zullen we de vergelijkingen voor de bamagmg

van het electron homogeniseeren. Nm@n we voor 4T

72.5 dte 2 Vetdd'. M...da‘.m?
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tan wordt }f (verg.bldz. 57 )

730 Lot ity F oo EBRGG 1 fi e )

t

wiarin de punt differentietie naer T beteekent.

Déaa uitdrukking ziet er wat den eersten term betreft niet mooi

uit,mear wordt onmiddellijk beter wanuneer men uitgeat van de for-
male voor de ewergie van een bewegend massapunt uit de reletivi-
‘taitamech;nioa.uen onderscheidt dear de rustmasse 4 ,die con-

stant is en de gewone massa = ,die veranderlijk is,gebonden door

de betrekking

Y = 127 1 gt S »ﬁfr{jvml«%o(

7.5.2 T =

¢n boschouwt me” als de totele snergie.Veor snelheden,kiein ten

opzichte van € is dan
3 "{ e & R
) S v 4 o e
MG’.* ME[I—;—l) = 9 @ -rxmv'-v

/5.3

Iy LS
= 7 £ -r;f""“v'?“'

. . e A tlen .
in deze uitdrukking is =€ als een polenms@le energie op te

L e 2 . N X
vatten en me -m € a.8 de kinetische eunergie.Iun plaats vaon

1 1 ) '
i v moet dus in A komen

2 X
7’3.1/ i.'— I ¥ 1..., 7:, c,'l am om0 = &
| 9
T L fT———
an, daar ﬁ[. V- %‘ 1g, komt nu in %:
4
J e i
o, IO 1. X /' 1 ‘ 2] ,-
I’/;:o:%l" 3 /7’ - j/ = - ¥ @ VI"“&!—’; IW e Py e )
e

%« - ey eﬁ(%i’ +$‘,’.£J+ %i—(pyci)
(-4~//qu/15"¢¢47)

Nu is deze uitirukking nog uist lineair homogeen in de fluxies,

coar dst kan an orde gemeakt worden door den eersten term met
o1 ge AT
@ TR

te vormenigvuidigen:

736’ ‘( = (?""‘ et 4 ;S (‘f:* +f, 7‘"%;‘”'10'1‘ t)
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Daar

4.1

is dan iunderdead

' . dlex | ‘
PR SR B L R LR ST

hetgeen klopt met ( 67 §) en

- 2¢ |
e B metthme iy

‘Qc

hetgeen klopt met (67,5 ) omdat uwu natuurlijk in H de totale
energie 2 e" in de plaats moet komen van ,:‘«m »* eu er boven-
dien een factor é bij moet komen,omdat we e¢? als vierde cobir-
dinaat genomen hebben en niet z .

Voeren we de notatie z'=x , 2% J o 22 7z ,x¥aect ,eon

?,,z-.q ,07“.-4 s ;,,.-1,2‘”,+1 5 07‘%.0 voor o #3 in,

dan gaan (73.7-743) over in

@~ ¢ 3,,,,1 = 1

791/ (£ ‘...w:le 3461‘;(& 4+ g-' C’ﬂd ig(
?.Q 4 o P

X T ot Z‘m

A ,
uz”""adp *é‘;(‘!p«"f’d

zoodat O%°
e i g ()
f,'-,,vwaw ie |
.
on d ooy
74 s @t (g yehi -yet) ¥

+ (% *5’ v .L"ez;x} "é(%i“ﬁ"ﬁ"/zi*%“%)

= e ngi*k”~ RN gcpﬁi“-ﬁgmx‘z”
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o'(lﬁ

Yo = e W“ r‘n(?mx i 5 dg a2 ot (qur)

We gean uu direct tot eem andere eenvoudiger over Daar
k)
24 24 29 | ce" .t ?—g
2 2§ -
7”:1 ﬁ 1 &
o 128 Pame @ L 9met
- = K - - - -2
2~ Dnn D

kuonen we eenvoudiger nemsn
' L8

’ * 3 & l & l“l& @ l
75.3 53-—1%!&(?*1”‘}& amimcg“‘axx?iw‘

{men overtuigeX zioh er door uitschrijven ven,dat 5 op ground
van de identibeit }’lS’ nul is) of

| 2 ﬂ") & 2
7;:‘] , f‘i’t’a”zﬁ,; [/bd"é'%()//%”é'%)
(schrijven we j als functie van }' , dan blijkt dat }; = 1 1is,

verg.bls. ?,x,‘ ).
Op g@mn& rechthoekige coordinaten luidt de uidrukking

' voar} :
: g 2
o,

755 ;w (;a HAS (h a‘fq)*(h ‘ﬁ)

eun 'ﬂaka aitdrukking outstaat dus uit het linker 1id van de iden-

oy
®

%
»

f

e

3. f-
M
r\
ﬁzr‘&

titeit
é I | 2 S
5 o .2 L L= 7 l,{
see ARt b (GG -
2 4
i b § 3 o [ L8 .r‘J
o v @ e L e m‘z'w'" = 0
R T ARUF

ndien men mﬁ vervangt door P‘” g(ﬂ ceycl. en .me door

167 ? pa
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B

welke laatste vergelijking zich laat schrijven

76y St ,..f‘mf}gw) e/ %) e ge¢%
754 mia § e e )T oy Qw,/ é %5 Iy 5/

(pudten beteekenen hier Mirferentiatis naan® T ,uniet uaar ¢ |

Daar

- | o« &
ﬁ.ﬂ het linker 1id van ( 75, 3 ) “;’é - ?ﬁ ;en die vergelijking
mgpt ﬁua‘ ;fﬁm@i met ( },mear ook alleen formeel want m is

geen eﬁmm’uw meer.Dasrin bestaat juist cde relativistische cor-

lsie ia de x-richting.

3

) mmmiamm niet comatant is, o0lgt <ok nog uit ( ]’ 4.4 ), wont
het li&k&r 1id dmarvan ‘zalt 2ich schrjuven
rl

" d o dt o
;/{né . dr ” AT - & T

lem ( 7&’5/ Vogestt Jus juist de erandsring vau s aan. (Overi-

gous 18 :{y&ly ' oven yﬁ, 3 ) arhankel)n en dus eigenlijk geen

pisuwe vergelijking ) .l'e vergelik ngen van Hamiltow - Jacobi voox

- een bewegende leding luiden

) e B IIR e ok e
gy LEwer )5 )

Het is van belang nog eenige opmerkingeu te maken over de
ui tdrukking van %

i\

7’5.5’

/
"
¥

o



