
Stelsels van partiele differentiaalvergelijkingen 

(Pfaffa probleem enz.) 
Cursus 1948-1949 Amsterdam. 

Zie voor notaties en methoden: 
College tensorrekening voor phyaici M.C. t47- 1 48 bl. 1-39 
Regular systems of equations 
and supernumerary coordinates M.C. '47 
Einfi.ihrung in die neueren Metboden, Noordhof Groningen. 

§ 1. Veralgemeningen Pf~ffscbprobleem 

~ .. epy_oudig J'fa~f.::J ;probleem ~1814). Gegeven covariant veetorvel\-VJ;. .. 
in xl'f,. analytisch in n11. ) . Of ook differentiaalvorm u,~ d_{ , dJ.t 

<) 

is alleen verschil in notatie. De vergelijking 

1.1} ~c11"-:: 0 ') 

i stelt voor een -f, -veld in ?fl ( J) . Gevraagd de )( . 's wier 

tangerende <:m. ov;;~l in de lokale O Gn._,ligt en dit voor de h_o_ogst.~ 
waarde van m genaamd ii= m • Met name vragen we na2,r de systemen 
van OOn-;( •s zo dat er ~~r elk punt een X"' gaat (normaalsystemen 

m 
van xfl':s). Deze omhulde Xm's of in,t_egraa~-Xm's bestae.n altijd voor 
m = 1 omdat A 

«1 
1.2) w-; d.t = 0 

een (niet lineair) simultaan stelsel van gewone differentiaalvergelij­
kingen is. Is ~ van de vorm 

1 .3) ~ -= ff ~ >. p 
dan is blijkbaar V == n. 1 

i 13epaling van V : 
Vorm de comi tante van ~ 

1.4) . ~ :a t) ~ -w) (rotatie van~) 

Bepaal 1~ rang ip van ~A (altijd even daar ~alternerend) 

2! II -rang Ji; van het stelsel ~ u.J;A . Di t is de rang van C.f' 

matrix 

1,5) 11 w;,.~4 
en ook bet aantal16.&R1.ftruikelijke vectoren onder W,:J · · · ·, ~ ,W/, 
Altijd geldt p = ?....f + £ ., £..::: O of 1. Dan is 

1.6) V = n, - _p - £ 

in ieder gebied waar tf en 1e 9onsta.nt zijn. 

li}.er.sj?,e ,µitbre .. iding. Neem stelsel van Pfa.f!se vormen 
. ;o:x. .J ~ 

1.7) L,rl oL;t = 0; X =~+-'ii····:'V\. 

d,,w.z. n - p covariante vectoren c:. St·elt voor een ~ -veld itl ~L{J') 
,....,...,..._....,..¥/1111....,.. __ ..,. _ _. I 

•) N.B. k,~,fi-Jvip;V:r:,w lopen altijd van ·l, .. .,l'l. (cu.rsieve c~i:fa";l) 



H~t~elf'de ook . te geven door '.P, • oontravarie.nte "Teotoren /j}< .. ,4 _ '."\ .. : .• •~ · 
• ,, ~ J ~- 'J >'\ 

met 

Twee prob lemen 1 

. 1. Inwendi_g pr9bleem,: De X...,~ met raak- {, iF, £,p voor m maxima.al., 

~ p. (omhulde X~ .S) 
• a. Eerste formulering. Zij · 

.. 1_'9) . 7='f (£ "; = con.st. ; ,e:; m+1.,••·--J"'-' 

een .normaalsys-teem van omhulde X, 'at dan is 
.fl ;t m 

1 .. 10) · ct ,1 k di'- r = o 

n.e.v. v~or ct! ,rakende aan Xm en 

1.11) d.J f'-'C.L =O 

' ll. e. v-. v-oor d J ~iggende in ~ • Dus n. e. v-. v-oorwaarde ie dat 

(11) C ( IO). 

b. Tweede formu.lerit,ig. Een normaalsysteem van X~ s ka.n gegeven worden 
in de para.metervorm . . 11 

1.12) ;K k = 0 k( 17 ~ f )tJ ; ~ : '\, · · · ") Y<'-.; r (. ~ - ~'-,· ... ,y\.. 
I,ijnelement der Xm voor iedere waarde der fo : 
1.13) d J x::: (JU' tp·,k) ,J. 7 (I{; 

N.e.v. voorwaarde dus 

1,14) c;.· tr 1 ~ /' ~)di¢~ 0 v-oor alle wsarden van 1 
Dit is een stelsel p.iet, lineaire partieJ-e di;fferentiaal_Y..§E.fil?J_ijkingen 
voor de onbekenden f Ac: 

2. Uitp!3ndi_g ;e;r-obleem. De Xtn' s met raak- em.. door t,, voo:r m 
minimaal ~ p. ( omhullende X m's) 

a·. eerste formulering: (10) C (11) 
o. tweede formulering 

(1.15) 81 JI' pi_ 0 j 't :"1+i,- ,._ n,. 

Dit is stelsel lineaire hpmogene E~Ftiele .differentiaalve£,g_elijkingep, 
\Toor de J:'ll. lj I<). 
Schema: 

stelsels partiele differentiaal-
~verg$lijkingtn• . 

Cauchy . , , Dirichlet 
oplossing alleen in een tJt(j ") oplossing gezocht onder ein•• 
gezoc/ -~c dige ra.ndvoorwaarden 

uitwendig probleem inwendig probleem 
theorie· der lin. part. diff. theorie der e.lgemene atelsels 
verg. Cartan, Gouraat, :Kahler , 
Jacobi, Lie, Mayer. 



3 •... ·· 

A].gemene forrnulering {omvat u.it• en inwendig probleem). Besohou~{ zeker. ·.· 
sogrt geometrisohe objecte~£ f_m,1 s of vectoren of tensoren of erger) ·.k 

Vel!i J. = verzamelillg van 0o . van deze objecten in de punten van 'll(j J · ·• 
nasse B, enigerlei wel gedefinieerde klasse van velden van dezelfde 
objecten (bijv. a.lle t 1s die aan een X a re.ken) .m 1 
Vraag: :Beste.an er in A veld en van kla.sse B •. 

We ga.an nu door met bet uitwendig probleem., 

§ 2. S:te,lsela van homogene l_ineaire dif:f~rent_iaa.lverg~,lij_kJ.nsen. 

Ga uit van . r 
2.1) /3 t ()f- f::: 0 ; t-=. "J···. """-
en vorm.. v 

lt2.2) /3 [c OJ,,, B I'J) df'- /"' 0 

Iedere op!ossing van (2.1) voldoet aan (2.2). Stel onder (2.2) juistfi 
vergelijkingen lineair onafhankelijk van (2.1). Dan is f-, arithmetiache 
invariant. We hebbe!l nu ,n...__}l,, vergelijkingen 

2.3) 84 of"/ =--0 ~• ·J; = tJ•······m..+ j-'-, 
Ga zo door tot stels.el 

2,4) J.3i J,1/- ~ i t(, • i, · .,m+ f,+J-'-t-+ · +j'-.., 
en dat op deze ma.nier niet meer te verenigen is. Dit stelsel heet vol-

,:, V I< J:.9.:.) I< -
,l~dj._g. (2.1) is volledig als ✓Jcc('o,vJf3/J lineair van ~t-afhangt, 
du.a 

2.5) 

- of ook 

2.6) 

illereenvoudigste 7.rm van existentietheoreem Cauchy-Kowalewski 1874. 
Stel 1 onbekende /{!'en; vergelijking, pp,losb!J.ar ™ 61 /: 

2, 7) . '3,/-= f {J, > /, l/J i o( '= lJ, ... ,n 

was,r / a.t1aly:tisch is in een /)c,, ( j , C J Cl() j a(:. ,z.,.. ,n. Zij verder 
gegeven 1 functie 'f ( j«J j Ci::: J~ . ... fl J 

O O ana.lytiseh in ee.t.: 
1t,{fjzo dat 

0 a.J 'f (J«; = <i 
2.8) 0 

'1 t cp r Jr= re( = f,s ; «,P = 1., k. ···, n · 
dan bestaat er een enk'rle oplossir1g/tJ1, anal~t~s9)1 in een 'Dl(jr/ 
zo dat /,-ft ot o 

2. 9) ( ~ ; 1 ) ;. '/ ( j«) ; cl. a lJ · . , · . n 

~eval, van ~en v~rgelijki.PJ5 

Jjl'-°J'/ = 0 
2.10) 

' 



Kies d.e ooordina.ten zo dat :/3 ~ o • Normeer zo dat /j'_, . Dan ~ijgt de 
ve:rgelijking de vorm 

2 • 11) ~. /-::. "),. <x '1J,, I ; o( ,. Z, . .. · 71, ( A et anal. in een '!f.l J,j ) 
Geef dus nu een functie ,p{:!o<') in een 'l't/1,°'-J, da.n bests.at ;r een 

oplossing ~.:('}~ "";lyt iach in<>'. een '7t I l')0 zo dat 

2.12) / ( :f J g ) : tf ( t ) _; o<.:: ; ..... ; Tl 

Neem voor f/(Jj achtereenvolgens n-1 onafha.nkelijke functies dan ont­
staan n-1 ona.fhankelijke oplossingen en iedere oplossing is een functie 

va.n deze n-1. De principale oplossingen t.o., van f ~ 1' , zijn die, di.e 

voor f '-.::. ,! 1 ovargaan i~ ~ :- .... j~ "' 
~ 8 Andere vorm van het hoofdresultaat~ 

x,,_, Neem willekeurige Xn-, die de 
stroomlijnen van .BKelk in een punt 

anijdt. Geef op X~_ 1 een f'unotie 
¢ van de plaa}s .. Er bestaat slechts 

een oplossing / die op "\,4 met ¢ 
sa.menva.l t. · 
Een enkele oplossing dus, vostgelegd 
door een funetie van n-1 variabelen. 

<j; = const.. ~tel t ~ 1 
;(,_1J s in X h _ 1 voor., Elke X n-, is een omhul­

lende van/3 • Een zo'n omhullende kan gegeven worden door 1 functie 
van n-2 variabelen. 

BeJ?._a_lj.pg van de }t,ost en. Bij ( 2. 10) behoo:rt het gead.j ungeerd e syst eem 
van totale differentiaalvergelijkingen 

2.13) ciJf'-c; :0 

2.14) (:: = evenredig met) 

Dit zijn echter n-1 gewone differentiaalvergelijkiDgen van de eerste 

orde met n-1 onbekenden (simultaanstelsel). De bepaling van 1 oplossing 
gel:i..jkstaande met de bepaling van 1 oplossing van 1 vergelij ::ing van de 

(n-1 )-de orde met onbekende beet naar Lie een .2J2..eratie n-1, kort 011 _ 1 

( 0 = quadratuur) • 
0 

Een oplossing van (2.,10) (ook _!nte raalfunctie van (2.13) genoemd) 

kost dus een On_,. Neem nieuwe va.riabelen *' en J11 = deze oplossing 
Dan gs.an de vergelijk:ingsn over in 

a) B ''= o 
2.15) 

b) 



J;e~~}l()UV, nu in (2.15 bl de 1'' als par,mete:r. Dan kost een oplossing .. · . 
. -vru1· (2•15 b) een, Q,_2enz. ~otaal hebben we n-1 operaties O,,_,l .. ... .. .,q . 
x,iadtg,. K.exmen we toevallig. al m ona.:f'ha.llkelijke oplossingen dd.11 zijn 

ilo~ ~od1:g 011 .. ~ _ , ,, • • ••• J 0,. -

:BMn niet homoe;ene lip~aire verge;t.~jking. 

Stel ··een c,plossing gegeven in de v•rm 

2.17) 

dan volgt 

2.18) 

F( ( J k} = O ; if* O ( anders 11/doj>losb..,.,.nM.t-f) 

r + 1,t;f'J ~:O 

maar dit is een homogene lineaire vergelijking met n+1 onafhankelijke 
variabelen J;/. Heeft dus n onafhankelijke o:plossingen. Een ervan 
moet zeker f blvatten en daarnaast kunnen er dan n-1 zijn diq van f 
vrij zijn, Deze zijn oplossingen der gereduceerde verge~ijlg.:.Qg 

2 .19) v r t> J-' / =, o , ,,._, · 0 

Dus: bepaal n-1 oplossingen /, ~ • - · · / van ( 2 .19) en een oplossing / 
van (2.16) (met behulp van (2.18)). tan is de algemene oplossing 

2.20) I= 1: 'f { I····· ·/) Pf= willekeu,rige anal.funotie; 

Jacobische sxstemen. Stel dat 

2.21> /3; ol'-/ ='b 
volledig is. Dan geldt 

of' f3 k -
2.22) /::)'LC lt4t . ';11 

Men kan da.n bewijzen dat er een stel van p lineaire combinaties der 
/31 bestaat 

6· · ,.t JI k 
2.23) 13 / 1 :::; /3 ~I 8 ~ J 

a' 
zodat de 0:,,1 1 alle nul zijn: -

f' Dk 
13 r c ',y , Jv .I' J = o 2.24) 

Men noemt dan 

2.25) fJ )l ·"\ I 
✓cJ t/ t)j-< . = E> 

een Jaoebisoh systeem. 



:Qevorm van een Jacobisoh systeem is invariant bij e">ordina.tentransfor­
pia~ie doch niet.bij b .. transformaties .. 

Speciale Jaco'bische sustemen,, Men kan bewijzen dat de b-transformatie, 
gegeven· een 't:2epaald ooordinatenstelsel K zo kan worden ingerioht dat 

2.26) 13 « 
I 

Veor deze speciale waarden dlie dus a.an (K) zijn aangepast gebruiken we 
in plaats van b. ook griekse indices en vaste indices ~ ...... m in plaats 
van \ " .. ~ ... 'W'\/ , d us 

2.27) y.;; o< * r r.x. 

✓J /8 = {) (3 
k . 

~e matrix van /3 f3 ~iet er dan a.ls volgt ui t i I' . ➔ < p+t n-p ---n➔➔ 
1 0 ~ ..... ~f3 

• Ji;.) I I 

2.28) f 

l 0 

en de vergelijkingen (2.21) krijgen de vorm 

ije speciale Jaoobisohe vorm is nit}:t., invariant bij coordinatentra.nsfor­
}maties. 
I * /Dit duiden we aan met =- • Dit teten drukt uit dat de aandacht wordt 
[gevestigd ·Op het feit dat de vergel,ijking niet meer invariant is bij 

[coordinatentransformaties. Het gebruik van t is niet verplicht, men 
' jgebruikt het alleen a.ls het gewenst voorkomt de aandacht te vestigen .. 
1Maar er zijn wel gevallen waarin dit zo gewenst is dat men beter doet 
jniet :::: te gebruiken, bijv,. in 1 k ~· f1: 1 en dergelijke formules 

jwaar levende indices aan de ene kant corresponderen met dode indices 
I 
jaan de andere ka.nt. (2.29) is ~ invariant voor transformaties van 
} 

:de vorm 
! 

....e -<_ I r-t.f. / .p o( -1 h . I I / 
2.30) ~ : 0 « ,:S ..,.._ -:: /_, · · •0,C.J/-J a(: IJ · · · -•~. 

! fl: _11( t~ f,?) :r;:: /1,l.f,;,. •J 7'J ;' ;! ~ ~+1)/ ... ~- rt I 

or een Ja.cobisch systeem neemt de volledigheidsvoo:rwaarde de vorm 

2.31) I : Jcr B}t1 + 13/r ~''l' JaJ~- ~ < j 



1 •. 

Men mn tegel13k bet s,e§!J:)Nl!eerde g:stee; 

2.32) c; djf 
e.ax'J. een zoda.nige x-transformatie enderwerpen dat ook di t stel zeer• 
eenvoud.ig word.t. Men moet dus n-p vectoren ct j '::/::::fn.,~-~.-,n bepa.J.en 
zo, da.t . 

2.33) 

Men ziet direct da.t 

cJ cf 
2.34) 

-'Jct 
voldoen. Net deze waarden kri·jgt (2.32) de vorm 

2~35) l c:; 411/.il + ct: !.:1 ~ o l 
met de voorwaarde (zie (2.31)) 

N.B. De Jacobisohe vorm an de speoiale Jacobische vorm kunnen steeds 
worden gevonden zonder integratias. 

§ 3. De ?Elossingen van een volledig systee~• 

Breng het systeem in de vorm (2.29). Dan zien we 

..., 

I /' 

da t ;!, • · .. · · J 
alva.st zeker geen oplossingen zijn. Neem nu de eerste vergeli~king 

3.1) "l), /-1- JJ/~d, I= 0 

dan zijn ;£ ;. • · • ~ J'° hiervan zeker !!l oplossingen. Er zijn dus nog 
n-p andere oploasingen, te verkrijgen door On A. •• a. Neem de 

..t'' £' -,-J .. --/",} I n 
princ,i:eale d.z. die, die voor c-5 .: ..,s overgaan in<!--> ..... J . Daar-
onder bevinden zich alva.st J.' .... ,£1°. Ga nu over tot nieuwe coordi-

t ..., Ir' . ht h t . .) f'/, ( /> ! . t __, I f',, . . na en c-6 ,.en. ric · e zo in ,,. . ··,,;, JUJ.S > J .... •,!. ZJ.Jn en dat 
Jfl>•v'. -~ ·f "1' j~st ~~~ and.ere n-p principale oplossingen zijn. Da: •. 

,,eten we da; Jt .... , ... f allemaal oplossingen van (3 .. 1) zijn en verd1.,. 
dat 

3,2) 



. a. 

naa.r 

Van de nieuwe ve:rgelijkingen 

3.6) ~13,/ ~ .13}'. tJ;,/=o 4.t'= t/···•J';f:/,1>nJ: .... ,,~ 

zijn nu ;f }·. -.. ,_{~pJ.ossingen en daaruit volgt dat 

3,7) J.3r:::: 0 jf'=t/>-1-1; .... ,n'.' 

3 .9) a) 

b) 

dan zijn de condities nu 

3.10) 
a) 

b) 

Bijgevolg is nu (3 .9 b) een stel van p-1 vergelijki~gan in de n-1 on­
afhankelijke variabelen ;f :. ·. - ♦J n. Met dat stel gaat men door. 

Kosten van de tweede trap wederom On-;, J ••• "J a . Dit p maal, 
totale kosten dus 

Na teruggang tot de oo_ss ronkelijke ooordinaten gaan de n-p. aldt.-::...:: 
. o( ~o(, -el>"'~ ~l'I 

gevonden oplossingen voor .: J;:, juist over in e-5. J •··· •·..,.i • Het 
zijn derhalve principale oplossingen t. o. van Jo(-= 1°" - Zijn 

Q 

• 



.!JI , 1·· . A•' . " 
,- , · · · · · . . deze oploesingen, dan is 17/ J ·, • • • ) aveneens een 

oplossing, voor f o,( = {u< tvergaande in f{ ~~:. -~tf 
§ 4. Niet homogene Jineaire SI§t~me:n .. 

Voorwaarde.n: analytisch in een fJl(JJverder 
0 

4.2) r0-r>1 f' j Ir /<II r<>.n3 " 

(anders waren de vergelijkingen "lfhankelijk of onoploseaar), Z.ij 

r(/ 11 ~ o j J1r-_- =1 o V1 
een oplossing. Dan ontstaan de p homogene vergelijkingen 

}f ~ + r;; cJ;, F: o 

in n+1 onafhankelijke veranderlijken j, 'I D.1/· t. eteleel 
( schrijft voor het gemak eerst even ~:::: f 0; .· =f0

) 

f .·· k 
a) re dlj-'-1 '11 -

'If ? iJ r 1_·1 = 
,[c If I (,-

4.5) 
b) 

Men noemt dan ook het niet homogene stelael (4.1) volledig• N .. e.v* z2.~.c. 
( 4. 2) 1 ( 4 .. 5) , ( 4. 5b) .. 

Is (4.,4) niet volledig dan gaat men (4 .. 4) ve.rl 1.;!t1gen tot er e.1.m, 

volledig systeem komt: 

if~ + v-r;:; r-= o df t b '!'-
en daarbij hoort da:n 

4-.7) 

lfl rn1 voldaa.n aan de voorwaarden: 

11 r/' 71, 11 re.n3 f +f, + . ... ~f-.. j llr" 11-"~ P•f ; . 

,3n rovendien na.tuurlijk a.an de voorwaarden dat (4.6) v-olled:.t, is, 

~',:.;·_:ft ( 4.1) oplossingen .. In he't a.ndertJ gtwa.l niat. 



• '• I 

§ ;. Mayer f5!stemen. 1o • 
. l3ij bet systeem in de speciaJ.e Jacobische vorm 

5,1) (I) I dfi (+ 8 l JJ I :o I; p" ,,·. · •/"J 1 =i'~,,. .,,, ,, 
hoort het gea.djungeerde systeem 

· s,2> en> I d j} # -cft d.J/ I . 
'.Beschouw nu de£ als onbekende funoties der !« J 6(: :tJ. •t.J/>• dan is 
(II) equivalent met 

5.3) < III)I t---d,s-~-~,,,,_=_.Jf ___ c_,,__)'_(:£-~-1-'l-J I ;ftlf d, ... ,1,:,,,1 =;:. .. ,,. -~" 

Ala de voorwaarden van bet volledig zijn van (I) ( cf II) vermeld zijn: 

i c'z i> c1 · 
[¥ 171 /3 

(ook ~sl 3enoemd integrabiliteitsvoorwa.amen va.nJIII) da.n noemt men 
·III een Mayer S!SteeII!•../~ k 

Stal eens dat r-7i 'J de principale oplossingen zijn van (I) 
t.o. van f«= f« , dan zijn 

5,5> f {:f 'y = C j> < eY., constanten) 

n~p onafhankelijke integralen van II (de prineipale integralen t.o • ..e o( -e -c,(_ ;,_~,, J 

van ~ = ~ } ( 5.5} stelt een stelsel van oc, · Aps voor. Vra.ag: 
welke dezer0 X./s ga.at door ..e k ? Schrijf de vergelijking eerat 

d.. r ..po< -...S 
op voor -j = .,.5 dan krij~t ( 5. 5) de som 

a 

5,6) /Yr i~.,(,J =1Y'_c1 
0 t 

en me'), krijgt due de gezochte Xf indien men voor de C de waarden 

1 ~~-t ~ 
0 Los nu de .1 op uit {5.5) (dit ke.n alt1Jd •mdat Pfl to7 /J"") 

dan kemt er 

5.7) 

maar dit zijn n-p eplos1ngen van (Ill) die afhangen van n-p constan-
ten. Zat men C Jo:: -~ en "'£" = J ix da.n moet de linkermijde in 

j :I' overga.an, biJ°gevolg is 0 

:;,s>° :;gY = F1'r!°J'7! </i'lf.~J,'f; 
,· .. t'~ stel 9plo:ssingen van ( III) dcit voor _:€°; (' :Versa.at in de 2onsta:g­
!S!£ :J: :f • Dit etel oplossingen he'lt 'let stel 4er EJ:1nc1pal! 

0 



1·1.. 

qplossingen vap. III t.o. van j°'~ ;t·bt: .'tf:fe r..ebben nu voor {l) ,(II) 
en ( III) elk principale oplossingen ~esp. integra..len die uit elkaar 
kun:nen worden afgeleid. 

De integratie van (I} of' va.n (II) of van (III) zijn dua (mita dC 

v:•lledigheisvoorwaarden vervuld zijn) gelijkwaardige ;problemen. 

Ga nu uit van (III) en neem de t < /' eerste vergelijkingen 

5.9) 02 ;! k ::-C [ { ~£ 7,); 6"' ~ ... •J t; ,f, 7: )'n,. • • .,,. 
t# ( .of' 

en beschouw J.; · » • • ;! als parameter$.Dan hebben we weer'· een. stel d at 
er net ui tziet als een Mayer systeem met t onafhankelijke veranderlij -
ken .. En aangezien inderaad uit (5"4) volgt da.t 

"2J C.\o : C i o C !f. 
5 • 10) [" C- . 6 J [ C: f 7, I b J Z,J C : -0 .••. t J Y: f =/Jn, • • •.1 ~ • 

• 
is( 5. 9) .inderdaa% een Mayer systeem. Di t heet de verkorti:B,B van Ill 
t.o. van J; .. •; .f . 1 

Om (III) op te lossen verkorten er naar j : 

5.11) J. :r,J-= -c/r t:1~f/J j 1= z, .. •-,;,; 
Y,r-:::J>~, ...... n 

en hierin zijn nu de j f parameters. j; 1 is ~ ona:f'ha.nkelijke va.ria­
bele en dus is ( 5.11) een simul taa.n systeem van n-p gewone dif':f3"0miaEl.:·: · 

vergelijkingen van de eerste orde. We bepalen de prinoipale oplossing""·' 't 
t.o. van ;:f 1 

, dat zijn dus die, die overgaa.n in 'i Y' voor 

alle willekiurige waarden der 't 1f; 0 .. 

5.12) $,!t = r-11::1:i-Jj rtr!'l'J=!~ 
'I::: ~J• • ••.;/aJ J::::jcH{, --••J/1,t' 

(Dit koat overigens een Oh-j:> ). Nu gaan we nieuwe va.riabelen i 
invoeren: 

5.13) 



5.14) 

De nieuwe vergelijkingen 

'::f' 
5.15) 

t ,.-, \c1 J,, 1 I ""' - ',__ /3'' 
luiden dus ·ui tgesohreven a.ls volgt: 
de eerste: 

* 

12. 

5• 16) J;' 1:t'~ - C ~-' =-S,'. C} ir- cf,~ oJ\ y:--J>"" o 

( omdat r J:en Oplo ssing van ( 5 .11 ) is en dus 0 Ft_ c:,}") 
de and.ere: 

) "'\ -.f?'f'/ cy' ~''jlf'']~' I 5 • 17 U U'.J 1 ,...5 -:.::::- ... w , ( ,,..s . 1 ) • lf J ~JI :::: 1.. ' •••• J h j' r r J J J 1,a, , ,l , I" , 
J .J '7 ;::- Ir- + I}.; • .. • /1 

I 

In de vergelijkingen (5.17) v '; nu echter de ::f I weg omdat volgens 
de integrabiliteitsvoorwaarden 

J'I 7 I . yt 
s.10> l) [i ,C '/:'] = C [,' v17,1 C'f] =: 0 

nul is en bovendien ct':::::: O is. Alles val t dus weg behalve 

) -:.\ nY' _ 0 • wi , , tn' /A ')' , 
5. 19 0 1 ' L r I - .J , = l J • • • .., }> ,· 7 ::: { r + I .; • • • • .) f? ' 

~I ~I 1 

waarui t blijkt, dat Cf' alleen van ;[ en J '? afha.ngt. We hebben dus 
het probleem verlaagd tot een Mayer systeem met n-p ombekenden en p 
onafhankelijke variahelen. Da8I'!I1L gaan we door en wel p maal.. Elke 

kost O,,., _ p_..i ,. •. J °'• Dus tot nu hebben we nog niets gewonnen. 
We zouden efhter winnen indien na de eerste stap eens mooht 

blijken dat de Cy', alle nul waren. Want dan was er in (5.17), nieJ, te 
integreren, we konden direct de oplossingen opschrijven:: ;£ .f::::: ( • 

We gaan nu bewij~en dat deze W. tzonderlijke gunstige oms'fa.ndig­
heid zich steeds voordoet indien iu III toevallig 

5.20) { (~ ( ik)jj'::_!' "" O 

0 



Inderdaad volgt da11 ui t ( 5., 14-) 

5.21) 

5.22) 

v 
Daarmede is nu bewezen: 

5 .. 23) 

s. 24) 

opera ties 

door een coo 

In dit 

On-p., 
Nu ke.n i::1en 

vorm gehandhaafd blij 

5.25) 

. ' 

Laten we daarnu b:i j n:.f:1l(l:n 

5 .. 26) 

Dan is 

en dus 

5.28) 

-· 
~ 

"\ 

,;J :I ~- l) '- . 
i.,..., ·' 

,' 

j 
l 

') .. 
I 

l d g8val optreadt en wel 
de spe Jacobische 
moeten gelden 

C{':!' l; ····/Jio<.'=~/, ... 1/7' 

·--

. 
' J 

I I I ,, ··2;···•,.1:.:, 



zal zijn. Wil di t algemeen geli~a::i:'l, d ~ 11.z. voor ied,ere ,keuze van de 
Cl.D · · n/J -t11 11 1 

tunoties Jl dan moet er dus in rr f> 1 een factor Jit - rP'!. zi tten. 
Neem nu met Lie de tranformatie ~ 

dan is 

. .5.31) 1t;, = O 

1en we hebben 

5.32) '1' 
Cy,' == 

zoda.t inderdaad nu aan de geste:.6.f! \. ; 1)rwaarde voldaan is. 
Maar nu is de moeilijkheid dat de transformati~ (5.30) geen 

ordelijke coordinatentransforrnstie m~er js omdat de functionaaldeter­
mina.nt voor j.1;J'1nul wordt. ln~e:daad ia inmers de determinant van 

n/J . o 
IT.. JJ' t O / • • • 0 

Q J/ 0 
. . . ' 0 5.33) 

• . 0 
. . . 0 

1' I 

= o voor J :J;' {::o) 
0 

I O (} • . • ~rill 
Dat betekent dus dat we de op de nieuwe coordinaten verkregen oploesing 
niet terug kunnen transformeren. Niettegenstaande dat gaan we die op-

. lossing toch maar eens bepalen. We bepalen dus van het verkorte systeem 
(in de nieuwe ooordinaten) 

5,34) J,, J r'= -c K(J ~'t ~{, r) 
[de principale oplossingen t,o.v. ,t':J1=o) met de .f ' 1 

,:ls par9Ille-
Sters: o 

5-35) ;t 1' =- Ft( t;'t ~· 



Wsaruif blijkt dat di t nu vanzelf ook de oplossingen zijn van 

. ~I. \t,' 
~;.31> Jp 1 ~ = - C fl' , 
mits men de $0 ;,'-::. z/·••J/:'' weer als varfabelen opirat. Wat we nu wil­
len hebben zijn de £ J' Ui tgedrukt in de Jf{ • We kunnen nu wel zulke 
uitdru.kkingen halen uit (5.35), namelijk, ingevolge {5.30) 

p .r - c} 1 q:')9(1 p '- f' I I>/:_! tp) 
...s - f I A- ~ ~ ) {/ -i , . 

0 
! maar wie garandeert dat ook de oplossing van het oorspronkelijke 
f 
I gegeven Mayer systeem is. We hebben immers op ongeoorloofde wijze terug-
1. getransformeerd wat zich dan ook wreekt dat in (5.32) juist J 1 ~' 1 

tJ• .. in de noemer voorkomt. Dat zou alleen niet hinderen indien inff 0 deJY 
I ,., I 

.· alleen 7ouden voorkomen in de combi.uatie ,c.S :£ , im.-ners dan zou er 
r ui t F.!f een ordelijke fmictie van de .£11( ~en o~ts~aa~- Men ziet 
t dan ook daara.an da.t de transformatie vap eA inJ ;J{.£ Y met ordelijk 
: is maar die van.£k in de variabelen £~ f/'J ri; j1' wel. Nu ku.nnen 

we eenvoudig bewijzen dat inderdaad deze gu..ristige omstandigheid op-
'· treedt. Immers, het gegeven Mayer systeem heeft zeker principale op­
. lossingen t.o.v, ~c( =1o( . Zijn deze 

5.39) _,£ y;, ¢ Pr g; j 'I') ; J/: ,f tg; [. "'J 
. dan kunnen we deze transformeren °in . 0 o 

5.40) J lf,= dJ'<J rt'+ 1 ~-f/1-1-d r.t1 "> 
0 0 a(. I o(I 

en dit zijn principale oplossingen t.o.v. ~ = k van het getrans-
o 

formeerde syst~em (5.31). Nu heeft (5.31) echter Slechta een stel 
principale oplossingen t.o,v. cff""~_tof.' en uit een vergelijking van 
(5.32) en (5.34) volgt dus, dat de O ~ f"'1n FJJ' alleen voorkomen in 
de verbindingen A,'J I'' • 

Het ia onfraai dat in de transformatie van Lie (5.30) 
de variabele .£' wordt bevoorrecht. Mayer gaf een fraaiere transfor­
matie waarbij .echter overgegaan wordt tot n + 1 overtallige ooordi­
naten ?; 'Y/ k : 

pc( f'~ 0 o( I,, 
5.41) ~ = .5 + '7 't j ((-:. .tJ ' .. •.1/" j T ::: /-'+I,, • ... J n. p-, 0 )' 

_!:> =- "l 
De bewijzen verlopen voor d~ze coordinaten op overeenkomstige wijze. 

§ 6. uet covariantuectorveld of de Pfafftsohe VOIID• 

Heeft men een enkel vectorveld ~ dan kan men daaruit de 
.· rotatie vormen 

6.1) 



16. 

Op dezelf'de wijze kan ment als een p-veotorveld W21 .• ,.. il; gegeven is 

de rotatie vormen gedefinieerd door 

6.2) 
~.:i, .••• -I;, =fl'+,; J.rl' w:.i,-·•.l,,,J 

Verkorte notaties zijn 

Zu = 1/fot &r = tj>-1- 1JL!w 

Men kan bewijzen dat Rot Rot steeds nul oplevert. 
Beschouwen we nu bij het veld ~ de volgende stelsels 

vanlineaire tote.le differentiaalvergelijkingen 

s) wt< cL JI'-::: ·o 

S1) wf,\ dJ f1- =O 

~ eL i"' = O.; w?A dJfl-=-0 

1A/µ [> w;J oijf'-= o of 14) df,14:; w-;, 
w 11- o1 /4"' = o ) 11; A dJ. r = o 

11- -rctng' 
C 

2f = rotatie 
klasse 

K = klasse 

k = gelijk­
vormigheids­
klasse 

De invariant k ontleent ~ijn naam aan het feit dat S invariant is bij 

de gelijkvormigheidstransformaties ~ ➔Q"'lfA • M!n ziet gemakkelijk 

in da.t c = 1 of c = 0 en dat 

n,~k~k 
6.5) VII VII 

lf~C3 e,O 
De volgende beschouwingen hebben betrekking op een° gebied van constante 
klassen, dat is een gebied waar al deze ari thmetrische invarianten 

const.a""it zijn. 
Om de geadjungeerde systemen behorende bij { 6 .. 4) te be­

pale:n vormen we de 

6.6) 

of kort 

6.7} 

Dan is in' elk geval 

:J;.o-f - o voor v > f' 
6.8) 

:/:: 0 voor fT ,!: f 
Verder is ur 1()""-1 

J=211J -



lf'•I 
en daaruit volgt al vast dat :f Io • Nu moeten we twe.a gevallen onder-
scheiden; 

I. H:.·'.A ligt ni,·. in hetl-gebiel van MJ. .. Dit is eohter hetzelfde 
1 ':,,,.,, ·u K 

a.ls het gebied van , waarui t volgt dat J ::::: w J #, o is en : lf+ I • 

In § 2 zagen we dat bij het systeem 

6.10) 
X fi-e f dj = o ; ~ = \~+ ,J __ .. ,""' 

bE:ihoort het geadju11geerde systeem 

6., 11} J3J J1-/=o;,t=\i·-··'f' 
met 

6.12) J3j C; = o 

Nu is {6 .. 11) equivalent met 

13 11-, <i:J /J-r 
6.13) {'\ .... jJ'f;] dl'-,f -=O 

of ook 

e11 evenzo (6.10) equivalent met 

6 .. 15) 

of ook 

6, 16) 

Bijgevolg ia gelijkwaaraig met 

6.17) 
Jf J 

J,J, ... ;,, ct£ , = 0 
I 

systee• s1 en is dua het geadj 

6.18) J'J I -~ 

Evanzo is s2 kwaardig met 
Jf+I 

di,·· .. JJf~t dj..l, =: 0 

en het =--·~·-···1,,1.1.~""'c'C' ayeteem S; d us 

j'l= 0 I 6.19) s' l. (voor K = 2.f + 1) 
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.Aangezien W,t niet in het gebied van hf). ligt hebben /A1iJ en ~[) IJI.,_, J 
hetzelfde fl -gebied, zodat s1 = s3 en s2 = S 4• Bijgevolg is in di t 

geval C3 = lf en k-=- lf+! = K !J 
II. Wl ligt in het gebied van · • Dan is s1 = s2• Ve.Ider is w;), 

te ontbinden in 

* 
6.20~ 7A/faA = ;_ Ulf- ½] + w;>,, * 

waa:t:in l!'{.>i. van de rang 2f- 2 is en de gebieden van 2.U.[f'- k~ i en 7'.{>,, 
geen vector gemeen hebben. Uit (6.20) volgt ~ 

Y;- ✓ 

6 .. 21) J = W w: • •. • W.:: W *W~ ... ~ W f: O (r.>• 1 .fcu.:foren) 
~JJ-1 . ' /"' 

en ius is het gebied van .. 'J hetzelfde als het e.3bie.d van hat. st.elsel 
14 W . Nu volgt uit s3 

6 • 22) ~ ["J Wv J o/. ,_S f1-~ o 

en (6.20) dat 
·;(-

6.23) / - WI' u O ir,,J -1 f,J;,.0 w11y} d.1,Jl= O 

· Vermenigvuldiging met U w geeft 

* . or 
6,.24) ~[l ulv Uw] d~ = 0 ~ 

maar wegens het bu\ten elkaa.:r liggen van de gebieden van IA{;. en1uq.iuV 
ka.n di t a.llee~ als ut;.rl ctl,f'-: 0 • Bij gevolg is s3 equivalent met 

h/ ,l ct.Jiµ= 0 
fl r 

wf'· c(! ::: o 7 _ 
en dat wil zeggen da, het gebied van ~{J Wv] eamen:valt met het 

:/¥' . Het geadjungeerde s3 is dus 

6 .. 25) 

gebied van 
1f-t -

:J f ::: o ( voor l(= if J* 6 .. 26) S' ,3 

I f 

Vero er blijtt dat s3 -= s4 en~= S 4 zoda.t !, :: CJ= 2.f- 1 .. Hi era.a een over-
zioht: · 

I 



I 
t 
(, 

II 

Sli = .53 : 
I , 

S" = SJ : 

!De belangrijkste Stelling is nu, dat s1 , s2 ,. s3 en s4 steeds volledige 
i syltemen zijn. Voor een stelsel JJ; "'/-= O had.den we in §2 als 
.n.e.v. voorwaarde vcor volleuigheid gevonden 

Pi:1/i 9J J C X 
6.27) ✓ c1 lc .JJt Jff' ~] - o J. ~ c:. = 1,. .... 1\':> i 11: =- f,.,., .... .,'"" 

en hieruit kan men nu gema.kkelijk een and.ere vorm van de n.e.v. voor­
waarden a.:fleiden: 

6.28) 

/waarin 
6.29) 

'Zd'cwr A,··· .i9't ~ W..;. ··•ti:] # o i != n .. /:, 

/") r>+ I CY\ 
~,--~.,11 : l-[A,·•·· A1 ] 

Hieruit volgt dat volledighett1, zeker optreedt als lcJL ... ,11 rota-tie­
. vrij is. De multiveotoren :JP en j zijn nu enkelvoudig en beide ro-
·• tatievrij en daarmede is de volledigheid· van s1 en van s4 voor het . .., 
'geval I al bewezen. Voor het geval II is Cl enkelvouu.ig en ziji, ro-
tatie is Y zodat bier ook {6.28) g~ldt. De volledigheid van 'Y 

/ wil zeggen dat de t,,. l. van deze ar- vector X,,.:,,- vormend is. Er 
bestaan dusoo 'PX,i.z J ~ rt , de rota.tiedragers van het veld ZJJ • 

Evenzo behoren bij r S/ 0o'l<,.X 11 .j('s , de dragers van het veld WA 
en bij S"I' oie/'X11 .*JS , de oba;rakteristiekan van bet veld W~ , waar-
tussen het volgende verband bestaat& 

'' 6.30) I) k = }( :: 2£>+' char. = dragers C rotatiedragers 
, II) k = 2.f-1 1{ = if char. ) dragers = rotatiedragera 

§ 7• Klaaseverlaging b1a doorsnijdingen. 

Is een 'j -vector "'A, ... . ,11 gegeven en een X' m 

7 .1) ~ A: :: -1 I< ( 11 it) J 0::. =-- 1 J ..... J \'I\ 

dan is 
,. .. 

J . 
I ,, • ''- •,. •• ... .1 ,# • c...r J 

7.2) ur,, H. ,, = ./3~' .... J31: w~ ... ,,. j 132 0:,:1-a,e f:, k.,. 

de doors.nade van w,, ... J, met de X,.,.,. Deze doors:nede is een f -veotor 
en due eteeds Dul ale j > ,.,,,, • .Nu geld t de stalling: 
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rotf¼:tt~edoorsned.! = doorsnede rotatie, 

inderdaad is • 

en de 

J 1 (' f?1 Di_,) .,,~ __ a,l, ..\ . r1 w-1, ..... &11 !I: vr4' A .« ..... ""'"Ii 1 /';.,.··Ji+- I..Jr<• .. -~ ~ dJl~·il 
eerste term reohts is nul omd.at d[./f3c] =O 

etel nu dat X,.,, als volgt gegeven is 

I;,,,,., ,k m+, ; ;:k ,..,_ 
( ~ ) = (! ,· • • • . • j I (... :) .::: C 

dan stellen deze vergelijkingen bij veranderlijke waarden der C's een 
stel va~ ot./"-"'·J;.,/s voor. Kiest men nu de ooordina.ten zo da.t 

hli I /"'' "L It,,. 7. 5) .J = ;· . . . . . • ; 1 = . . 
VJ \f.1 • 

dan de Am • de ooord.ina.ten Am S van di t ooordinatenstelsel in elk 
der f,,,/s llan menJ; ..•. gm als coordinaten gebruiken. Wordt dit 

. f I c- £1,,a '3, 'n"l.. geda.an dan treden dus c>J .. c? in 0.3 plaats van '? , · • ·, '7 en de 
doorsnede wcrdt nu 

7.6) 1W"JJ •••. 0 0 = }3;· .... ,[-t~t :er. 1 = &in ,R 1E1 f~,_..,., c"l 
J'ff1 r:.i r, 1-.:,;• ~····"t .,.,···r.1!'1tJ·•:::;::,.;"-J ... ., J 

Dat geeft het recept: 
Om de doorsnede van W-\· ... )1 te verkrijgen la.at men eerst 

m+, n. 
file termen vallen die een of meer 4.2I, ( 9iey.we) m,aatv~cji2r2~ e ~, ... • ., eA 
bevattan en in de overblijvende als :funoties van~'., ... j" beschouwd 

In. 'I-I n. flt.♦ f ,,_ 
verva.nst men J _. .... ,J door de oonsta.nten c, ..... c • 

Wordt van een vector ~ van de klasse K de doorsnede met 
X I I 

m... gevormd da.n ontstaat aldus een vector W., van een klasse K 
in 'X,-,,; • Het verschil k = J( - K' heet de index van het functiesysteem 
ln.+I 12. J I /, . ., .. ,fi, to.v. Ui'). • o;n K te berekenen habben,we nodig ~ • de 
rotatie 2t/en de ui t 'wen 11/' te berekenen rij der '.1.,s • Haar w is 
de doorsnede van ,u , ''ll.f de doorsnede van ll/' en dus 1edere Y de 
doorsnede van de overeenkomstige :J • Om d us zulk een ':t te bereke-

N M..;., "" 
nen laten we uit de overeenkomatige v alle termen met e\,··••e1 

~fl,,-,., I\, /,r,.+1 II I'S. A 

vallen en vervangen in de overige ~ ; . . • • ' dOOi, c J ••••• , c • Let 
>rt.-1-1 l' .,;:::, 'IV men nu op dat eJ = d,1 enz., dan volgt dat "' dan en alleen dan 

nul is wanneer 
(}"' ~H ~ 

7.7) ~J, ..•• i., JJ~./' ... O,~J I= 0 

Neem eerst het geval m = n - 1, dus sleohts een funotia f. 



. fr' tr-

Dan is dus 1:f=~ alleen irldien /J/,::.o • Er zijn de volgende gevallen 

l K oneven} 
a) 

b) 

c) 

II k even)a) 

o) 

J.P+ I - .zp -'Y/ f o; c~ :/ / :/:o 
f geen o~l. van f.\ 1

::. 3; 
, K=-l<;k=o 

.1.R - ,1,p .• 1-

y / =1= o j 1-~s : . .Y/~1 i o 
f geen op. van ~ · ~ ~\' 

'K.:::. .f( .i' k:.=o 
.t.J!, - .~P-, 

tY f = 0 J nto.cir :J;· 1f C 
<'; I t een opl .. van '1 :: 5.t., 

'.K::::. _K -I j K-::.1 

.g;. - .:p~,-

:;f /::: 0 omda.t :f/1
:::: o 

S I s I f een opl .. van 3 = ,;, 
I . 

_K ~ 1( -2.; k1- !t 

(zie echter later) 

I I 

P.C ~ g~en opl. vax1 ~ !Z'. S., 

ma"'lr geen opl. van S/:: S/ 

e:n £!!! een opl. van S 1= S.t.' 
(zie echtar later) 

We gaan nu bewijzen dat in !fu gevallen'K 'f K- l is, indien f ,a~n 
oplossing van St.' is. Neem bet coordiDStenatelsel zo dat i \ / , 

,~ I M . 
dan is dus .,...!:, een oplossing van sl. en J : cons-t. f?,,.;.,D ir:.ta.:;rnal 'Vl:U'.l 

s2 • Bijgevolg neemt s2 de vorm a?.J.1 

7 .. 10) 

dJn.= o ~-­
-w-13 d j J3 = o 

kfl« ct'.jJ1= o 
(3 w:r.,n d. j, · = o 

} ' Dit zijn de vergalijkingfil,n van s2 
horende bij da doorsn~da k'/3 ; 

We weten nu dat 51 volledig is, dus di t moeten preoiea Zf+ 1 on-
afhankelijke vergelijkingen zijn. Laat men twee m~t ~ijl aangeduide, 
die zeker onafhankelijk zijn wag da-i moeten er dus aen aantal? t,,p .. 1 

•nafhankelijke •verblijven. Bijgevolg :11~. '}(? 2f'~, d..,w .. z .. '}( ! }( ~ l .. 



22. 

' Hieruit vo:l.gt dus nu dat in de gevallen Ie en IIe juist k = .k - l. 

en k. = 2. 

Samenvattend hebben we dus nu verkregen 

k 
I I 

= 0 al.s f geen opl .. :lA van s2 en SJ:U! ook niet van S3 
k I • t I 

= 1 als f eeil. opl .. j, ;~ ~van $,.) maar nie van 83 7 .. 11) .:::.:, -
I k = 2 als f een oplc, ·i (~ van S3 en ~ van s2 ,,..'.'Ill,. 

Een functie met index O ".:)ehoeft slechts a.an ongelijkheden 
te voldoen en kan dus zonder_":t_!?,j;.,.egt§-..i~ bepaald Worden. Voor een 

1 
functie met index 1 is integratie vsn s2 nodig, dat is van een vol-
ledig systeem van n - K vergel ijki . .ngen .. Dat kost in hat al~emeen een 

operatie (~ ., Evenzo is 1.1 ':.;o:r- ,:ie.n. fu:ncti.e met index 2 integratie van 
I 

s3 nodig dus in het algemeen een ~1(- I .. Maa.r er zijn ui tzondeiringen. 

Is K = 1 dan is / = f 20 ~(A 13,3;;_1 functie met index 1 en k:unnen we 
dus met een 0 0 ui t. Is K = 2 6..an icun...'>len '!Ne met een O,eenfunctie 

S met index 2 bepa.len .. Dan :L1 t~,~.µ. J,t? S :::- o en dus is ""J van de 
vorm ~ = Z <\, S ,..,. s g,":!v0:-:.c .s-r: z::. .inde kan z zonder integratie 

bepaald worden en Z heeft dan ii1..1ex 1. , w·3 hebben due v◊lgende 
kostentabel voor een enkele fun~t ~ :::: 

index 0 
index 1 

geen integ,1.·at:1 :;8,. bests.at allaen voor }( ( ti 

OR voor I{> 2 

7.12) 0 1 voor K -· 2 

00 voor K ,_ 1 

index 2 O 
K- I ,tftH "} 

Zijn er meerdere functies / 1 
J .... 1 f , dan is de index 

t.o.v. &:.~4 zeker i 2(n-m) omdat de doorsnijding na elka.ar uit 
kan voeren en iedere functie ten hoogste een klasseverlagingikan geven .. 
Is inderdaad k = 2 (n-m) dan heet bet functieaysteem geoon,1ugeerd t.o .. v. 
~ • Elke functie !!!Q.tl dan index 2 hebben. Om een geconjugeerd fwic-

s ' tiesysteem te bepalen zodat men dus eerst sen oplossing van J : 
!< -1-

7 .13) ,Y f =O 

l'l'l.•;.f 

Dit kost een OJ<.-i .. Stel f is die oplossing, zoek dan een f die 
m.+1 

tezamen met f met 4 verla.agt~ 

l<-jlMI -

:YI f= 0 7 .14) 

~el I 

Maar d:l:t i~ equivale.nt met een a{ - vergelijking in de X tt *' / = con­
stant., Dus kan zeker met eeii p,peratie CJx-J worden opgelost .. Noern di!;) 
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lff.+l. 

tplossitlg f en ga zo deor. In totaal zijn de operaties 

nodig om een geoonjugeerd functie;;1rsteem vast te leggen. 
Indian k = 2 ( n-·u) - 1 dan heet het funotie,iiysteem 

semigeconjugeerd. Elke functie moet dan of index 1 of index 2 hebben 
anders kwamen we niet ui t. Men lean du.a beginnen met een funotie Vall 

index 1, dat kost oplossing van s,., ', 
K - ~ 

7 .16} 

·· dus een 

rLos dus 

f:7.17) 

:1/ = 0 

{Jx , Noem deze i'', Do ~·a:rdare verla,gen alle 
eerst op 

J<-.t rn-t-J 

:1 f I= 0 

enz. In totaal is er nodig 

telkens mei 2. 
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o\{ I 01(-2 , .•. , ..... \ o'(+l•!('n·"'> 
Ma.ar bet kaJ.1 ook anders. Verlaag ae:rat n-m-1 me.al met 2, dat geeft 
..,,.,.. ~·l 
f,..,... ,f met behulp van de opera.ties 

7 1 18) (\.1 ~ o~~l>'"'" ,01(+\•l{'tl.•~} 

'; .1 de klasae is nu gede.ald tot ~ ... 1{,n~"'-1) • Nu Willen we nog een verder 
'II, 

,;.1aa:r beneden en dus moet f een oplossing zijn Va.J:l 
l'i·.!{'l\•'1'!~1) ~ 

'J \ ~ 0 

die Zich afspeelt in de x'ffl+I 
1'.+i Ill~/ 

7.19) 

met de vergelijkingen 
f = oonst, ••• ; f = canst. 
Om die oplossing is nu nog nodig een 

7.20) 

0,K+2 -:t/"'.1~~) 

0, 

it 
,, 

,. 

K > l/11.-rrri) 

~\ : l (Tl, r~} 

Wij bewij zen .tet theoremc. 

Q..nd?,~. 1:J. .. i. een eie&~.Y.!D ve;J;_g_ W>,, 1~11 kl~_:'3,£ K ~:q;ist een s;,ate:m van S 
!_unc~ .. ~e_?, ,kfl,n, j:Wl'den e;evondep me~~. £~2£ k ~-Lnoodza!telijk ~n. ypJ:..doende 
c} at I~ v --- o,~ ~,, 
G.1) iS ~k 

K-i< f M· s 
Do noodzakelijkheid der voorW~\.e.rdcn is trivi~.!,.l. Bet bewij s van de 

I' 

otivoldi:.,endheid wordt gele,1erd c1:::ior inderdt~.a::. :J !iincties te ccmstrueren 11 

We doen dat dan zo dater zoveel mogclijk functies zonder integrat:i.ea 
bep~e.ld worden, on be:palen tegeli.~k voor de a.nderon deter: hoogste no-

X 1 

v. willekeurige :f'unctiee bepa.11::n een aysteem van olf/'· 'f:•it 'b 

' t de doorsneden va:n daze met '\IJ}. hebbcn zeker een klasae , If\· IL 

t -~-1,1 ~ K meak dan dat deze kla.sae 'It·«. wordt 11 

( Dae.rvoor is n. e. v. dat 
,,, 

f 8.2) 
1,'; 

voor 

en 
• Ia nu 

ii i en hier blijven alleen de ongelijkheden omdat een alternerend prod',.ict 

i van m~er dan n factoren al tijd O 1s .. Ia 'fl.- u. i: K maa.k dan dat de 

iklasse ven de dooraneden p:recies K is. DaarYoor is n .. e.v. d;:-t ., 

{ e.3) ; i-- { f :: :::: : : : I l , 
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maar ook hier va.1t de gelijkheid weg, omdat 'l -..;, voor (J> t<.. ., De 
funotie8 haeven due alleen mas.r a.an onge11jkheden te voldoen en kosten 
geen integraties. Ga door met het eerste geval. De klasee is nu ft .. a. 
in een xt\\•U.. en deze moet gereduceerd worden tot \( .. k , Dat kan a.1-
tijd met behulp van 

o.4) t{q't-~-K tk +•,) 1l"'" o~ i 

funeties en het totaal aa.ntal functies is S 1 due 

8,5) u.•1:~·-it.t-½ K'T'½k +ii::!S 
of 

8.6) ijc l~+K .. k-'1\-"1 
Nu willen we het aantal u.. maxims.al hebber: en kiezen du.a "l .i:: o • Dan is 

8 .. 7) u. ~ t S + \\ - k ... ~ 
en omdat hier 1ft - u. ; \{ is 

8.8) G3~•"L t1_:i ~+ l 
Nu het tweede geval., Hier blijft :: o l:.la.sae eerst r( in can X ",, ,,1. • Dan 
zijn er nog nodig r k of i:lk H) :f:;;n~t ies die de }t.lnAae ('Ip f~ . k brengen. 

Het totaal e,antal functies is dus 

8.9) 
\ tn· }k ( k c7~in) 

l 1.of(k+1} ( k cnaven) 

dus 

a.10) 
( S-ik ( 

u ~ l <.:i-~ .. 1 ( 
'\\- u. ~ K is hebben _we nu 

k oneven. 

en aangezien 

8.11) l 1K ~l.~+tS ~~td 
Dus, recapitulerend; 

Voor :d< -H;., +1 ~ ):; ~ 
Bepaal e erst u.. • 1 S -+I<;~~ ~ in. 

Voor J\<-2.,n•tS 1'~•, 
funet ias Bepae.l e~rs'!; S- t k of ~ - fi l "I 

zonder integratie, die de klasse 
bre.ngen o:p 

1't- l.t ::ll'l\,-ls .. K +k 
•. Bepaal daarna nog irt - 'S + k ... K 
. funotiea die de klaase op K-k 
brengen. Hiervoor nodig de opera~ • 

• ·ties a o 
• 1'11.•l~-K+k-J » Jon..~.1S-K+k-i, 

. ·····, OK-k+t 

functies ~and.er itf't:pgr•,t.il!' d!e ~• 
klasee onvere.nderd latL:n ~u .11uu•r.J'\ 

tk of Hk~,) funct:!ui !:if' de 
klaese Op\< -i! i....r..:···r•r•·,.. "'i,;,t Kr'ta'tl ,~ t~ V ..,r "C,"''1-.i, 1'I ._l,, • .-. ..,,fl-
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§ 9~. !_a,nonische vormen. van -wi e~ 'Wt'-});. 

Zij 1 f •f- de klasse van 'W). en , ..... _. 1 <S, een syateem van p :runcties me~ 
in~ex ~ r . Kies )._de tt< dan z~. dat t ...... t , ~ r+-• ,•--•H ,S,fl.. ona!ha.n.k.61 ..-

liJk ziJn. w>. i!s kan dan als volgt warden uitge&ohreven 
~ 1 i f f f't1 ft! 'Cl. "" 

9. 1) rur~ as 11' v. M -. ....... + u.M t u. !~ + ...... + u. ti .s 
• ~ 1\, . i 9 .,. ... , ,n.. 

waarin IL, ........ )u :functies van t, ...... ,!))t'; ,-·~--is ~ijn. Daar de in-
'I , 

dex 25> is ontstae,t uit (9.1) een vorm van de klaese 1.. indien ":r.i. 1 \ 

door oonstanten warden verva.ngen. Bijgevolg is voor t.-, 

'· "i. 

r•t r•i -n. IT\. 

9.2) °' tis ........... \.{.as 
f 

een volledige differentiae,l indien in deze uitdrukking \, .. ,, e.ls 
parameter.s word en bescbouvrd. Er bcstaat dus iien scslar fi{~\t\ zo ds.t 

9.3) r' li/i'' .......... +:,g'I\ ,.dt-~oi- ..... -~&t 
~ VT OS ~ ~ 

Uit (9.1) en (9.3) volgt echter dat "~\fA5;;. kan worden geschreven 

9.4) 1 >. · Ai 1 1 f' 1 f' 
"II)~ a, $ :: w\v t" "- M,. T · •·· · ···· + ,I.(_ f.'11. $ 

Op dezelfde wij ze word t beweze.n, ia t; voor f. •O een vorm bes·t;ac>.t 

9.5) wxt~~ ~ ~t1-t-·-···· .... !a; 
Men noemt (9.4) en (9.5) kanonisch8_ vormen ':ac t,.J>. t5~ . Het is interes­
sant voor kanonische vormen de vergelijkingexl de!' dragere, rota.tiedre.­

gers en charakteristieken ta kennen: 

const .. ; 
p 

conet. = ..... J ~ = 

t = const.; •••• f = const., 

char*(X ) 
,n.~ k [ 

drafoers.=rotati.· edra.gere{ 
lX111-K ::. X" .. if) 

const. J 
f 

cc:r:.2,'t .. = .... t b> :::: 

const .. J .... J 
f 
1 = co..nr~. t. 

copst.; .. d 

const. 

= const., 

; = const..; .• d t = const" 

i In de ke.nonische vormen verschijot Ii\.)~ a.ls een veld van de kle.eee K. 
1 • j,_ '\ 1 f f d t t taat v1ar.ruH:'T ln deX~ van de variabelen f(vll:>1···· ... >,tz, .. ) a on B . ,. • 

i e Xll\- word t samengelegd ne.ar het normaalprobleem· Xll'l.-~ \ met d:-e verge ,.1.. !J -

ingen 
• 7) € fl = 

~ 
const,,,; 'S = oonst. ; .... J 

.-, __ .----...,.. 
-~~-

p 
.si = oonst ,.J 



. . . 
·', '.:, , ·,,, . . 

Dit zijn. precies de. dr!gef.t van WA 
-- . VCJor f : , is 

9.8) 

!f+l 

, f 
t)t..tf•' ':>~,,) 

J~,..--~---~io+r •lf if),. i>.. • ·· · ·· ··· : t ,h 1 ' . ... ~., .. , ~, r·~,,.._J 
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en daaruit volgt da:b voor K even een veld in den- kanonische vcrm ner­
gens een punt van verminderde klasse heeft wear die vorm geldt. 

Eenveld van even klasse in de kanonisoht!t vorm heeft eohter pu.nten 
van ve:rmi.nderde klasse gegeven door 

-t f 
9. 9) 'l ::::. o .) ...••.. ; t .. e> 

In die punten is t-.o .. K -ir , C,)«:o.k-:.o 
· ◄ 2 k \ 

Heeft men twee velden ":t en wl die in de punt:en t en t :niet van ver-
' .I minderde lc.lasse en va.n dezelfde klasse K zijn, dan kan men twee coord .:L-

\i:' k" _. . i,,} 
natenstelsels S en 5 invoeren, zo da.t w.\ in ee:n ?fl{ S in de ooordi-
naten $1c· en ~>. in een 'or.{J\) in de ooordinaten t",... 1 den kanonische 
vorm. heeft waarin de eerste Kooordinaten voorkomen en de andere ont­
breken. De velden bebben nu elk op hun e1gen ooordinatenaysteem en in 
h11r.r eigen gebied preoies dezelfde vorm en ku.nnen dus zonder meer op el­
kaar worden a.fgebeeld. -Men zegt dat eij isomorph zijn. Tv:,ee covar1ante 
vectorvelden zijn dus dan en alleen dan in de omgevingen van t~ee ge­
wone puntgn isomorph indien zij van dezelfde klasse zijn. Een enkel vel..d 
is antoisomorph in ieder gebied van consta..nte kle.ese,. Men mei . .ke zieb dui­
delijk dat bijv. een scala.rveld nooit autoisomorph ka.n zijn wanneer het 
niet constant is. 

pr. ot.. 
§ 10. E~genschappen der funo~ i!3S -(,- , S ~ ~ l Wt .:da .... , f 

Wanneer kan een funotie van !/ de rol van een veld~ spelen V'O'Ol" K 
oneven? Daa.rvoor is n.e.v. dat 

10. 1) 'iw-1 ' ~ ... a). iv 
een veld van de klasse l o is. Nu ia echter 

af+I lf♦f ) 1f 
10.2) 'j .j _jf 

~n du.a is n.e.v. dat ~ een oplossing is van bet niet 
~a.rtiele eysteem va.n differentiaalvergelijkingen 

tp__,, lf> 
j .... j ... :tt.J 10.3) 

fit (10.3) volg~f+I .tf 

.o. 4) J + :z o ·• J f 1f-• 

hcmogen.e linesire 



. .· . I .· · I 
en_~ rioe:\ dus een oploasing va.n 51 • $,_ zijn die niet tevens 
van S, = 53 is. Me.,::.r deze beide voorwaarden zijn niet voldt>ende. 
Bl."angt men~ in de kanonische vo:rm 

.. -1 1 I . 1f K 
1').5) ~se.)--+-$ -t.~+ ............ ~ -t>. 

lla,n neentt (10.3) de vorm a.an 
t K / 2 \( 

10 • 6) .e.[A •...... " . .t,..<l - \ r)f >., \l-)-t~ ......... .t >."') » o 

en dit is equivalent met 

10.7) " A- 1 • ""' .f, c,;, • W 1111 \'{Tl, .... •·, 1\1,, v.; I"' • -, > <Jo, ,.. J 

28. 

Bijgevolg is (10.6) of ook (10.3) een volledig niet ~omogeen aysteem met 
de £\Jgemene oplossing 

10.8) ~' ~ + 4{~\ ...... ,t.:) 
bevattend e de v.1illekeurige funot ie f . Is p geen oploss ing ve.n ( 10. 3) 

de.n is de kla.sse va.n '.wigelijk a.an .?f + I • at. tt. 

W'ann.eer kan een :fu.notie van~\.. de rol van een veld 5 of .z. spelen 
voor K oneven? Het is duidelijk, dat iedere ':' is een functie van index 

I (_ I 

2, dus een 01tlossing van s. -= .:::,i • Ook volgt uit de afleiding van de 
4 

kanonische vol"'m dat iedere oplossing de rol van een ~ kan spelen. 

Nu is " 4 '\ 1 -\ 1 
10. 9) a;. .. l,Z al) .. d., ~ . 12 "~) - s rJ..i <>t. 

.. 1.~1 da;.;.ruit volgt dat , en £ verwisselbaar zijn. Voor de functies « 
geldt due dezelfde eigenschap. 

Stel nu. de.t K even is. De.n volgt op dezelfde manier dat voor de 
(:I(. ♦ I 

functies ~ alleen oplossinge11_ van 11 « S~ d.v,.z. funoties van ind.ex 2 
in aar..merking komen. Iiia.ar de s. en -r zijn nu niet mee.r vervrisselba.a-r • 

. Voor enige funotie van het soort t is n.e.v. dat 
10 • 10) , ., _, 

'W">i =- ( 'Iv}._ 

·· van de klasse i p-1 
'-f lf 

10,11) 
'~ '# « ... p j 

en due is n,e.v. dat f een oplossi.ng is van het 
11neaire pa.rtiele dif:ferentiaalvergelijkingen 

10.12) 
'f lp➔ 
'4 .. , ... ,., 
J -.tp« IJ J :,,.() 

'Uit (10.12) volgt: 

l 1J. l3) 

1p 
1 i sO 

1;-1 i + 0 

stelsel niet hOWlgene 



Dua moet .'t 
f . I 

'-, t 
een oplossing zijn van ..;., = ':31 die geen oplossing ia van 

s'} ~ s,, , 
voldoende. 

d.w.z. 'l moet een functie met index 1 zijn. Maar· d.it is niet 
Wordt I\J). in de kanonisohe vorm geecbreve.t1 

10.14) 
-I l \-<-1 K 

~ ~ !, .t~ • ...... + \ -'l 

dan volgt na enig omrekenen dat (10.12) equi~lent is met 

10. 15) , , _ ~ -,rs1 <?, 1 + • .......... ~~ ... ,Vt{,.., .,. ) ""'' 

'ow ~ = o ; t.:J .J.\ +-,, ..... .., 1.-

Ht erui t volgt, dat iedere fu.netie: va.n ~' , ,.. ., ~~ die hom.ogeen is 
l 1 ).3 ~'ft ... , 

van de g:raad 1 in :, 1 ':> .,. .... :, een oplossing ven ( 10 .12) is en omge-
keerd, Is -x geen oplossing van (10 .. 12) dan is de klasae van 'w, gelijk 

aan '-f • 
Samenvatting: 

K oneveJ : 
: functie met index 1 die een oplossing van bet niet 

homogene stelsel (10.3)J 

l ;;) en t : funoties met index 2J 

S: functie met index 2J 
Keven { functie met index 1 die een oplossing is van hat nie-t 

homogene stelsel (10.12) 

Heeft men eenmaal een kanonische vorm dan kan men gemakkel keen , 
stelsel van$ functies met index k zonder inte;_-;ratie vinden, a.an 
de condities (8.1) is voldaa.n. 

~ ~ K 
Is t\<..,__ dan zijn er behalve ti',, S , ,x ;ot..~i" ..... ,_p 'ft-

ona.fbankelijke functies, noem deze overtallige :f'unoties., 
Kies nu voor 

k even: t\.. 
t(., et., 

van de s~ en S ~t\ uit de tot ~ ~ behorende ,z 

en uit de overtallige functies 
ot.. 

k oneven: itk-1) van de !'l J 
«, q., 

S ... i{k+~ uit de !> behorende ill.~« en 
overtallige funotiesJ aic., 

de funo~e ~ voor \\ oneven en een der s die 
gekozen« behoort voorK even. 

§ 11 • Q.ill.j}cvormi~ei§.atrapsfo:t'_!nat ies en gff:,d ien;ttraxu~:fo~J;~P..• 

Bij de gelijkvormigheidatransformatie 

11.1) 
is voor iedere waarde van v 

,11 >i .,. l 
I 'I) ,-

11,.2) J .=:0- ) -t-1\)(J 

11.3) 

de 

de 



:QV:,s,' sijn k en de c.be.rakteriatieken itlY'aria.nt. (Vol,&t ook .u.it de 
antie van S,) 
~eva.l. l* K:: lf +t ii'•• 

'1 _. a 
11.,4,) lf't'.l .tf+t 

·, •(.\f+l}<rPa-1 --...__,__ 
,tP•l ~ ( -/; 0 voor a"" index 0 

i :;. o l = o voor(t' index 1 of 2 

·nuss 

11.7) 

(nooit \roor K.::: in. ) 

~ 0 indien<r geen oploasing 
is van (10.12) 

= 0 indien dit wel het geval 
is. 

indien<J" geen oplossing van (10.12) is 
indien1"" een oploseing van (10.12) is. 

Door een gelijkvormigheidstransforma.tie kan de klasse dus a.ltijd tot 
\c word.en ver111inderd maar niet verder .. Hieruit volgt dat k het minimum 

~nte.J ... Y ... ~l:!P!].en is. )Vaa;-JJLllsJL<!LJe.rgel~jking ,vi\ d r ~· ~~hf'ijY~l! 

Bij de gra dienttransformatie 

11 • 8) 1'\v~ 'C \),\ + 0~ 14 

· ia voo:r. iedere vt&P!.rde ve~ t \J : 
1\1 t)> 

·11.9) ·1~1 
11.10) 

l'IH,,f l'HI ll.~ 

·1 ~:1 +"J 
:1?!:!! zij.n Jp en de rotatiedragers invariant (Volgt colt uit de invariantie 
.··van ':>, ) it 

;Geva.l It K :r lf +-I 'j f o 

tun 
11.12) 

I 2f+I 2 ft'I tp 

~ -~ -+ii1 l~ 0 indien geen oplos­
s1ng is van (10,3} 

= 0 indien dit wel het 
geva.l is 

1tld1en (S" geen opl. van (10.3) is 

ind~en q- een opl. ve.n (10.3) is. ---------------------~----.. 



.Geval II: .if=. 2f 

1.1 ... 13)· fl: O voor r index O (nooit voor:Ji' • .,..)': . 

= O voor tr index 1 ot 2 (a.ltijd _voor < 
:If.,..) 

Du.a 

11, 14 
rf { '1'~ ~,voor tr' index O (r.iooit voor ~::n.) 

= 2f 1"f? = 7P voor ~index 1 of 2 (altijd voo./ 'If• n.) 

§ 12. !1~:t ,inwend,ise. p;x.-obleem voor 'I = n, .. /> = 1 

Gegeven een 't._ -veld door de vergelijking 
·~-, l 

12.1) ~ dJ ::: o 

waari11 Id) een veld ia van de klasee 'Yf • Men zoekt de omhulde XJ voor 
de me.ximale waarde vs.nm. De doorenede van WJ met een dergel1jke X',.... 
1s nul. Bet probleem is due equivalent met de construotie van alle 
etelsels van n .. t'I"\. fu.noties met index ti . Nu gaan de oollditiee ( 8.1) 

voor k: ~ S:: n-m over i:n 

(12.,2) l{n-rn)l )?: 2/J+ E. 

en dae.ruit volgt voor de max1male waerde V van m. 
(12.3) 

0111 nu. een dergelijk stel van f + t functies werkelijk te bepalen, in­
dien WA in de anonische vcrm 

12. 4) 'I.ti l :: t. c) A )Ca + /Jf J If ~ i ·,; z': 1; · · · 1 f i c : I o/ 0 

.s·~g(?,·1:::,,a is, passen vre de regals toe van § 10 en vinde.n ,d43 p,1- c;; 
ver - 1 ij !tingen 

.,,, 

12.5) 

Vergc:ijken we dit atelsel met de vergelijkingen der dragers, 
dragers en oh~rakteristieken, die hier de vorm a.ann.men (verg. 

12,6 f 
I " dragera: £ J;' =eons t. J ..:t' =cons t • ; 

/Xrs. .. 'fPI 
rotat:ie­
dra.gers 

l X'l .. >-f J 
/' l =eon.st. 1, 

• Ir 
oharacter1s- t ~ .const., .r =const. f 
tieken: X f..l, :::!conat.·; ,/o, -'/" •. , , .. : /".r =Const. 

tt .. ' 
dan zie.n wij dat iedere omhulde Xn-f ·E bestaat uit: 

rota"t ie­
§ 9): 

-<, =1, •• ,f 

i. voor 
.,. p-, 

e:Q : oo dragers (=rotatiedragers) en oo ohe.racteria­
12.7 tieken. 

voor 
,r c:,. 1 , oo dragers ( =oha.ra.k.terietieken) 



32. 
Uitsaande van verschillende kano:aische vormen vind.t •en op deae 

wijze versohille:nde stelsels van ombulde x;s • B1jv. 

12.e} l;JA = eA + cS "'J~ :: i)1 ll, 1+ j/J,-3) .... ;/,{~ 
We gs.an nu bewijzen dat men alle omhulde X,,/s I ht.iY kan bepalen 

2onder integratie indien men over een kanoni$ohe vorm beschikt. Zij 

12. 9) w~ = c u A ..t., + P,· c1 ,,,. ; 1 = o of,. ; ,: -= ,, •• "i' 
de kanonisohe vorm. Het bijbeborende stelsel van X-v's omhulde 
is 

12 .. 10} ex 6 = oonst. J 
,· 

.x == const. 

Noem dit stelsel rf'. Door elk punt van bet besohouwde gebied gaat er 
een. Neem nu een willekeur1ge omhulde Xm• Dan gaat er door elk punt 
van Xm. (in het besohouwde gebiad) een X, van#'. Daze Xv heeft met 

x"' een Xi+ m.-n.+C s 1 f r [ n. -Y ; n-JI .. m f Z' ~ 1'i•"'- , gemeen en d.us 
bepae.lt de X"' m\t al deze co .. snijdende X /s juist een X ""'- "' 

Zijr~de vergelijkingen van Xnt 

Het hele geval degenereert 
voor t' = ,i _ "II , dit ia het uit­

zond.ering~geval wa.arb1j de X,n. 
juist !!} een der X/.s van ff 
l1gt. Laten wij dat gevai bi)~ 

zijde dan bewijzen: 

,!E Xrz.. r ligt een en slechts 
een omhulde Xv- , ili Xm, ll­
vat en deB~_"b~hoo_lji_~_~]_j;~oJl /;/' • 

12.11) ~ '1/c,k, ~ ~ 1 r'° J tif+Je~~ ·JJ"') = 0 

A. t'{"t'I.+ 1 .. da.n is de rang van di t stelsel. 11, .. m, • De rang ten opzichte van,-,•,.> ,, _ .J 
moet mlXlder dan n, .. m zijn anders zouden n.-,n dezer va.riabelen 

uit (12.11) kunnen word.en opgelost en deze oplossingen gesubstitueerd 
in ( 12. 9) moesten O geven. Voor l. = .t kan di t zeker niet, VA x O kan 
immers niet nul gemaakt worden. Voor l : o zou het stelsel ( 12 .11) 
equivalent zijn met f' vergelijkingen ff -: o en nog n-m--t verdere 
vergelijkingen. Dat iou met zioh brengen dat hat beschouWde gebied 
zou liggen in het gebied van verminderde klasse (verg. (9.9)) hetgeen 

(1 11) ,>., ("If+£-,., f 11 
we ui ~gealoten hebben. Dua is de rang van 2. t. o.v.r.,.,• , ... ·,..) 
gelijk Ji-m- r', ;:',, , en daaruit volgt, dat uit (12.11) juist 

!' vergeli~kingen kunnen worden ageleid, die fa.-, J If+'"': ... , J" 
niet bevat.ten (elindnatietheorema). 



(12.11) neemt dus de vorm aan 

ti.) 
12.12) 

b) 

en daarbij m.oet de rang van (12.12b) t .. o.v. /:>i , J ;,,+e:: 1 •• •• cf,h. juist 
geli.jk n,.n,, ~ t'zijn ( in de nulpunten). De doorsnede van de X'm. met de 
vergelijkingen (12.12) en de X/s(12.,10) verkrijgt men.door in (12.,12) 

• /( V I de ~ , X ta vervangen door constant en. In elk dezer A 11 s kunnen 
I: E -JA +l+1 E '-/J l; ~ J .1 ••• , 1 ~ ala coordinaten word.en gebruik:t en ( 12. 12b) atel t 

dus precies in elke xy een Xv- n+m+ "i'' voor. Da.t wil dus zeggen dat 
t-= z;'en dat hetzelfde getaldat geometrisch de l1.g6ing der Xh"J,t .. o .. v .. 

de snijdende X/t van tr" aangaf, a.lgebraisch het hoogate aantal ver­
gelijkingen in x;xkaangeeft dat uit (12.,11) kan vrordenafgeleid. 

De t' vergelij king;en ( 1.: .12a) stellen de X,,,,.t voor die alle X) van 
N' bevat die ten minste een punt met Xn,. geceen hebben. We moeten dus 
bewij zen de.t deze t vergelij kingan op een en slechts een ma.nier kun­
nen worde.n gecompleteerd tot 'fl;~v vergelijkin~en, die niet in strijd 

;\ 
zijn met (12.12b) en W:.d.J, :nul :maken. 

Aangezien de Xm,(12 .. 12) om..'1.uld is, i.s 

1 2 • 13 ) € eL x. t1 ·.., f e: d Jt./ -=. o 

ean gevolg van (12.12) en 

12,14) ~ (l;::IJ~·~•,t" 

.J(, ::: r.;.;. '~. '. ·:; ,., .. .,.., 
of in and.ere vorm 



a) 

12.17) 

b) ;, = ;/.. Jt« 
"t'ot <) Jt. <.: 

.N. - ,,t -
-. - J J .•. '.J C. J 
(, z .t, .. ·J.f 

en dit stelsel moet nu gelden als gevolg van (12.12). 
Voor l =.1volgt uit (12 .. 17) dat tenminste een der f(l'bwerkelijk 

X O bevat. De rang van het stelsel f'ct is '& en men kan dus al tijd 

( 12.17a) met l - E vergelijkingen uit ( 12. 7b) combineren tot een atel­
sel van Z: onaf~ankel.ijke vergelijkingen, lineair in de ¢~ 111 Uit 

deze ku:nnen de ~worden o:pgelost. Substi tuatie in de andere j>+ E ~ z­
vergelijkingen geeft een stelsel vanf+ c.- 'C vergelijkingen in 
Jt1" Ji ; / 1• dat moet geld en als gevolg van ( 12 .12) • Samen met ( 12 .12a) 
vormen deze vergelijkingen een stelsel van ff f.. -= n.- -I . vergelijkingen 
dat de gezochte X y voorsteJ:t >) 

De constructie van een willekeuri:;:e omhulde X1r, is daarmede terug­
gebra.cht tot de constructie van de meest algemene omhulde 'Xy • Om 

die meest algemene omhulde X1 te vinden hebben we dus het volgende. 
te doen: 

1) Bepaal .. een oap.onische vorm (12"9) Y.fil1 4/J 9 

2) K~§ ~n getal ?;~ 1 ~ $ n- Yi 
3) Ki~ 't V{illekeurige. vergelijki.pgen ( 12,. 12a) 1B 

~§.~ztisch4e functies F"' §11~~.fll Cx 0 ~ ?: -8 
word.en op_gelos:t; 

4) Schrj.jf de vergelijkingen ( 12.17) QJ2.; 

[ ¥ 0 .t ,t met 
J -

der Jt K kunnen 

5) Elimineer de ¢~ uit (12.17) ~n voeg d~ ove~ige vergelijkingen 
(12.-17) na substitutie van de sq,t bij (12.12a). :pit geeft de·n.-v 

vergelijkingen van de Xv. 

De meest algemeene Xv hangt dus af van t willekeurige functies. De 

meest algemene X11t, wordt verkregen door v·- m,. willekeurige on.a:t'hanke­

lijke vergelijkingen toe te voegen. 
k 

Ui-t ( t2.12a) kunnen ex O en t-£ der .x worden opgelost 

a) c x ~ ._ E w 0{ J( -f; . 
12.18) b} /Ji ,'t J fJt::: ,11 ••• 1 ~- E, 

?i -::: l(J"«(:,- / Jt-::t--E.+l,···J/-'· 
en dientengevolge neemt (12.17) de vorm aan (sohrij:f nu , in 
plaats van ~ } 

a) £ :- c ~o 

12.19) b) f"t ~ 'fot.. 

o) 



35. 
Het voorsehrift luidde: elimineer de sPt1 uit ( 12.19) en voeg de overi• 
se vergelijkingen bij (12.18). De vergelijkingen van te X11 i':ijn dus 
(12.18) ea.men :met (12.19c), of ook, indien men i.uvoert: 

12.20) Ill! '6!. - i w 0t 1t") -J!'~ 1u ot,t )!A; 
(Jt, = .:t'J ••• J (; - E. 
f! :::: I-£ -1- I., •• •. -',f 

in andere vorm 

12.21) !x,:: =hf;/•.,:"' 
t)fJ,i fa(: + .~ 1,1~ 

Men kan 'bewijzen dat ( 12.21) altijd (e:n omhulde X11 voorstelt ook 
wanneer W 

voo:r 
voor 

een willekeurige functie 
een functie var::. /~ , .)( I/, 
in de /,v. is~ 

van faaz. , ,t, .e is 

, h·'.Jrr.ogeen v.,d .. graad t 

Dus: 

Jis)gel II voor de constructie van 4sl m§e13t a;Lgeme~ ~Ql1'4.l.Yl§..~ X.,: 
1) 1?:enaal een canonische vorm ( 12. 9) !Q._('r W;,, ; 
2) :[ie_~ een geta~ t:~, ~ "tp +e 
3} fil&!_~e.r~ functie van /o1 , •••• 1 /Jt-t. , .t l'-l. : 1 . ••• ., .:t P, §1.Mlz:tiisoh 

en. voor € : o homo5een ~ graag 1 ill />, , • • •, f cz: ... t • 
4) ~_ye:r:gelijkingep (12.21) stellen de m~ta.st algemene omhulde X..,. 

!..~• Men kan zelf a iedere X,.. sghri,iY~?: .wannae:r men W ;l.in,!3_~ 

~ /J, , ... ,f&-£ ¥:1!3!.1::.• 

De meest a.lgeme:ne Xh'I, wcrdt weer verkregen door Y- m... v-ergalijkinga.n 

toe te voegen. 

§ 13, A. , re, geometriscr,e ( in een x"'+t: ) "' 
Tot nu tee werkter. we in de X111 van 

, I -Rf ""E + 1 En 
13.1) .,t' ~ -7' .1/', JJi l. ••••~ 

A.lle apeelt zich aohter eig;3.nlijk a:f in de X 'f .,., van .x •, X ~ /;l 
di.e ui t xt',, ontstaat door sameplegging de:r Xn, naar de dragers (dit zijn 

xf'l,,-2, .. £ .. ~) van w,. • Laat due voortaanJl,P+i;,,, .. J/l,we1-; o:!.,, wat 
hetzelfde is, neam Y'I., = tf + e • 

.. 



Nu '\Teranderen we de nots.tie en achrijven 

n,. . inplaats van .f' 
,cSQ u n .xo 
.JA( u tt .x"'" 
w A n n /-l;,, 

k) .. , .. , .. nu 

'2.11# + £. " 

u l; k ,. , ..... 
n 2f + t 

De canonische vorm (12 .. 9) gaat dus nu over in 

13.3) £ dj" + wrl dJJ 

Voor E :: o besohouwen we nu de w,. 
vector in de X>t, der JI< . Dan stel t 

element der Xn~ voor en de oo:mbinatie 
Dus: 

~ der Xm.. derJ* en WA 

Kromme J k. , Lw>i J in de Xzn, 
= Veotorelement 
= { n, .. , ) 

Volgens 
en oak de 

Lie zijn twee veotorelemente.n _tk, 
oorresponderenda (ft.-/ }-element,2,ri 

13 .. 4) 
l 

1.U;i d J :::: o 

Dit betekent, dater tenminste een be 
( slordig: dat punt van de een in <,.,. van 

~,,,. -m onafhankelijke vergelijkingen 

sel van C>C ,.,..,vectorelementen cf 
de vergelijkin6en homogeen zijn in 

da.n ook j" , uw i\ • In dat 

(:)Ci '<'ll,-i t'r"IJ:' of een rttm _ I " 

W::Laraat1 ze 

en 

... an J i till 

nM een St.;;1 

11 rrv wcrd t genoemd >f"~ a.ls a.lle v en n 
in verenigde lig6 ing zijn. _, ➔ fl1 Y'l"'I, -1 

Voorbeeld: De veotoren in punt der ,,_ vomen een ,,,, die IY~ •s .. 
Evenzo vormen de vectoren rakende aan een XM xii,. een ti;, en l,,.~ r 
rakende aan de x/11, een M .. n. .. , • e Nrl'. en : s; 

genoteerd N~,, en If m.. • z n ... ,._, 
gegeven is. 

Kan men ui t de 'in.,-rn. vergelijkin1:.;.en der 
vergelijkingen afleiden die alleen de ,1 I{ 

rang t.o.van de wA juist Yir"m+tia), dan 
een ~ , het veldgebied ( :f'ieldregion) , 

velddimensie van de cJ"lm. of mm. .. ,. 
0 ft ! 1"11 

13.5) rn,-n.+, ~ ,t ~ l'T'l, voor 
m ... n, s t i rn - I VOOI' 

s 

11 

ia de 
n 

d.e 



37. 
Voor di tzel:fde geval a. ua voor £ == o gehruikt men in de X2 r1,. ook 

·graagde eoordinaten 

1J.6) X. X tie/ F k • X· (X)~ 
- ~ .r - Wk 

A I(: {.IJJ ..... ,(XJ 
]ah neemt W">. clJ de vorm aan van een differentiaalvorm in X2n.. 

13.7) W'_a d X13 i 1.3:: tJ •••. ,n,,(f).J. ~ . . 1 /n/ 
waarin /A/_ een covariante vector der X.., is met de kentallen E 4~ 

13.8) . b✓A 1:11/\IA ) }101 cl_:! 0 

Itl deze X1n.stelt iedere ot:meen xrn, voor. Is de 1lm, een W,,,., dan 
geldt in elk punt dezer Xm. dat W,3 dX 8::: o is. ~ Nm 1s dus een 
omhulde x,,.n, • Van We kennen we de klasse, namelijk 2n, • Nu weten 
we dat de maximale waarde van tn, juist n is (verg.(12.3)). I>aar-

ui t volgt dat er geen .N:n's met Yn. > ti bestaan t 

We gaan nu de resultaten van§ 12 bl~. 29 in X2~ geometrisch dui-
den in X • fl; 

Stal da.t de dim~nsie van een frm gelijk t is. Dan b0staat de j{n, 
'l'\.•t X ui t o0 vectorelementen in elk punt van een t en deze moeten alle 

aan de xt raken .. De }[n is dus de ~; die bij de Xt behoort,. Ga nu 
uit van de kanonische vorm van WB ix i3 in xj.n, 
13. 9) W . X 13 W ·X~ ~ B d = A cl. = WA d j 

Xn, 's is Het bijbehorende atelsel van omhulde 

13.10) ~!/' = const. 

d. w. z. iec.ere Xn, stel t de Nn.0 voor die ui t de 0<> 1'\i vectorelementen in 
, , X .[K een punt der . h, de~bestaat. 

Ga nu ui t van een willekeurige omhulde xm van het veld W13 in X • 
'ln~ 

Dan weten we da.t ui t de 2.n..-·mvergelijkingen juist r vergelijkingen 

kunnen worden gevormd die alleen de J k: bevatten. :Oeze stellen in de 
Xn. der J k een XTt.·'tvoor en de ),\n. is he.t beeld van een N'm. die deze 

X 'rl,-,:; als gebied heeft en n, .. r.. als dimensie .. In dezelfde Xn. 
leggen deze 't vergelijkingen een ri vast die bestaat ui t alle vec-. X 2.n.-,:; .. 'n,- ,aro) 
toren in de punten van d~ "' ... • Deze ~ :n..-t bestaat du.s ui t de 0t0 JYY'I,, s 
j_n de punten der X ..._ .,,, • Bij de X.,. . ..,,. behoort een en alechts ee.n 
1rn.-,:; • .,- 1.,, ,.,_" 3 

JV. 'rt., en deze bevat de ..Wm.-omdat de ~m de oo:oditiB W d '/,... 1 ::: o ver-
vervult. B 



De tiguur op blz. 32 wordt nu : 

w-; 

(men bedenke dat 
'tt, ➔ 2.n. 
v ➔ n. 

en dat dus degene:ratie op• 
treedt vooz, t ::. Ti.) 

De stellin,g op blz. 32 is nu 
vanzelfsprekend geworden. 

Voor & :: , beachouwen we r1 w,., .... , w,.. als componenten van een 
oova.rianten vector in de X n.+, van J ~ J"' en w, J •• ., w., als ken• 
tallen van een t"' in de looale {J'II;,, • We schrijven 

13 .11) }( 0 d..!f f O , X k ~{ f 11 . \/ ( kJ dflf 
- .,:::, S - N J I\ = W"t( 

(kJ: (tJ., .•• ,(nJ 
Dan neemt de Pfa.tfsche vorm ( 13,3) de vorm a.an 

13.12) 

waarin 

13.13) w;, ~1 1 J wl J;I wJ , /J;"; ~r 0 

(~)= (J), ... ,(r,,J 
In de Xn.+ 1 worden nu a.lleen covariante vectoren besehouwd. waa:rM.n 

het eerate kental nul is. Homogeae rt,,,:s komen dus niet voor en er ia 
een eeneenduidige correspondentie tussen de rt,,/ S en de olt.,,,_'s • 

De fie,,uur op blz. 32 · kan voor S :: 1 evenzo aangeduid. word.en als 
voor f, r:; o • 

§ 14. C1 -tranaformaties. 

C, - transforms.ties ( contact-tr. van de 1 e soort) zi.jn die trans-
. r O f. /(, . ,, O ~ IC I , f O -/ £ 'A 

f'ormatias £..!; J .!> J WA~ S..SJ..5, ~ die £ c/~ + w;. ~ imariant 
laten op een willekeurige scalaire factor na. Is dus 

e:£ •. i' ¢ 0 ( et;j~ w;) 
14,1) 1": '¢ 11 ( ) 

, It 

'le)) :. tf i ( • ) 

dan is de eie dat 

14.2) 1fr(t ci'J/'+ 1WAd'f;)-: Jfr(ld f, 0, 1t11d] 1) 

waarin G"" en tr'tunaties zijn van tj~,.S; Ju..1 , waarvan alleen het quotieat 

14 -3) °'j '$ a '[J_ ( ~ .r. j, ~ W'A ) ; IJ t. "- f2 ( £ X; J ~ 'w, ) 



ona 1werke113lt intereaseren. Er zijn 2 d.Uidin&en mogelijk: 
'Otl W,1, kunnen worden beschouwd ala 

1° meuwe aoordinaten voor het vectoreleme.nt £j 0,j~ w,. 
2° een .nieuw vegtorelem~n;t waarin EJ ~j'~ w~ overgaat. 

Wij nemen hier altijd de tweede inte:rpretatie. Bij een contaottrana­
:format.1e word.en dus de -vectorelementen overgevoerd in andere vector­
elementen. N.B.: twee elementen bebp~epge bi~ het~elfde nunt kum:lep 
na de j;ranformatie tot versehillende ,ptmten behoren. 

l)aar ( 14.2) ~eldt zijn C, -transforms.ties die tranaforma.tiea der 

vectoreleimenten waarbij "verenie,de lige5ipg" invariant is, 

Er is nog een andere invariant:le ej ~J ~ w, zijn de coordinaten van 
een vectorelement in )(t\t + £ • Een 'b~paald vectorveld (met £"'9 ... £ ) is 
due gegeven door de vergelijkingen 

t~=' 
Wi = /4 /6j ~J/r) 

' . Voor de Laten we op dit veld een C •transformatie toepassen. 
trsnaformatie hoorde er bij ieder punt een vectoreleme'nt. Na de trane-
tormta;ie hoeft dat niet meer zo te zi~n. meerci.ere elementen kunnen 
in een punt bij elkaar gekomen zijn. Dan vernietigt de transformatie 
het character van de !ltn. vectorveld te zijn. Blijft het veld vector• 
,;eld dan beet de C, -trar~sformatie t.o.van dit bepa.alde veld veld 
conserverend {field-preservlng). N.e.v. voorwaarde is zoalq enig ge­
reken leert 

1' 
t ( l1, ..... ..; 

! ( Jo'¢ 0 + r iJ "~ ~1 uof,. l l ( ~;,'¢~ ( JI'//;°) J;,~) 1 

i 
14. 5) to 1' 

&{ 00
1 cf/' + ( (/' 'tpk) Jo Ir J a, ',tl+ r vP,¢t14/4 't'l, 

i 
, _ J . ., _ J . ), x_ ~ : "u . -- J u.l - - ) , a -1" uJ W'k 

Dit is een .2.,_ngelijkheid, dus"in hat .. algemeen" is een C,-tranat'ormati.a 
voor enig veld veld.-conserverend., maar er zijn uitzomeringsgevall.en. 

Stel nu dat (14.1) t.o. van enig veld veld-conaerverend is, Dan 
: volgt uit ( 14.2) ill t en de charakteristielten die C,. transtormatie 
invariant zi~n my~ lf en de rotatiedragere in het algem_eep.xli.el• 

Het d.oel is nu de meest algemene C, -transform.a.tie te vind.en. Men 
kan het geval t:. 1 op t::: o terugvoeren. Maar men kan even gemakkelijk 

, algemeen werken. Voor bet gemak schrijven we nu Cf 1 voor O""klJ , en 
t I t 

, eYenzo 1. l voor tr w J • Dan nemen de voorwaarden ( 14. 2) de prett ige 



· 40. · 
an de.t betekent, dat de 2n.+&,+1 vergelijkingen (14.1) en (14.)a) in.· 
de X q""+ 1./t der ve.riabelen 

14.6) ££° C~o /k 'fie £(l'_ ~~ t:1 ~ 
..;J J ~ ;_;;, l,l::) J I c;; v, 1) J z) 

een X1~+li+i voorstellen die omhuld wordt door bet vectorveld be• 
horende bij de differentiaalvorm (14.5). 

Om dus de meest algemene ~ -transformatie te vinden bebben we 
maar de meest algemene omhulde Xfl u ... /it bepalen waarvan de verge-

o k <i1. ... n. + ., .... ... I I 

lij~ingen zioh na.ar E. J, JJ, J VG"' en 1 ~ ( en evenzo naar t J.;:.J~ % , 
en ,,l ) laten oplossen. 

Daar hebben we nu twee regels voor. rrerkende volgena Regel. I § 12 
(kanonische vorm hebben we al) hebben we t vergalijkingen te kiezen 

14. 7) 

en de volgende 1n. + lt vergelijkingen op te sch:-ijven (we hebben hier 
het geval van een ll.Elll klasse en p cs~at hier over in ln. + 1t ) : 

iv~ • e"' ~ rt' f a-- = - i "t\ lf « 
14.e) « JJ o a <J'l o 

9l O -\t if/' 11~ " X,a. 'l 
Uit (14,8) elimineeft men nu de ~a • Dan blijven er ll'\,+ lt.• r; 

vergelijkingen in de 4,,,.,, t t,£ variabelen, maar deze zijn hoxnogeen van 
de eerste graad in £Ci", t<r', <!. ·~ 1 

1tJ~ 
1 

• ~en ka.n er dus ver-
gelij1kingen van maken die behalve tJ ~ t1~J \ '!, t: alleen 'W'; ,'w.a 
en uj'q-' beve.tten. Met ( 14. '7) srunen hebben we d.an 2 r,, + tt vergelij • 

. kingen in deze variabelen. We doen nu r.og het volgende: 
I 

~ t :: 1 : Elimineer Q"'/<r • Geo:ft 2ru + , vergelijkingen 

in de varia.belen J 0, J 0, J 1c, ~: wil, 'w, en hierui t moeten ];~~'""'.a 
worden o:pgeloat a.ls functies Yan E '> f le: ,,J\ • IJat di t al tijd. kan moet 

~ ' ., J l'I 
nog word.en verzekerd. , r---

Voor e~o : Kies voor 6i'tt een willekeurige functie, analytisch 
en f o in het bescheuwde gebie:i. Dan he'bben we 2n. ver~el ij kingen 
in .S~ rltJ «~/WJ waaruit 1~ ;WA mceten kunnen wor1ien opgelost. 

Or.i die mogelijkheid van cplcssing te waarborgen moat men nae.r de 
;funoti,onaaldeterminant van .het stelsel (14.7,S) kijken met 'betrekking 
tot l..§ ~ Su,.£1 fJ en 1 Q. • .Jat voert tot de cond.itie dat de de-

:terminant • 



C i} f"« dFCJ. -c)JO J°jl 0 

14 .. 9) 
e \ i)2.;a t i>V't#. Jftf 

q, -
t>J/t/!.,f' 

c:z-
;fj!k ~Ad$/'-

J2lf Q'. J'-f«-
t J t" t,~ -

l \(t JlfJJo JiO<J.§ 0 a:_so 
met tt,+ t + !. rijen en kolommen m.et i!'!iievo Jige ( 1411 7) nul is. 

Het getal 7: speel t een grote rol,. Men noemt T\ +-£ - t de pans 
van de C1 -trans:formatie. Bnig element in een punt ~J 0J j "° wordt 
getransf ormeerd in een element wellr:a punt •·in elk geval op de X ... 

••+&-?: 
ligt waar van de vergelijkingen zijn 

14.1c) li°f.eeS 0, 'F0 {k 'ri•:) :::. t) j e, =-f., .. 'J 2= 
* ~ '~ J~ -

* Aangezien verenigde elementen verenigd blijven raak:t het getrans­
formeerde element aan de X't'\.+&· t• De N~ behorende bij J O J JI( ge.at 
dus over in de Jv:."'+t-c.met X .,. als veldgebied. ne omgekeerde 
C -~ X ~~t-~ 

, -tremsformatie doet de n..-+c _ t; tot een punt samentrekken. 
Indien ·n, + E, - t' ~ , is gaan alle elementen behorende tot een 

punt over in elementen die weer tot een punt horen. We hebben dus een 
punt transformatie en ui t deze ka.11 de C, -transformatie eemuidig wor­
den afgeleid voor e:: /en op een scalaire factor na voor E. .. o • Di t 
geval heet de "ui tgebreide 11 ( &rt ended, erwei tert) punttrana'f'o.:t"fllB.tieia, 

Zij e-= o en zij 

14. 11) / .x ( j k) :: o ). x -= rrv + '..i . • .• -> -n, 

de vergelijking van eer.. X'rr .. in XT\, • led.ere oovaria:ct,e "'V'ec-tor. tan­

gerend aan Xmheeft de vorm 

14.12} W;. = Jx O,l. f x 

Pas nu de C, - transfol."matie 
1~k _ 1 r1-.k/c* ) 
..s · - r 'c.S J w-' 

' U./l = 'lf A t 1 I( Wl J 
14.13) 

toe en zij de rang biervan 'n,-?; • Dan gaat ieder punt der Xrn,, met 
,.ro 1rn- t zijn bijbehorende 1v~ over in een ;,~ behorende bij een of andere 

Xn...i; • Sub.stitueert men nu (14.12) in (14.13) 



en deze vergelijkingen zijn homogeen van de graad nul in de :f ~ omdat 
de '¢#( homogeen v .d. graad nul in A/4 zijn. Ui t de ,11,- m vergelij-

kingen ( 14.11 , 14) kan men de j ken de l'\r-m - , verhoudingen der .:J x. 

elimineren .. 



l. . d bl t ' .. ~ . . . . ' , .... t e iminer$n en an ij t e.r ~_g.E:Jl.:~.r:•~-~·J __ §:_~J~ \1'erse..1.iJ~ti .. :i;; 1n ne ~ over, 
voorstellende een ~-l • 11 In het algemeem·1 gaa..'t ~u~ de element en van c.e 
:N! ~oreooe bij tm over in de ele.11en.ten \~an {ie f~ .... behorende bi~ deze 
)~n.-l. Voor m. J.ll1 n-1 volgt dus c.at een ;:1-transformatie ee:::! Xn-l met zijn 

J:fl-1 Hin het algemeen" overvoert in een 2.r..dere X ., ~aet :;.i,jn l{ri-l. n ~-.-;. r:. 
t"V•ee e.rgens aan elkaar rake•·0de ' • s : .. ,a--" · · 1 .:· .,..,,, ., , .i r · ·'"e•·: ~ .. 0 ·( is . ~ ,' ' ' ..... .. ..... t.;:.. .... l :~,", :c;l ...... . ,..t,,O \a.,;,; _..,.... ..., o. ... ·., , ..... i, ....... 11 .... 1, ,: 
en "'.1.· t 1·s ;ie .,..e""en -a,c.,..om de .. •, •. .,., .. n°·~or ·•;-:rt· ~ ·;,_ "a...,.,·- =c·1• .. ,... .. .::.,·•~· 0'•-,rr"~ ~-1.· es . "4 .. "-A, .,J.. \,,Ii;. fl" ~· . \.,-, ... .., .... (I. 'i,il.J.., ,o-,U.~_...,, l..i,,I,:"~ \,i ,,._,,.._.,,,,'-,.,4 .. ._,. ..... ,_(.,.,.,...~.,r. ....... ,,U.C:,,.1., ... 
teten, 

VOO:' l:et 

Yolgens resel II hebben we nu eer::. fanctie tr vau t: ,~a= 'i) , ''" ei::; van 
1-ri -t lt: - t" der f\ 1\J. (met andc:'e ind:ices) 1.~ te 'itCh:reu, ho.t.or;een ·.rar:, ,le 

graa.d 1 de tJ.''3 en ~'J', ;ile.ar we tiloeten 1:r:::c1 os §.i3-r,.g~::er:: ·::~l: .. e v;;.n el:'r d.e:~' 

4 soorten grootheden voorkome!l. d.us 

14 .. 16) ?T(Cfo., 1<f1, f\ 'rl) (homogeen van::.~ le ,f·rai;;.d. hl 1./11) 

a.. • 1- a • , , . , r, .... i ; x _ -r, - l .,. , •.... , -~ 

); • I - E., .. -, r:t - £. ; y : !:1, -£ "f' I, ,. , " 

!!._a.rbij men natuu:rl~jk eerst de_ f" op wi_!._!~J~.i.12......:?_i_j __ z.~ .. ~:_E,~!':t_E:.?ls~P­
;~uteren en de 'h, QI? 12:reci~s~filde ~nief'_,1_Mj;geen ev_e~e_{:\E§.~~§.t 
voor de 'i"' !a 1fA • Men k.rijgt dan de volgende vergeliJki.oc:er:. 

14.17) ,y f & - ~ = 0 t!J 1x 4 ; : .. • 0 

I I~ 1. 'l)l - 0 ...I) '..., ") II ,... -'J ) + ~ - A '1 '/ - '7.)' - '-' 
D·t · · i l (. 1'- -, · d · · · x r " 1 z1Jn 1' + vergel1J.l!l.Il.3en. 1e in a.e 1,,., < een. A,. 1'< .,. voor-

"( • '. '1' lj C. 'J.. 'I + ,i;?; 

stellen~ die door de vector van (14.15) om.huli worct. V is :1omoge0n 
v a.n de graad 1 in q a. ,'-q Jen dus zi j n ( 14 .1? a, b) homoe; ee .a. v cl:n d.e nttL. e:1 

en (14,17 c,d) van de eerste graad., k I Jr, , 
voor f ~ O zijn (14.17) 11) vergelijkingen in { ,a- "-'..t, ~ , irwl. ·loer 

~I . 

nu voor - een willekeurige fanctie in, 5.an blijven er hi vergel.i,:La:::sr~~~ 
tk <f '; le 

.. \ 'I WA 1 ') '\ WA • Cl t ¥ 0 I • 1 1 

j Voor e : 1 zijn (14.17) 1 ~+ L vergelijKingen in ~ 1 \'."V-".l • ~ , \ , W'J., r, o- · 
\ilimineer : 1 dan blijven er l n + 1 vergelijkingen in r, ~\ w,l, /f\ '( \ w A' 

In beide gevallen moeten ui t de t'l'\ + f vergelijl{izlgen de r\ (\ w" e:i 

.evenzo de '~0 ,',r\ 1411A kunnen worden opgelost. Daartoe is n .. e .. v. da t .::.e 
functionaaldeterminant van (14.17) ongelijk nul is. :x;.t komt neer op ie 
' ;voorwaarde 
'--··- ·-- ··- - - •. ~ --- I k I 
)!oot: Aanvulling bij blz. 41: Bij de oplossiilg van de { i 'tA-) \~oar· ( :. a 
,4blijkt dat de '(> I< in (14.1) hom0.3..een van cle gra~ in WA ·::or•:.t:n en de 

~rodukten Jl ''f'>i (zie (14.1) en (14,?,) £.~-2~-~-.V~l.S:-~_E_r§~d. l in VIA• 



( ).d = gothische ~ ) 
en de condities nemen de \Torm aan 

01V ~~v d~\J 
uuo '~'° uq,~~g ~1~~ 

14.20) 
sl. v (."? v <'>1 v 

¥0•1° 'i)9Q'I,. :>~f' ~ ft 3i~ 
ii·V c/V J,..V 

44. 

f C' ,:. ,. a,.,.., ... c..'> ••• , ,"""(. 

t ::.. 1:, - E. + ; ' . ' . ) 1-v 

.,t :::.. I - £. 1 • • • ) '! .1. - L 
J ::-. -C. L - t .; 1 ' • . • l . ~,., 

+· 0 

oG"'~J\1 l9u11o',f'1 ~Jte~:_f1 
Laten. we nu eens proberen een gen.ererenc.e f\1:nctie te construaren ,rcor- :5.r~ 

identische transform.a.tie, juist voor ~ geval. Dan weten we d.at (zie 

4-.1)) 

14.21) 

tu zitten in 

14.22) 



. · .·. 4s.· 
D~ e~&~~(mogeli~kheid :ls dus da.t de. ind.ice$ ,, ... •.1 1:, samen'Ve.llen mett~i~~:,, 
•eii~ .. ~-._,t.i.met 'e,+1~!-· · ,,ft, en dit kan_ alleen. als of ~='l., r,l:.:i.o af g_;;?£Ji/i\· 

J)at.levert'twee mogelijkheden voor V · •· · 
'izt}2:;) · if:· cr:J 0 + <i>i~ l ( t; = tLl t,. = o) 

. . ' 0 I \ 

?f :: --- rr J - 1, .! .,, ( i: : o, i;. = n J 
15. C--transformaties ---- ·- --•·• ,----·---·---------.... -·-

·. Oon.tact-transformaties van de derc!.e soort zijn c1 -tran.sformaties m,1t 
.·. Q":::.I • Voor ieder vector-veld~ waa:z.voor de c3-trunsformatie veldoor."".' 
serverend is, is niet alleen J, maar ook i..f en dus Ye invariant, ~aJ.s ... 

, m.ede dragers en rotatiedragers. Er is nog een andere invariantie. Lrij eau. 
· T(; 1 met velddimensie 1 gegeven. ·v-orm dan de integraal 

15.1) . j t dj0 + W;i dJ/· 
· tussen twee vaste pun.ten van het veldgebied. van is feze intE:graal in.­
variant bij alle c3-transformaties, om.cat e dj~ w;.dJ invariant is .. lleze 
.in.tegraal is dan en alleen dan nul \roor iedere kenze de:i:' eindpunten als 

. rt.I ':: N'; 
Om. de meest algem.ene c_,-trarl.$formatie te construeren gebru.iken v.1e 

een van de twee regels voor de construe tie van c1 -transf ormaties met de 
· bijcon.di tie o-:. 1 • , 

I 

f1.egel I wordt erg gemakkelijk voor & :: o daar dan <;'/(j' vrij gekozeu 
mag worden. Schrijven we voor het gemak {a. voor Xaj(j" dan gaat (14.8) 

over in._ 

w - " V cfF().. . 11u - )" Ka. 
l5, 2l J - - !\,A <)_!," ' ) - 'LOI,. a].\ 

·· en el.imin~ren van de \d. geeft 2n,- v verg~lijkingen die tez,aI:,lQJj m~t de 
· t vergelijkingen 'r"~o de c3-transformatie va.stleggen milts de ~- v,11-

doen.aan de voorwaarde dat de determinant (14.9) voor &=o ongelJ.J~ iul 
is (er valt een rij en een kolom weg). B.et is duidelijk dat nu de ff ho-, 
mogeen. van de gra.ad o in de w) zijn en de 'l/1>. homogeen ,van de graad l. 

Voor t : / is er een complicatie omdat de keus van u¼, niet vrij is• 
De r" :mogen dus ook niet vrij gekozen word.en maar zo det <r'/<i net 1 wordt. 
Uit (14.8} zien we dat daarvoor n.e.v. is dat 

Y ( ~ + a r"- ) -o . Ot = 1.., ••• J i 
't~ 1.§,0 Q~O - J t-'« 0 

en dat is voor alle wa.arden van Y alleen waar indien de 1· van de j en 
I ll,~ J 0 alleen afha.ngen in de combinatie 

Z ·d•f I o j:o 
15.4) ,:, J - .;:, 

15.3) 

De vergelijkingen (14.7 9 8) gaan nu over in (scbrijf weer ta. voor,r-/G') 

15.5) rtL( Z,J:]x) = o 



I~ °t" tr 46, 

, . ·· .. vro.-
t, .. 6Y ?Jl'A :: - {'er.· 1,~l 

· 1w _ v.··. · o tF~ 
. . . l - '--0, cJ~ 

~n de determinant (14 .. 9) beliouc:b z,ijn vo:rm bthalve dat' e. -:::1 en dat j 0 

overg· aat. in ... ·Z·· · . Git deze vergelijld.ngen laten zich na eJ.iminatie der )/ ". •· I O 1 . ·. k . . "(/·t, 
a.e Z :"!,-J; 'J/ en uJA oplossen a.ls functies var; J > kl,1. 

Gebruiken we regel II voor E=odan is nu cr:.cr en dus 

15.?) 

I 
en 1(1 

15.8) 

_QL cj t, + oJ j( =- o 

15.9) 
d) 'w,-~ = o 

De condities voor V hebben de vorm. (14.18) maar met 11/.fl... en. 1JJ/t in plaats 
I 

q-Q. en 1, . . . ' 
In het geval dat f, : / is j is d~ keuze van. <i/Q niet vrij en om crt:.. (; 

krijgen. m.oet 1r ae.n. zeker.e voorwaarden voldoen. Men kan bewijz.en. dh.t 
I':-' I I 

geval, waarbij v bij de ia.. terechtkomt en ~ bij de J l hier niet 
voorko.men en de and.ere 3 gevallen wel. Neman we wederom het geval c.-' 

I I . I 

de 9t1., fr in de 94 (blz. 44) dan levert <T-::: v en (14.19 d) 

15.10) ~ II = r;-•· . o:go 
dus is V van de vorm 

15.11) V = v-:J," + U { v; 9,.,'~ i, !, "'J 1) 
I 

van de graad 1 in 0: 't. It; ~ a. , dus 

15.12) V : <(J· 0+ rr/41( wfll/NiJJ J J 13) 
de v,oorwaarden voor W 



15. 4) 

In het speciale geval dat 

ben we dat J 0 invariant 

J~ ~~ overblijft. 

" 1' l " 

~~-i,.~. 

?JW 
~lfo~1, 

c/LW 
?LfoJ1? 

:f:o 

16. C -transformaties ---------2--------------- k 
. Een c2-transformatie is een transf ormatie in ~ :J J lfJ die de 
t Ffaffse vorm E. <itj! ~~invariant laat op een additieve volledige 
l c. I differentiaal na. Oolt -deze transformaties werden 11 contaettransformati.es" 

genoemd, hoewel zij de typische contacteigenschap missen.. .Er bestaat een 
zekere duali tei t tussen c1 - en c2-transf orm.aties. We schrijven de voor .. 
waarde in. de symmetrische vorm 

. I J C I JFA d :1~" JJf'A 
16.1) ds+ed.·f+~~ = s+E~+w,1~ 

I ~ •tk 
en noteren dat S en s functies zijn van £ J ~ 1 Wi waarvan on.s alleen het 

verschil inter ··esseert: I ·o t,, (') 

16.2) s ~ S =- n (t:JJ.S~ WA) = ~L ( ,J:]~'JQ) 
Is een c2 ... transformatie veldconserverend t.o.· van een veld E..Wo =- f..,,WJt::/~(5·? 

· dan. volgt u:i.t (16.l) dat de rotatieklasse 2f en de rotatiedragers invari-
ant zijn. maar k en '1~ in het algemeen niet. 

c2-transformaties hebben nog een andere tnvariantie. Stel het veld­
ge\Jied van een ?fl, is eendimensionaal en gesloten. Vormt men dan over 
dit gebied de integraal J € dj 0-+ w.) d_! '). dan is deze integrae.l invari-
ant bij c2-transformaties. De integra.al is nul wanneer de ti. een if, is 
(niet noodza.kelijk). Bij een c2-transformatie:.blijft die integraal nul 
maar de N; behoeft geen At; te blijven. Is de integraal + o de.n kan 
de rL, nooit •. door ~en C2-transformatie in een punt worden samengetrokken. 

Bet is ha.ndig om te schrijven 
. d.tf f o . , daf I 'f o 

16.3) :x. = S + f. ~ J ~ = S + f.. ~ 



d i I I ti 'f ~ 
Dan gaat (16 .. 2) over in , 1. + 1t.S, dJ ::: d-z + IN>, cl./;., 

48. 

Om dus een c2-transformatie te verkrijgen heeft men maar een. c -
transform.a tie te construeren in 'l 1 WA en J k .. Is dat gebeurd dan hebfen 
we vergelijkingen van de vorm 

Voor 
Voor 
om de 
sen. 

16 .. 5) 
4) i - ~ + e. 1 _g O 

- t J O 
-:: t ( j;; Wv) 

t) 1 k -:-. 'cj/< ( J ~ Jily j 
Cj I v,/1) :: 

11/l"J /J ~ Wy} 
£ = Ostelt (16.5 b,c) de c2-transformatie voor. 

E.:::::.' kiezen we voor S - 5 een willekeurige functie van J ~ vv,1 , 
c3-transformatie te veI\kri~gen kau men een der beide regels toepas--

J_!2.: ~ ~~~~!~~~~!E:-E~!t::~!~~~~!~~-~~-~~- Xn,?:~E j k. 
'fl-\ K vKd1. 17 .l) -S :::.:. ,.$ + /' ~v ,, 

X XI, 
heet een infinitesimale :puntt~aP-@!9~~§.:,t:!:~ in r:, • \ is (3en contraiTari~ 
ant vectorveld en t een hul:pv:3,rj_abaJ.e $ Met Lie schrijft men 

c17. 2> X cl_j x-ru ft 
en noemt X het ~_ymboo1:_ der infir+,, tr~nsformatie. (17 .l) kan ook worden 
gescbreven 

(17.3) d. f I'( \/ /'(d ../. 
~ ::;. /\ ~ v 

1f = l'(Jf'J 
en 

(17 .4) 

is de gewone differentiaalvergeliJking van de stroomli-jnen van. het veld 
X If. De oplossi:ng is van de vorm 

~I< ;; fk(J~\t) ~ fl(.J~ o) ::Jl< 
C fJ 0 

(17 .. 5) 
I 

Deze vergelijking stel t. voor een groep van 00 transf ormaties, die 
allemaal de stroornlijnen van XKinv-~tant 1aten. Niaar niet ied~ punt­
transforma:tie, die ontstaat door al!E1i pu.nten langs die stroomlijnen te 
verschuiven (natuurlijk continu) be;,i,):ort t.ot die groep. l\ilen make zich c 
goed d.uid.elijk en ook dat ~e groep 'p;ehorende bij . xk. niet dezelfde :Ls 
als die behorende bij .tt"' X tenzij (I een constant.e 1s. De groep llee.t 
de e~n .... par~ete_p groep behprenqe bj.j . d~ infini tesimale, t~a~_formatie 



Wij herinneren eraan, dat eontacttransformaties in een Xn1-c. konden 
worden ged~id als ,transformaties, di.e in een X2nt-t een bepaa.lde dif-
ferentiaalvorm (of veetorveld) invariant of op een factor of a.dditieve 
gradient na invariant laten .. Om dus de behandeling van infinitesima.le 
conta.01:tra.nsformaties voor te bereiden moeten we in de X"' der !,. K een 
c~variant vectorveld W'A gaan leggen en bij voorbeeld eisen. dat w"' dJ ;\ 

,f1j de transforms.tie (l?.2) op een factor. bv. f +;tc:lt, na invari~ is. 
. I 

, ~a.arbij is de getransformeerde waardE; ':f:, van het veld eenvoudig de veld-
'1,aaroe in bet getransf ormeerde punt J, : 

l?.6) , xr w~ :: w-; + ~ ~ cit 
,1.f/( 

terwijl voor d.;:, ui t (17.2) volgt 

Ir l V 
d:f>k = ~ + owX dj, dt 17.7) -Combinerende geeft dit 

17.8) di l I .,..., i) {~ = t ,..,~ .,. .1....1. w, t/;; d::, 
t, I It <.~ •~ 

waarin 

/( 

"'- cie, pekende Lie'se afgeleide van het veld I.JI;, is t.o.v. :O.et veld X dt, 
(ve;g. blz. 33 dictaat tensoranalyse en hfdstk II§' 13 Pfaffs Eroblem) 

· JJ WJ is een vector en een comi tan te van /JIA en X R • 

1.. In het on.derhavige geval moet Q w /\ -::. f w >. zi jn, dus 

• 17.10) X/J' ?J~ w~ + w,.. 0~ xJJ-;. X"'W,A + 'ol( Wr X') = f "'l 

le geval Wp.X"= o t d.w.z. de str-ooml.ijnen. van x" zijn integraal­
krommen van het veld WJ • Voor 7P = ;.p+, kao. W;i niet in het geibied 
van ¾1 liggen1 zodat f:: o moet zijn. Voo;r! Yr=- tf d.rtlkt (l 7 .10) uit 
dat X ~l de richting van Wl heeft. :iJu.s is (17.lO) equivalt:.Q.t tri.1':.14: 

a) x~ wf). =: 0 J V00r /(: 'l.f .,_ I 

X urf' -= o 

b) xi" Wp,CAW~] ~ 01 voor 1f = lf' 
X"" IJJ. = DJ 

Vergelijken we {l?.11) meide ver~elijkinge.n voor de charakteristieken 
van W'>, (zie blz. 16, form (b.4) ) ) 

• 17.11) 

(is2•!'4) d.J/" ~ • 0 J 
._,,. 17.12) c/)/~ Wr, ~ o 

voor 

,lj.) (b3.;;,4) rJ.J ~c; W.,J: o J voor '/1 a lf 
_____ cl. J"' WF -= o 

~) Verbeter in (o..4) d~ fout in o4): Wf-;, 1:J/';_ O mo.::t ?..ij:a Lv;~Jc!-f'tw,\ 



,'.;)V.:. 

l. volgt dat voor~ «t~ X': o aa.n (17 ... 10) voldain is indien (n. e. v. ) ~ 
troomlijnen va.p. xi( liggen in de charakteristiek.en. Va!+ W-1. " 

2e geval. WJJ-·Xpt·o ScJ:rr:j_jf. ~ '1tXp. D$.D. wor~ell. de vergelijki1:¥5e:n 

17.1,) a) X f wfA + QA(: 14wx 
. b). X~wr = F . 

Joor 11= 2f+ tis 0.:\ t of nul of liggende in het ) -gebied van ~-' ¥A en 
~us is F bf een c:onstante of een :functie 1 of een functie met ind.ex 2. 
· Is f een constante ·dan is ;;Jf;, oen dus ft :o ~ Is F van index 2 da:p. . 

ligt il,, f in het, gebied van rff-'t' en is dus eveneens f- -= o • .Bepalen we 
eerst de oplossingen van (l? .. 13) voor f= o ,. dan is (17.13) gelijkwaardig 
met (l?.lla) en we weten dat (17.lla) 1n - 7? onafhankelijke oplossingen 
heeft. :tiijn dit X~ .... ·J Xl< dan is de meest algemene oplos~ing van 
. r- 1 · l\-it 
'ii.13) voor o : o . 

. XI< ~ XK "ti.. ~\./ k 
17.14) 5 . -::: ~ -+ ••••• 0( " 

I r,.-~ 

Kiezen we nu voor t een willekeu.r·ige constan:ce. of functie van index l 
of 2 dan kan f eend.uidig uit (l?.13a) worden opgelost en wel onafhanke­

. lijk van Xf: omd.at WA ~ in het gebied van wfA ligt. Het verschil 
van twee _oplossin'gen van (17 .1.3) behorende bij d~zelf de F ~waarde is 

~altijd een oplossing "\tan (17.lla). 'Is dus ~ een willekelU'ige oplos--
sing~~n (17.13) afhangende van de keuze van f dan is de meest .alge-

~mene opl0S$ing van (17.13) van de vorm 

17.15) l -



Resumerende hebben wij dus: 
. De ineest algemene infini tesimale purit.tranaformatie , 

.-die een veid ~ van de klasse 7e =::, ~p+ i invariant laat op een fac­
to;- I + f-dt na heeft de vorm ( 17. ~ 5) en er zi,jn 4 gevallen 

· < o> F-=- o ; X : )I ; _ µ, __ = o , stroomlijnen in dra-

(1) 

(2) 
(3) 

" / . gers ( = charakt) 1 

f: constant :j: o_ , J.t o , stroomlijnen in rota-
1:'"' I ~ tiedragers 
o-_ index 2 ;. f' -= o 
J- index 1 ; /J" • ke.n Ui"b two.rden a:f'geleid. 

Voor ·1t: n., worden _de dragers punt en en verval t dus het geval ( O). 
We blijven bij di t geval. We gebruiken weer. de notatieverandering 
van § 13 waarbij n, 0vergaat in 1n -1- 1 en de differentiaaJ.vorm de 

It, orm O A \. 1 .8 d.j + W'~ d~ :: VVB. r::JX 
17.17) 8 . . 

. = o., •·• • ·~ n,, ( 1}, .... J ( n,J 

verkrijgt. Dan worden de infinitesimaie punttransformatieS die door 
(17.16) gegeven, zijn C, -transformaties _in de Xn,+1 derJ:J: W.s 
en de rota tie Vt/ C 13 he.bben nu a1leen de kentallen 

W(1J I .. W,11) :: I; ,~: ~ j wt~) -= 0 

~~18) 

17 .19) -of 

17 .20) 

· waaruit onmiddellijk volgt 

17 • 21) 

- De meest 

is dus 

X ~ = d. F j X (/<) =­

a w.i\ 
algemene infini tesima.le C, 

r 



r--JfO 
0 c) :::: ... llrJ 

s.. 

· 17.22) 
SJk: 

J/( dl + tfdt 
ojx 

s2f:.dt 
o Wx 

of' oli + u.A aF dt 
aJ" ~ ~Jo 

' ~ fO fK 
waar I een willekeurige functie vane' Jc,l J ~ is. Er 

vallen (verg. (17 .. 1·6)} 

. f ar 
J ,-:, ~Q 

zijn drie ge-

c1) F-::. 
C, 

K 
constant ;/=. o ; J en ~ zijn invariant,? -=- o , triviale 

f' 

f 

-transformatie; 

is onafhankelijk vanJ 0
; f-' :: 0 , algemene c., -transfor-

!" I<;· C matie, tevens in / _; h.l; algemene 2 - transformatie • 
algemeen; U -= :"'>f~, algemene C1 ·-transformatie / d:; 

( 2) 

• 17. 23) 
, (3) 

= A 
We keren nu weer 'te:r.·u.g tot, de 1-)unttranp:formatie in Xn, die kl,; dJ · 

op een factor na invariant laat en beschouwen nu het geval 7p:::: if • 
Voor F = 0 en u, = 0 nemen de ve.1:'.'gelijkingen (17.13) de vorm a.an 

I /-"\I X ,Ap-,~ :;; O 

F X IJJ/1),::. 0 
I · K 

brengen tot 'u.i tdrultking dat- de stroomlij:nen van X in de 
( = rotatiedragers) van het veld liggen. Zij X K de algemene 

oplossing dan zal het verschil van twee oplossingen dan (17.13) voor 
dezelfde waarden van f' en p, een oplossi.ng van ( 17. 24) zijn, zodat dG 

-algemene oplossing van ( 17 .,"'13) de vorm heeft 

17.25). I XK = XI<+ {-Kl 
K 

waarin X een 
maar f"'F }r CJ dan 

17 .. 26) 

/5f, 

, :willekeurige oplossing van 
gaat (17.13) over in 

p, }µ/ . 

X vvf-'[A wk] = o 

Xf WF = Q 

(17.13) is. Is F= o 

hetg,een bewijst dat in dat geval de .stroomlijnen al thans i.n de kBrn'k­

teristieken liggen. Nu kan men f' niet willekeurig kiezen want al-
gemean geldt dat 

i'l,27) x'\. Wt-~,k, · · · ~1<,]+ lf x"~[A, 
µ .... 

X w[f- WJ,Kf .... ~,kr) : 0 



Dit laat zich ook als volgt schrijven 
z.f. - 2('- I 

17. 28) t j _ 2 f f J :: O 

en deme vergelijking drukt ui t dat 
klasse Zf - I is (verg .. § 10). 

Resumerende hebben we dus; 

53 .. 

voor t -:j:. o van de 

De meest algernene infini tesimale pu.nttransformatie, 

die een veld /ti.I;. van de klasse iP ::: 1!.f invariant laat cp een fac­

tor I+ f dt na heeft de vorm (17.25) en er zijn 4 gevallen 

( O) tf'-:: o ; f' :: o ~ X -= * , stroomlijnen in dragers=rota-
,,.__ tiedragers 

( 1) f =- o ; f- j o ; stroomlijnen in karakteristle-
• 1?.29) ken 

(2) f' is een oplossi...1g ve:ti ( 17--28); j-'- = o 
(3) Fis een oplossing van ( ·17 .28); /"' :fro en willekeurig .. 

Voor /(:n.. vervalt weer het g~vc:.l (0) We blijven bij dit geval en 
gebruiken de notatieverander:l:1f; ve,n. § ~3 waarbij n overgaat in t.ri, 

en de differentiaalvcrm de VO!'l3 

~ W' f B 
W;,. d ~ : 8 d 0 > ("' 8 :: 1J • • J h, J t ? ); .. • ' /.~ J 

verkrijgt. Dan wore.en de infi:.:iite.simale pUhttransformaties die door 

( 17 .. 29) gegeven zijr.: C\ -transformaties in de Xn,. ,, De · rota tie A{; 8 
heeft alleen de kentallen aangegeven in (17.18) en hetzelfde geldt 

voor WB , alleen h{. vervalt nu .. 
De vergelijkingen (17 .. 1-3) worden nu 

~ (k) F V\~ 
17.31) X + di(·• : f' /{ 

XI< - ~ tK) f ': t) 

waaruit direct volgt 

. 
J 

De meest algemene infinitesimale C, 
dus 

17.33) 
6( b.J >. of J/4 ) = f ti -b W;;, d, J ). 

+ µ. w~ dt 
I 

· v:raarin f' een v.·illekeurige functie is en f een willekeurie,e oplos­
sing van (17.28) is, welke vergelijking hier de vorm 

17 .34) ~ Jf- -;. .F 
.0 w,. 



54. 

aanneemt die ui tdrukt dat F homogeen van de eerste graad in ""J 
m.oet zijn (verg. § 10). Br zijn drie gevallen: 

17.35) 

( 1) f.: o ; f-' willekeurig, gelijkvormigheidstran:formatie 
in W;, speciaal C, -transformatie ; 

(2) f homogeen graad 1 in W1 ; f :: o ; a~gemene CJ -trans• 
formatie 

(3) F di·to; F willekeurig; algernene c, -transformatie. 

Nu gaan we eisen dat ds punttransformatie ( 17. 1) i11 X het 
11.+r:-

veld W~ op een· a<ldit;ieve g:rad.ient na. invariant. laat .. :oan moat .B w"' 
t. 

een gradient ztjn, dus ( verg, ( 17. ·10)) 

Schrijven we nu 

17.37) 

Nemen we nu ecrsJ, 'tr :: tr+ •' " Uan moet d,1 9 il'l het gebied van 
t\Jr4A liggen an i is dus ee11 constante of een functie met index 2,, 

l Neman ~ nu se::st {; :: conat.:.Ult en .$ -= ·- (; dan drukt ( 17. 3 8) ui t 
dat X in de dra~srs moet liggen, Is alfeen r. constant dan volgt 

Xk d k 
alleen dat in de rotatiedragers moet liggen. Zij l de meeat 
algemene oplossing van ( 17 .38) voor ~ = constant -= - s dan zal 
het ver~ohil van twee oplossingen vC1or dezelfde waarden van l en .S 
een oplos,:,ing voor het stelsel met S = constant = - s z.ijn. De alge­
mene oplos~ing van (17.38) is dus van de vorm 

17.39) " I XK "~~·K + ~K I 
waarin Xs een willekeurige niet speciale oplossing van (17.38) is, 

~/ Er zijn vier gevallen: 

( 0) a =constant; S = ~ q s X : XS , stroomlijnen in dragers 
(= karakteristieken) 

(1) ~ =constant; S willekeurig; stroomli~nen in rotatie-
11•40> dragers 

(2) ~ il.ldex 2; S = constant 

(3) ~ index 2; S willekeurig. 



1l¥6; · '7? :: "- verta1 t weer het geval ( 0). We blijven bij dit 
geval en gebruikell ,1eer de no·~~tieverandering van § 13 Ui tgedrukt 
in (17,\8). De vergelijkingen (17,..38) word.en dan 

Xe We r, + Je CJ :.;: o 

X,.c W,c n 
;: ~ 4- s 

vorm 

['' 
r-' !, 0 --- y:: ' . .... _J ~ 1 

0 ._ ':.. -: - h/" _':'.]L d-!:, -1- t '.;,1 ... :.i I a 't 
<HY, 

! lj ~ ·.}\ •i'. ' S-U ,f ., ·,.;, dJ'' l = ds dt I 
I, r- ~, I 

0 vi :: •,' ii c./t' t 
! ·~ :·,,>-

1143) 

L ~ I 

waar ~ een v1i lleket:.:"i.g;,- :f, ;, -:tr<:. ,, ar. - J ~ w;\ ·-is en .£-;~n willekeu.-

rige :funotie van J , J \ •t'J . :i.~r 2,:, j n ctr1e gev all en ( verg. ( 17. 40) 

( 1) g :. constant; ~ Y'VcJ.ci:e1.:i.r.ig; J/'en W.l invariant; tri-
~11ialo Ci •· trc.ns1in•mati;.) 

1 ':. ~ ,i) ( 2) ~ v..'illfctmr:: fmmt~ .. =: Vh!o. -~ ~ w., , ~ ')0::1st;:-;.rit; -
ge:::n8:"'ie C, ••tl',':;.ll.3i'0rr.1atiE::: 

(3,) ~i cl~i.to;' ~ '"'JiJJ.ekeur:i.gi ale-.cmene C:,. -transformatie 

MO 
I/ Is ,r ~ ;:!f' dan ligt bl5.j~cens (17 .. 3 2'i iJl hat gebied V!?.'l 

l11,~) en dus is ~ een fu!lo tiB i..1,3·~ i1.uex ~ cf '.2 of ee:i oonstante. .1. s 

1j een constante. oan volgt uit ("!7 ..J8) dat s ~ - . en dat de 
~t1:oomlijnen liggen in de c':r~gers ( ~ ro~tied!"tl.t.:,ei·.~J .. 

\ 
(17-38) is steads 

~ w[f), .... . WM-l] - '-f { d[t·~) wl ~~,AL .... wfr~) : 

! 7 • 4 5) " y/ w r- w n•~. . ... w,.,,, :id -s wu.,l. • . . . wl'f' lr 1 
X )', l,l \. f LI L h / , \,-.( _ .l ., + :..r YV f [ f, WA, vv,11., ••.. Vvt1° 'T] : _ .) Vii [ f/1, . . . 1, ,r·f j 

tp 
j 



~ it Jtj.!;;1 

Is dusj van de index_ 2, d.w.z .. ie 4 1 = O dan is J := -1 • Vol­
doet ~ aan .de vergelijking ( vef.g. ( 17.28)) 

tf - ,.,~, . q J - lf 1 J ~i a 

dan is s~o blijken8 (17.46). S, beeft dan kennelijk de index 1. 
,() ... . 

1en$lotte kan d de index ·1 hebben en niet aan { 17. 47) voldoen. 
:t1es-t men' dan laat zioh nit; (17.,38! ,,eerst X+r. bepalen op een addi­

tief stult na welks oversc._1.:u.vi11.g met \Yfl en dus ook met W1i nul isf) 
!ijgevolg in dan O:)k S + ~ eB ct.aarmedc S bekend" zj j d,.:; algemine op­
lossix1g van ( 17 .38) ~,oor C 1 ".> en a:.:..s S -= o aangeduid. met D dan 

J . ~ 
is weer de aJ.gemenP, oplossine., Yan ( '17.,. 38) van de v0rm 

~.,,48) xK l x~K-:-~t-: __ :~iK ] 
wa.arin_ een -_11,rillekeurige n.ie·t ~·;;,1:,niale oplossing van ( 17. 38) is, 
Er zijn 4 

17.49) 

(0) 

(1) 

( 2) 

(3) 

X :.: X , stroom.1ijnen in dragers 
"5 ( rotatiedragers) 

Ol:)L.1,:'H:j __ ,.ig Y<'l.L ( '; '7 "47) ; .5 ::: 0 

geen 0:r,lou;1in6 7cu1 ( 17 .. 47J; S 
r) 

ui"'v O af te 
leiden. 

Voor 1R.-::.n.v':'l'""T!-..c::Lt weer he·c g\'::val ( 0),. We blijven bij dit geval, 

·en ge1 ... ru.i·kis-n W(;:-:•:-. <".,~ 1:..')tc.1.t:;.8ve_;~gc~:i~.'Jlr::1.ng Yar § i.i. De vorgelijkingen 

(17<'.58) kr~.jger.. dB.:i.1 '\,?.e:c de v-:i1.":u (1? .. 41) en d.eze gaan over in 

tlt1.50) . 
. } 

(~) 
X = -

terwijl (17.46) overgaat in 

1 '7 5-: '\ I • I I 

17.52) 

"'} . (JS _:; a ➔-· s 
C <) W). Q . I< 

algemene _ -trailatorm,ati~ in f Wl heeft dus de va.rm 
l( --~ 

J' ~ -= 4 dt rf'( w '>- dJ>. ) = els dt 
()W~ 

s·w) ~ - d~ d·h wk ~ = ~ + s 
~~;i ~-w). '2 c __ ......., ____ _,.;... _____ ..,,__ ______ --=-•-··-··---~·-··----

waarin a een willekeurige f'l.mctie vanJ k., W">. is. Er zijn d.ri.e ge­
vallen: 



57. 

( 1) 1 
t7. 53) 

{2} 

homogeen graad O fa.1 \t,/). t s -= - £ ; specie.le Ct.. -tra.n.s­
formatie, Jl~ lig~ namelijk in de (n-1)- ~iohting vanW1 

~ homogeen van de graad 1 in, \\$. ; ~ -= o ; algemene CJ -trans­
formatie 

( 3) ~ willekeurig; 

De CJ -'.;:t•ur .. ~.fo:.."maties 

nee voor de dag r?r,!,t.JJ.1,;,u. 

; algemene Ct -transforms.tie .. 

jn in (17.22, 33 1 4_ en 52) valzelf 

Hier volgt t'c.r ')VerzicAt 1£.n all,.:, infini teoir;.:.._1.10 oonta.cttrans-
formaties, 



t = 0 

J°'// ';i. ij r- db 
3\/"K 

r.,'>- :::. - .'li._dt + jJ WlJt 
1i/ 

0-

t{ ~ JJ)J =- f ( ~) _ f j d.t + fdt W)t.'<_t,~ 

( t) Jj w 1 <l f ~ 
~-

C, : ( f} -:: f; )'-' vdlJ eke'4")'ig 

( f en r geVf:l1) 

58 .. 

E, = 1 

dJ0 = -Wl i>t tJt f ( f+ ,) dt 
~WA 

tJj, 'K-::: -~ Ji 
~w}( 

r• Q f- _j.l. , F a w), =- - - Oi V .... WA ..£.__Jl 
<1J/ llo 

d(dt0 + Wl dJ~) = 

:\' 2i f olt ( d. t O ~ w 1 d E' ) ) + chi dt,.. 
~o ~ cl 

; fJ willekeurig; fl::, l{o 
(alleen f geven)e:i 

j 

Cl : /"-=- (;) ; f willekeurig C.1 ! of::: o ; S willekeuri~ 
( ?.lleen f geven) )J ('. ( fen 3 ge,.-en) 

c3: tr,= f'; r = o t c3 ; s ~ o JJ- -=- ~ = o 
( elleen f gevej____ '!5{ alleen f geven) 

f 41 J,t en S he·;en voorzover zij gegeven moeten word.en om de 
contaottransformati~ vaa~ te leggen de charakt~ristieke f1JllO'ties 
:ler in.f'initesimale C -transfot~in~tieo 



§ 18 HaakS.¥J!!b.21.~P._:Y..§::!A .... 1:FJ~.§J?9~!J.-;~ v l!P,_La_grap._ge 
Zijn v1 en v2 functi.e:3 ,..,.Eu1 de_! ,1.,. e:1.1 dan is 

'i8., 1) 
( ) def v.i{, v 2.. :: 

I • 

h8t haaksymbool ve.n ;e,Q_;i,:.ss~~. Is ( '"i • 
:tn involutie .. 

--Zi~fK 
,.;;i. 

dan is 

j" V -~ \ ( 1' I 2) ••• 

het haaksymbJo1 vau , Zijn 

J 

18 .. 3) 

V 
6 

( V V ') { "<,i ' .,';" 
· 0t.' e:. vli., 'cJ ·- '',;d1 .1 

Door uitschrijven J 
18 .. 4) 

) = IJ 

"l .'?l.'J 
2 

vo) 

. heten v 1 ',:;:n v 2 

£.en dergelijke identi tei t geldt ~ voor { J .. 
Bekijk nu een willekeurige transformatie in k, 

~8 .. 5) 

die 
C trax1sformatiE>. 

" I 

of 

6) 

ook 
18.7) 

d}, \~. 

w 1..L ::. 
f tffli 

C 

Door di 
·18,. 8) 

14 

r 
l 

.) 

t ),J 

eze 

' ve 

wordt .. Dit is 
j_n,:J~ .. en er 12Bt;_ ' 

'•" ;1 ' I', I ' (( -! i. ) 
J 

.. 
;· 

~lall 1 t men 

/, l 
\ :·: ' ' 

t 
;, 

j -· t,; 

I 
j -

j ,. -~ d 

or 

59 

een 



tr_r9ta;tie heeft(, Maai:· dat is pretd.es wi,at (18.'7) o.ok uitdrukt. "B:'.:j/j-, 

g:ts ook (18,,8) eeri. eiielsel oon0l.ities, n .. e .. v. o:pdat ( 18~5) e.FJL :C,)., 
· · te,1 · /~ff./' 

'trans:format:'.1::l ii:,_. De m~.trix van. d.e. V=.igrange--haken v-a;.'1.,i=,, , ,. "° 0 • , ~ ; u.-~ 
',,r . 

~,.. ~,, , 14,n •in deze 1;ols.ord.e is ",.....,...,._.: -
I! '> •/II 

II· ·I O I I 
i I 1 ' f I C _, I 
f I - I ~,I I 
!.· o -~, I 

+. n l ' 

18,)10) 

11,041 if,. 
i ~- Q t 
0 ,..,...1.,:.,-·lr1·" rj"'<7...,..,fr-> •70•..,-~m 6.'.1 .. r1_·_c:·~,.-!: ,.~·{·1 ,,.ecr:1-•1 f3"1)ge··<;'11.1,..::. J.JW,I. •.• .-.... · C -~'S.:!-'.!: ::. " ~ ,. ..... ifJ ot:,V••· '\ • •• . ., \/ . ' •. :- .... :Dus .l:leei ➔; c.e 

~ 18.;3)) dat 

18011) <'sr# rr-x. -~ , ~ ) 
( I IJJ · 1 f 1'. ~ 
' . AJ·c-J . 
(',,, , .. ,.) 
• ..VJJ IAu_ 

- 0 
r- . ;. 

·- (1 r. 

-- \") 

eveneens een s-telsol :.,ar. :;.1,,e,.Yf ·;;rh'~-'·ra.e.rd.o:c. :1.s o·"i!at (~9 ,._., een'"' ~-l;" .. ·' ~ '- '•' ~ - ... v,:. 
trans:f ormatie is •. 

Gebruik m.a.kende ve.n ('icL8) en (18.,11) k&:~ r.c.ell Henvo;;i.dig doo:-:­

ui tsohrijven bewijzen dat .voor twee v.-illekaurige v 1 en v 2 de bE;j.jJJ. 
! ~ haa~symbolen· ~v ~ ~ v 2) en l v.1, v 2j j_nva.riant z:i..jn voc;r C2··tran3:f..:,.r.•-0 

maties van. J,_ ~ -~A. 

We werken bijna altijd met de :Poissonse haaksymboJ..e.n. De ha?.1.r-• 

symbolen van Lagrang21 ko:nen m:i.nder voor, tengevolge van (18.,.3) zi~:.J. 
•zij echter sorue gemakkel.ijk ~,oor berekenii1.geni;I . 

Ne.a.st (Fr G') treec!.t ·.:i.o~ eer1 ande.r be.nkn:vrnl'o')J. 0:9 

"18,.12) 

Meer 

(F;G) 

(F) 

(F_,SJ 

( F) -~-01.., F) 

j, r_; se:.1. c~ 2-transf. 

ee11 o3 --t:ran~f ¥ iB 

(F JS) 

(F) _______________ _:_ ________ . __________ ..___.......,_,,. ..... ,,~-



§ 19., Veotoruit~ebr~.;.idh,ed:3J! 

Het stelse.l van 2:n...;.m onafhank8J.ijke. Vergelijkingen 

19 .. 1) 

~ •. :i,:,· •·' 2n 

. . .. •X C . (', 

mi.nimae.1 regulai.t" ir.?ft.,(~t :· t.t.1,1) i i.v) :f O stel-t eer. ;:iysteem-van <.x/·"· 
co~-n:u•ian,t.;3 veetorer. i.n X: voor:. Di t· haet e e1.1. ?l'ff!., =-- m··d.7-T..f.insion.E .. 1 f 

ve ctoruitge1:,reid_lle:"' .. d., Ziju d2 ·1e1.•ge1i jkinger.. hotD.OgE";en in l,Jx dan he:,.:i f. 

de nm, hop;.ogeer::. Een homogene tlm bE:.'Vf',t ~ltV.3.St el:\n element J ~ WA O'.)f..: 

alle elementen van c'.r: vorm JI':.,:(\;./-,.._. :ri·b <:>P.-:-J. homi..."":gene ol.""', kan men ,J.cJ,·r. 

o:p continue wi:j ze j_n. el.k pv,nt eeu eJ.fmJr,.,."t u.i t ·r,e z·-:,elrn:1 een niet;­

homogene o"0 make:i.1,. Lit .r.i..-'(..:,t eenda.td.ig ce1..,aald.e proces hee·t dish<imo-, ,__ "'--r . ----.... - .... 
genisatie:.:. 0mgek8era. ka':'.l. T.J.2.)J u:i:t een nis-',; hc-m .. "'g-2\ne 'llrn.. Op ee:'1 e:r: 

~lechts een vd,.jz?. eer.. :).qU:.CJlE°;llE', 'ottt". :rr:.&1:tel'!,, Di·t p:..•L'9as .1'1'36-G p_Q.~O_g_~ 

sat:i..e. Behalve do Gr dz r..ui.vor:rn ( ·19 .. "'.) kan e6n. ~1, __ ool: geg,,rven ·v1:o:r.-__ --...,,..._... ,, .... 

de:a in parame-'ce:-·1rrn'?m 

19.2) 

a) 

mimrn.aal regulair 
horen. Is de if(,)'r 

•· f.' ., . ('..(,' 
.. i f-n ) 
~ .. --· '-.. ( ... 

m 

.. ;,. c'~ e 
ln Ill ( n:) waa.rirJ 'bij .7 · de we.a..rde:i:i _f 1 hi, 

l~, '◄ C-: ,. 
homogeen dan kan men de parameters 2 .. ltijd zo kie-• 

~ t,: • 

zen d.at de c...!.:i r.1.oruogeen VE.n de graad O en de ~1~ J::icmogeen van de 
<".I, 

gr9.ad 1 in ·7 zij:1') 

I _I_s r c.e_~!.(,-_rarsg v·2Jl (1~.,1! ~~ dB rang va:1 d.e matrix der afbe-• 
le1.den naa:r.· l.J;)) a.an ka:t:. ( '1. -1 J a.L tJ,Jd ·verva.::.:i.gen 'r.ord3n door e.en f:fVcl · 

sel van d~ vcx.·m 

~9\'.3) 

a'-. I 

( ' l;l:, I'.". \< \ 
"i(i \ 'i. ~ :-,.::(' 

c· - n 

e -- 1 ,! . $ 

b) 

De F ll hebben 8en. ra.ng ~-- t" o" van w) en cl.e G 

-~., ,r_, -
.l. y - r+"i •c , •• 2.t.t•-r 

een rang 2n-m-r 

t.o .. \anJ,"., nus t& 2-~'J. .. :Jt-·r ,:; '.1. en duf .. ~ ~ n-m. 

(19.3b) stelt 3e:.'l Xt; t ·- w.--n+;: voor; het yald:f~bi_f9. rlar Y"r ... ' Br .. i.·~~iJ. 

dit gebied zijn er geen e:ir;rr.ei"ltf:3ri van cf1n,..., 't heet d,z diII!...ensi1;. vanOt_r~ 
In elk punt va11 X't £;l.J :.:: ex· oo m-·c "" <::<,n-r oovari.ar.te vectoren;, De~s 

·vormen in dit punt wa't rn. f',::...:. ee::1 ').!)') 1. noemt~ Dus is een 'if{, r.en ')fl~~➔• -~-li . ... ___ ... ___ ,, f"',\.-- _ ... - ... , , t(" 

;,1veld over een. X.t• In. (le paramete;vorm ( 19 .. 2) 5.s t tie ran.g van f.::0 -.:-~ ' 

,_ten opzichte v ail de .,., o.- omdat dan en alleen cle.n ui t ( i 9. 2a) pre•• 
. . ~ 

1: ,yi es n-t vergelijkingr.::ln t1Jf,s2-:i:.1 de. -5 kunn?.n W'.>rdf,D afgeleid., ,.., ~.. <'-

( eliminatie theorema)~ 
Ui t de aard der zaak is t, geen invariar.te bij c3 -t~:an.sformat1•-'f;." 



U:i. t de Fx in ( 1 S. 1 }· l:::in men de volgende ui tdrukkingen vormen 
in a.lle nulpunte~ van {1~ .. 1) (d,.r,, alle waa.rdenj~ w1 , die aan 
( ·t9.1) volooen): 
·19.4} · 

waa:rin de 

maar ·100r 

vol.gt dus 
19.6) 

v.' ~, ,( "' ( F . ) = ,J ,, ( F ) . ( ruoc.. F ) 
')(,' • \I I ' . 'It' ~ '), • ')t ... YF' IF ;J ) :-; C X C }I ( F, F;J ) ( Ul()d" F ) 

O ~ functies van!.\ w~ zijn • .A.angezien Kx en Kxy 

elemen-teu de~• Jt m gedefiniee:ra z:i.jn ~r.i.· ·voe,.._.. dc:za 

x, y = m+1 , • •·• ••• , 2n; 

x:1'= (m+1),' •.•.•• }m)' ., , 

a.:i.. ). -:.· ( ;:'J 

Fx=--. C' 

Kxy heet de Poissonbiveotor van de 'rt.,~en ook van (19.1). ~~ G 
wanneer de fi...,., homogeen is. Ui t ~ en Kxy worden de volgendr.-, :..-::· ,-. 
ria.nten voor ooijrdinatentra.nsformaties en basistransformati~~ ...................................................................... ,iiiiiiiij,;-........ ----·-----..__ 
afgeleid 
19.7) 

!.9.:t.2.1'~!(1.~~ 2 J : rang van r.XJ' 

lt~.f.!~Jl K : x-rang van Kx, '!!1 

gel~al£,~-:;',!:-t~-~9-~.!:b~ k. 
< 

! het g.t"c-r.rtste oneven getal ::.:: K 
de !nd,~x 1 ~--· : de rang ve • .i B?, du.a 1==1 voo-r .,. 

g: ·/:- O en 1=1 voor .. ~ ·::/; 

ID:11eu m=-n e1:. t:-..;..:,. :.i..n di: 'llm. een gewror4 vei't·~r.vel~. in X11" :Uan 
pan 2/, K e:a. k. ~'v~:-.· :::,:. de f,el:ijkvormig£ :l..:.iia:r~ .. .-1nt£:n "l,an dit v~.i.•J 

en is l=~~ 
Het gedrag d,Jr im1urie.nte~1 1.1:f..j 

ltelijk vtorden u:fge.lc:t~. u.!t (19,,4) 
19.8) 

c-tl':.il.:n~f l,),r·ma:t;ie a :.Cun nu gemai'.:•­

en { 18,. 14) .. Mer. vin6.t dan 

c.1-tr&nafv:i."I!.te~:_.L_ c2 .... -r,ranaf ormati~ 
, 'r: ' _J ~ ,. I • I i A ,..., w). rlJ :-:. f- UJA ~~ !.,.l~cL = w i 't d..JJ. 

K !. (.K 'II':,➔ '-}A- V"t~K~1-- - K lt!j 
--~ ,.,. 

Wo.orlr,,: 

\f•-:J A(F: ~) 

i\ «A:t 1 - 'w ai..,.•~----_..,------------+-------
L..--....:A;.;...:K..:..x ___ -1-__:..:.Kl..,~...:..+_:{.;:..:Il::..i..:...;.K_.:~);__ __ a..-__ K_~ _____ ; 



:re 

~- 2p. 
k 

' 1 
= 0 

-

'J ', ~;., '··" 

< ' , ·,,,'· • ,··.·P::\i,:\,~;t~i)(A{•::' .... ,': 
en hie~ui1t.• :vottli 
c -transfor'Ula.~ie 

.evan Y.: f'ineven 
of' K-1 K of K:.1.1 •t of 'l+1 f of (-1 It 

? of 2f ~ 1 2p of 2.f + t 2r 2f "r 
I 

k k ---
1 1 

k of k+2 , k o·"' k-2 · · k -------•-·-•·--, t·--L ......... -4 ...... . 
1 o:!' O 1 of G I ·1 

. . . . I 
{) --~ 0 -~ ................. ___ ?_ot,, 1 j .Y. .. of ·f ' .. , I __ ..Q.. _____ ,. __ ,. .. 

We ku.u.nen r.u o-:,k arith m\etische ix:v:1rianten gaa.n afleJ.df.~~ 
ui tgaw.,.ds "IEU:l da paramete!"Vergelijk.'!.naan ( 19.2) • In Xtn. r:,n ~ ~­

defillitir'3:c. wc. he t covarimto· vecrtr,:."'Veld 
"9 1'"'' I h \I J 

:.oan is 
19 1··1' ,. J 

De rotatie van het veld 1.JJ(is 
19.12) 

41t Ui t hat va"torve l: l~~ vorme:: we d<::: gewone invarianten en 
duideu de'..;e Mr. Ir.f.1't Z:, ,.!,' ~n 1::. Men kr.1.r. dr ... ".J "J&'lijl.erL ilnt 

19. t3) 
K ·: 

, .. 
~ ·I"' 2(m-i.,) 

tJ-.. p := 2(JJ. 

' 
" ' ,: , fJ-UJ 

ii= =· ~ + -?( :..r.--.. ~-' 
~. 

en di t ZC\'l:fe.l v ::r;: i.1,"-=.t. a'!.s vo?r 11.1<n. :>e bet ;;k3n18 va.n hat .c.ul ,,;, .. ~ . 
den va~1 t{ ,r., Ir'l<'~· , U ·r, rJf. i),0b i a de ·10 lgendc. 
19.14) 

L'.x = .) 

LL( = o 
t .. Y..1 =- \.~ 

-~ Ui t ( 19.13) v~lgt voor m<n da. t IC l 2( 11'-nt is daar K 1111;;1 t •. 
~ tief kan zijn. Ia dus hat systeem ( 19.1) in involutie, d.w.~·. 

K=1 of K=O dan 1e altijd m~n. 

t, I .. 



Voor m )in volgt tHtt K -f 2(m ... n) omct.at t niet negatief 
kan. ls dus de 3tm. een Nm, d~w.,z .. is i = O, dan is a.ltijd m ~. n.; 

s 20. ;A~~e.&:~ill_qt.sthe~ie d_en:.iaotoruitgeb~i~d-~-.!.-
1.:e:u iirrtt m; ~~ rJ waarvar~ e.lle olemF,:iten behoren tot een 6tm 

Af;Oteen b~E:~-~ o{,m van d.eza ;Jt, m• .. 

l?e:1 jr'WI. hS!e".:; !21J.E:diti£, ir.~.z;rabel vorJ.!. int,~,&r:13.J!¾. 7ft-,,,,' s .~~J'l. •. 
~~l~.ssa K' un 9P-J:l dimenaie t' , irrJ:lersei• ,:;, voo"I'..' t .:lox II:> ... --~- -~-~------... , 
....... ..,,-1-,s+:" e"k~}Y '"a'J ,r:.:;f , ... .,,,~,, e- ,1 1-l't:'-"~.i .... ~Y .. ,;;...i.L. ~ t ., .. ~ . ..,· ; ,r.,.,.,.,;.,~r...a·~,r.; J.... 'J ~ . m 
dat elemcn.i..; 'b 1.:f~ at , 

. . . t J fl'"t ... • KI . lJe .. 1 :i.r1 eigraa . ,,!; 1 r12:.a~~rocr.• •!! 1 :. r .. :.:>n 11' ·=- !J. is ar.1. :: ·1 
m 

is een f~r_&d}..£.:r:.l:lYJld OAP, A.z'!n de 



.. ,.\ 65-

ia.o.lve rgE:? l ij kingen. . 
. ~. ~ 

r .: 20 .. 1) F CJ ., aA p J .. o ; x •=it·-n.+ , .......... 1n.-

~:i •oldoet. Het vinden van een oplossirtg n\n. di~ ~':1sel sta.at dus ge­

i/,:,\' li"jk met de be-paling van een integ~l- 7St,"" van de klasse l en d.e 
f dimensi,a n. , Het meer algemene type oplossinri; dat door Lie ward be-

1, ... ~chouwd komt overeen met e~n integraal 1l"" van de klasse l en een 
~ 1( imensie < n. 

We gaan nu de vr:agen stellen:: 

l .. Voor welke waarden van hi..! , K' en t' is de rt"" volledig integrabel '? 

2. Hoe vindt men de integrs.i::i.l- ol .'s bij volledige integr4biliteit'? 
l "" I J.' 

:,,. Beata.an er integraal - ~'l,rri 'S va.n de klasse K en d imensie u ook 
wa.nneer er ge'::'n volledig.~ integrabilit~it is? 

4. Hoe be-pa.alt men deze fjflJ;? • lfral!BJ:.· We le.ten eerst t' vrij en bepalen de integraa.1- 'ol,,,:,"s van een 
gegeven klasse K' .. Men moet dus bij ( 19 .1) juist m--~ vergelijkin­

gen toevongen. Deze bepalen in de XfY'I, der parameters '?_°" een X.,.,.., en in 

dese X ~ bepaal t "'flrr:, een vectorveld dat _de do_9;s rnfe is van het 
veld Ll,b met de X~ . Dit veld moet de klnsse K -= K + 1(tn:.n.)hebben .. 

De. klasse van U.i. was K ;:. ~< ""'l(m.. YI.) • Dus is . -, -
20 .. 2) K = K _ ( ~ - K' 1- 2,m., .. :U'f\.1 ) 

.. en 'bet konrt er dus op ne('I' (hlt in de xm, een Xrn: moet Worden gecon­
strue"'rd die ee n klasseverla.gill8 K _ K' + t. (Jrn,_rnn gee ft. Anders ge­
zegd er moeten rn. -m~ functies der -rzo,. word en gevonden die een index 
~-v' "\' .,.- "+ t(m-nJ}ten opzichte v 'l.'1 het veld l/vt,_ hebben .. Nu herinne:ren we 

a.an de Yoorwaarde (8.1) .. Daze vertalen we i 

n,_,. "'# 
20.'.5) k'. --+ ~, = K + 1Ctn. ~ n.> 

~ -.. I I 

I --'!I, K- k ~. K-K + i < m..~m.') 

dan krijgen we het iI1\~gral2,il;_i_!~:i..i~!hc2..re_J!.~_«!~..t ain,., r: 

!!.n l'tm. v11n de 1$1.~m K is 4.'!ll..!.!!._aj._!_~E~}l_dJ!l __ !.Q.l\!~li.& .i.JJteJU:!!!~ 

~~~.1. - o't Ni: 5 van de le las se K 1 
, ind :i. e J1 

20.,) K < K' , K -+ 1 c """_ ~ > 
I K' t trv - lm., ~ , , l.n, • r,'I. 

Dat de voorwae.rdt:n nood~a.kalijk zijn is trivia.al (dit na te 

pan!). We.t nu ~le i.ntegraal ltJ.sbetrPft voor het ni.et integr.c\bele 

fl'rn.l, het is duidelijk dat l\ltijd 

~·- \J',~ " k I) K + i(m,_ m!) 
•nt cum doo:rsnijding mot lL~ kan wel klaseeverlagina ma.qr geen klas­

sevcrhoging r;HvEHt .. H~n 1 ette e!' op 1li:it de klass~n in X "'- ( de geetreep-



,e) verlae.gd wo:rden en di.& lielke uit 4e 11ul•erselijkibget1 afgele:14 
t1Jn ( de onges"\:NteJte) .. · .. ~ verhoogd worden. 

Gaat men nu ook de t: ·in beschoning nemen dan krijgt men een 
aantal theorema•s. 'Het bela.ngrijkste hiervan luidt: 

Ied~te n., van de kla.sse K i! vol!J.qig intMJ:abel vo9r inte­
gml ~ l'lJ!!!! .de k:J_asse K' en det!.ltq_<!.!Jl!))l~!E!. .~.! crL-,i; imien · 
·ae mi~rabilitei.,]J3VQQ.tw.,8.arden ( 20. 3) ~l<!~-~n. ,.indi.fil'lJtQ.I.endien 

l'\i. ~ ~' < m, i!_!~_Y..Q.<1,r -~~~- -119.J!~E!..t:!!. tl,m. nieL\~g'.!lijk; K '= K.., ~1: n..• 

2~. De bepaling der rt,Jsin bet integrabelgeval. ?-~en heeft in 
de X.,.,der \ °' (~-Wt}) funeties te bepalen met index ( K-'<'.>+t(m .. ~ 
Dit koct voor K'- k everi vol.gens J 7 de operaties 

. 
20,4} 0- 0 K-1, K-3, ..... 
ot anders geschreven 

•• 5) 0 · 0 0 I • K•l.l""·w,.>-IJ K+t(\'f\,-n.J•lJ • • • ·J 'K+ t(l'1'11•1'v)4f 
f . . . 

Voor K - K oneven kost het wegens § 7 O.e opera.ties 

20.6) 0 0 0 . K+H ...... •n.)~,, t(+!(""'~n,)-3J' ... J K4-l(.m..'-n.)-+-2.. 
an ee n operat ie. 

0 0 Voo.,. ,. = 0 

Tot nu werkten we in de )("". Men kan di t nu torug vertalen naa.r 

de)(,.... In het geval dat CK.K')+t(m.M-')=' is heb'ben we een 
f\mctie met index l te bep~len. In alle andere gevallen beginnen we 
t,t proces met de bepaling van e«t :f'unctie ,,.,.m it.'ll'lex 2 .. 

Beschouwen we bier nu alleen die £!:ova. 11e n en zij f < 1°'\ d. l"' ""t,tu. ··' ~. 

Dan atelt 

20.a) . f ("'la., ::. c.on.et.o..n.t 
\j I J<~ 

een• normaalsystecm van "...,_, $ inTvoor 'H'ier doorsnede met het veld - ~ 'lJ.i,de klasse K • t heeft. Lossen we nu de 1 op uit (19.2) en 
aubstitueren 1ve deze wnarden in (20. 8) dan ontstant een vergelijking 

r--o k. 
20.9) 1- {J .a WA):::: 0 

die tezamen met ( 19. l) een lt..,., voorstelt van de klasse K. • Men 

latte el;' op da.t de klassevarlaging in X"""'rn de ~laseeverhoging in 
~hr tengevolge van een :f\lnctie f (11_•') resp. _r(J» .1 Wi) als volgt ge-

. coordineerd zijnt 
~ 
-t0.10) 
~ 

R -.R-2. K _, 
R 

~ -+ K 
K-1-, 
K+a 



.. ;,.krulJ1U•()O)<;~-tt[;~d-A~f119n de·ti~~K· 
; . nioet. h~hben;,eti W"fV-V'Qor R oneven wet en d~t ··•·. . . .•. ·. . 
· ·· ··· ... · . · ( f [:'F-)(,_J ~ .. -,;~ (Fxk}p¾-, )( F)(t<\: t- o ( rn.a .,f F ~, 

.. · ··,{re){. ,::-)(~) ...••. ·c· F x~ r~•H,l) - . . . . . · .. ·.-,c.. . . 
·· - ., · .. · · · _ .·· . ., . -.. · . · ~ o C w,,o c£ F J 

i' . . 0 ... , _· ' -· " ·. . ·. . . . . ... 

'meet F voor }( oneven een oplos~:irig ~ijn v~n de congruen.tie 

l20.12)··.· .. ··(:i::-t){, F,< 2 J ( Fx~ F~3): •, ·.·• · t)tF0 
.. . , ,, . .·• ., . . - <:> \. m:rooL . _. .. J 

· Vo:orJ'< even weten we al dat , · 
. ( .F c/: fx1.) . . . . .( F )(k;' F x'J $ o . : . . 

20.,]$}:.·. ·.· .. . (. Fl(; F_XL) •••.. {. F~<-t~ f"){'<){ F)Ck-+IJJ $ o J·· r~od.: F; 
. . ·. ( Fcx, F. ~1:\ ( r"".x-foi',+t FicK-ta.)· -t-.· Fo . , / ... • r , ;p, 0 i.JiP due· 1s ·. · een oplossing. der congruenties · 

., . (F ('it, f~'-) • • · .. Jf )(k-1 Fxl<) { F.oJJ = 1·· • 
,l· . • "'. . -_ 0 ( .......... .-~ FOJ 20 .14) rl'-UC" , ., 

( F c~. Fxl.) ( Fxl(+• F o) = . . . . 
I • • • •· J , -0 

Het · is •naangena.am d.at f O do.or con gr_uenties wordt vastgelegd ter­

wij;t f door vergeli~kingen bepaald werd. Het is echi;er altijd moge.;.. 

1ijk. de vergelijkingen van de ~ m, zo te schrijven dat er voor F0 

verge1ijkingen in plaats van congruenties komen. 

·<,"':·i21. Toe12.~f?..S.!M_q12 __ <!e oplossing van stelsels dif:ferentiaalverge-

1ijkingen. 

Beschouw het stelsel 
. 21.1} F x { £ !< lh p) ':: o ; m, ~ Ytt .. 

~ ' ~ ' . . 

-em aan dat d:i,.t stelseJ. j_n involutie is, d.w.z .. e.lle haaksymbolen .. 
)(. ~ ( F, f ) zijn nul .. Dari s·l;elt 

21.2) F. Y-. . ,:: I< 
(c~ ~· w~) =: ·o 

een 'x.,.., voor van de klas~.e O als de l=" x alle homogee:n in w.\ 

zijn _en van: .de klasse .l al.s er tenminste een niet homogeen is. lnte­
grerel\ van (21. 1) w:l.1 zeggen een ·1ntegraal-o't~van de klasse 1 te be- _ 

palen, · want dit is e.en gradientveld vo.ldoende aan {21.1). In. het 
- K' 1 . niet homoge:ne geval is K-: 1 en ._ t en "" ::. n,. .. Voor het niet 

homogene geval zijn dus de opera.ties 

21.;) 
.. 

en voor het homogene geval 
-··, 

~:i) 02.(t,-.1-1'\,)-1 J 0,1.(!i"'- .. ,..,__,)-IJ• •. "J 0, 
!,eze methode is in de literatuur bekend als de __ t ___ w_ee_d __ e_m_e_t_h_og_e van 

~acobi. 

Omdat k'-:.: I isl is. de n~ een ~ • Het ke.n zijn dat de dimensie 



'\gelijk n :IA: en. men Jm.n dit altijd la reilten dan 18 ·H ... ••n 
~non graditintveid '. o) J:J en p ksn bepaald worden door een . operat:1• 
O. . Bij d~t.e laatste imegratitl treedt nog ,,n integratieoonstan-. · F"" . 111,+, · . .. • · ·. · ~~ F._. ~r op. Z1~ll . •· s .••• 1 F . de tunct1es 4ie achtereenvolgens"\'fflt 

,orden toegevoegd dan is de Nn, gegeven door de vergelijkingen 

. r~ rn+t n.+I r"" 11'1, 
:.o .; . ::: t;.. .i ..... ; : C 

~n hiertreden dus h\- h. 1ntegratieconstanten op. Tote.al .!filen er due 

!! p juist ~ .. .-.., 4, t integ_l'..~1~ernianten. Men noemt dat een volledige 
.o;elgssiM• 

Ga.at men nie.t verder d9.!l Ol t,> dan. stelt ecm volledige oplossing 
.m.•- ri. tr J WI • ..,, I'll 

eenstelsel van e<.i J"ft\. ~ d.•,11.z~ oo st.allen van o.o vec-
torelemaiten, bij elkanr oons~itue~ende de oo~ vectorelementen van 

, gegeven 31,,,., • Laton we nu de conditie t': '}, vallen dan krijgen 
w. • .,. w ' r r 11}"'.. , )( 

. tooh O<> n.' maa.r elke ln, is een '"'J -veld over een t'. 
Tota.al hebben we weer de ootrt• v~ctorelementen der 3t...., . Men noenrt 

~-n. .._,.., 
mt sulk een stelsel van c:::G· J'l"' i, elk van willekeurige dimensie 
een volledige oplossing in de zin van Lie. Bel~ngrijk is dat zulk 
eea volledige oplossing invariant is bij C 3 - transf'ormaties. Dat 

is een volledigo oplossing in engere zin niet, omdat,de dimenaie n 
met invariant blijft. 

~· .. Is k = J ( niet homogeen geva.1) da.n moet de eerst i:ngevoerde 
fu~ie •oldoen aan 

21.6) · (F )(., F') : o 
i _,, Fffl, 

.., zulk ee n oplcssing c'.an gaat men door en bepaa~ t een oplos-

,'18 van 

21.1) {F~J F) = o ; (Ft¥\., f") -; o 
ens. Ma.a.r nu zou het kunnr.~n zi.jn d.nt men van (21 .. 6) teovallig meer 
dan ,&n oplossi~g heeft. Volgens de normale gang van de tweede :net.ho,.. 

de van Jacobi hebben we daar niets aen, we kiemen er eenvoudig een 
uit en la.ten do nndere lcpen. I,ie hee:f't nu echter een methode ont­
Witkeld ( de m0thC">de d~r fuxtiegroepen) om van zulke meordere oploa­
aingen profijt te trekken en het am tal en de orde der banodigde 

opera.ties te veT'lagen. 
J 22. Bept!lin~ ~r integ;£~ - of,: s !.9.2.!: }( '< l( • 

Dit is do ~erda vraag o:pgeworpen in § 20. Aan de vergel1jkin­
gen 
22.1) 
:8en we nu de 

l~2> 
;>I'' .. 



ZiJ .het aantal onafha.nkelijke vergelijlr,ingen in (22 .. 1,2) gelijk. 
ttt.-tn,~ m~<,n,. Ila.n e·tellen (22,.1,2) een 'ttL,_fvoor die integraa.l -
otw..~ v-an rt,.m. i.s • Iederie integraal -1i,.,: van de klasse 1(1 van de at!"'°' 

i~ ook integrae,:l. - arm: van nm,,* .:!.ll ~O!!l,g,~]feer~ omdat 'lrm.•in artofl; V.,'.'"Yat 

ia. Is .nu 

'22.3) 

da.n is nm-,,. ·volledig irr';;egrabel voor i.ntegra2.l ,at~, van de klaase ¥(',. 
:L)&;."), bepaf,lt ;:1en ~1.:; integre.al- (JT:~der at *en het pro"..:lleem is opgeloet,. 

'lj/1 ~~ -l{ I i«l'l'\. tr,, (}JI ,W 
IE n > rt + t(r,1,.,.:{1 of is rn, > m dan beeft 01,1'1'\,*en dus ook. U\lm, geen 
integraal - ~ ~ ~ v2.n de klasse , 1

, In de resterende gevallen ga.&.t men 
let 'It~* op r{;'3:3.lff,e 1r/ij .ze docn" er, vindt ten slotte na een eindig 
a.a.ntal stappen er:tn vectoru.itgebr0irlheid die dezel:fde integraal Tt:.:, 

"{I rvp . ' 
van. de klasEle X. b'~"3it als if(.,. e.:J Wf'.c,.rva.n vcststar.t of dat zij voor 

')if'_, l1'1, ' . '111P .J 
deze (I ~s volled "i.g integre1'el j s C1:f dat zij de:rgelijke integraal rt.n{. i 

niet bezit. 
Al.,1 tJ,· I ! 

Voor /\>I 6:J f\ = I I m, :-: ti is dit de welbekende methode om een 

syateem van tr>,.-tt,. r,a:ctielo c: .a:.:-,mt;iaalvergelijkingen 

'2~.,.4) 

over te voe:cF::::J ir. 2n:1 f:lyst19er11 in involutie .. Men voegt toe de verge­
lijkingen 

J1.ls hierdoor aen s~ ie met 2.n, -rt!< n,verkr~gen ia 
st opt men. Is vreliswcler nog 2. ► 1, - m*< n, ma.ar bet systeem n9g meAnvo­
lutie dan gae.".; nen door·. Tentilcd:te ontstaat een systaem in involu­
tie :met eer.. 3.f'..trt:al vergelijkinge.n < n. of' een aysteem van n of meer 
?el'gelij 0£.t geen oploas • 


