Stelsels van partiele differentiaalvergelijkingen
(Pfaffs probleem enz.)
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Zie voor notaties en methoden:
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Einfithrung in die neueren Methoden, Noordhof Groningen.

§ 1. Veralgemeningen Pfaffschprobleem

Fenvoudig rfaffs probleem (1814). Gegeven covariant veetorveld ?//,\
in X enalytisch in 'D’Z,{ i ) 0f ook differentisalvorm Mdﬁ , dit
is alleen verschil in notatle De vergelijking

1.1) Mdﬁ = 0 ')

K
stelt voor een ’gm_l-veld in %{g } . Gevraagd de )(m‘s wier
tangerende overal in de lokale ° ém,ligt en dit veor de hoogste

m

waarde Y?an m genaamd V= tm, .. .« Met name vragen we nacr de systemen

van ©Q ., |8 z0 dat er door elk punt één Xm gaat (normealsystemen

van ><,,,~s>. Deze omhulde Xm's of integraal- Xm's bestaan altijd voor
= 1 omdat

3
1.2) &’;& = O

een (niet lineair) simultaan stelsel van gewone differentiazlvergelij-
kingen is. Is W3 van de vorm

1.3) Wy =9 Bh/b

dan is blijkbaar V=n 7

Bepaling van V

Vorm de comitante van /%

1.4) % - ZD[ “WA (rotatie van )

Bepaal 1 rang 2P van M(altlgd even daar Malternerend)
2% A -rang 78 van het stelsel Wy 2{/;;,\ . Dit is de rang van de

metrix
en ock het aantal %ﬁﬁfﬁéﬁkelmke vectoren onder W/J %’3 wy J
41%1ja geldt A= 2P+£, E=0of 1. Dan is '
1.6) \) =1 .—P ~-& )

in ieder gebied waar 2% en & constant zijn,
Eers“se ul‘cbreldmg. Neem stelsel wvan Pfaffse vormen

10 O af’'-0 ;2= R,
d.w.z. n - p covariante vectoren C,} « Stelt voor een £ ~veld in 92[{/
') N. B kA, AV, POTT W lopen altijd van 7,...,?2. (cursieve cijfers

L}

»



He‘tzalfde ook ‘be geven door p contravarlan‘!:e vectoren 5& g z\..,,,?

H‘1 .8) /5g C

el

met

Twee problemen:

1. Inwendig probleem: De XS met raak- e g_gf;/, voor m maximaal
< p. (ombulde Xj s) L

- a, Eerste formulerlng. Zij

1. 9) 7’18(5) ) = const. ;%= Maa,

een normaalsysteem van omhulde X ‘s, dan isg

Y £
1.10) z‘ikaﬂ?’ o

n.e.v, voor cég rakende aan X en
Pt &
1.11) c(-f/u'C’ =0
n.e.v, voor dj liggende in& ., Dus n.e.v. voorwaarde is dat

_ P
(11 C (o).

b. Tweede formulering. Een normaalsysteem van X,;z’s kan gegeven worden
:m de parametervorm ,

AL oL

1.12 f ¢ TEREAAL

) ( ? }b ) = W\J‘...)’(\a

I:l;jnelemen’c der X voor ledere Waarde der /‘g' :

1.13) oL 2(‘)an¢”)dﬂz

N.,e.v, voorwaarde dus

1.14) Cx; ¢k( 03/6 8)() . ng: O voor alle waarden van //(g

Dit is een sﬁelsel niet lineaire partiele differentisalvergelijkingen
voor de onbekenden }5/(

2. U:Ltwendlg probleem. De X 's met raak- Z? door 570 voor m
minimeal 2 p. (omhullende X, s) 3
a, eergte formulering: (10) C(11)
b. tweede formulering

(1.15) ng r{&_o,‘ :\"\’\«bi-..,,.m_

Dit is s’uelsel lineaire homogene partiele dlfferentlaalvergell}klngerx

voor de ﬁj A )

]

L

Schema:
stelsels partiele differentiasal-~
vergelijkingin.
Cauchy 4?”M//xy’/ Dirichlet
oplossing alleen in een Zﬁ?if,/ oplossing gezocht onder ein.-
gezociﬁ// \\\\\\\\\\\Q dige randvoorwaarden
uitwendig probleem | inwendig probleem
theorie der lin, paxrt, diff, theprie der algemene stelsels
verg,

Jacobi, ILie, Mayer. ‘Cartan, Grourat, K‘a’.hler.



3.
‘Algemene formulering (omvat uit- en inwendig probleem). Beschouw zeker
sooxrt geometrische o‘bjecten& m 8 of vectoren of tensoren of erger)
Veld A = verzameling van ©o van deze objecten in de punten van %(o Jis
Klasse B, enigerlei wel gedefinieerde klasse van velden van dezelfde
objecten (bijv., alle ém's die aan een Xf raken)
Vrasg: Bestaan er in A velden van klasse B..

We gezan nu door met het uitwendig probleem.

§ 2. Stelsels van homogexie lineaire differéntiaalvergelijkingen.

Ga uit van

2.1) ;= Ao
oo stun

en vorm.

p2.2) ﬁlc (3, /34])()

Iedere oplossing van (2.1) voldoet aan (2,2). Stel onder (2,2) juist ;4
vergelijkingen lineair onafhankelijk van (2,1). Dan is /}4, arithmetische
invarian’t; We hebben nu ma»fb, vergelijkingen

2.3) B/,‘/ >0 = Lomue W

Ga zo door tot stelsel

2.4) LB% ()/::O A {;) =4, e He -~U‘~'~w

en dat op deze manier niet meer te verenlgen is, Dit stelsel heet vol-

ledig. (2,1) is volledig als ﬁ[c(awhﬁdn lineair van /jg,afhangt,
dus

2,5) ﬂ[c ('D“” B&]JC‘(L:

P of ook

2.6) ﬁ}; ( dpu /527) = U?;(fk)&k

Allereenvoudigste vorm van existentietheoreem Cauchy-Kowalewski 1874,
Stel 1 onbekende Lf)en '2 vergelijking, oplosbaar naar B,

2.7) ) = $(E, f&xf) X203

Waarg?; analytisch is in een % 3 g C,() X=2,-,m» L1] verder
gegeven 1 functie f(rfo() =2 . analytisch in eer

£ (7 ??)fx JGR =2, |
dan bestaat er één enkéle oploss:\.ng ﬁf} analytlsch in een c/ﬁf
zo dat o

2.9) /(;f{: o{):f(j«/,"oﬁéx-

Geval van één vergelijking

2.?-0) /3/(?)/“% =0




G : : 4 ' ’ L i
‘K'ies de coordinaten zo dat ,B,J;o . Normeer zo dat 6:; . Dan kpijgt de

f‘vergell;;kmg de vorm

52.11); b )t dy ; o= 2.
. / f (/\ anal., in een ﬂ/ﬁ))

Geef dus nu een functie ?(,f ) in een %{j) , dan bestaat er een
oplossing /f j analytisch in een /f) zo dat

2.12) Z//'f §} w(£%) ;=

Neem voor ?/;}ach‘tereenvoloens n-~1 onafhankellgke functies dan ont-
staan n~-1 onafhankelijke oplossingen en ledere oplossn’zg is een functie
van deze n-~1. De principale oplossingen t,0, van f f , zijn die, dic

e

. 2 o
voor f overgaan in . --..

-

Andere vorm van het hoofdresultast.
Neem willekeurige X,, , die de
stroomlijnen van B~ elk in een punt

BK

Xa-s

!’ snijdt. Geef op X,,_, een functie
van de pla.a’%s. Er bestaat slechts
één oplossing 7 die ov X"/met
samenvalt,
Eén enkele oplossing dus, vastgelegd
door een functie van n-1 variabelen,
¢ = const, t?‘(‘belt o X S in X,,_, voor, Elke Xn-, is een omhul-

lende van B . Eén zo'n omhullende kan gegeven worden door 1 functie

van n-2 varisbelen.

Bepaling van de kosten. Bij (2.10) behoort het geadjungeerde systeem

van totale differentiaalvergelijkingen

pof

K K
2,14) Q{§ .. /3 (1. = evenredig met)

Dit zijn echter n~-1 gewone differentiaalvergelijldngen van de eerste
orde met n-1 onbekenden (simultaanstelsel). De bepaling van 1 oplossing

‘gelijkstaande met de bepaling van 1 oplossing van 1 vergelijking van de
(n-1)~de orde met onbekende heet naar Lie een operatie n-1, kort O
{ O quadratuur).

Eén oplossing van (2,10) (ook integraalfunctle van (2.13) genoemd)

kost dus een On_,. Neem nieuwe variabelen en f = deze oplossing

s m——

Dan gezan de vergelijkingen over in

a) ﬁ”:O
2.15) p ! ‘ .,
b} 6 x (),,(’//_,f) gﬁ) J O(Jﬂ = -ZJI-



;Beschouw nu in (2 15 b) de j als par etem Dan kost één oploeslng
van (2. 15 D) een O,,,zenz. Totaal hebben we n-1 operatms O gy ,0
vncdlg. Kennen we toevallig al m onai’hankelijke oplossingen ddn z:x.:;n

nog nodig O .. O

Een niet homogene lineaire vergelijking.

2.16) | Vﬁb/u %:: 4)(fk) (VJK¢ anal /hétn ?Z/'ong)

Stel een oplossing gegeven in de vérm

- 2.17) r/fj ) O ; ?)f O(Cincfers n:c!aﬁ/osﬁmrﬂaar}(/

danvolgt
2.18) ZJ/JD F+¢(fk} g..f;::o )

maar dit is een homogene lineaire vergelijking met n+i onafhankell;}ke
variabelen f « Heeft dus n onafhankelijke oplossingen. Eén ervan
moet zeker f bevatten en daarnaast kunnen er dan n-1 zijn dic van f
vrij zijne. Deze zijn oplossingen der gereduceerde vergeliijking

'2-19) v’ﬂ l)ﬂf :?G P

Dus: bepaal n-1 oplossingen %} .- van (2.19) en één oplossing;/
van (2 16) (me% behulp van (2 18)). Dan is de algemene oplossing

2.20) / / }0( / """ /) (I/f.. willekeurige snslefunctis;

Jacobische systemen.Stel dat

2.21) : /32( /)7,”:‘%3 ; f-_-, Nyeooo P

volledlg is, Dan geldt

/‘ oc K k
2,22) [C ™ @{J ':U"é,(j)B
Men kan dan bewijzen dat er een stel van p lineaire com‘blnatles der

,3gbestaat _
2¢23) /5; ﬁg’ /jg.} ﬁé{jgéﬂ)%o »é’.. ....)?

zodat de ang’ alle nul zijn: - 6= P

2;24) /3 K! ﬁg/J =0

Men noem’s dan

5225) /Bg/ /4/

een Jacebisch systeem.



6e

‘p;e vorm van een Jacobisoh systeem is invaeriant bij enordinatentransfor-
matie doch niet bij b. transformaties. &

Speciale Jacobische sustemen. Men kan bewijzen dat de b-transformatie,
gegeven een bepaald coordinatenstelsel K zo kan worden ingericht dat

i o ' .
2.26) 6{ J\f Z-— ,._..mjﬁz ]J...,,m.

Veor deze speciale waarden die dus aan (K) zijn aangepast gebruiken we
in plaats van b ook griekse indices en vaste indices Z...... 7z in plaats
van A,.....+m, dus

2,27) ﬁg X ;

!/"-e matrix van /cjﬁ 23;61/;0 er dan als volgt uit X
m -P I

1 oVB”” )

.

2,28) P

".‘- *~/ 7
N "y d@f‘;a..,._ﬁ

v

;en de vergelijkingen (2.21) krijgen de vorm

2.29) D/sf,a ﬁ; Dyfi_‘ o

De speciale Jacobische vorm is niet invarian‘t\ b'ij coordinatentransfor-
‘maties. |

Dlt duiden we aan met -if . Dit teken drukt uit dat de aandacht wordt
gevestlgd -0p het feit dat de vergell;}klng niet meer invariant is bij
coordinatentransformaties. Het gebruik van :-_af is niet verplicht, men
x’gebrmik:'l: het alleen als het gewenst voorkomt de aandacht te vestigen.

$Maar er zijn wel gevallen waarin dit zo gewens-t is dat men beter doet
Ernlet = te gebruiken, bijv. in g k* /QA s en dergeldijke formules
waar levende indices aan de ene kant corresponderen met dode indices

Eaa.n de andere kant. (2.,29) is wel invariant voor transformaties van

de vorm

2430) f o S ~/' Pl
gf(f"‘f?} ,]’__/34/ ,n“j’ &bﬂj‘, ..... n’

&
fVoor een Jacoblsch systeem neemt de volledigheldsvoorwaarde de vorm as&ar
‘,
i
|

2,31) D[{Bpj +/3[<)’ . ﬂ 57 X




Men kan tegelijk het geadjungeerde sysgt;eeg
ean C o8/
san een zodanige x-~transformatie enderwerpen dat ook dit stel zeer-

eenvoudig wordt. Men moet dus n-p vectoren C yr ; ff::/sw -« 72 bepalen
zo dat

2.33) Cﬁ ﬁ}; =0 ; ﬂ;— {}h..,,b;y::,bv‘{,‘.,.n

Men ziet direct dat ¥
| P o_§
® C =
2.34) Y ? 7

Y - Bp

voldoen., Met deze waarden krijgt (2.32) de vorm

eon | CF 48P0 0 872 0

met de voorwaarde {(zie (2.31))
¥ 7
0 | 0, €5 -y 9, Gog 2o

N.B. De Jacobische vorm en de speciale Jacobische vorm kunnen steeds
worden gevonden zonder integraties.

§ 3. De oplossingen ven een volledig sys’ceem. N

Tad
Breng het systeem in de vorm (2.29). Dan zien we dat f cewes f
alvast zeker geen oplossingen zijn. Neem nu de serste vergelijking

3;1) D;fﬁ ‘/5’,‘?3}0;/:

& P
dan zijn (fJ ,f hiervan zeker wel oplossingen. Er zijn dus nog

n-p andere oplessingen, te verkrijgen door On ,6.:*-' JQ. Ngem de

Principale d.z. die, die voor c_{ = overgaan in C{f'”“ « Daar-
onder bevinden zich alvast ‘fz . Ga nu over tc;b nieuwe coordi-
naten ,en richt het zo in f c{ Juist "f }: zijn en dat

(b&J’ »n?
'_{ . f ju,ist die andere n-p principale oplossingen zijn. Da.
weten we dat ‘f {_gj allemaal oplossingen van (3.1) zijn en verds.
dat
/

3,2) ﬁ;: (S-; /q J/G,;JQZ“’OJ‘/;/Z



| | 8.
De vergellskingen (2 29) gaan nu over in

 3‘3) ﬁfg Dﬁ/?‘ /?ﬂ [)ff*ﬁ/&ﬁ.}o %f/xo,,(?u pﬁg,%

"/b‘“ b hr) fr(/’*djﬂ"’
of

3.4) "Dﬁ’/f ﬁﬁ’ D},' &%: o

N N 4 , )
©3.5) f)ﬁ/ = Avﬁ' (/7/;* ﬁ;ﬁ;}
Van de nieuwe vergelijkingen

3.6) Dﬁ”/*’ CB}; 3/0'/~=O J~/3’:~ 1,’--.-/7§j’:/,o¢//‘,’..-.w{’
2 /7/ . 1 ‘
zijn nu :fJ Cee ,g oplossingen en daaruit volgt dat
. 4

37 Bl -o 4 //w/,

zodat de vergelijkingen (3. 6) overgaan in

a >, -
3.8) Y / O;, 3 , oy
&) 0p e By =0y sl pl by

Laa’t de accenbten nu vOor het gemak weer vallen

3.9) @

, L o
RS a,/,ﬁﬁ;affzo

dan zijn de condities nu
J@U d ﬁ,,] . D/ff?’ % =1, ;/53"7=/°;a )
- J fS’ |
R [f I B&] 9 b[, /

Bijgevolg is nu (3.9 b) een stel vag p-1 vergelijkingen in de n-1 on-
afthankelijke variabelen , e .,.‘f « Met dat stel gaat men door.
Kosten van de tweede trap wederom O,,_/bj ey ¢ + Dit p maal,
totale kosten dus

“3;11) P X [0,,,/4,).....,47,)

Na teruggang tot de oors Ofonkel:.;}ke coprdinaten gaan/de n—p aldus
gevonden oploss:z.ngen voor g

3.10)

= £u< juist over in (f P :E . Het
[+ 4 (54
zijn derhalve principale 0p10551ngen t.0. van (‘f § « Zijn




9s

; Z/ deze oxalossxngen, dan is /f } averaena een
Oploss::,ng, voor %< évergaande in 3,7 pn g}

§ 4. Niet homogene lineaire systemen.

. Ve . Ky
1) G % = l£7) 4=
Voorwaarden: g'ken ;”‘a analytisch in een QZ/ cf jverder
» o

¥y g

(anders waren de vergelijkingen  afhankelijk of onoplosbaar). 2Zij

4.3) Y?//jjk)::oj %{—X;’%o

een oplossing. Dan ontgstaan de p homogene vergelijkingen
4.8) @..;..5;9?1-&’/4() F=o

in n+1 onafhankelijke veranderlijken ;g / Dit stelsel is volledig mit =
{schrijft voor het gemak eerst even yé, g‘ /..(f )

o v/ u = et £9 "
fc bt ] T cf( }g{"
b) wa/‘ _ o X
L7 Pl = 0 (30
Men noemt dan ook ket niet homogene stelsel (4.1) volledigs N.e.v. 21,0
(4.2),(4.5),(4.5b).

Is (4.4) niet volledig dan gasat men (4.4) verlengen ot er een
volledig systeem komt:

4;6) %}—’ZJ% +23?/"/.l()/_{ F:O j 85 1J-...JP+/~4,+.... “f‘w
en daarbij hoort dan
> U‘/A a T o= “
4,7) 5 ' ¥ 55 (f )
1s nu voldaan amn de voorwaarden:
M rong for
“®) “ ”'ﬂ% rang popr o ops [V | s PR

an Povendien natuurlijk aan de voorwaarden dat (4.6) volledig is, G
“=.ft (4.1) oplossingen. In het andere geval niete

- 4.2)

ran} /J

I“O.ng F

4.5)

,,-lu




§ 5. Mayer systemen. | ) | ‘ “m&
Bij het systeem in de speciale Jacobische vorm

“5»1)» (1) Dﬂf+ B}Gy()}f :'?-‘(Q }F: %.,a/‘,?yﬁ/ﬁ*’i'“u”

‘hoort het gead jungeerde systeem

52) (D) AL £F X - dfﬂ

Beschouw nu de g:f’ als onbekende functies derg $§ X=172 -au/bp dan is
(II) equivalent met

s | 3£ E P (L5 EY| iy ity P

Als de voorwaarden van het volledig zijn van (I) (cf II) vermeld zijnz

‘ Fox o ?
9 1 0% = Gy e

(ook wel zenoemd _;Ln‘begga‘biii‘heitsvcm;waamen van (III) dan noemt men
‘IITI een Mayer systeem.

¢
Stel eens dat /f /de principale oplossingen zijn van (I)

t.0. Van fd;—_ §“ y dan zijn
o
5.5) fg}?_f’? =C }) ( (,’y: constanten)

n-p onafhankelljke integralen van II (de principale integralen t.o.
van g E ) (5.5) stelt eAgn stelsel van OO :34;,5 voor. Vraag:
welke dezer® X/,Sgaat door ? Schrijf de vergelijking eerst
op voor :g = fd dan krijft (5.5) de som

en men krijgt dus de gezoch’ce X/, indien men voor de C‘?de waarden
neemt,

® Los nu de gjo op wit (5.5) (dit kan altijd emdat Jef {z)? f};o)
dan kent er '

' ¥ P, ool AP
5.7) £7- ¢r£%c”)
maar dit zijn n-p plosi}ngen van (III) die afhangen van n-p constan-

ten. Z3t men C.}" en f“ g dan moet de linkerzijde in
overgaan, bijgevolg is

o ETo ey g s

~en stel oplassingen van (II1)dat voor f fwerga&t in de constan-
Ton :g . Dit stel oplossingen heat Ret stel der principale

o



114
¥ .e Lebben nu voor (1),(11)
en (III) elk principale oplossingen Fesp. integralen die uit elkaar
kunnen worden afgeleid.
‘ De integratie van (I) of van (II) of van (III) zijn dus (mits a €
velledigheisvoorwaarden vervuld zijn) gelijkwaardige problemen,
Ga nu uit van (III) en neem de ¥ < f»‘ eerste vergelijkinger

39 ag £ =-C, (ffﬁ"?).; B=2ut; R prt e un
tar A
en beschouw tgg, ce .fp als parameters®.Dan hebben we weer een stel d= Tt

er net uitziet als een Mayer sys’seemme"{;”t onafhankelijke veranderlij—
ken. En aangezien inderaad uit (5.4) volgt dat

oplossingen van IIT t.0. van £ %e

2 (4 F
5.10) b[c_ Cg] = C[C‘ D”ZICZ J Zsjgzz,....fjjfyz/é%..um‘

is(5.9) ,indgrdé.a% een Mayer systeem. Dit heet de verkorting van III
t.0. van “gJ-«-J .

I
Om (III) op te lossen verkorten er naar ﬁ :

08T CUEEEY g

en hierin zijn nu de ﬁ %parametera. gi is de onafhankelijke varia-—
bele en dus is (5.11) een simultaesn systeem van n-p gewone difforantiza’ - )
vergelijkinge;x van de eerste orde. We bepalen de principale oplossinge .
t.0. van s @2t zijn dus diey& die overgaan in voor

alle willekgurige waarden der

o
' ‘gp, el
5.12) g‘?: ?Jjﬁgjgff}a F}Z%fig )"«5 ’
| p= e P
(Dit kost overigens een 0,,, b o Nu gaan we nieuwe variabelen
invoeren:

0(1 a(f' o
5.13) ﬁy}:‘: Cr‘;,:gff }O:g“) o= /... 5;
' _ g L=y
g - Cr"’p (f s ff’:/é’f/,"*f’»‘y;//é”/:/w:”‘

e transformatie is van de vorm (2.30) zodat de speciale Jacobiwhe
ro.m gehandhasfd blijft. Bovendien weten we uit (3.5) boe de ,/3’,3 en
12 cok hoe de g = - ,Q/Jf zich transformeren



“ , o 12.
L saw Cy’ [f”ﬁ/ ,;“/9»5,,}

| /A r
'D‘e nieuwe vergelijkingen

1 0 e¥ A
S A

luiden dus witgeschreven a.ls volgthe
de eerste:

5.16) D,fy:~(‘y:j 7[)’5"_.. ,iJﬁfbfft

(omdat Yy een oplossing van (5.11) is en dus ,F};"Cy) "
de andere;

5.17) a,,;,g __,c}‘,(g; g‘f';gm ol

= ({/’ ’JJ"'”’

In de vergelijkingen (5.17) v % nu echiter de :gx weg omdat volgens
de integrabiliteitsvoorwaarden

L3

bt ’ Y
S AT A Clr % G P77

nul is en bovendien C}ﬂ xo is. Alles valt dus weg behalve
5-19) a C)sﬂf = J. ?/::1/....:’/3,‘ y’: /61‘-1'/‘;‘.-.‘.}”’

waaruit blijkt, dat Cﬂol alleen van f g? afhangt. We hebben dus
het probleem verlaagd tot een Mayer systeem met n-p ombekenden en p-2
onafhankelijke variahelen. Dagrms gaan we door en wel p maal. Elke star
kost Oh_ ,~=-;€+ Dus tot nu hebben we nog niets gewonnen.

We zouden echter winnen indien na de eerste stap eens mocht
blijken dat de C ﬁ alle nul waren. Want dan was er in (5.1?) niets te
integreren, we konden direct de oplossingen opschrijven: j g

We gaan nu bewijzen dat deze uitzonderlijke gunstige omstandig-
heid zich steeds voordoet indien in III toevallig

5;20) {C{; (fk)&;,gl =

O



13.
Inderdaad volgt dan uit (5.14)

3" ‘ ?9’ 2/ 6 f, ? ﬂ fl
5.21) - e~ £ ¥ Y
=S I C e T
r:,{ ..... J',o;yzzz...v/b) 5":/6-“-
(/ -./J S) l%*’// I
en indien men in deze vergelijililngen gﬂz g = é(: zet verandert de

linkerzijde niet en komt er rechts ingevolge (5.12) en (5.20)
'Jf '\{" 2

3 - 4J,.q‘ ~ 2/ >
JV/ ~J z é"gi,z-;-o,ﬁ/fd”y{JFL

s ,5}' /=
‘J(?ﬁ . ' o
Y R ¥ ;ezg -
~>
Q

Q

7
5»22) df\,ﬂ {\) (\ t‘\' ’ 7 /;J 5'0_.? 7
y) G [_') . v"(."jCD, (i’ / ==
L
Daarmede is nu bewezen: -
Indien de "‘y. ; (4= ;}A,,J/:-, uit het liayer systeem
- b {,) 5
5
5.23) L2 § S ) g oy Y
: g e /! . .
identiek nul ziin in v & VOUT ;5 < & , dan zijn de principale
. . . 5 ]
oplossingen met be‘t‘rek‘u_x_n;:,xh tot g:é ° aan het verkorte systeem
1T} i C'
5.24 2 3 o R .é/ Y
) g, " =C (L),
g @F
waarin EE,. als parameters worden opgevat, tevens de prlnc:Lp ale

oplossingen van het_systeem (5-24) met betrekking to”c(&, C,‘ ; S s g A

3 1 3 ) -

indien ;J..._“g‘ in dezz zpliwssigzen weer als_gewone Vv Varlabelen worden
<

o ~gvat.
T , ‘ . .

In dit speciaal gaval komen we dus ult met €<n sxkel gtel
operaties O,?. -pL oy

Nu ken men aitijd corgen dat dit geval optresdt en wel
door een coordinatentranaforwacic. Owiae de speciale Jacobische
vorm gehandhaafd plijft zal in elk zeval moeten gelden

£ 2 /
5.25) A e ‘),:q’: Z;“--/Jjocl::{,....//o(

Laten we daarnu blj nemen

Ve lf?/ \4:‘5 J ,S’ ‘ / ’
51»26) c% - (’ﬁ ‘;} <§ }’ c\?:/b*/} . .sz; (g :(/Jf//} --.-}’2
Dan is X' } , /
v . ,S)/ N v ’f @ &t
5+21) Cﬁ *heCiHy =4 Cﬁ /?ﬂ'
en dus '

ff VW , ,
5-28) C - C‘é’ / ,il,' j}/'/: ?)'---//3
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Ve verlangen nu dat |

s CJ(E LYo e g

zal zijn. Wil dit algemeen geldexn, Z.W.z. voor iedere keuze van de
functies Cﬁ dan moet er dus in /‘17 4 een factarf ; zitten.
Neem nu met Lie de Tranformatle

SRR £ S X AT £
0,1

(C‘U.S k; - ’}

[y

o
' 4
dan is z ,AS’-‘-‘/’H,-.-;/‘:,‘gf:gybﬂj_,’...u/z‘

y : ‘ ‘
-0 : / 27 ¢
5.31) Rpiz0; AL = 5t (2-£)8)
en we hebben

5.32) CS’ J”YJ‘

zodat inderdaad nu aan de gestelde viurwaarde voldaan is.

Maar nu is de moeilijkheid dat de transformatie (5.30) geen
ordelijke coordlna'tentransformﬂ“{le meer is omdat de functionaaldeter-
minant voor j ; nul wordt. lnderdaad is immers de determinant van

s
Eﬁl ! (g#‘ s & a
7 )
5.33) S 0 Voor(§/=<§’(r0)
o

’i

oo 00

oo - -
‘Dat betekent dus dat we de op de nieuwe coordinaten verkregen oplossing
niet terug kunnen transformeren. Niettegenstaande dat gaan we die op-
lossing toch maar eens bepalen. Te bepalen dus van het verkorte systeem
(in de nieuwe coordinaten)

/ é ¢ / ¢
5.38) Jdr £ v ~C}';(£§§f§?)

‘/’ / 4
;de principale oplossingen t.o.v. (g :f {(=0) met de éP =lg parame~
ters: ©

/ / ’ /
5.35) ‘f}’ :.-; 5"\)5’(({;({’}
met de voorwasrde

5.36) ¢§} f"(g £ P
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Waaruit bHjkt dat dit nu vanzelf ook de oplossingen zijn van

5»37) C)ﬁ 59 “Cﬂ

mits men de £ f' 1 /’ weer als vama‘oelen opvat. Wat we nu wil-
len hebben zijn de £ uitgedrukt in de <§ + We kunnen nu wel zulke
uitdrukkingen halen uit (5.35), namelijk, ingevolge (5.30)

»

5.38) ,gj' J“yfy(fﬁ ’g.”;)

 maar wie garandeert dat ook de 0plassing van het oorspronkelijke

gegeven Mayer systeem is. Te hebben immers op ongeoorloofde wijze terug-—

getransformeerd wat zich dan ook wreekt dat in (5.32) Jmstcgl

. in de noemer voorkomt. Dat zou alleen niet hinderen indien 3.11 decgy

' alleen zouden voorkomen in de combinatie <§=§/ , immers dan zou er
uit een ordelijke functie van de j" kunnen on"bstaan. Men ziet

dan ook daarsan daf de transformatie van‘_fx 1nc§_;£,£ niet ordelijk

is maar die van £ “in de variabelen § g’(fp £Y"  wel. Nu kunnen

we eenvoudig bewijzen dat inderdaad deze gurstige omstandigheid op-

- treedt., Immers, het gegeven Mayer systeem heeft zeker principale op-
- lossingen t.0.v. C{o{ go( . 4ijn deze

san L= gRerer); efs yf{é’ £%)

dan kunnen We deze tranuformeren 1n

‘5,40) _ J“?;é(g+£r§ y(é\jf'j

en dit zijn principale 0plossz.ngen teOev, rg' ,_é van het getrans-
]

formeerde systeem (5.31). Nu heeft (5 31) echter slcchts één stel

principale oplossingen t.0,v. é'( ,en uit een vergelijking van

- (5.32) en (5.34) volgt dus, dat de °f§? in F‘P alleen voorkomen in
~de verbindingen (_{ 5 ‘

Het is onfraai dat in de transformatie van Lie (5.30)

- de variabele _f " wordt bevoorrecht. Mayer gaf een fraaiere transfor-
- matie waarbij echter overgegaan wordt tot n + 1 overtallige coordi-

naten ‘7° i K

.0(
5.41) _§°( £ +7°7ﬁ(jo(=z,‘...,/b;y:/aw...,_,,z
Y. %Y

De bewijzen verlopen voor deze coordinaten op overeenkomstige wijze.

§ 6. Het covariante vectorweld of de Pfaff'sche vorm.

Heeft men een enkel vectorveld %/ dan kan men daaruit de
rotatie vormen

/
o7 Zd/‘: ")[/4 w7
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Op dezelfde wijze kan men, als een p-vectorveld wl,-“'Af gegeven 1is
de rotatie vormen gedefinieerd door

D Wy = () ity

Verkorte notaties zijn

6. U = Wot W= %wﬂw

Men kan bewijzen dat Rot Rot steeds nul oplevert.
Beschouwen we nu bij het veld &/ de volgende stelsels

vanlineaire totale differentiaalvergelijkingen /LL-fYﬂ”Ef
S) W o(j/uw:v c
2P = rotatie
S4) &LéuA q&f/u“ klasse
‘ ' - = k1l se
6.4} S,) af_c__f ..o W)c/(fﬂ;o K as

s me o £ -Ooﬂu;,m,g"‘ 3o
s W o{é’“-o, WpadEF-o ormognelds-
klagse

De invariant k ontleent zijn naam aan het feit dat S, invariant is bij
de gelijkvormigheidstransformaties W) —->@'Wj) . Men ziet gemakkelijk
in dat ¢ = 1 of ¢ = 0 en dat
7y Kk
6.5) vir Vil
P2C330

De volgende beschouwingen hebben betrekking op een"gebied van constante
klasse", dat is een gebied waar al deze arithmetrische invarianten
constant zijn.

Om de geadjungeerde systemen behorende bij (6.4) te be-
palen vormen we de rij

08t M/‘ Z"N%J Mkf‘/‘&v] wﬁrwf‘zlf o

of kort symboll sch

& Jew T Z,/J..VMJ whW, enz.

Dan is in‘*elk geval
26"

= 0 Vvoor ¢
6.8) J’[ P

* Q Vvoor 0‘.§[~’
Verder is 20 26=

6.9) J - 2__(_7j



AT

' Pt ,

en daaruit volgt alvast dat J/ f0 « Nu moeten we twee gevallen onder-

scheiden: |
I. #) ligt nie} in hethgebied van l‘\{y&\w. Dit is echter hetzelfde

als het gebied van , waaruit volgt dat J - wf;éa is enff:)jﬂf !

In § 2 zagen we dat bij het systeem
x e
6110) C/.( d,g - O }" x :\D*‘J"“JW
behoozjt het geadjungeerde systeem
6.11) fj’; aﬂf:o‘;zf:%..‘.\a

met

6.12) /3? C; =0
Nu is (6.11) equivalent me%
6.13) ﬁg,,_.ﬁvf;ﬂb/ljm
of ook :
6.14) Cg‘;’. . C/: Dﬂ]]p: o)

en evenzo (6.10) equivalent met

P-}‘ 4 /'ln
6.15)
C[/JP*’...., C/‘[n] d’fg ;':o

of ook e p 7
6,16) e/Bﬁ ~~-~ﬁpﬁc/<§./( =0

Bijgevolg is S1 gelijkwaardig met

2 2
6.17) (7)"“/}*0 & =0

4

en is dus het geadjungeerde systeem 31
! 3P

6.18) C?,r (7/ =0 (symbeliﬁ,ch vaor

Jff‘"“/’ﬁ#?/‘ ©

Evenzo is 82 gelijkwaardig met
Er Y

en het geadjungeerde systeen S;_ dus

p ot =
6.19) Sz ‘7%: o (voor K = 2]9 + 1)
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Aangezien w,‘ niet in het gebied van %A ligt hebben MJA en %[A Wyy

hetzelfde M -gebied, zodat S, = S; en 5, = 84. Bijgevolg is in dit
geval Cs:zﬁ enk:z‘w«f:/( P

II. W) ligt in het gebied vaxn ry « Dan 1s S, = S,« Verder is %}

te ontbinden in 2
. *
6;2&2‘ %A =2 &l[/u_ 2(1;«‘] + }’//1:,\ .

W

waarin Z//V:A van de rang -2 is en de gebieden van 2&1[/4 wyjen Ay

geen vector gemeen hebben. Uit (6.20) volgt

-y
6.21) f: WWt»--W:N*N;....’\‘W#O(f—ffacforen)

2Py
en c}us is het gebied van y hetzelfde als het ggbied van het stelsel
W M . Nu volgt uit S,

6.22) Mag w7 dé/‘: -
en (6.20) dat
. .3 -
6423) /*" w/u L{[,\ZJV] ¥ /’?//u,/_‘A l»(/'y‘]}(t{‘éﬂzo

- Vermenigvuldiging met &, geeft
* o M
=0

6.24) w/;[lwvuw]a/(s

*T
maar wegens het bu:is‘ten elkaar liggen van de gebieden van %\ enl{;uuAJ
kan dit alleen als MA d"g/u: o « Bijgevolg is S3 equivalent met

*, .
W A o(,g = O
6.25) a y
%_ c(',g = QO -
~en dat wil zeggen dat het gebied van M[A Wy,] samenvalt met het
- gebied van . Het geadjungeerde S3' is dus
2P~1 -

6.26) 5;! f,‘/f = Q (VOOPK: Rf’f“H

' Verder blijkt dat S
zicht:-

I
3. = “ = = -4 , i : E Y-
3 = Sy en§ =S, zodat {=¢=2f Hieris een over

Mﬂd.gﬂ’_’ o]

S, }jffridj’“zo S,- S, :f%)d’gﬂzg
S, :

i1

vy Oy
.
i

I 3 =0 "y 59/:: §;:§7:0
j-}‘O/" ?#o f:o

J

Cy= 2P ,.:.Krf(:zf)”
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. 3 ;
‘ : = / -
II S?_,:s,’:lpj = Q0 P41 Sg=S‘3:c7/::O

De belangrijkste stelling is ma, dat S,, S,, S, en S, steeds volledige
systemen zijn. Voor een stelsel /3’;%{/20 hadden we in §2 als
‘n.e.v. voorwaarde vcor volleaigheid gevonden

6.27) '/3[/; .Bg ()[/‘ CA? = Q _}.'g}c $i3‘...3\35 x :‘D-&U....Jn

‘en hieruit kan men mu gemakkelijk een andere vorm van de n.e.v. voor-
- waarden afleidens: '

[¥9]

6.28) w[w{,‘,....)q; f;uw,;....y:] =0 9= lz-/a
waarin “

ﬂ\DH
6.2 % :
N Wy =G

I
@

Hieruit volgt dat volledigheid zeker optreedt als &Jj...J, rotatie-
vrij is. De multivectoren en 3; ' zijn nu enkelvoudig en beide ro-
tatievri] en daarmede is de volledigheid: v%g, 31 én van S4_ voor het
‘geval I al 1bewezan. Voor het geval II is  enkelvouuig en zijyp ro-
tatie is zodat hier ook (6.28) geldt. De volledigheid van
‘wil zeggen dat de n-2 van deze 2f- vector X ap” vormend is. Er
bestaan duseo ¥X -2 ‘sf s de rotatiedragers van het veld &, .
“Evenzo beh?rex; bij SI"%KX n-K’S » de dragers van het veld &/,
en bij S,,, ) sz-kJS » de charakteristieksn van het veld &/ , waar-
?tussen het volgende verband bestaat;

16.30) D k= K = 2P+ char. = dragers ( rotatiedragers
I1) k 2{3-—! K: zf) char. ) dragers = rotatiedragers

L]

§ 7. Klasseverlaging bij doorsnijdingen.

Is een § -vector zu;h ey gegeven en een )(m

| K K :
T.1) r__g :’g (’)Zq:} S = ﬂ).....Jﬁm‘

. P - te
dan is

J:C"‘ )'

1 o .‘ 2 - e
3, ole
Ta2) w‘g,...g? ::.,34,_“/8‘25&14“_315 j3k ,,."a‘ggka'

de doorsnede van %, | .,JJ met de X,,,. Deze doorsnede is een 9 -veotor
en dus steeds nul als ¢>/72 ., Nu geldt de stelling:

4 . ¢
&, ~ " 3
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| rotatiedoorsnede = dao_zjsnede rotatie

inderdaad is

w

/ A, bl Ay,
W gty < (g5 By Dtyir B g Sy ity
en de eerste term rechts is nul omdat a[g c] =0
£tel nu dat }fm als volgt gegeven is
bt

T.4) /(57 A /;ﬁ*);cn

dan stellen deze vergelijkingen bij veranderlijke waarden der ¢c’s een
stel van co m)&,h s vVvoor. Kiest men nu de coordinaten zo dat

hn/ ie4
7@5) / . ..‘,05 iﬂ

dan de X § de coordlnaten ,,,»van dit ccordinatenstelsel in elk
der X 5 kan x:ae;:z(_«fJ Qg als coordinaten gebruiken. E‘Trerdt dit
gedaan dan treden duscgj . ‘c§M in d2 plaats van yi‘,- v 7 en de
doorsnéde wordt nu

’ A %3
Te6 2w D~ N Py -
) ﬁ/ﬁf = 8/3{ VAR ﬁ}/g ”Cé L
Dat geeft het recept:
Om de doorsnede van wj .. te verkrijgen laat men eerst
alle termen vallen die een of meer der (nieuwe) maatjggptoreneg, ‘g 3,‘
bevatten en in de overblijvende als functies van (g eg beschouwd
ot
vervangt men (g ._th" door de constanten ¢ .....C .

Wordt van een vector W, van de klasse K de doorsnede met
X,n_ gevormd den ontstaat aldus een vector uﬁ, van een klasse K’

in 'X,n . Het verschil k --K V heet de index van het functiesysteem
tred s

VPRI 3 to.v. w‘A e« Om K te berekenen hebben we nodig w » de
Cotatie '/ en de uit wen Z/ te berekenen rij der js . Haar ‘w is
de doorsnede van s Z(/ de doorsnede van Z&ren dus ledere j de

doorsnede van de overeenkomstige c7 « Om dus zulk een ‘7 te bereke-—

nen laten we uit de overeenkomstige 7 alle termen met Z»‘;', see QA
vallen en vervangen in dg overige j”j, ’.._;";n dooxg_?j' S0l 7. Let
men nu op dat ez = a,; enz., dan volgt dat 'Y/ dan en alleen dan
nul is wanneer

et v

7.7) ?Z cedp ¢ ’M/ a’\n]fza

Neem eerst het geval m = n - 1, dus slechts één functie f.
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Dan is dus fy-—ﬂ 8lleen indien .:7/:0 « Br zijn de volgende gevallen

A

I K oneven) 1P s~

a) f}'//;éo dus y/io

f geen opl. van S =5, en dus geen opl. van ‘5:{:5_.;»
,’ K .[( i k=0
7.8) A

b) yf_..o macxr,;y‘{ rﬁo

f een opl. wvan 5 S maar geen epl. van J = .S;

KK/,—!

7

z[m $
c) T/ =0 ormdal :ff =Q , )
f een’opl. van §': §%  en dus een opl. van S =3,
! 3
< K-2 sR22 (zie echter later)

},3 /...

II k even)a) y/ O, dus o / ;éc

/
f geen op. van S =S, sr dus geen opl. van &=,
‘K=K;
_:ﬁ___ A%
7.9) b) {Vf 0, maar Cff/ £ o
¢ ¢
f een opl. van 5 & maar geen opl. van 53 =5‘,

'K - K-—/' K=/

:ﬂ-/...
c) é/ O omdat

Y
f een opl., van 5
K <K- 2:kx 2. (zie echter later)

/ ’
en dus een opl. van J, =5¢

We gaan nu 'bew:.gz/en dat in alle gevallen K) K Z is, indlen f sen

oplossing vanns is. Neem het coordipatenstelsel zo dat § -/ ’
"

dan is dus ,§ een oplossing van 5 en (g = const. ecn integraal wvan

32' Bijgevolg neemt 52 de vorm aan
=Q &6

4
{j w:f?d.g =0 Dit zijn de vergelijkingen van 82
T.10) ﬁ«d(g 0 horende bij de doorsncde &{ﬁ;

ﬁndg o &— ﬁ Lyeeee t2-s

We weten nu dat Sz volledig is, dus dit moeten precies zﬁw on-
afhankelijke vergelijkingen zijn. Laat men twee met pijl aangeduide,
die zeker onafhankelijk zijn weg dan moeten er dus een aantal 2 2P-/
;Onafhankelijke everblijven. Bijgevolg #&s. K’ 2p-1 QeWeZoe Ké}( 2.
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Hieruit volgt dus nu dat in de gevallen Ie en IIe juist K:an

en k = 20
- Samenvattend hebben we dus nu verkregen
Xk =0 als £ geen opl. is van S2 en dus ook niet van S3
k =1 als £ eenr opl, iz van 82 mear niet van S3
¢ /
7.11) k=2 als £ een opl, ig van 83 en dus van 82

Een functie met index O behoeft slechts aan ongelijkheden
te voldoen en kan dus zonder integratie bepaald worden. Voor een
functie met index 7/ dis integratie van 82’ nodig, dat is van een vol-
ledig systeem van n - K vergelijkingen. Dat kost in het algemeen een
operatle O}/ » Evenzo is vooxr aen functie met index 2 integratie van
S nodlg dus in het algemeen gen ('} « Maar er zijn uitzonderingen.

Is K = 1 dan is f /&Qaig esn tunctle met index 1 en kunnen we
dus met een O, uit. Is K = 2 dan kunnen we met een (J,eenfunctie
§ met index 2 bepalen. Dan i3 W u 17§ =0 en dus is & van de

vorm &3 = Za,zS e © gavondar zlijnde kan Z zonder integratie
bepagld worden en Z heeft dan iniex 1 . W2 hebben dus volgende

kostentabel voor één enkele funectia

index O geen integratizg, begtaat alleen voor K<r

index 1 OK voor > 2
T.12) O, wvoor K =2

Oo voor K = 1
index 2 O
K-/ Mt ”
Zijn er meerdere functies /J .- -,/ , dan is de index

t.0.v. &% zeker £ 2(n-m) omdat de doorsnijding na elkaar uit

kan voeren en iedere functie ten hoogste een klasseverlaginglkan geven.

Is inderdaad k = 2 (n-m) dan heet het functiesysteem geconjugeerd t.o.v.

ZU:; . Elke functie moet dan index 2 hebben., Om een geconjugesrd func-
tiesysteem te bepalen zodat men dus eerst een oplossing van Sj' 3

K-r_

7.13) J f=0 »

Dit kost een OK—/ « Stel £ is die oplossing, zoek dan een f die
4!
tezamen met f met 4 verlaagt:

———

K-3m+: =

7.14) 7/ f‘:o

/
Maar dit ig equivalent met ¢en 33 - vergelijking in de Xn_,/ = con-
stant. Dus kan zeker met een operatie OK-.; worden opgelost. Noem die

et
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o my2
eplossing f en ga zo deor. In totasl zijn de operaties

7415) | Ok, Op 357" 3 Ofc_ snermys)

nodig om één geconjugeerd functiesysteem vast te leggen.
Indien k = 2 {(n-u} - 1 dan heet het functiesysteenm

semigeconjugeerd. Elke functie moet dan of index 1 of index 2 hebben
snders kwamen we niet uit. Men kan dus beginnen met een functle van
index 1, dat kost oplossing van Sela

K ~
7.16) J/ = 0

‘dus een (g . Noem deze « De werdere verlagen alle telkens met 2.

%Los dus eerst op
t K-2 mei

7.17) ﬁf/:o

Fec 2 04

@

ienz. In totaal is er nodig
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OK Og.z ......... 0‘ 3-3n-m
gaar h&? kan ook énderé. Verl’aagfee:{r'at }n~m~1 meal met 2, det geeft
fy.es9f met behulp van de operaties

7.18) ' CK., , qu~3 o ) 0%1-3 - 1 (n~m)

1 de klasse is nu gedaal% tot K~1f’n~4m-!) . Nu willen we nog één verder

naar beneden en dus moet £ een oplossing zijn van
K-dfn-m-)) _

7.19) 'y

= 0

hc‘ig'.e zich afspeeml}: in de! Xm, met de vergelijkingen
. -

f = consty...; £ = const,

Om die oplossing is nu nog nodig een

0

K+2-2{m-m) a3 K> 2fn-m)
7.20) 0, R TSN
OO » ‘\ = 2[‘“‘“) -

§ 8. Het theorema der Klasceverho:. irs

a7
-

Wij bewijzen het theoremz
Qpdat bij een gegeven veld wy, Yan klasse K juist een systeem van S
functies kan worden gevonden met index k i ncodzakelijk en voldoende

cat o gk <X
3.1) 25 2k

K-k ¢ m-S

De noodzakelijkheid der voorweerden is trivizal, Het bewijs van de
i onvoldceendheid wordt geleverd door inderdead 3 functies te construeren,
éNc doen dat dan zo dat er zoveel nmogelijk functies zondexr integraties
bepeald worden, en bepalen tegelijk vcor de anderen de ten heoogste no-
dige operaties, 9
. willekeurige functies bepalen een systeem van oo X"n-u S en
- de doorsneden van deze metw), hebben zeker een klasse ¢ m-u
m-u¢ K meak dan dat deze klasse m-u  wordt,
! Daarvoor is n.e,v, dat

g ) 2 (=0 vwvoor G >m-u
- 8.2) Y JS ....... %

en hier blijven alleen de ongelijkheden omdat een alternerend product
ven meer dan n factoren altijd 0 is. Is w-u 3 K mask den dat de

- klasse ven de doorsneden precies W is . Dearvoor is n,e,v, dat

o i I (z=ovoor < >K

8.3) N i _____

. Is nu

:F.o vooer 9 gm-u

% $ovoor @ K
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maar ook hier val‘b de gslijkheid weg, omdet ‘3:»0 voor ﬂ"'}K . De
:Eurxcmer:s hoeven dus alleen masar eaan ongelijkheden te voldoen en kosten
geen integraties, Ga door met het eexste geval, De klagee is nu N-&

in een X,,\_.u, en deze moet gereduceerd worden tot K-« + Dat kan al-
t;.gd met behulp van

E.4) 1{""“ o +k +\0 7m0 of 1
functies en het btotaal aantal functies is S , dus
8.5) - u+'§n-3u~~K7§k +1'r¥ S

of

8.6) = 2S+K‘k-m-'{\
Nu willen we het aantal w maximeal hebben en kiezen dus M =g . Dan is

8.7) =25+ K kom

en omdat hier m-u $K

8.8) u ~1m 4,15 \

Nu het tweede geval, Hier bl*;ft c¢ lklesse eerstK in een Xm u  Dan

zijn er nog nodig yk of gk} Functies die de klasse op -k brengen.
Het %totaal szntal functies is dus
8.9) urtk (k even)

S -

urifksd ¢k oneven)

(5'§k ( k cven)
U =
S‘i&*') ( % oneven

en asngezien MN~-u K 1is hebben we nu
v 1

dus
8,10)

'8.,11) QK fl‘ﬂ.-ﬂ»lg g\mj
Dus, recapitulerend:

Voor 2K'1’5’L+QS {“1 Yoor 2K~zn 4-1(3 % ke
Bepael cerst u-JS +K-k-m functies Bepaal ecrst Sn%;‘w of (J - MM
zonder integratie, die de klasse functies zonder intesrntie die de
brengen op klasse onveranderd laten en daarnn

n-w=in- 13 K +k 1k of Hke) functice iie de

'Bepaal daarna nog ’ﬂ*%*-lv-K klasse op I -k brengen. Dit kosts

functies die de klasse op K-k
‘brengen, Hiervoor nodig de opera- .
ties

‘ Qm~;S-K+k-; , O.ML —ZS*—K -\-k'?.t,, .

) OK» k41

"
keven: Oy., ~C>K 3 U <l

K)k & DKM K*&’ ﬁ&»&mh@“ ooy

kamvemiw skai 2Ok, 6y, L0,

K*\( 0‘-, ‘Qﬁ;.h .d}af
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§‘ 9.. ‘Kanbnis‘che _vormen ven w, en w,d A

: ) i .
le 1?*’5 de klasse van Wy en $,..,5 een systeem van P functies me¥

k . ,
index 2p . Kies Je§’ dan zo, dat S I 3 AR onafhanké ™

1ijk man. wy d§ kan dan als volgt worden uitgeschreven
? ? pti "~

9.1) wdgwdm i, SRt

waarm w ,u func'ties van a g,g e “g“' zijn, Dm de in-»

dex 2¢ 1s ontsteat uit (9.1) een vorm van de klasse & indien 5.

. &
¥
door aonstanten worden vervangen, Blagevolg is voor €=t
L) " m
9.2) u dg wet w4 g
1 14
een volledige differentiaal indien in deze uitdrukking s, . -5 als
paremeters worden beschouwd. Er bestaat dus een scalarf\{g zo dat

f"“ i ﬂ

9.3) ', o\g ot AE ,d{wggés—w- -::g

ﬁ

» A
Uit (9.1) en (9.3) volgt echter dat 4, 4%" kan worden geschreven

9.4) g dg s dped dbee i ki

Op dezelfde wijze wordt bewezen, iabt voor f£=0 een vorm bestaatl

14
19.5) w,\éffﬂ&w ~~~~~~~ w&s

A
Men noemt (9.4) en (9.5) kanonischs vormen van W, Jg , Het is interes-

gant voor kanonische vormen de vergelijkingen der dragers, rotatiedra~

' gers en charakteristieken te kennen:

A 14
p = const.y ¢ = const.p. iy % = conet,
. 1
’char.zdx;?gers. 7 = const.}...} § - comst.
X o\ =Ane " ~
Kaaget ( '“'\f ¢ = const.j...} £ = const.
rotatiedragers: 4 P
. X ) # = const.j...p} 2 = conctd,
“"IP
§ = consb.j..e $ = cOnes
char,
4 2
(X'Q."k) { f *a ’ " ) H ; = Gﬂni‘t-
H=1p A -
4 g P
dragers=rotatiedragers §= const.y.eei = const,
X x =X p
n-K ’”?) 4= const.feess E = const.,

In de kanonische vormen versc’hij?t {’"’k als een veld van de klesse K

in de Xk ven de variabelen ER, S, eS0T, dat ontstaat wanneer
' 3 "
ﬁex wordt samengelegd nsar het nomaalprobleem* XWK » met de vergellj-

i 1 14 i ! *
.7 €h = consteyy 5= const.j...3 S = comst.y 2 = conet.y...1 =CONER
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I}i’b zijn precies de d r%ers van wh
~ Voor g«-t is :

9.8) \ ‘j); ; -1-1? Zey S
9.8) | g LR «z)‘ze“* *\y)
: 1944
4 pi A
A e =1 2oy S L. .
] 2?*3 {k §}§1 h,’,, k‘? hkgv*a}

en dazruit volgt dat voor K even een veld in den kanonische vorm ner-—
gens een punt van verminderde klasse heeft waar die vorm geldt,

Een veld van even klasse in de kanonische vorm heeft echter punten
van verminderde klasse gegeven door

. 4 ¢
9»9) Z =0 PUERIDEEE ‘)’l Pl

In die punten is a0 )szf cawkw

Heeft men twee velden ‘so; en w; die in de punten § en f; niet van vexr —
minderde klasse en va:n dezelfde klasse K zijn, daxx kan men twee coord -
natenstelsels g eng mvoeren, zo dat wy, in een ?ﬁ:[% ) in de coordi-
naten §k en w, in een Wf(; in de coordinatenf’ ' den kancnische
vorm heeft waarin de eerste Woocordinaten voorkomen en de andere ont-
breken, De velden hebben nu elk op hun eigen coordinatensystecem en in
hun eigen gebied precies dezelfde vorm en kunnen dus zonder meer op €l-
kear worden afgebeeld, Men zegt dat zij isomorph zijn, Tvee covariante
vectorvelden zijn dus dan en alleen dan in de omgevingen van twee ge-
wone punten isomorph indien zij van dezelfde klasse zijn, Een enkel velad
is antoisomorphin ieder gebied van constante klasse., Men mzke zich duie
delijk dat bijv, een scalarveld nooit autoisomorph kan zijn wanneer het

niet constant is,
o o
§ 10. Eigenschappen der functies ‘(‘L S moz e s, o P

k . "
Vanneer ken een functie van § de rol van een veldh cpelen voor ol
oneven? Daarvoor is n,e,v, dat

10.1) ’wdﬁ wy, ~ Wb
een veld van de klasse 29 is. Nu is echter
f* Lt 2p

10.2) Yo ,.j)(’;

mm dus is n.e.v. da‘b'h een oplossing is van het niet hcmogene lineaire
sartiele systeem van differentiaelvergelijkingen
apwr 2f
10. -
3> ’j - 31’(« ®
it (10, 3) volgf;w

10
0.4) Tk =0 1 dh o
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'en’(b moe'b dus een oplossing van 5 = S,,, z:.jn die niet tevens oplossing
van 5 5 is, Me:r deze beide voorwaarden zijn niet voldoende,
‘Srengt men Wy in de ka.nomsche vcm

1P K
B S I

Jan neemt (10.3) de vorm aan

] K 3 K .
10.6)  2pmtag -8, g
en dit is equivalent met
3.0»7) D,‘Jh,n‘l 5 ’Dw,b, =0 ‘) {a2 VK‘H, ...... "'ﬂw

Bijgevolg is (10.6) of ook (10.3) een volledig niet homogeen systeem met
de algemene oplossing y
10.8) fug * ¢(§*,-'---",§ )
bevattende de willekeurige functie é? . Is p geen oplossing ven (10,3)
den is de klasse vanwgelijk aan 20+1 . o o

Wanneer kan een functie vang de rol van een veld 5 of z spelen
voor K oneven? Het is duiaell;;k, dat iedere 6 is een functie van index
2, dus een onlossing van S, =S§ . Dok volgt uit de afa}aelding van de
kanonische vorm dat iedere oplossing de rol van een §$ kan spelen,
Ku is
10.9) d‘b*;&:aégh*;é)w;&: o
oo dazrult volgt det & en £ verwisselbaar zijn, Voor de funclties «
zeldt dus dezelfde eigenschap.

Stel rg d=t K even is. Dan velgt op dezelfde manier dat voor de
functies s alleen onlossingen van $.,’ = S:, d.W.ze Tuncties van index 2

in senmerking komen, Haar de 5. en 'z zijn nu niet meer verwisselbaar,
“Voor enige functie van het soort z is n.e.v, dat
10,10 oy
+10) ’rw,\-j LWy
van de klasse 1?-—1 is, Fu is2

1 ot f '
10.11) Aj =" ~2pz A
1P~ ap~
I -
, 1-aTT g
en dus 1s n,e.v, dat 2 een oplossing is van het stelsel niet homogene
lineaire partiele differentisalvergelijkingen

19 2p
110.12) N -—zya-’;‘j =0
Uit (10.12) volgt: 2P

- ’3 Emo
10,13) %

‘ Z %
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Dus moet % een oploseing zi 5 aS
i e plossing zijn van O3, =), die geen oplossing is van

i H . .
“53‘:5,,‘ ,‘G.W.Z.’ 2 moet een functie met index 1 zijn, Maar dit is nie®
Yoldoende, Wordtw in de kanonische vorm geschreven

~ 12 K= K
10.14) R A R T
dan volgt ne enig omrekenen dat (10.12) equivalent is met
. -7yt LE
0as) Bz o ) e
Puw=0 wele) 4

. 1 L]
Hieruit volgt, dat iedere functie van § $eeny § die homogesn is

. Ly
van de grasd 1 1n§ P é ,...§ ' een oplossing ven (10,.12) is en omge—
keerd, Is %4 geen oplossing van (10.12) dan is de klasge van w, gelijk

aan 230 .
Semenvatting:

‘t’- : functie met index 1 die een oplossing is van het niet
K oneven homogene stelsel (10.3);

S enz : functies met index 2

$ + functie met index 2j
K even # 3+ functie met index 1 die een oplossing is van het niet
homogene stelsel (10.12)

Heeft men eenmaal een kanonische vorm dan kan men gemakkelijk een
stelsel vans functies met index k zonder integratie vinden, mits aan
de condities (8.1) is voldaan., o w

Is K< dan zijn er behalve 5{-\_ s & ¢ Z ‘,ot,zs,......,? nog 'n-K
onefhankelijke functies, noem deze overtallige functies.

Kies nu voor " o

kevent 4tk van de s en S-tk uit de tot deze & behorende z
en uit de ox}ertallige functies

oL

konevens ",:(‘H) van de 2} .y
S - ifk+) uit de § behorende tot deze # en uit de
overtallige functies; o
de func"b‘%efu voor K oneven en een der ¢ die niet {ot de
gekozen Z behoort voor K even,

§ 11. Gelijkvormigheidstransformaties en gradienttransforpaties.

Bij de gelijkvormigheidstransformaiie

11,1) WAy =T Wy
i y
is voor iedere we;%rde vi{l 91
! ¥y ¥l
11.2) 4 0’ Y vave T
Fy 2l AT ]

]

11,3) y oY



;3{}“
gg_g zijn k en de charakteristieken invariant, (Volgt ook ait de invari~ =

entie van Oy )

Geval I: K- 2p+! 1pe

"N 4o
11.4) 2pn VAR

cfF
:gjus =(1p T c:rvhﬁ \% £ O voor Q™ index o

¥ =0 = 0 voorq index 1 of 2
Toor K = M ia de index ven Q" nooit nul, Dus: :

Ksfivoor G index 0 (nooit voor Kamn )
Kﬂ?%

11.5)
Kekvoor @ index 1 of 2 (altijd voor Kem )

‘?w . # 0 indien O geen oplossing

11.6) is van (10.12)
;}f ip 1P
AT
= 0 indien dit wel het geval
is.
K , K <K indienG geen oplossing van (10.12) is
41.7) - P " K-k indien 9 een oplossing van (10,12) is,

Dcour een gelijkvormigheidstransformatie kan de klasse dus altijd tot
k worden verminderd meer niet verder, Hieruit volgt dat k het minimum
aentel varisbelen is waarin zich de vergeliiking vadg"* laat_schrijven

Bij de grz dienttransformatie

11,8) RV
iz voor iedere waerde ven VY s
L3 L3
- 11.9) A
ff 20
\ 11.10) N Noun 3

Dus zijn 2P en de rotetiedragers invariant (Volgt odk uit de invariantia
vem 6:

Geval It Krifﬂ '31'9

' A A p (#0 indien geen oplos-

: 4 = ‘R sing is van (10,3)
f‘,“-“) RIS = 0 indien dit wel het

| Aj * 0 geval is

:T:T;.Q) "W =K indien ¢ geen opl, van (10.3) is

K;—.afiw

"K=XK
K=¥-; indlen ¢ een opl, ven (10.3) is.




: L , 31"
Gevel II: 7‘9; afb , 1P

43} NET i # 0 voor ¢ index 0 (nooit voarﬁf’xn)ﬁi
iy 72 . g
: = uy = O voor (¢ index 1 of 2 (8.1'*3135 voor
” 7= n)
Dus
11,14 W: 2P ??; 7ﬂxvoor ¢” index O (nooit voor 7?::1.),

‘% = 79 voor ¢ index 1 of 2 (altijd voor H=n)

§ 12, Het inwendige probleem voor ¢ =rz- p=

Gegeven een é_;—veld door de vergelijking

12.1) wy dtgzz 0

waarin 4/y een veld is van de klasse yz? . Men zoekt de comhulde me}' voor
de maximele waarde van m . De doorsnede van W; met een dergelijke »Vm
is nul, Het probleem is dus equivalent met de constructie van alle
stelsels van n-m functies met index 7? . Nu gaan de condities (8.1)
voor K = 7& Sen-m over in

(12.2) 2fn-m)2 )P ap+ ¢

en dzarult volgt voor de maximale wacrde J van m
(12«3) U:n-ﬁ..& zn_7f’+f
Om nu een dergelijk stel van/Hc functies werkelijk te bepalen, in-
dien W/, in de kanonische verm
12.4-) ZU'A:: 584 )(04‘/9,‘(3427&}'1':%.--,/0‘;6:1(7[0

a2g=ica is, passen we de regels foe var § 10 en vinden de P+
ver-.ilijltingen .

K
12,5) Ex°= Const ; X'z const j £ 7. yp

Verge.ijken we dit stelsel met de vergelijkingen der dragers, roiatie-
dragers en chorakteristieken, die hier de vorm zanmemen (verg. § 9):

A
dragers: £4°=const.y X =const.; /47,: =oopete

: (Xm-ﬁ/

rotatie- £
- 12.6 dragers X =const. /3; =const,.g ‘!é[ =*1,..,f’

(Xnsyo)
£ .
gharac’ceris- £Xx 'aconst.; ¥ =const.j
tieken: e ) _
xn‘ p £ =cnmety; U/a,,/..,&, o /.}, =const,

- dan zien wij dat ledere omhulde Xn P bestaat uit:
‘ i

Pee
: - voor &zg ¢ oo dragers (=rotatiedrsgers) en oo characteris-
12,7 tieken.

ad
voor £z 1 oo dragers (=charakteristieken)
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Uitgaande van verschillende kanonische vormen vindt wen op deze
wijze verschillende stelsels van omhulde XS « Bijv. |

L ! 23 ’ 1
12.8) uy = e, 'f’-(g €y = Ag(_g +,§l_§3) ~,§“"e

We gean nu bewijzen dat men alle omhulde Xm'S ; m <Y kan bepalen
zonder integratie indien men over één kanonische vorm beschikte. Zij

. : v
12.9) WJ = 5(}3% +/3,‘N.7£,',' Eaaafz ;z':zt..,,/a

de kanonische vorm. Het bijbehorende stelsel van X ,,'s omhulde
is

12.10) Ex°® = const. 3 X' = const.

Neem dit stelsel M « Door elk punt van het beschouwde gebied gaat er
één. Neem nu een willekeurige omhulde Xm* Dan gaat er door elk punt
van )( (in het beschouwde gebied) één X vanM Deze Xy heeft met
Xmeen me mc’ 1¢T7n-y % N-V-rm 57T £ nr-m sLemeen en dus
bepaalt de X met al deze ¢o - snijdende X,’s juist een X,,,__ z

Het hele geval degenereert
voor Ta=2,.vV , dit is het uit-
zonderingsgeval waarblj de X,n
juist in een der X,'s van A
ligt « Laten wij da% geval bij-
zijde dan bewijzen;

in X r 2igt één en slechts

een omhuld,e X, » die Xm be~

vat _en deze behoort niet _toig ./V'

Zijnde vergellijkingen van Xm

[
12.11) A /M:j.x’f/fo¢-J§zﬁ+,£Tf.J.£“}:o

dan is de rang van dit stelsel f2-»72 . De rang ten opzichte vang f’w'f
moet minder dan h-mzijn anders zouden Z-#dezer variabelen
uit (12.11) kunnen worden opgelost en deze oplossingen gesubstitueerd
in (12.9) moesten 0 geven. Voor & =/ kan dit zeker niet, &) x ° kan
 immers niet nul gemaakt worden. Voor & : ¢ zou het stelsel (12.11)
equivalent zijn met P vergelijkingen /5,' :0 en nog n-m-p verdere
vergelijkingen. Dat zou met zich brengen dat het beschouwde gebied
zou liggen in het gebied van verminderde klasse (verg. (9.3)) hetgeen
we uitgesloten hebben, Dus is de rang van (12.11) t.o.ves, {*f*“' 5”
gelijk m-m-7", '3 , en daaruit volgt, dat uit (12.11) juist
‘vergelijkingen kunnen worden ageleid, die j;,, j‘f“” L8
niet bevatten (eliminatietheorema).




(12+11) neemt dus de vorm aan

@
8 % ex, xt <o sa-

12.12) ; ff_
v ext xt et on L
£x,x}/’£,‘§ J"'J,§ )= 0

en dearbij moet de rang van (12.12b) t.o.v. /a‘. . jlf:ﬂ:{ . ..5"’ juist
gelijk n-m-y'zijn (in de nulpunten). De doorsnede van de Xm met de
vergelijkingen (12.12) en de X '8(12 10) verkrijgt men door in (12.12)
de x° s X 18 vervangen door constanten. In elk dezer /Y § kunnen
foi, g’f *f*.'..., £ als coordinaten worden gebruikt en (12.12b) stelt
dus precies in elke X,, een Xv-n+h..+ PRAE Dat wil dus zeggen dat
7= Z’en dat hetzelfde getal dat geometrisch de ligging der X $.0.V.
de snijdende )( s van N aangaf, algebraisch het hoogste aantal ver-
gelijkingen in x ¥ § aangeeft dat uit (12.11) kan wordena fgeleid.

De 7 vergellgklngen (1z.128) stellen de Xn voor die alle X § van
N bevet die ten minste sen punt met X gemeen hebben. We moeten dus
bewijzen dat deze T vergelijkingen op één en slechts één manier kun-
nen worden gecompleteerd tot M-V vergelijkingen, die niet in strijd
zijn met (12.12b) en w, d_g"nul maken.

Aangezien de Xm(12.12) omhuld is, is

12.13) el + b, dn'z 0

esn gevolg van (12.12) en

12114) C{_f/{dlura: 0 ; O/jf‘()’ﬂ f"*': o ! Thel T

of in andere vorm

Edux’ Jf+d_£”¢)fv“ ‘

12.15) ;;é ‘) 0. ( = J/’.'N~zj»+£+¢...
X .
ot Fr G g agmyr

Bijgevolg moeten er coefiicienten 55“ ’ 95 aeataan wodat

EAU ey 0T o g aT”

12.16) Y Ju® i 2o
ﬁ 9’! ‘)r“ + Qx J&P‘Y {j 0 = 51; M‘r
L ()Cw

gedlt ingevolge (12. 12) Indien de ¢x niet alle nul waren zou (12.16b)
uitdrukken dat de rang van het stelsel der 5" teoc.ve de /D,-J .{’*’
kleiner ware dan 7 -m -7 . Aangezien deze rang echter precies n-m -7
is moet ¢xt 0zijn en is (12.16) aequivalent met



a) € = & ¢% éhf“a

12.17) du’

N . a=4‘( =,
’ g Jc¢.nJ&J
b) ; /61‘ = ¢o¢ ()J.“OL C:_{,...,/D

en dit stelsel moet nu gelden als gevolg van (12.12).

Voor & =/volgt uit (12.17) dat tenminste één der fmwerkelijk
X ¢ bevat. De rahg van het stelsel 0 ais ! en men kan dus altijd
(12.172) met ¢-& vergelijkingen uit (12.7b) combineren tot een stel-
sel van Z onafhankelijke vergelijkingen, lineair in de ¢cz « Uit
deze kunnen cle ;ézworden opgelost. Substituatie in de andere PrE-T
verg?él.ijkingen geeft een stelsel van [°* £-7 vergelijkingen in
Jé;?{ 1/5,' dat moet gelden als gevolg van (12.12), Samen met (12.12a)
vormen deze vergelijkingen een stelsel van /Jf € =n-y vergelijkingen
dat de gezochte XY voorstelt,

De constructie van een willekeurise omhulde X/n is daarmede terug-
gebracht tot de constructie van de meest algemene omhulde Xy « Om

die meest algemene omhulde X, te vinden hebben we dus het volgende
te doen:

Regel I voor de congtructie van de meest algemene omhulde X),

1) Bepaal een canonische vorm (12.9) van &, 3

2) Kies en getal 3, en Ssp.-yvs

3) Kies I willekeurige vergelijkingen (12.12a) in 52'3 x X met
analytische functies ﬁ“gg___z_g__ggg Ex‘en [_g der s kunnen
worden Opgelosts

4) Schrijf de vergelijkingen (12.17) 0p; _

5) Elimineer de ¢'vz uit (12.17) en voeg de overige vergeliikingen
(12.17) na substitutie wvan de ;250‘ bij (12.12a)s Dit geeft demn-v
vergelijkingen van de X, .

De meest algemeene Xy hangt dus af van [ willekeurige functies. De
meest algemene Xm wordt verkregen door Y-~ willekeurige onafhanke-
lijke Vergelijkingen toe te voegen.

Uit (12.12a) kumnen & °en J-¢ der ‘l’k worden opgelost

8 Ex's fwyx?
: ‘ ) (21 3] v o . >
b o & e o 1ty e= ¢
> x = W /‘Y/ %:Z—E,&/J...Jﬁ.
en dientengevolge neemt (12.17) de vorm aan (schrijf wmn }9 s in
-
plaats ven ¥ ) /

a) £ = é'%%
12.19) D) py 2 P

c) - ° o
R

12,18)
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Het voorschrift luidde: elimineer de @, uit (12.19) en voeg de overi-

e vergelijkingen bvij(12.18). De vergelijkingen van de X,, zijn dus
(12,18) samen met (12.19c), of ook, indien men invoert:

12200 W g wyat P 0 Y x"Y

w=z...,-&

t’ SIRAL T T ..._,ﬁ

in andere vorm

Ex"“ - W_k
12.21) &V/!

")/bu / 'ff J‘j"ﬁf‘/

Men kan bewijzen dat (12.21) altijd een omhulde Xy voorstelt ook
wanneer W

voor & =/ een willekeurige functie van /aaz ’ Jé'g is
voor £ = ¢ een functie van /Dn , X |, homogeen v.d. graad {

in de /6,z is,
Dus:

Regel II voor de constructie van de meest algemene omhulde X, :

1) RBepaal een canonische vorm (12.9) voor M/A $

2) Kies een getal y2, en 5/3*5
S . ' &g ‘

3) Kies een functie van /o, ,....,/g;_& , & v;r_ " xﬁ, analytisch
en voor € = o homogeen v.d, graad f in ey ﬁz—e‘

4) De vergelijkingen (12.21) stellen de meest algemene omhulde X,

voor. Men kan zelfs iedere X, schrijven wanneer men W lineair
;-P_ ,bl ,Gnn,fg_s kiesto

De meest algemene Xm woerdt weer verkregen door V- vergelijkingen
tce te voegen.

§ 13. Andere_gecmetrische interpretatie (in een X Yo

py.

Tot nu tce werkten wg in de Xn van

13‘1) x ] .J{ / Ti—f-}-/ y -Cgﬂ

Alle speelt zich echter eigsnlijk af in de X:pw van X° s P
die uit Xw ontstaat door samenlegging der Xn near de dragers (dit zijn

¢ Xn_z ,E‘:) van &/ . Laat dus voortaan gep '”‘j'. ~ ..énwe,g of, wat
hetzelide is, neem M = 1P+E .
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Nu veranderen we de notatie en schrijven

i inplaats vanﬁ

tgo " n x°

‘gk n fl Ik
13+2) : Wy n n o Py
Kder.v.. an 0 i;/fz;‘..../a
2.+ E w " 2f’+ £

De canonische vorm (1Z.9) gaat dus nu over in
13.3) gd(§0+ w;.pigéh';

Voor £ = ¢ Dbeschouwen we nu de «/; als kentallen van een covarianten
vector in de X,b der’Cgk « Dan stelt de combinatie cf'fw), een vecter-
element der Xn.. voor en de combinatie gf[ w, | een, element der X, .

Dus: \

K
Punt der X@ der‘___g en W, = Vectorelement der X,., der 'gk
Kromme £k y lwy/ in de Xm = (m-s )-element der X, .

Volgens Lie zijn twee vectorelementen ,__fk, i, en g’fd_gk y Wy + dus;
en ock de corresponderende (M -/)-~elementen in verenigde ligging als
13+4) u, 0/51 = Q
Dit betekent, dat er tenminste één X,b-, bestaat waaraan ze heide raken
(slordig: dat punt van de een in & Vvan de andere en cmgekeera).

2n, -monafhankelijke vergelijkingen in _5“‘,, @, tepalen een stel-
sel van ©o vectorelementen of een % .« e ?’Z’m heet hemoxzeer irdien
de vergelijkingen homogeen zijn in W, . Behoort uan .§ 'iwl tot ce s?E’m
dan ook ‘gk s U'wa « In dat geval beraalt de ’fzm een stclsel van
s 's of een Wy, ., -

'Hm, wordt genoemd h’:b als alle vectorelementen die naburig zijn
in verenigde ligeing zijn. tvenzo L - Men_,

Voorbeeld: De vectoren in één punt der X, vormen een ﬂm die J'Y:, 5
Evenzo vormen de vectoren rakende aan een Xm in X‘ een /): en de {af;"
rakende aan de Xmeen Mzn_, . Deze speciale A, en /?‘:b_f s woraen
genoteerd /\/:“'en /Y:"’ « Zij zijn volkomen vastgelegd als de Xm_
gegeven 1is.

Kan men uit de 2n-m vergelijkin_en der 77, juistw.t onafhankelijke
vergelijkingen afleiden die alleen de ’{K bevatten (n.e.v. is dat de
rang t.0.van de W, juist wam+$is), dan bepalen deze vergelijkingen
een Xg , het veldgebied (fieldregion), der ﬁm of WZM" .t heet de
velddimensie van de {l,,of mm_‘. Men berekent gemakkelijk

0 £t £n

-

13.5) men+i £t $m voor niet homogeen geval.
me €t §m-¢ voor homogeen gevals
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- Voor ditzelfde geval dus voor £ = o gebruikt men in de Xm’ook
graag de coordinaten ‘

R A ) ‘ (K},/
13.6) X éfﬁ(" ; X W,
h Kz(if, oo, tng
Dan necmt &u’A clcg de vorm zan van een differentiaalvorm in Xm

Pk
13.7) W_,%a’X ; B:IJ....‘,n[j/J.,,_l/n/
waarin //\é een covariante vector der ™ is met de kentallen
13.8 . e ofe
3+8) M/) =—f Wy }/\/(,)} -:f-:f o

In deze X ,, stelt iedere mﬁm een Xm voor. Is de 7Zm een N,, dan
geldt in elk punt dezer Xm dat ]4/;3 dX% o is. Een N, is dus een
omhulde x,.,, « Van WB kennen we de klasse, namelijk 2n .« Nu weten
we dat de maximale waarde van ™ juist M is (verg.(12.3)). Daar-
uit volgt dat er geen Mn's met ™m>n bestaan !

We gaan nu de resultaten van § 12 blz. 29 in in, geometrisch dui-
den in an °
Stel dat de dimensie van een N, gelijk t is. Dan bestaat de N,
wit oo~ vectorelementen in elk punt van een X; en deze moeten alle
t .
aan de Xt raken, De Nn is dus de Mm die bij de Xt behoort. Ga nu
ult van de kanonische vorm van ngXB in in

B 2
13.9) Wp o X ™ = WyaX = wye§’

Het bijbehorende stelsel }:ran omhulde Xn,’s is

13.10) . (_5 = const.

[¢]
d.wWez, ledere Xn, stelt de Nn, voor die uit de o' vectorelementen in
één punt der Xh' dex‘;{gestaa’c.

Ga nu uit van een willekeurige omhulde Xm van het veld WB in in,‘
Dan weten we dat uit de an-mvergelijkingen juist A vergelijkingen
kunnen worden gevormd die alleen de jk bevatten. Deze stellen in de

Xn der jk een Xn..cvoor en de Xm is het beeld van een N;n, die deze
Xp.p &ls gebied heeft en T-% als dimemsie. In dezelfde Xy
leggen deze T vergelijkingen een TLM T’vast die bestaat ult alle vec-
toren in de punten van de X‘W. Deze ’d‘bz’;-,‘ bestaat dus vwit deoo 'r’}frfé
j.:rflﬂ(}g punten der Xn-*{, » Bij de XW—T, behoort één en slechts $én
Nn en deze bevat de N, .omdat de ¥, de oonditie WBdXB: © Ver-
vervult.
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De figuur op blz. 32 wordt nu : |
| (men bedenke dat
w - n
Y= n
en dat dus degeneratie op-
treedt voor T =)
De stelling op blzs 32 i5 nu
vanzelfsprekend geworden.

Voor & = ¢ beschouwen we 7, &y w als componenten van een

covarianten vector in de m,van en MWy;..,wy als ken-
tallen van een f in de locale { +« We schrijven

Wb !

13.11) X ?f_—i’(__g : Xk‘i"{,g“ ; )(m"féfw

K
(K)= (1), - (n)
Dan neemt de Pfaffsche vorm (13.3) de vorm aan

13.12) Wy o X 4
waarin
13.13) 70 *f i W, Dy M./A; ot

(1) -y (n)

In de X’n ; worden nu alleen covariante vectoren beschouwd waarwan
ret eerste kental nul is. Homogere 3’! 's komen dus niet voor en er is

¥
sen eeneenduidige correSpo*xdentw tussen de %m $ en de m 5 e
e fi.uur op blz. 32 kan voor & = evenzo aangeduld word.en als
voor £ =0

§ 14, C, -transformaties.

C - Yransformaties (c@mactv-‘t;r. van de 1e scort) zijn die trans~-

formaties ££ ,§ LWy = Sjél : 'w; die Ec/j + qg“ invariant

laten op een willekeurige scalaire factor na. Is dus
Ef_goa «E"l (6c£_£ 6\.{3)

14.1) *‘;", ¢( ,
77‘/1[ ¥ )

dan i8 de eis &at

14.2) ’(?‘(5 c(;g% 'wad’if"j = Jo“/édgoet wyel§ ),)

waarin G”en ¢~ functies zijn van E;_E:S:W,g , waarvan alleen het quotient

) o Ta (el €5 ), 4) T Qelssnu
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ons werkeliak interesseren. Er zijn 2 duidingen magelijk £ 'g 5
en k{,, kunnen worden beschouwd als

© nieuwe gcoordinaten voor het vectorelement £ j ' ‘gk Wy
2 een nieuw vectorelement waerin &£ £% W, overgaat.

Wij nemen hier altijd de itweede interpretatie. Bij een contacttrans-
formatie worden dus de vectorelementen overgevoerd in andere vector-

elementen. N.B.: twee_elementen behorende bij hetzelfde punt kunnen
na de tranformatie tot verschillende punten behoren.

Daar (14.2) geldt zijn C, -transformaties die transformaties der
vectorelementen waarbij “verenigde liguging” invariant is.

K ﬂ .
Ir is nog een andere invariantie Sj 35 ¢ W, zijn de coorainaten van
een vectorelement in er ¢ + Den bepaald vectorveld (met Ewy, » ¢ )is

dus gegeven door de vergelijkingen

14.4) ;K)(E,g ,§)

Laten we op dit veld een C1 -transformatie toepassen. Voor de
transformatie hoorde er bij leder punt éen vectorelement. Na de trane-
formtatie hoeft dat niet meer zo te zijn, meeruere elementen kunnen
in één punt bij] elksar gekomen zijn., Dan vernietigt de transformatie
et character van de 20, vectorveld te zijn. Blijft het veld vector-
veld dan heet de (2 -transformatie t.o.van dit bepaalde veld veld
conserverend (field-preserving). N.e.v. voorwaarde is zoals enig ge-

~reken leert

€ 1 > € n —
TS 0L ) ey (089 i)
v
14.%8) ’ ‘, ‘o
3“ E(&a’éﬁ * (&P&k) f)oﬁj l’)a ‘r'f(é)/t’gﬂjk}(z}é
¥ 2

I - L)
‘)13"‘)2”94 ‘))“"b%{za a“s%fk
, Dit is een ongelijkheid, dus"in het algemeen" is een Ciutranafommia
voor enig veld veld-conserverend, maar er zijn uitzonderingsgevallen.
Stel nu dat (14.1) t.0. van enig veld veld-conserverend is. Dan
volgt uit (14.2) dat k en de charakteristieken die C -transformatie

invariant zijn maar 2 en de rotatiedragers in het algemeen niet.

Het doel is nu de meest algemene (, -transformatie te vinden. Men
fIﬂam het geval £:=/0p £:0terugvoeren. Maar men kasn even gemakkelijk
algemean werken., Voor het gemak schrijven we nu ¢, voor (Tw, , en
| evenzo eg, voor G’wA « Dan nemen de voorwaarden (14.2) de prettige
' vorm aan

[14.5) £0d g+ 9. d§ E6d € °- ?dea:
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en dat betekent, dat de 2n+&+, vergelijkingen (14.1) en (14.3a) in
de lewqa der variabelen i

14.6)  EE£° ¢£° gk £k , /
£ €8 )8 ftgw ECEN 9,

een Xm+3a+r voorstellen die omhuld werdt door het vectorveld be-
horende bvij de differentisalvorm (14.5). , ‘

Cm dus de meest algemene C ~transformatie te vinden hebben we
maar de meest algemene omhulde meaw'& bepalen waarvan &e vergeu
li;kzngen zich naar ££ 3 /Gv en ¢, (en evenzo naar g‘;" | 67' ,
en 73) laten oplossen.

Daar hebben we nu twee regels voor. Terkende volgens Regel I § 12
(kanonische vorm hebben we al) hebben we U vergelijkingen te kiezen

14.7) / (5,5 6<§J.§k!€")"° =40

“en de volgende 1In+1f vergelijkingen op te schrijven (we hebhen hier
ket geval van een even klasse en M pgrat hier over in 2n+ i€ }:
<
2 L S T TR L
Jf _g d £
va , &

Uit (14.8) elmineefét men nu de X,q . Lan bl;.:;ven er In+15-7
vergelijkingen in de 4mn+ 4§ varia’belen, maar deze zijn homogeen van
de eerste graad in &G, E’G“ ‘iA q « Men kan er dus ver~
gelijkingen ven maken die babalve (g“ E._g £ 'gﬁ slleen w,, W
en /0,, bevatten. Met (14.7) samen hebben we dan 2n+ 2 vergelij-
kingen in deze varisbelen. e doen nu ncg het volgende:

voor f -,; : Elimineer 07 o Geeft Ins+t  vergelijkingen

R K gk B . ‘g Gig kg
in de variabelen _g { °f 15, Wy, W, en hieruit moeten & ¢y
worden opgelost als unct*es van gu‘ £k wy * Dat dit altijd kan moet
3o

nog worden verzekerd. ©

Yoor fip ¢ Kies voer 670» een wiliekeurige functie, analytisch
en $o in het bescucumée gebied. ﬁrw nebten we In vergelijxingen

#

in g“} g Wy, w) waarait t m weten Xunnen wordazn opgelost.

14.8)

O dile mogelijkheid van mwwamg te waarborgen mecet men naar de
functionaaldeterminant van het stelsel (14.7,8) kijken met tetrekking

tot £§? SG‘,jf P en P{Q « Zat voert tot de conditie dat de de-
terminant ‘
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g T AF
a_gw g:g‘;
14.9) £X, I°F° PR JF°
9E> 387 «Qg*‘c);"‘ )
zlf"at :.f‘«: a
c)gal}jﬁ )i‘x q}g,‘;ga »*?-—fa

met N+ 7;+S rijen en kolommen rmiet ingevolge (14,7) nul is.

Het getal 7 speelt een grote rol. Men noemt M+E-L de rang
van de C/ -transformatie. knig element in een punt &_ge‘;_gk wordt
getransformeerd in een element welks punt-in =lk geval op de Xn%_t
ligt waar van de vergelijkingen zijin

14.1C) f?ag °§ £7%) ; U=1,...,¢C

)cb -~
Aangazien verenigde elementen verenigd blijven razkt het getranﬁw
formeerde element aan de XTH,, -« De N° behorende b:.d_g _5 gaat

dus over in de Mn+£ “ met X ’ » als veldgebied. De o*ng,w{e:eme
C -trensformatie doet de X, g - i“ tot een punt samentrekken.

Indien Tv+&-T = 7 is gaan alle elementen behorende tot één
punt over in elementen die weer tot éen punt horen. We hebben dus een
punt transformatie en uit deze kan de C,~transf0rmat:§.e eenduidig wor-
den afgeleid voor &€:/en op een scalaire factor na voor &= 0 . Dit
geval heet de "uitgebreide’ (extended, srweitert) puntiransformaties.

Zij &=90 en zij]

14.11) f‘x(ﬁk_/ = S L TR W

de vergelijking van eexn XW in X « ledere covariante wector, *an-
- gerend aan X heeft de vorm

14.12) Wy = b‘?x J; f‘”‘

Pas nu de ( -transformatie
/

K ! k &
& = ¢' [(St J WJ)
/ 7 K
Wy = Yy(E5"wi)
toe en zij de rang hiervan Mv-T . Dan gaat ieder punt der Xm, met

zijn bijbehorende N\, over in een M "% penorende bij een of andere
X . Substitueert men nu [(14.12) in (14.13)

n.T

14.13)



42.

- - |
14.14) 5 . c}ék(’jf Sx ()Af”}] =T

en d?ze vergelijkingen zijn homogeen van de graad nul in de :59, cmdat
de 95"( homogeen v.d. graad nul in #/; zijn, Uit de 2n-m vergelij-

X k
kingen (14.11,14) kan men de(g en de n-wm-~t verhoudingen der:gx
elimineren.
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RO PY ¢
‘elimineren en dan bliaft* er tenminstc één vergelijking in de & over,
vwmtellende aau }‘n 1° "In het algemeen’ gaan Cl.u..Ei de elementen van de
Dl
qm hvmnde bij X over in de elememan ven de X " behorende bij deze
:::.‘ . Voor m o= n...l volgt dus cat een C,-transformatie een An”l et zijn

el 1
Jn"' 3 "in het algemeen" overvoert in een andere i 1 aet ziin

ook

Twee &rgems aan elk&ar raxende "Aw,.,-.l 'S gaan Lus oval im racende ‘&m-l
en Git is me reden W&&mm de bl*urmﬁmiﬂfddt iee contact-transiormaties
Leten. ‘

We kunnen nu onk de reg;,el 11 gaan voepassen. schrijven ve voor het

gemak 4 en qo voor £ T en £ can neent (14.5) den vorm can
: ' A
/ A ,
14.15) ?Adg - ﬁld? = O ; A = a1, ..., M

Vclbens regel II hebben we nu een functie anx}. T der gq,, 'g& en ven
im+ 2€-T der E 7;' (met andere indices) in te voeren, lologeen van ae

L,

graad 1 de g'c en 'g's, usar we wmoeten precies aaugewen welle van elk de
4 soorten grootheden voorkomen, dus
, T .y
- ; N ;
14.16) V(‘?q s T2 ? ; g } (bomogeen van de le graad in 4, *‘?1)

a=i-t,., f; ~& Iut,-——f 1,
Bwlab, T -€ ; y=T,-E+), . »
waarbij men natuurlijk eerst de f £ op willekeurise wijze heeft mogen

«zermuteren en de g, 9p_precies dezelfde manier, hetgeen eveneens geldt
‘voor de }' en g g, » len krlagt dan de volgeme veraelpm ren

a o)
wayy 5 = ‘fx ”’"{x = ©
3V
Dit zijn 11\4-2& verg %.13}{111,_.,63:1, die in de X een X vVOoOr-

b brv+ug S N 13
| stellen, die door de vector van (14.15) omhuld wordt. Y is homogeen

' van de graad 1 in q_, q,en dus zijn (14.17 a,b) homogeen van de nullen
en (14,17 ¢,d) van de eerste graad.

voor £ 0 zijn (14.17) 11 vergelijkingen in { y T Wi, { TwW, , Joer
o voor E een willekeurige functie in, dan blijven er Is vergelijxingen
n {a A Eﬂ o k,

Voor £ =1 Zl,]n (14.17) 1w+l vergelijkingen .mg E “’pg w4 ¥y .
nllmneeri' dan blijven er Lnm+1 vergelijkingen in § {, A,g' '{ s Wi
In belde gevallen moeten uit de Inw+ £ vergelijkingen de i { 3 W) en
‘evenzo de ﬁ E 'w,  kunnen worden opgelost. Daartoe is n.e.v. dat le
| functionsaldeterminant ven (14.17) ongelijk nul is. Lat komt neer op de

lloot: Aanvulllng bl,] blz. 41: Bij de oplossing van def 7 voor £=0
bllakt dat de p in (14.1) homopeen van de graad O in W, worden en de
‘produkten n \h (zie (14.1) en (14,3) homogeen van ce graad 1 in Wy,




‘ T (.“u“’[,ux'n.,.i..}:"} : - b4
T

4 al\f 3“!' : ' 'tk -
S : ;7"2 Ygq 3 TP aal-E, ..., & =<
,;14_18)»*,5 R R 7 IR S
N o | heiog, )T,k
"h‘*f-":c‘ ; k...a ""‘1: ? i
’é "2y N Y= TumEdr,
Llag gy alag

Er zijn 4 verschillende gevallen voor € =1 ., .uen heeft immers alvsvens

’\f in te voeren eerst de 2 é;k op willekeurige wijze mogen peruuteren, :
yaarbij dan qa, gaop dezelfde mamer meegepermuteerd mogen worden en prew-
cies hetzelfde geldt voor g § en q, ) Ci’,\. Daarbij kan nu T in de q, of
in de C{x terechtgekomen zijn en ‘¢ in de ‘U of in de q . Dat geefl vier
verschillende gevallen van een functie 1

(gewoonlijk azenererenue func--
tie der Cl-transformatle genoemd ). Wij nemen hier al» voorbeeld het gevs

dat @ een van de q geworden is en 'T een van de 73 . Yonor het gemax
bschmaven we nu T, in plaats van {,~7 , dan zijn de vergeli kingen

£~-—--:0

co DV C/)‘l —;%T R AR IR
3 - =00z
‘ My, ! Y
14.19) o - e = O
b)(g 4 .-Q—-\!w-o;?:— RERYR Cl{‘ ?‘)‘f%i T n
e . ’ Lol = e AR A
b‘l‘b qv&;)"‘aiga‘oz"@ F e
| (3\3 = gothische Y )
| en de condities nemen de vorm aan
] oV W RV |
sovm,  anTiy 30
o OV QY 'V
14.20) ¥dV'E° agq,,?]'gv ERE° ~+ ¢
»_ V o*v
WIET 2y, g"? BT

Laten we nu eens proberen een genererende functie te construaren veor ds

| identische transformatie, juist voor dit geval. Lan weten We ©

dat (zie
, 14,1)) s o N p
-2 WE —
v _ g™ vV oo
14.21) =T, L = C
VL ‘ =
S YT

Fm zitten in alleen

14.22) @8
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‘De en:.ge mogellakheld is dus dat de 1nd1ces ly«-ve ¥, samenvallen met g*g;;;i,

”enl'-;- ymet G- .., en dit kan alleen als Of L=m, z,=0  af &M L0
~ Dat levert twee mogel:.;:kheuen voor ¥ =~
24.23) Z/V" €% 9,8 (5ennz0)

:-G:é_-—?;,f {a-o, 3‘2«}

15, Q-~transformat'ies

V- s pon 5

Contact-transformaties van de derde soort zijn Cl-transforma"c:.es mat
=71 . Voor ieder vector-veld. wasarvoor de C,-transformatie veldcon-
serverend is, is niet alleen K masr ook Zf’ en dus 1P invariant,.als.
nede dragers en rotatiedragers. ir is nog een andere invariantie. «ij ean
’m , et velddimensie / gegeven. Vorm dan de integraal

Cwn feageag
tussen twee vaste punten van het veldgebied. van is deze integrsal in-
variant bij alle C,~transformaties, omcat Ed‘_gi-wnc(_g inveriant is. Deze

 integraal is dan en alleen dan nul voor ledere keuze der eindpunten als

' W, = N;
Om de meest algemene C,~transformatie te consirueren gebruiiken ve

‘ gen van de twee regels voor de constructie van Ol-transfarmaties met de

. bijeonditie 6=, ~

| flegel I wordt erg gemakkelijk voor &=o daar dan ¢/ vois sekozen

nag worden. Schrijven we voor het gemak za voor Xa/g dan gaat (14.8)

over in

3 4
5.2 M=), %””" 2= e a.é“
| en elimineren van de mgeeft 2n,- U vergelijkingen die tezamep met de
: T vergell;]klngen T" o de O_-transformatie vastlegren mits de F vale
doen aan de voorwaarde dat de determinant (14.9) voor E=o ongell:&k {(11»1
is (er valt een rij en een kolom weg). het is duidelijgk dat nu de ho-
mogeen van de graad O in de W, zijn en de "L,U,\ homogeen van de graad l.
Voor £ =/ is er een complicatie omdat de keus van c‘ niet vrij is.
| De F* mogen dus ook niet vrij gekozen worden mear zo dst G/ pet 1 wordt,

Uit (14.8) zien we dat daarvoor n.e.v. is dat
l ® ..b..___—- O oL = j,;' ~ ey Z
5.3) X ( } - + ) 3

. X.‘G. . o
en dat is voor alle waarden van ;{ alleen waar indien de van de £ en

€§ alleen afhangen in de comwbinatie

15.4) Z dffj -5

De vergelijkingen (14.7,8) gaan nu over in (schrijf weer '{“ voor :z;/(ej

e FUZEE) o
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2 “ )CaFw e

- i s g S i
e | M- Xe 2
, ; )( 2 D ts" e
en de de—bermlnant (14 9) behouc_b 23..311 vorm behalve dat & =/ en dat
overgaafi in . Uxt deze vergelijki ngen laten zich na eliminatie der L”"

de L £ £ Cg en 'iJ, oplossen als functies van tgkhlh,
~ Gebruiken we regel IT voor &=odan is nu 0*=0 en aus

,15""7)‘“ V(%J%‘gﬂga—:u V{r jj‘:é: éng)

g~l,..-.‘}r'7= 7#/ c ey Te

Blggevolg krijgen we ne invoeren van w&,en wg 1nplaats van J, en _?g

2V , V. AV
29, DMy 2% ? d'wy
2V Y ARy 4 Y
oge Tagx C oo T A

zodat nu (14.17) overgaat 111

e
Y cg ”ay =0 ¢ %C'l"%gémo

o

- 15.8)

15.9) e QY _

De oonﬁitles voor V hebben de vorm (14 18) maar met g en 24}’4 in plaats
| ven ¢, en 9¢ - '

In het geval dat £ =x/1is, is dg keuze van Oﬁ/ﬁ“ niet vrij en on N

te krijgen moet V_‘ ean zekere voorwaarden voldoen. lien kan bewijzen dat
" het geval, waarbij ¢~ bij de 4, terechtkomt en G- bij de 3[. hier niet

in de 94, ’0“‘ in de ’9; (blz. 44) dan levert =0 en (14.19 &)

2V

D]
en dus is Vvan de vor 'g
sy [ = G‘C§+U((‘v9n,93a£2§)ﬂj

homogeen ven de graad 1 in (794 ?& , dus

15.2) |/ . E% v‘h//u%"wbcg?g 7

(0et de voorwaarden voor W

15,10)

kan voorkomen en de andere 3 gevallen wel. Nemen we wederom het geval ¢
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De vergellakmgen worden:
£ W 5o W
E ‘ cé BWUL =0 L%+§TG~ =0
15. &) :§2+ ,-{)IW . ‘ ,%“M &
2 IU% cg £ __h/ ’ag/—bjja;da ,‘g}ii
¥ '
DI~I JE-_”"" %’2/"”*453’)' é

//\/ A = Z",+x R A A R A 7
In het spec:.ale geval dat I homogeen is van e graad 1in Wa, My heh-

ben We dat (_g invariant is en Gat er alleern zen Cytransformatn.e in
(g , “/3 overblijft.

16. C.-transformaties

A o i Wt e ot s _-..E . St S 7 S, oy o o S o SO o W

Fen G -trensformatie lS een transformatie in {é _é ¥} die de
; Plaffse vorm & o £+ %ﬂf_glnvarlant laat op een additieve volledige
differentiaal na. Ook deze transformaties werden "comtacttransformaties®
genoemd, hoewel zij de typische contacteigenschap missen. Zr bestaat een
zekere dualiteit tussen Cl- en 02~transformaties. We schrijven de voor.-
wearde in de symmetrische vorm

16.1) ' a/5+£o(‘_§+w)0f§ ds+ &o£§0+w,§0{_§'}

« en noteren dat § en $§ functies zijn van f \{ W) waarvan ons alleen het

&
i
t{
i
i{,
i
i
;,¢

| verschil inter "esseert:

! -0 / e K v -
6oy bes = Qg 8Tm) =L (38 )

Is een Ca~transformatie veldconserverend t.o. van een veld EWo= &.,wyﬁ (_ék}
{,: dan volgt uit (16.1) dat de rotatieklasse zfen de rotatiedragers invari-
ant zijn mear K en in het algemeen niet.

Ca-transformaties hebben nog een andere invariantie. Stel het veld-
gebied van een ’b’(,, is eendlmensxonaal en gesloten. Vormt men dan over
dit gebied de integraal jf dﬁ -+ Wy d__g dan is deze integrael invari-
| ant bij C-trensformaties. De integraal is nul wenneer de T, een N is
(et noodzakelijk). Bij een C,-transformatiecblijft die integraal mul
tnaer de /¥ benhoeft geen N, te blijven. Is de integraal #F o dan ken

‘de (ﬂ) nooﬁ? door een Ce-traDSformatle in een punt worden samengetrokken,

Het is han.dlg om te schrlgven
def daf / p?
6.3 X S s+ef’, v =s+ef




- ' 48,
! A
Dan gaat (16.2) over in d 7 - lu.r‘\ dg’) = dz + W, d,§

Om dus een C2~transformatie Te verkrijgen heeft men maar een .-

transformatie te construeren in , Wy en \f - Is dat gebeurd dan hebben
we vergelijkingen van de vorm

a) 5-s+ &' £°- 850: %{ijv}
16.5) gj K ’qsk/,\é/“ ﬂ/y}
¢J - (7 wy)
Voor & =Ostelt (16 5 b,c) d 02-transformat1e VoOor.
Voor £=/ kiezen we voor $ S  een willekeurige functie van £ W,
(m de 05~transformatle te verkrijgen kan men €én der beide regels toepar:« g
sen. ‘

\5 17. Infinitesimale punttransformaties in de X der j K

- e St - -—,;\—- . e 31 e it RB—-” t-w----—-R“-«w B o ot e Sl bt . S o S S N .00 S G oy i Ve o he
VDI S S e
X }r G
heet een infinitesimale punttransformatic in n e )(\ is een contravar1~
ant vectorveld en b een hulpvariabele. set Lie schrijft men :

(17.2) X % X5

en noemt X het s;zmbool der infin. transformatle. (1’7 l) l«:an 00k worden
geschreven

(17.3) | c(\{“ . “”Kc/t
(17.4) oté“ X" (&%)

is dﬁ gewone dlfferentlaalvergell,;klag van de stroomlijnen van het veld
X « De oplosalng is van de vorm

17.5) = f (S t) f(fx 0) = §

Deze vergellgklng stelt voor ¢en groep van 0o transforma‘bles, dw
allemaal de stroomlijnen vanX invamiant laten. Maar niet iedere punt-_;-
transformatie, die ontstaat door alle punten langs die stroomlijnen te
verschuiven (namurllgk contlml) bel:wurt tot die groep. llen make zich c
goed d.uld.elle en ook dat de groep behorende bij X - niet dezelfde 1s, .
als die behorende b::.;; X tenz:na " een coustante is. De groep heet o
de. een-parameter groep behorende blg} de J,nf::.mtemmale transformatle

en




| 43.
Wij herinneren eraan, dat contacttransformaties in een X konden
worden geduid als transformaties, die in een sza een bepaalde Qif-
ferentiaalvorm (of vectorveld) invariant of op een factor of additieve
gradient na invariant laten. Om dus de behandeling van infinitesimale
contactransformaties voor te bereiden moeten we in de X, deréK een
covariant vectorveld W), gasn leggen en bij voorbeeld eisen. dat wﬂg >
\gij de transformatie (17.2) op een facjtor. bv. f+,uc/zf, na invariaw& is.
_ Daarbij is de getransformeerde waarde &/ van het veld eenvoudig de veld-
“Sraarde in het getransformeerde punt :gk :

n+&

. 7
17.6) Wy = w4 )(/&(% w, ot
&
terwijl voor o £uit (17.2) volgt

17.7) - o165 . cé\g",;"aw)(ifcg'@ﬁ

Combinerende geeft dit

. 4 2y ‘}
17.8) I'u:‘ d(ﬁ = {c,’\’ + _:__7 w, w/’ (;‘:
waarin
e ‘ J‘/' jll ' . v/“'
17.9) w2 X0 wet s, 0,

de bekende Lie'se afgeleide van het veld W, is t.0.v. het veld XKO{*J
(verg. blz. 33 dictaat tensoranalyse en hfdstk II § 15 Frfaffs rroblem)
1) w,is een vector en een comitante van &, en X5
In het onderhavige geval moet ILJ Wy -_—_}.L wy 2ljn, dus

. 17010) X}bb# wi + W’_,, b; X/u: X)“M;\ + bx(uf/‘ ‘XF) :}‘wl

le geval wWj X’“.,-_o , d.w.z. de strocmlijnen van XK zijn integraal-
krommen van het veld &5 . Voor W:szukan W; niet in het gebied
van W,; liggen, zodat/iz 0 moet zijn. Voor 7?=zf) cdrukt (17.10) uit
dat X’” V,‘{d de richting van i, heeft. pus is {(17.10) eguivaleqt me*

0} voor /P; P+t

O

o

J

a) ;(FP&W//M
. 17.11) s
v) >><<Pwﬂnw,,3 :o} voor 77 = 2f°

o, =0
Vergelijken we (17.11) me#de ver§elij.kingen voor de charakteristieken

van wr, (zie blz. 16, form (b.4) 7))
Py -
(by=5,) jiﬂ% :Z’J voor ??: 2p 7
¥ 17.12) ' “pe =
% (532%) d¢§ 1",/1153 W] * Q} voor /7 - 2f°
- ‘ d§fuw. = o

;1) Verbeter in (0.4) de fout in Dq): W’u} agé/f ¢ mo¢t zijm Lﬂédcg'ﬁ W)



1 volgt dat voor wf" X/; o aan (17.10) voldaan is indien (n.e.v.) de
troomlijnen van ><  liggen in de charakteristieken van w; . :
2¢ geval. W, X4 schrije f- %X'“. Dan worden de vergelijkingen

pas D XWa+ 0 F
b) X/J'w/,, = F
“* oE

o 7?: ap+ris Z)AF of nul of liggende in het ) -gebied van ng M//ﬁ,; en
ﬁ;as is F df een constante 0f een functie ! Jf een functie met index 2.
Is { een constante dan is 3,}/:.: oen dus M=o . Is f van index 2 dan
ligt‘ﬁ' ();, f in het gebied van W/w\ en is dus eveneens M=o . Bepalen we
eerst de oplossingen van (17.13) voor f.—; o , dan is (17.13%) gelijkwaardig
met (17.1la) en we weten dat K(J.'?.lla) n-17 onafhankeli jke oplossingen

K .
heeft. zijn 4it }S) e ey X‘R den is de meest algemene oplossing van
W.lﬁ) voor Jzo R -
i - K 'ERVLS .V, K
. X = X +.. ..., K
17.14) & i S

Kiezen we nu voor F een Willekeurige constante. of functie van index 1
of 2 dan kan }L eenduidig uit (17.13a) worden opgelost en wel onafhanke-
~1ijk van X# omdat W) niet in het gebied van W/w\ ligt. Het verschil
van twee oplossingen van (17.13) behorende bij d%zelfde F -waarde is
Ni‘itiéd een oplossing van (17.1la). Is dus ¥ een willekeurige oplos -
sing™wan (17.13) afhangende van de keuze van f  dan is de meest alge-
-mene oplossing van (17.13) van de vorm '

PN
17.15) X7 X" X"~
' \Y

-

f-




Resumerende hebben wi;; dus' f

De meegt algemene 1nf1n1te31ma1e punttransformatle
-die een veld M van de klasse 72? .zﬁ-u invariant laat op een fac-
tor J+/uc¢t na heeft de vorm (1'7 15) en er zijn 4 gevallen

- (0) Z:;—_ o) 5. X /.L =0 stroomll;}nen in dra-
gers (= charakt),
(1 f; constant #C} /u =0 s Stroomlijnen in rota-
17.16) tiedragers
(2) IF index 2 ; =0 :
(3) J~ index 1 3 /J..kan uit ywo.rden afgeleid.

Voor 72: n, worden de dragers punten en vervalt dus het geval (0).
We blijven bij dit geval. We gebruiken weer de notatieverandering
van § 13 waarbij m overgaat in in+ s/ en de difierentiaalvorm de

o : 3
.’Omv df + wydf - W, aX
17.17) " B
Boo,.ym, (1),...., (R)

verkrijgt. Dan worden de infinitesimale punttransforma’cles dle door
(17.16) gegeven zijn C -transformaties in de ,.H, dertg C§ M/
en de rotatie M/C hebben nu alleen de kentallen

\w Waro = - Wiy = 5 W) - 3 5 (,a) =0
Mﬂ m - h/ﬁ, n,j .‘f W = 7

‘en de vergeliaklngen (17.13) worden nu °

17.19) : >< W CR + bﬁ F/ M\)
@ X°
of xR

17.20) XK O
J,

- F

MKVJ ){0-} XKWH _F

Kl

05: "2\3: (§

i

=90
wearuit onmiddellijk volgt |
' s ‘ k)
17.21) X" . )& J.)( - 63‘: +w,(ar
8wy Of
~ De meest algemene infinitesimale C, ~transformatie in (5 g 2 Wy
is dus

|



L y
£ 17.22) ‘5:§

(Y)ng = - W ﬁdﬁ+ ZF:JH;
: gy

oF it

i

d Wy
(SVLU"A-: _&EOH; + &/A._()_.;Ecéﬁ L= F
‘bcgh béo )‘ Bé

> : r0 g X . . g .
waar reen willekeurige functie van(é ,5 ; 4 is. Er zijn drie ge-

.’

@ K

vallen (verg. (17.16)) «
F ) | '
(1) = constant £ o ; (g en #,zijn invariant, /LL =0 , triviale

~transformatie;
L .
(2) J’:J is onafhankelijk 'van(g ;/U- =0 , algemene Cg -transfor-
- 3 ' ’ 3
17.23) matie, tevens in #f{., W, algemene Cz - %transformatie.
: , oy y
(3) " algemeen; /Lb = @’ algemene C ~transformatie

£
'&
We keren nu weer bteruvg tot% de punitransformatie in X,,, die l«/ d'§
op een factor na invariant laat er heschouwen nu het geval 7?~ 2/ .
Voor /F' 0 en/l 0 n/%men de vergelijkingen (17.13) de vorm aan
AN _ |
X ‘M‘/f/.r\r = Q

17'24) ‘ X/u‘ W/, = 0

enh deze brengen tot ‘uitdrukking dat-de stroomlijnen van X in de
dragers (= rotatiedragers) van het veld liggen. Zij] X ~de algemene

oplosmng dan zal het verschil van twee oplossingen dan (17.13) voor
dezelfde waarden van f’en/J, een oplossing van (17.24) zijn, zodat de

algemene oplossing van (17.13) de vorm heeft
K K

17.25) X = X 4+ X

Ve

waarin >< een . .willekeurige oplossing ven (17.13) is. Is F—

maar /1, o dan gaat (1".1 13) over in

X //!/[A ij

X W/u, - ©
hetzeen bewijst dat in dat geval de stroomlijnen althans in de karek-
teristieken liggen. Nu kan men JN niet willekeurig kiezen want al-
gemeen geldt dat

f}. , ;
17.27) XFN/LL h/[g,k, e '1’\/,3;ka+ aﬁx 1/\44.[,}, Wk, TVa.k, - - M,,/}]“

: B
- = g Ko Mg Wk =o

m

gF-&l
omdat 7? ip iSe
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Dit laat zich ook als volgt schrijven

‘ i — 2p-i
17.28) FJ7 oy FJ o
en deze vergelijking drukt uit dat —— W/, voor J?’¢ o van de

klasse 2f -/ is (verg. § 10).

Resumerende hebben we dus:
De meest algemene infinitesimale puntiransformatie,
die een veld W/, van de klasse 7 : 2 invariant laat cp een fac-
tor /4—}Laﬁ na heeft de vorm (17.25) en er zijn 4 gevallen

(0) d? 0; 4~ o3 X=X, stroomlijnen in dragers=rota-
© tiedragers

(1) fﬁ;o 3 pio stroomlijnen in karakteristie-

) 17.29) f? : | ken
(2) is een oplossiag ven (17-28); /A 0

(3) F is een oplossiug vau (17.28); /4 #0 en willekeurig.

Voor #:n vervalt weer het gzval (U) We Plijven bij dit geval en
gebruiken de notatieverandering van § 13 waarbij n overgaat in 2n
en de differentiaalvorm de vorm

A s B
Wy dS = Wy d°§ S, (7))

Verkriagt..Dan worcden de infinitesimale punttransformatlea die door
(17.29) gegeven zijn C?, -transformaties in de Xn‘a De rotatie A/
heeft alleen de kentallen aangegeven in (17.18) en hetzelfde geldt
voor /Vz , alleen “é vervalt nu.

De vergelijkingen (17.1v) worden nu

) (K) .
17431) X+ 2 'F /“'b\/
K
x — a(K) f o]
waarult direct volgt
b J:'_ U“) f’
17+32) X = _.a._....._ i X T __a___..._ - }J Wy
d W, acgk

K
De meest algemene infinitesimale Cl -transformatie in1§\, Wy, is

dus
S . b a
O Wk 5“(11/‘0(5") =P¢twAcz£‘
17.33) $ F .
Wy ; %Ed* ¢ pwadt

“yaarin fb een willekeurige functie is en f-een willekeurige oplos-
sing van (17.28) is, welke vergelijking hier de vorm

17.34) w F _F

A bw,}

it




54.

aanneemt die uitdrukt dat fhomogeen van de eerste graad in W;l .
moet zijn (verg. § 10). Lr zijn drie gevallen:

(1 ZF; 9 ; ;M willekeurig, gelijkvormigheidstranformetie
in W, , speciaal C, -transformatie ;
17.35) (2) f homogeen graad 1 in W, ; /& = 0 ; algemene 03 ~trans-
‘ ﬁg;matieV
(3) £ dito; J¥ willekeurig; algemene C, -transformatie.

5,
Nu gaan we eigen dat de punttransformatie (17.1) in /<M21et
veld W, op een additvieve graiient na invarian® laat. Dan moet .Z]w
een gradient zijn, dus (verg. (17.1C))

17«36) ' X}%}A/f,‘x + E}A ( Xﬂh’;w) = E:'A S

Schrijven we nu

17.37) Frae XN, | ¢« F

i

dan gaat (17.36) over in

Py -
x L'(/’LLI? -+ dA

17-38) , XPW;M . A‘:’:

J‘.

+ S

R (‘Q i O
1
©

M, o :
Nemen we nu ecrsh ¥ - 2p+¢ . D20 most Q_, \; in het gebdbied van

L\/}“\ liggen z=n fj’ 1s dus een constante of een functie met index 2.
iNemen v;(e nu serss G = gconatant en & = M? dan drukt (17.38) uit
dat X in de dragers moet liggen, Is alleen 5 constant dan volgt
alleen dat XK in de rotatiedragers moet liggen. Zi] )(K de meest
algemene oplossing van (17.38} voor = conatant = - S dan zal
het verschil van twee oplossingen voor dezelfde waarden van { end
gen oplos.ing voor het stelsel metg = constant = - 5 zijn. De alge~
mene oplossing van (17.38) is dus van de vorm

K K k

= +
k SJS >

waarin SXS cen willekeurige niet speciale oplossing van (17.38) is.
’ Er zijn vier gevallen:

17.39) P

(0) 5 =constant; S = - Cf $ X = %(, stroomlijnen in dragers
(= karakteristieken)

(1) 9 =constant; § willekeurig; stroomlijnen in rotatie-
dragers

(2) index 2; S = constant

(3) index 2; § willekeurig .

17,40)
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Yeor 7? = 2 vervalt weer het geval (0). We blijven bij dit

geval en gebruiken weer de no%atieverandering van § 13 uitgedrukt
in (17.18). De vwgeliaklngen (17.38) worden dan

\( WQ5 + GBS

« 41
17.41) )\\‘l\{c :‘3‘-&5

en deze gaan iagevolge (17.19, over in

A , (K
Xiw, 28 < Gas X' 28 XY og o

17.42). W, dwy é}cg“ J ",MB

—
—

X

De meest algemene L, ~transrorxmavie in 5 c§ w, heeft dus de

vorm - 5
[N , .~
Av H T e W" ﬁ- O - t. ;11 '&:ldf‘»
H'\
1743) SR S SUdE+ w, df”) = dsdt
i (_:) e N
. h
J" . R !
W, = . 4ot
i »‘Jf"
, | I R
waar %een willekevai g@ Frystizs van g“ w1 is en & ecn willekev~
mge functie van c§ £ 3 w . Or z:jn arie gevallen (verg. (17.40)
» o~ - - k > e
(1) Q = comstant; ¥ viillereuvriy; en W, invariant; tri-
viale €, - transformatie

K
17.44)  (2) g,, willekeur:se funcilis van € W, ; S zoustanss al-
genene C, ~translornatie

) {3) (;1 dai 10‘ ¥ willekeurigs alge mene C ~transformatie
‘ m = 2 dan ligt blijkens (17.33) Dg (J in het gebied van
i, en dus is g een functie wsy index * cf 2 of een constante. is
een constante éan volgt ult (17.38) dat § = - ? en dat de

b‘brcomll;}nen liggen in de dregers (= rotetiedracesrs). Ingevolge
(17.38) is steeds

F .
‘fq.45) - X W/.g W{}x}, ....W/,L),}f} -5 WII.;;A,. . W’.T)f‘} —

! | Kk
et KW v, W oo Wagdp] = s W Wiy

&p = op-t 2
| 17.46) ¢y . zog' J oz s f
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-

xpat - '
Is duss van e index 2, d.W.z. 3 = 0 dan is .5 s - g » Vol-
doet% aan de vergeltaklng (ver {1 28

o - ;g.: : :

17.47) ‘gﬁf-zfg.:a;
dan is §=zo b113ken=‘ (17.46). q heeft dan kennelijk de index 1.

Tenslotte kan 'j de index 1 hebben en nlet aau (17.47) voldoen.
xies-h meng dan laat zich uit (17 38) eerSt X bepalen op een a&dl*
tief stuk na welks overseauivinrg met WF en dus ook met W), nul is.
Bn,ggevolg ig dan 0ok G +s em daarmedc S bekend. Zij da algem%(ne Op?
lossing van (17.38) voor 9 5 en dus § =o aangeduid met A dan
is weer de algemene oplossing van (17.38) van de vorm
11245 XS LK e xS

3 I~
S
| : »

waarin, X een willekeurige niet uped ~iale oplossing van (17.38) is.
Er z.u;n 4 gevelloarn:

(0) % = constant; § < -3 X'z X, stroonlijnen in dragers
B S (rotatiedragers)
(1) G inlexz; 5-- 7

<
17.49) _ ]
(2) index 1, oplussiag var (17.47); S =0 p ,
(3) index 1, geen oplocning van (17.47,; § uits at te
lelden'

[ .
Voor R‘-‘-ﬂzv’el‘*ral‘b weer het gaval (0), We biijven bij dit geval,
en gelruiken wesw do notatievergellisbing van § 13. De vergelijiingen
(1758) krijger dan vieer de vors (17.41) en deze gaan over in

@ ., X - 2% ; X 26
| - REX

O Wy
terwijl (17.46) overgaat ia
17.5%) : g -
De necst algemenec -transformatie in ‘g , W, heeft dus de varm
¥ 29 dt Y
— w dsd
i 15\5 - DW { )d(g) sdt
5 ..
17.52) Swy = a5 o, w, 38 - G+s
- oy — W, -

waarin g éen willekeurige functie van g“ ; Wy dis. Er ziln drie ge-
vallen:
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(1) “3 homogeen graac& Oinwy,; § - g 4 Speciale Cy_-trans—
formatie, J§  ligt namelijk in de (n-1)- vichting vanw

17.53)
(2) S homogeen van de graad 1 in W, ; § =0 ; algemenec3 -trans-—
formatie
(3) g willekeurig; 9 :w, "év% ~% ; algemene C, ~transformatie.
oW,

pe [, -irenciovmaties wijn in {17.22, 33, 42 en 52) valzelf

mee voor de dag seXCiasi.
Hier volght ccox »verzicnt ven alle infinitesinale coatactitrans-

formaties:
j



8 = | £ = 1
N A S 28 (Fl
i3 S EX M_W"W&*( +3)db
&'w = Q_Edt 1w, A § " > d
N T - - 4+ twydb = 2T dt
BC% } Cé ) 'wa
Sw, -~ 2F gt 1w, OF
v Y
0 4 - ((6)-F {diwpsimal’ | $(dE 4w, 4 ) -
def ;e
(F) 4w 2b =§§at(&£+w}d£*)+asst,
C, : (ﬂ = F,).u willeketrig C,: §:0 ; ‘F willekeurig,}-l 35
(¢ en}bgevem (alleen F geven)

l"n

C, : f»:o H Fwillekeurug.‘g Cz s § willekeurig
(alleend geven) }cg ( F en 3 gevan)
03 : (F) = EP jJ- =0 : S:zo }L

{clleen fgevcn) 3. 2§( alleen fgeven)

lF }l en § heten voorzover zij gegeven moeten worden om de
contacttransformatic vast te leggen de charakteristieke funoties
der inﬁnitaslmaleb -transfovrmatiea
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§ 18 Haaksymbolen vav Poisson en van lagrange
Zijn v, en vz'fungtias ven de § ‘en W, dan is
18,1) < .
(v, v 0% v aw L 3w de
voE PER N ow, JEF T
het haaksymbool ven Poissaa Is(v, . v.) = 0 dan heten v, en v
in involutie.
Zijné AN fuucties arn v s Y, 28 uog andzye variadalen.,
dan is
18.2) :
v ol e am 38w af
' Ivi  ow oY v,

,(v1, ve}

2

het haaksymbool van Lagrangz. Zijn =r 2n variabeien
v% ] - Ty ereasey 2h Jan volge gemakrelijk
18,3)

. P T A . :
(Vm.’ Y:){VL’ ey T L N TR P R 1

Door uitschrijven hewijst men oo identiteit van Jacobi voor |
18,4)

(Vs (v v3) )+ (vpalvy, v2) + (v, (vys V)

" gen dergelijke identiteit geldt niet voor {} .
Bekijk nu een willekeurige transformatie in1£‘k, LNE

18.5)
<ﬁ Q§ wn
die omkeerbaar veronderstwld wordt. Dit isfﬁgn en alleen dan gen
f
02~ transformatie indien er =en fnnetiefl(f;J!NA\ beatazat 20 0%
" ‘
1€46) ]
a:'\ D _.~
mrzg vt c th.gw*)

#i o
of ook
18,7
w8 L . 20w 28" 1
Y LS 57 3 Wy
Door differentiatic van (18.7) virdt men
18, 8) b e
(88" -0
[ ‘-K -:\
%W} a§§ = O
! ! b )
{wll “}}"’S = {1

~

Deze vergelijkincen Vrenger tot uitdrukking dat in de Xgmdey

e

Koo .

{ sy Wy de veetor met de 2n keutullen:
'S ]
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W A«%ﬁ aw ,ﬁ’

n rotatie heeft. Maar dat is prpeies*wat (18.7) ook uitdrukt. Bijge
g is ook {18,8) esn stelsel coundities, n.e.v. opdat (18.5) eexn Ju:

. : 3 * 4 . ™ ’
transforratie 1s, De matrix van de Lagrange-nsken van. F # ¢+»o,¢€ 8,

to .
esen 5 W  in deze volgorde 1s
16,10} i o -;ii
o AR <oy
} | f
i8] e - }
| - o ;I
!- O -k i
f LI 1 l!
”ou if
i1y a b ) o
- Dus heert de omkering dezelfds vorm en dat wil zmeggan (ingevolge
K18.3)) dat l |
Lofe K
18,11) (&, 8"y =0
Jg\' =%
(T g% Y =0
. ;),?) b
o Cwy,'uy ) =20
eveneens een sielsel van n.e.v. vooovaerden is opdat (12.5) een C;-

transformatie is.
Gebruik mekende van (13.3) en (18:11) k& men e:nvoadlg doon
vitschrijven bewijzen dat voor twee willeksurige v, en va de beide

haaksymbolen (v, s VZ) en % g2 v25 invariant zijn voer szuransiax~

maties van 5*{5 Ty

We werken bpijna altijd met de Poissouse haaksymbolen. De haak-
sywbolen van Lagranzs komen minder voor, tengevolge van (18.3) zijn
'zij echter soms gemalkeliik voor berekeningen

Neagt (P, @) treedi oy een ander heaksynhoodl op

18,12}
e
Y = a2l
] 3 W

Dit syﬂbool is wlies if/”“J&nﬁ voor ngsransformati?s [RaT Woa
voor C,-trausicrraties van é “, Ty Voor é= haﬁf syrivolen met belvli-
<~ i ‘

king %ot ‘ ,,f1 Johrijven wWe @ .G} en iF} . Jduas
18,13)
’ “ - Ay ‘-u ‘ -
{(F'eG) = (F,d); ale é‘eﬁ~9§ a:a.vgmtransf. i
? - \i - K A3 . . R ‘ .
(F) = iE) ale Sow, AL W, een C,~transf. is
Meer algemeen gellt het volgende: ,
€8044) Jﬁ~trffffiz?f?}e Co-transformati ?“l, Qiﬂfransfar??zf
X & X . O
w)cpfg . /u uy who’,cé + i Wy d£
) RN PR i L=y s N
(F38) | & (P60 - {FIE, ) (ENFD (F,%) (F,4)
’ i - -~ .~
(™) _...{_.E.)._..._.. = (F}i‘-”og}}_) ) (F‘;‘ -¥'(3’).J:“) l (F}
\+(§o_3r-)
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LSl 8 ‘5’39¢ Vectoruitgebreidheden
Het stelsel van 2n-m onafhankelijke vergelijkingen

19.1) ‘ : =
Fo f) sy Y =0 3 x=m1, aeney 20
‘ S ' . . ke e i ¥n.
minimsal regvlair in (ﬁ ) 3 Wy % 0 stelt eer zysteem van <o
<o

cov ariants vectoren in X, voor, Dit heet een 67/ -dimensionsle
veotorultgebreld.hv._d., Ziju d2 vergelilkingen ¢1orn.ob_.een in W, dan heer
de 3'?, homogeen. Len homogene (lﬁ;mbeva"s naass een eiemen‘c,ﬁ’;w/\ ook
alle elementen van le vormrgk,q‘wk. Uit cen homogens Eﬂ-m kan men Jo.r
op continue wijze iv elk punv £€én eleuwsat ult vte zoeken een niet-
homogene §l, maken. Lit alet eenduidig tepaslde proces heet dishemo-
genisatie.- Omgerceerd kan man uit een nie’t homogene #,, . 0p één on

proces neet homogend -

-

&lechts één wijze eern Lowogene ?ﬂ,,,_ maken., D1
satie. Behalve dosr de nuivorm (19.7) kan ce

G
0 0, ook gegeven wor-
‘den in parametervorm

19.2) L S
a) &= :g (v
| ;U= A, hewy om
b) Wy = w, £ )

%

minimaal regulair in 4G ( ’2) waarin bij 7 -de weaarden 5 s ’:/ he-
horen. Is deﬁ 'f‘ﬂ;m homogeen dan kan men de parameters c.ltJ.;;cL 20 kie-
zen dat de (f,K nomogeen ven de graad O en de W, hcmogeen van de
graad 1 in '70‘ ZLijoa

Is r de W -rarg ven (1%.1) (= de rang van de matrix der alge-
leiden naar W) dan kan (1:7) altijd vervangen wordsn door eeun su-l-

sel van de veran

19.3) .
A L 3
. EL} ,.:: { :)‘:) 3 ‘f!)/' F-3
¥ C /) 4 N g .y
8 '— = e 4 €9 ¢ f; v = +‘ H i
D) - (x 'x _E; RO
(31
De F hebben een rang » t.o.van w, en de G ey rang 2a-m-r
oK
e < >

.0, van £ . Dus 18 2o-wr 2 v oen dug » 2 pem

(19.3b) stelt zex X 5 T o= w-udl voor, het veldgebied der %m_, Buitven
dit gebied zijn er geen elementen vanwim, t heet de g.gn'e_g;_s_;g van?f@.r,,
In elk punt van X, zijz er oo BT . o™ F covariante vectoren. Deze

vormen in dit punt walt wei een ){}b 4 noemt, Dus ig cen f)u een lﬁm i -

o] e emar -5
veld over een X’t' In de parametervorm (12.2) is t de rang van ae g
- ¢ -

. e T - . )
_ten opzichte van de 7 omdat dan en alleen dan uit (%99.2a) pre-
v x /
toles n-t vergelijkingen tussen (1e.(_§ kunnen worden afgeleid-

(eliminatie theorema).
Uit de aard der zaak is 1 geen invarianie bij 03-t"ana:€ormat3.;,.
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"Gi'h de F¥ in (19.1)-‘ 2n men de volgende witdrukkingen vormen
in alle nulpunten van (16.1) (&.z, alle waardencg", w, , die aan

(19.1) voldcen):

19.4) y

K ‘3w,;£_=(}? 3

XY def aw“, o veor F X = 0

K (F %8 7 J ;J, = Ml e on i
Gaet men over 1ot cen 2quivalent stelgel B =0 (b a@n.'*trans*?cr"nar“*
den is (hasigscelling)
19.5) ,
‘ (P* ) = '*" (F‘} (mod,f“ )

(0 EY) = ¥ o) (Fy ) (mod. )
waarin de C, functiss van tﬁ",w‘\ zian. Aangezien KX en K ailoc

naar voor elementen dez*Jf» n gedefimeera zijn en voor deze F¥
volgt dus
19.6)

KX

A

CX‘K‘ Xy ¥y = n+t, ssansey 211“,‘
" . ¢
(‘xC;‘; £ XY= (1)) coan)

N
’ 'I: *

‘! =il

-

=

B neet de Poissonbivector van de T,en ook van (19.1). Kx--% Y

rianten voor golrdinatentransformaties en basistransformatiue
afgeleid

19.7) ’
rotaticklasse 2f : rang van i
klasge K : x-rang van Kx, s
gelijkvormigheidsk .k ¢+ het grootste oneven getal K
de ..51_5_1:__« 1 : de rang vay E{::, dus l=1 voor

+ 0 en l=1 voor i =0

en is 1i=1.

Het gedrag der invarienten bij C—trancforuwevies xall nu gemai-

kelijk worden afgelieid uit {19.4) en (18.74). Men vinat dan
19.8)

P

wanneer de ¥V, homogeen is. Uit KX en K™V worden de volgende 1=

X

. L )
Indien m=n en = i de ¥l een gewrorn veatorveld in X . van
2P, K ea & over ia de gelijkvormige iuvarienten wan ai*' veid
¥ 3 1]

C ~trensfurmetis i C,-transformatis CB~'bransfcxvnnT.‘.f:
o 5 ' P y e T T T
wy df = pudf | d s w, d o S Wy E : wieh”
X Xy NP Xy K
L (K Thapv K K
w (i P
waarie
EAFT D

A‘*"*a ' %E:g,&
2K K (0K | K>

i
LT o,

.
e S v e T oty
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) 2p
k

.
= 0

en hieruit volgt: | S St
¥C1~tr&naformatie v Cz~ﬁran3farmatie | c3+tran3f9rmafi%
Ik even ¥ eneven K even | K oneven
K of K-t |K of K1 E of K+1 | E of E-1 K
ppof 2p-2 [Rorzper [ 2p e e
k Lk k of ks2 +; Lk of %2 ° K el
1 I 10z 0 1ot o | [
0 | @ L oottt | oopir i~ 0. i
We kuunen ru ook arith metische invariauten gaan afleider
uitgaapds van de parametervergelijxingen {18.2). In )@m ﬂez?‘¢

definitiren we het cuvariante vectorveld
19, 10)

4

def . g?
ng = tlu-:‘ bgcta ; ‘g:"&,-‘.)m

pan ;f g’ o b £ %.d {
19.11; W d"(f\ - w'\(agé:) }d'? : Ay “

De rotatie van het wveld ngia
19.12)

dof X ¢
pa T 20Uy = 2R w00 E = 508

Uit het vectorveld ILgvnrmen we de gewone invarianten en
duiden deze amn uwer i, i? 2n ke Men kar den Yewijzen Jdat
19.13) “

K o= % o+ 2(men)

O = e on-nj

E x4 2(m-a)
en dit zowel vour mer als voor mén. De bet:kanis ven het cul g -
den vaa k¥, Kxfuyih of}Aob is de volgende
19.14) '

E¥ = ) su het definitiegebled; de31m is homogecen {= . v,
lL¢= O irde X der 7‘ er. dusll =0: dedl 13 covw U

. x' . "x ¥ la‘ ) l4

it A : (80, 07) -0 iagevolse |
“ L t: & C ;'g s A i ‘i“‘ A , 4(
ot 0 S 1y ,\75 = ingavolg ¥

Uit (19.13) volgt voor m<n dat K 2 2(n-r) is daar K nie: ..
tief kan zijn. Is dus het systeem (19.1) in involutie, d.w.. .
K=1 of K=0 dan is alitijd m2n.

]
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~ Voor myn volgt dat E 2 2(m-n) omdat K niet negm;ief zijn
kam Is dus ae& sen N_, dew.z. is K =0, dan is altijd m = n,

§ 20 Lnteggabilitalm“theogie der vectoruitgebreidheden.
en%.. ' £ n wearvan a2lle elementen behoren tot cen 8%,
netteen ,.-L_'_g;;a_._s_;_.gr?ﬂ, van deze 0 |

Ten 9?'% heet volledig int grabes, voor integraai ﬂ 8 van een

xlesse K' on cen dimensie t', immersers voor elk ;,laraanf Jor b,
“sﬁzzminstg één%m, vald aie kladgse en Jie dimeusic destaat, i
dat elemen’ bavat,

Hew integraal M pt Tearvoor m' = noen tr o= n dle en KV - i
is een gradientveld QAP, Gat azn de

(225




" 65.

laclvergelijkingen ;
1_:30,.1) | & e (C§ B)P)mo X=m+t,. . ..., 2n

; 2n -M gn,
.ﬁvoldu\et Het vinden van een oplossing van dit stelsel staat dus ge-

‘1ijk met de bepaling van een integraal- PL,, van de klasse 1 en de
b dimensie N | Het meer algemene type oplossins dat door Lie werd be-
L‘ «ﬁchouwd komt overeen met een integraal % van de klasse 1 en een

A ‘gmens:te < n.

o We gaan nu de vragen stellen:

1. Voor welke waarden van hu K' en 1 is de B'Z volledig integrabel?
2. Hoe vindt men de 1ntegraa1 TL S bij volledlge integrabiliteit?
3. Bestaan er integraal - ifb ’s van de klasse K' en dimensie 1 ook
wanneer er geen volledige integrabiliteit is?
6 Hoe bepaalt men deze Ol Js?

Vraasg 1. We laten eerst ‘b vrij en bepalen de integraal - ’J‘L ‘S van een

gegeven klasse K . Men moet dus bij (19.1) juistm- mvergell;}k:.n-

gen toevorgen. Deze bepalen in de X der parameters ?2 een X ' en in

~ detze X bepaalt WL ! een vectorveld dat de doorsmde is van het

. weld U.k met de K, . Dit veld moet de klasse K = K'+ 2(m'-n)hebben.

~ De.klasse van qu was K- K+2(m-n) . Dus is

' 20.2) R, K o KoK'+ 2me-am!)

* en het komt er dus op neer dat in de Xm een me moet worden gecon-

 strueerd die een klasseverlaging K -K'+ 2 im_m/) geeft. Anders ge-
zegd er moeten m -m functies der 'fl°’ worden gevonden die een index

‘ K'+ 2(m.m/)ten opzichte van het veld ubhebben‘ Nu herinneren we

aan de voorwaarde (8.1). Deze vertalen we :
Wy M

20.3) K__L K= K+ 2(m . n.)

$ __ K-
dan krijgen we het integrabiliteitstheorema der Z'Lm:

;(l
1
."}(
ZT
+
n
3
3

Een ¥{_van dc klasse K 1is dan en alleen dm volledig integra-
bel voor integraal - O, ’s van de klasse K' , indien

20.3) - K < K € K+2(m.-m))

[
av.am € K € anm/
Dat de voorwaarden noodzakelijk zijn is triviaal (dit na te

gaan!). Wat nu de integraal nfsb@'treft voor het niet integrabele

; wal, het i3 duidelijk dat altijd

be  aom "K's K+ 20m. m')

| &nt een dooraniijding met U:L kan wel klasseverlaging maar geen klas-
severhoging peven. Men lette er op dat de klassen in Xm (de gestreep-
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) verlaagd worden en die welke uit de nulvergelijkingen afgeleid
zijn (de ongestreepte) dus verhoogd worden. E

’ . Gaat men nu ook de 1 ’in beschouwing nemen dan kfijgt men een
aantal theorema's. Het belangrijkste hiervan luidt:

Iedere '&'Lmva‘n de klasse K is volledig integrabel voor inte-
graal - ﬂ';svan de klasse K' en dezelfde dimensie als 'Zﬂ.w indien
de integrabiliteitsvoorwaarden (20.3) gelden en indien bovendien
n ¢ m'<m 1S en voor een homogene ¥ niet tegelijk K':Kenmin.

2. De hepaling der %M;s in het integrabelgeval. len heeft in
de X, der 1% (m-m') functies te bepalen met index { K_KD+2(m.rmik
i
Dit kogt voor K- K even volgens §7 de operaties

20,4, -0, i
o ) ‘ OK*UOKQ:J"“ JOKaK-}K‘cl(M-‘D‘;)-}-l
of anders geschreven

®. o N

v . Kt+a{m-n)-1) OK—!— 2lyru-rv)-33 -~ - -2 OK‘.; a{m‘.ﬁw}.;f
Voor K - K oneven kost het wegens § 7 &e operaties
20.6) @) O ®)

Ktilm-n)-713 K +2{mo-n}-33""""J Kaa(m'n)+2

en een operatie. . ,
Oy 2ty s Voor Kt 2cm nds i

20.7) O, voor Y =/
' OQ Voot o = O
Tot nu werkten we in de ,"(m. Men kan dit nu terug vertalen naar

de X, . In het geval dat (K_.K')« 2(m._m')=1! is hebben we een
functie met index 1 te bepalen. In alle andere gevallen beginnen we
@t proces met de bepaling ven e functie van irdex 2,

Beschouwen we hier nu alleen die gevallen en zij f(*{ml dLm fandta
Dan stelt

20.8) . fhz“') - constant

N X
een normaalsysteem van 2(,,‘,_:3 iWoar wier doorsnede met het veld
r &
'Ua’ode klasse K -2 heeft. Lossen we nu de % op uit (19.2) en
substitueren we deze wmarden in (20.8) dan entstant een vergelijking

20.9} F"O( cgkj Wx) =0

die  tezamen met (19.1) een nm., voorstelt van de klasse K . Men
lette er op dat de klassevarlaging in Xmen de lélasaeverhoging in
Y\“ tengevolge van één functie f(\’r) resp. _F°(<§. ) W}) als volgt ge~
coordineerd zijnt

ﬂ‘i R~48~L K-)‘:{
0.10 K-t +
%' ) K K+2



| F kan nu ook an&érs'worden bepaald. Aange zign B‘L : déj'klaéﬂs * K
gmoet hebben en we voor K oneven weten dat L , .=

(’F”F) (F“""““){F“)*ecmmm
(FH FJ F"F“*':;)—oCmnd,F) |

moet F voor K oneven een oplossn.ng z13n van de cengmmtxe

izom (FDpa) (P pody *ofrmooLF— )

Voor K even we*ten we al dat S

. (‘:“F"‘) ENE £

20. 13) V (F Fr ((: et F*K}(Fxmﬂt $ o $fmoa FX) |
i S i (._.E'X, F Z) ('F.)(F’H K‘l'l) * V

81 dus ‘is F een op10331m0 der congruentles

(FYE™). . (F"K*F"“) (FN =0
(F'D(' sz) XKH F ) “‘0‘ »

He'b is Qnaangenaam dat F door con gruentles wordt vastnelegd ter-
, Wl,}l -F door vergellaklngen bepaald werd. Het is echter altijd moge-
1ijk de vergelijkingen van de 3"{,"\, zo te schrijven da'b er voor F
vergellgklngen in plaats van congruentles komen.

, 20 11)

20.14) (m& FYXFe)

§21. Toepassing op de oplosmng van stelsels differentiaalverge-

dijkingen.
Beschouw het s’sélsel :
K
21.1) F (cé pd=o min

‘em aan &at drt stelsel in 1mrolut::.e is, d.w.2. alle haaksymbolen

( FJ F*) 2ijn nul. Dan stelt

: : Y K
21.2) FICE,wy) =0

‘ X .

een ,%min Xn voor van de klasce O als de F7oalle homogeen in W,
Zijn en van de klasse 1 als er tenminste één niet homogeen is. Inte-
greren van (21.1) wil zeggen een integraal - Mvan de klasse 1 te be-

gradieéntveld voldoende aan (21 1). In het

paien‘, want dit is een
en m=n - Voor het niet

niet homogene geval is K=/ en K'=
‘homogene geval zijn das de operatles

21.3) : O?.(m,—n«} > Gzi.’mnaf)a AR OZ

en voor het homogene geval

ﬁl' i) - Ol(m-m}-—l )Qlﬁmmn-u)-h‘ ) Of

g'eze methode is in de literatuur bekend als de tweede methode van
acobi.

omdat K'z/is imae 0, een N, . Het kan zijn dat de dimensie



kn m“gehjk n is en men kan di‘t altijd mmikan dan is Nn. een
swoon gradientveld BA P en p kan bepaald worden door een opamtim
Oe . Bij deze laatste imegmtie treedt nog één integrat1aconstan~

‘ %
tr op. Zijn Fm. . *Fm' ‘de functies die achtereenvolgensvae F
worden toegevnegd dan is de Nn. gegeven door de vergelijkingen
&1‘5) F*\A:O ; Fn*": c.fh-b- Ii s “J F—m: cﬂ-

pn hiertreden dus v-n integratieconstanten op. Totaal zitten er dus
in F duist wu-r 4 m}_‘gratlecons'tanten‘ Men noemt dat een volledige
op_loss:,_xg ‘

Gaat men niet verder dan J,p dan stelt ecn volledige oplassz.ng
eenstelsel van e m"n.f\r’ dow.2Z. c:-o i s’{:ﬁllen van ©0 vec-
torslementen, bij elkaar constituerende de oo™ vectoreleme nten van

gegeven 3*6 : Laten we nu de conditie 'fr = n vallen dan krijgen
itoch oo N’ $ maar elke f{n is een ] -veld over een Xt .
Totaal hebben we weer de oo™ vactorelementen der Wt’m . Men noemt
mu  zulk een stelsel van << 'nN-s elk van willekeurige dimensie
een volledige oplossing in de 2zin van Lie. Belangrijk is dat zulk
een volledige oplossing invariant is bij C ~ transformaties. Dat
is een volledige oplossing in engere zin met, omdat de dimensie n
niet invariant blijft.

™ Is K"l (niet homogeen geval) dan moet de eerst ingevoerde
fundtie voldoen aan |

) X
211.6) " (F 2 F) = Q

is F zulk een oplessing dan gaat men door en bepaalt een oplos—
sing van

21.7) (F* F) =c ;(F™F).
enz. Maar nu zou het kunnen zijn dat men van (21.6) teovallig meer
dan één oplossirg heeft. Volgens de normale gang van de tweede metho—
de van Jacobi hebben we daar niets aen, we kiezen er eenvoudig ecn
uit en laten dc andere lcpen. Iie heeft nu echter een methode ont-
wikkeld (de methode der functiegroepen) om van zulke mecrdere oplos—
singen profijt te trekken en het amtal en de orde der benodigde
operaties te verlagen.

522. Bepaling der integranl - 3“[. 'S voor K <K .

' D:r.t is de ferde vraag opgeworpen in § 20. Aan de vergelijkin-

gen
22‘1) i— (‘g )W;‘,} ':’0} X:M*IJ.....aW
xqcmgen we nu de conditie tﬂ?’,:u,x, Xy Ky o 3 ‘
\ . = O Voor K oneven
ﬁ- [xxy Xl X' | X'y 0 d
2) K K K g e

‘ ' voar K‘ even
KCK “1 Kxn*i%‘t*l:‘ i

=0

LT



69.

Z:lj het santal onafhankelijke vergelijkingen in (22.1,2) gelijk
2n - m, m*<m ., Dar stellen (22,1,2) een % #voor die integraal-
& % van 9"5 is. Iedere integraal-97, , van de klasse ‘K' van ge 7¢

m
is oak integraal - 32" ¢ Van ?Z %30 omgekeerd omdat 7T mtin 3‘6 vervat

is, Is . nu

‘ REVR SNV %
22.3) L < v £ K + 2{m™ m) i %*

2 _En € 7'('\ 2n m' e
dan is % volledig invegrabel voor integrazl a'z m s van de klasse W
Dan bepaz l‘L wern de mteg_,raal (rf dler 3’5 »xen het provleem is opgelost,
e K> 7‘( + ;.(m, rlof is m'y m" da.n heeft (3'5 wen dus ook mm geen
integraal - ')"! 13vzn de klasse X' 1In ae resterende gevallen gast men
et u * 0P r}e slide wijze door en vindt ten slotte na een eindig
aantal s’cappen een vectorultgebrnmheld die dezelfde 1ntegraa1’3‘z s
van de klasse f< b.=it als (,/ en wazrvan vectstact of dat zij voor y
deze 3?2».5 volledig 1nteprabel is of dat zlj dergelijke integraal“ '3
niet bezit, ,
Yoor 'k i en K =1 m'= 1 is dit de welbekende methode om een

gysteem van Zr-in rartlele differentiaalvergelijkingen
B

- N -
9’2_'4‘) r {Cé) JW)‘J :ijhl L))‘P3X=m+i)....)lﬂ.

over te veeren irn een systeenm in involutie. Men voegt toe de verge-
lijkingen ‘
h'»x o
22.5) (r 3) : = M+, an
' J J J ")

ils hierdoor zen systeen ir involatie met 2n -m'<nverkregen is
stopt men. Is weliswaer nog 2n.-m'<n maar het sycteem nog ne'b"‘?%.nvo-
lutie dan gaes rnien door. Tenslotte ontstact een systeem in involu-~
tie met eer aental vergelijkingem < n of een systeem van n of meer
vergelijkingen det zeen oplossing toelaat.



